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CM14 : Racines n-ièmes d’un nombre complexe

But : sous quelles conditions sur les a�xes de A, B et C un triangle ABC

est-il équilatéral ?

Plan :
• définir la notion de racine n-ième,

• en calculer certaines et les placer dans le plan complexe,

• les utiliser pour des applications (géométrie, factorisation de

polynôme).
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Question 1

L’égalité e
ikº =°1 est :

1 vraie seulement lorsque k = 1

2 vraie seulement lorsque k = 2

3 vraie pour tout entier k impair

4 vraie pour tout entier k pair

5 jamais vraie
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Proposition 17

L’égalité

Ωe
iµ = Ω0eiµ0 , avec Ω, Ω0 2R§

+ et µ, µ0 2R,

est équivalente à

Ω = Ω0 et µ = µ0+2kº avec k 2Z.

Proposition 18

Pour tout n 2N§
, Ω 2R§

+ et µ 2R, nous avons

≥
Ωeiµ

¥n
= Ωn einµ .
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1. Racines n-ièmes

Definition
Soit n 2N§

. On appelle racine nième
d’un nombre complexe z tout

nombre complexe ± tel que

±n = z .

On appelle racine nième de l’unité les racines n
ième

de z = 1.

Remarque

Lorsque n = 2 ce sont les racines carrées.
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Exemple 4

Déterminer l’ensemble

{ik | k 2N§}.

En déduire des racines 4-ièmes de l’unité.
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Question 2

Soit ± une racine n-ième de z . Alors, pour tout n 2N,

1 ± est aussi une racine n-ième de z .

2 ± est une racine n-ième de z .

3 °± est une racine n-ième de z .

4 °± est une racine n-ième de °z .

5 Aucune des propositions précédentes n’est vraie.

Ona : S
n

= =L

Sn = I ?
Jn -

-

E ?

E 8)
n
= Z ? Krai si n pair

C- 8)
n

=
- 2- ? Krai

- sin

impair

C- 8)
n
= a)

n

g
n

l l

t si n pair
⑨o -

i si m impair



Racines n-ièmes Représentation graphique des racines n-ièmes Quelques applications À venir

Proposition 19

L’ensemble Un des racines n-ièmes de l’unité est

Un =
n
e

i 2kº
n | k 2 {0, 1, · · · , n°1}

o

=
n
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i 2º
n , e
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i 2(n°1)º
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Question 3

Choisissez la bonne réponse.

1 e
3iº
8 est une racine 3-ième de l’unité.

2 e
3iº
8 est une racine 6-ième de l’unité.

3 e
3iº
8 est une racine 8-ième de l’unité.

4 e
3iº
8 est une racine 16-ième de l’unité.

5 Aucune des propositions ci-dessus n’est vraie.
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2. Représentation graphique des racines n-ièmes

Exemple 5

Représenter dans le plan complexe

1 les racines cubiques de l’unité,

2 les racines 4-ièmes de l’unité,

3 les racines 5-ièmes de l’unité,

4 les racines 8-ièmes de l’unité.
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Réponse en image
Représentons les racines cubique de l’unité :

1
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Représentons les racines 4-ièmes de l’unité :
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Représentons les racines 5-ièmes de l’unité :
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Représentons les racines 8-ièmes de l’unité :
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Question 4

Le polygone µn admet pour axe de symétrie l’axe des abscisses.

1 Cette a�rmation est fausse.

2 Cette a�rmation est vraie.

3 Cette a�rmation est vraie si et seulement si n est pair.

4 Cette a�rmation est vraie si et seulement si n est impair.

5 J’ai réfléchi mais je ne sais pas répondre.
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Question 5

Le polygone µn admet 0 pour un centre de symétrie.

1 Cette a�rmation est fausse.

2 Cette a�rmation est vraie.

3 Cette a�rmation est vraie si et seulement si n est pair.

4 Cette a�rmation est vraie si et seulement si n est impair.

5 J’ai réfléchi mais je ne sais pas répondre.
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Soit z = Ω e
iµ

, avec Ω > 0 et µ 2R.

Les racines n-ièmes de z sont les nombres ±= r e
iÆ

vérifiant

±n = (r e
iÆ

)
n = r

n
e

i nÆ = Ω e
iµ.

Cette égalité est équivalente à

r
n = Ω et nÆ= µ+2kº pour un k 2Z.
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Proposition 20

L’ensemble Rn(z) des racines n-ièmes de z est

Rn(z)=
n
Ω

1
n e

i µ+2kº
n | k 2 {0,1, · · · ,n°1}

o
.

Remarque

Lorsque z 6= 0, il y a n racines n-ièmes de z .
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Exemple 6

Représenter dans le plan complexe

1 Les racines cubiques de 27.

2 Les racines 4-ièmes de °25i .

3 Les racines cubiques de °2+2i .

if

2- = q e

27 = 27 eio

↳ punk7)
= { 3eiafI ,
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Représentons les racines cubiques de 27.

1 2 3
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Représentons les racines 4-ièmes de °25i.
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3. Quelques applications

À la résolution d’équations polynomiales

Exercice 17

Vérifier que

(z °1)(z
n +z

n°1 +·· ·+z +1)= z
n+1 °1.

En déduire les solutions z 2C de l’équation

z
n +z

n°1 +·· ·+z +1= 0.

£
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À la factorisation de polynômes

Si P(z)= z
3 +z

2 +z +1, on appelle racine du polynôme P tout nombre

complexe ± tel que P(±)= 0.

Nous verrons (dans le chapitre sur les polynômes) que si

P(±1)= 0, P(±2)= 0 et P(±3)= 0,

avec ±1, ±2 et ±3 tous distincts alors

P(z)= (z °±1)(z °±2)(z °±3).

Exemple
• Vérifier que i est racine de P.

• En déduire que °i est aussi racine de P.

• Vérifier que °1 est aussi racine de P.

• En déduire une factorisation de P.

Factorsat
dans ①

Factorisat

dans 112

= O

Ici) = It it i
't i '

0=E=ICiT=I#
-

= Iti )Iti) = I - I f-
I 23

= 1 - Itt - 1=0

Done Itt) = €- i )G-ti) thtt) = 12-2+1)Cz
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Exercice 18

Factoriser les polynômes suivants :

1 P1(z)= z
3 °1.

2 P2(z)= z
6 °1.

3 P3(z)= z
6 +1.

4 P4(z)= z
4 +z

2 +1.
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À la géométrie

Exercice 19

Soient A d’a�xe a, B d’a�xe b, et C d’a�xe c trois points distincts

du plan complexe. Montrer que le triangle ABC est équilatéral (avec

A, B et C positionnés dans le sens trigonométrique) si et seulement

si

a+ jb+ j
2
c = 0,

où j = ei 2º
3 .

ABC triangle equilateral -my

⇒ AB = AC ⇒ £Bt=e
{ LATE

,

AI ) = Tb K - ZA

⇐is I 2-B - ZAI = ( Ze- ZAI ¥7 b-a-
=
E' ITG

c-a{ Arg Eza=TB/⇒ b-a = Etb
ZB Ce- a)

⇐DO = a - b +e-
its

j=j2=ei¥=e-
i3

Cc - al

- = act . ETB) -b
1. eitb, e- (z - IFL) + reitzA

→
/ C = +z ti Bz # O = a eti"T3

- b
°

Tb
= e' ITB - IMB

- to e

⇐a D= a + bfei"T3/ a c e-Ez
B ca -Ei"T3= - Ga - i¥t=ztiBz=j man wj j'd
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À venir

• CC2 dans 2 semaines

• à priori en présentiel.
• en attente de confirmation de la FSI.

• TD 14 : préparer la question 1 de l’exercice 27

• Dates limites DM WIMS :

• DM6 - Nombres complexes - 8 novembre 2020
• DM7 - Forme exponentielle et formules trigonométriques - 15

novembre 2020
• DM8 - Racines carrées et équations du second degré - 29 novembre

2020
• ...


