
Nombres complexes et géométrie Translation Rotation À venir

Chapitre 2 : Nombres complexes

Reda Chhaibi

Bureau 212 – Bâtiment 1R2
reda.chhaibi@math.univ-toulouse.fr

Mercredi 21 Octobre 2020



Nombres complexes et géométrie Translation Rotation À venir

CM12 : Transformations du plan

But : décrire une rotation d’angle º
3 et de centre l’origine à l’aide des

nombres complexes.

Plan :
• les nombres complexes pour faire de la géométrie,
• les translations,
• les rotations.
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1. Nombres complexes et géométrie

Definition
Dans un plan P , le cercle C(≠, r) de centre ≠ et de rayon r > 0 est
l’ensemble des points M de P à distance r de ≠, c’est-à-dire

C(≠, r) := {M 2P tel que ||
°°!
≠M|| = r }.

Exercice 9

Soit ≠ le point de coordonnées (1, 0). Dessiner le cercle C(≠, 1).
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Exercice 10

Donner les définitions de °°!AB et de ||
°°!AB|| en fonction des coordonnées

de A et B ? Donner les définitions équivalentes en utilisant les a�xes
zA et zB des points A et B.

ABI = Loeb
- KA Goo-rattly-Fd

'

def equivalents
YB - ya)

HAB'll =\

¥7 ABT d 'affine ZB- ZA{ IAIN = lab - ZAI
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Proposition 14.

Soit ≠ un point du plan d’a�xe z≠ 2C et r > 0. Le point M d’a�xe
z 2C appartient au cercle C(≠, r) si et seulement si

|z °z≠| = r .

Cette équation s’écrit aussi

zz °z≠z °z≠z +∞= 0, (1)

avec ∞= |z≠|2 ° r2 2R.

MEET C- CCD,
⇒ HINT'll =L

←⇒ It -Zs) =r

France

Formulation e¥alen£de→
IF-221 =r⇐ r

-
= tf -Eel

-

z
1712-72-5 -Eze

⇒
IZIZZE +12312

12-1
'

- 2-ZI - Eze t KILLE =D
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Question 1

L’ensemble des points M du plan ayant leur a�xe z qui vérifie

|z +3° i |… 2

est :
1 un disque,
2 un cercle,
3 un segment,
4 une demi-droite,
5 une droite.

⇐D IE-Ze If
2

→ [ 2- s] ⇐a
MrH

avec Zee
-3 ti
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Question 2

L’ensemble M des points du plan ayant son a�xe z qui vérifie

|z °3+ i | = |z °2+4i |

est :
1 un disque,
2 un cercle,
3 un segment,
4 une demi-droite,
5 une droite.

⇒ MA = MB

A- FEAT
,
BEEB]

oei za =
3 - i

{FB = 2 - 4 i

x M

\
/

x
M X B

A
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Definition
Soient ~u et ~v deux vecteurs et D~u, D~v les demi-droites associées. On note
A et B les points d’intersection respectifs des demi-droites D~u et D~v avec
le cercle trigonométrique. L’angle orienté (~u,~v) (en radians) est la
longueur de l’arc de cercle délimité par A et B parcouru dans le sens
direct.

O

•A

~u
D~u~v

D~v

•B of
''

=
I
tull* Lois = Ee. "



Nombres complexes et géométrie Translation Rotation À venir

Exercice 11

Calculer l’angle orienté entre le vecteur ~u d’a�xe 1 et le vecteur ~v
d’a�xe eiµ.

Proposition 15

Soit O l’origine d’un plan et A et B deux points du plan, distincts de
O. On note zA et zB les a�xes respectives des points A et B. L’angle
orienté (°°!OA,

°°!OB) est donné par l’argument du nombre complexe zB
zA

.

if
e
x

⇒ TO
X

of 1

Responses 0 ! µt7⇒¥④Done ① = Arg eia
HAI

= Arg ZBIZA

Irene, c'est un jeu
de reformulation

→

TOFFEES, I oA7oB→ ma ie = Ft i v

noemalise I -2A )
'

=EBONIESconf
,
# = atg ④

*Bl
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Definition
Une application bijective du plan dans lui-même est appelée
transformation.

Le but d’aujourd’hui est d’étudier :
• les translations,
• les rotations,
• mais ce ne sont pas les seules transformations.
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Question 3

Est-ce que la projection orthogonale p : C! C sur la droite D repré-
sentée ci-contre est une transformation du plan ?

1 Oui,
2 Non car p est surjective mais

pas injective,
3 Non car p est injective mais

pas surjective,
4 Non car p n’est ni injective,

ni surjective.

D

A0

AB0

B

p : Q xD stfu ① Im p =D pae deaf
Dox non self ! (DG

② Eas inj :
Toute la droitt a'D passant

Pae Ai est progetee
pCA)

sell A '

.

:
PCB)
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Question 4

Est-ce que la symétrie axiale s d’axe D représentée ci-contre est une
transformation du plan ?

1 Oui,
2 Non car s est surjective mais

pas injective,
3 Non car s est injective mais

pas surjective,
4 Non car s n’est ni injective,

ni surjective.

D
A0

A
B0

B

S : Q -01C

Involution . SEA )= A
'

y sos -_ idol { masts! ! Ea⇐a 5's S ma
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2. Translation
Definition
La translation de vecteur ~u est la transformation du plan qui à tout
point M du plan associe le point M 0 tel que

°°°!
MM 0 =~u.

0 1

1

M

~u

M 0
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Théorème 1

Soient a 2C et ~u est un vecteur d’a�xe a. La translation de vecteur
~u est représentée par l’application

t : C ! C

z 7! z +a.

Démonstration.

I' [a]

ta =
U

sifff.IE?,AeorsM'EtczD/It7eTaaee/d'ecriture
Par deaf de la translation

,

on a i MPT? = ee→

Or MNT
>

[tht -z] Done that - 2- =a

Done TLE) = Eta
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3. Rotation
Definition
La rotation de centre ≠ et d’angle Æ est la transformation du plan qui à
tout point M du plan associe le point M 0 tel que ≠M =≠M 0 et≥°°!
≠M,

°°°!
≠M 0

¥
=Æ.

0 1

1
≠

M||

Æ

M 0

||
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Exercice 13. Complexes et transformations du plan

1 Étude d’un cas particulier :
On définit r comme l’application du plan qui à tout point M
d’a�xe z associe le point M 0 d’a�xe

z 0 = ei º4 (z °3)+3.

a) Placez les points A= [3i ], B = [3] et C = [3+3i].
b) Placez les points A0 =R(A), B0 =R(B) et C 0 =R(C) après avoir

calculé leurs a�xes.
c) Que semble faire la transformation r ?

I
R

Z te z
'

either = Eg ti II
1) b) EA' = eiT4(3i -3) +3 = -CEM = Feltti)
Ipf = e'

'

"4 (3-3) t 3 = 3 = 2-
B
-

Zo
'

=
e
'

443+3 i-3/1+3 = 3 i VI Citi ) +3
= 312 C- i ti ) t 3 = 3 - 312 + i 3117212



Nombres complexes et géométrie Translation Rotation À venir

1

1

A

B

C

A0 B0

C 0

a)

The
← Demaique

License
It fixe

c) Je semeeerait que Re 49¥.biz?apae
soit la rotation de centre B--

{ d 'angle Thy
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Exercice 13. Complexes et transformations du plan

2 Étude du cas général :
On définit à présent r comme la transformation du plan qui à
tout point M d’a�xe z associe le point M 0 d’a�xe

z 0 = eiµ(z °!)+!.

a) Démontrez que M et M 0 sont sur un cercle de centre ≠(!).
b) Calculez

≥°°!
≠M;

°°°!
≠M 0

¥

c) Que peut-on conclure ?

①
. Faint fixe
echo) = ei%# t w = w

. L'angle apparent par et

,
Argument du ratio

free avant des affixes
= Arg 2zIw = Arg e'

''
= a .

2) a) MetM
'
see each de centre D Ew)

# MS = M'S

⇐D Iz - w I = 1£
'
- w l

Krai ou faux ? Ew =
e'
'

OTE-w) xx -X

na 1£'-w I = le
"Ha-w) I = IF -w )
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Théorème 2. Écriture complexe d’une rotation

1 L’écriture complexe d’une rotation de centre ≠ d’a�xe ! et
d’angle µ (en radians) est

z 7! eiµ(z °!)+!.

2 Réciproquement, toute transformation s’écrivant z 7! az+b, avec
|a| = 1 et a 6= 1, est une rotation dont le centre ≠(!) vérifie

!= a!+b.

I

* Te ne rate plus que la preemie que
£ tis a2-tb est bien de la forme
£ N e Cz-w) +w .

Calculi ① Ftw = att-w)
{ E 's aft b → =eG--w)
w = aw tb Done -

- 1£ '=eiGf/

Feel
-

precedent

Irem i si a =L
, £↳ Etb

,

c'est une translate

si att
,
lat=L

,

akers demontnous que dat one
rotation

* Centre Dfw] ? C'esteem ptfixe . w = awtb ⇐is wa-a) =D

one 'a
⇐ w =b/←ay

* Angle 0 ? latte done a = e'
'

t ) troupe'm ) UNIQUE
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Question 5

Soit ≠(1,2) un point du plan. Comment s’exprime la rotation r :C!C

de centre ≠ et d’angle º

3 ?

1 r(z)= e°iº/3(z °1°2i)+1+2i,
2 r(z)= e°iº/3(z +1+2i)°1°2i,
3 r(z)= eiº/3(z °1°2i)+1+2i,
4 r(z)= eiº/3(z +1+2i)°1°2i.

{eitbW = It2i
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Exercice 13. Complexes et transformations du plan

3 Applications : démontrez que la transformation qui à tout point
M(z) du plan associe le point M 0 d’a�xe

z 0 = iz °2°4i

est une rotation dont on précisera le centre et l’angle.

* Angle a ?
£
'

- w = iz -2 -ki - (t-Zi) = it -2-4 i -I -13 i

= iz
- 3 - i = i (£+3 i -1)

= i LE -w) = eio LE -w) eia = i

⇐ a = Tfg
( mod
2T)

Iar le them , e'at une rotation

car on reconnait E ' = a £ tb

* centre DEWI ? Point fixe w=iw -2-4 i

⇐is w Choi ) = -
C2t4i)

#s w =
-
Kt4i )
Fi

f -Zi =zi) = -212-4+6 it = -C2tL Iti)
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Question 6

M est le point d’a�xe e°
iº
2 (zB °zE )+zE donc M est confondu avec :

A B C

D E F

G H I

1 A
2 B
3 C
4 D
5 E

6 F
7 G
8 H
9 I
10 Autre

j 0=-72

⑦
Iink - -
-
-
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À venir

• TD 12 : préparer l’exercice 13

• Dates limites DM WIMS :
• DM5 - Intégrales et primitives - 25 octobre 2020
• DM6 - Nombres complexes - 8 novembre 2020
• DM7 - Forme exponentielle et formules trigonométriques - 15

novembre 2020
• ...


