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CM11 : Exponentielle d'un nombre complexe

But : donner le module et I'argument de (1+i)°!.
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Plan : %

* les nombres complexes de module 1,
* |es formules d'Euler et de Moivre,

* exponentielle complexe et argument.



1. Nombres complexes de module 1

L'ensemble des nombres complexes de module 1, noté %, est :

z=a+ibeU o a®+b%=1. 0 n




Soient z,z' € U alors : % (i,x/)’é U.XL(
e zZ' e e A= lf\:[%\’( ,
clea Mo |#E = )zllxl L
i PC = lxl =\
A R
\f\ ol T =+

Doere,

On dit que I'ensemble % est sta ar produit et par quotient.



I existe un unique 8 dans [0, 27] tel que a=cos@, b=sinf et le cercezsr)/

paramétré par z(0) = cos6 +isin6.
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On définit par :
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Le nombre complexe z:cos(g) —1isin (E) s'écrit :

] 7
®z=¢" pour6=€,

® z=¢? pourG:%T,
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- g = =k
B z =€ pour g
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Le nombre complexe z = —cos(g) +15|n(6) s'écrit :

0 z=¢" pourB:%, = CQSC%_VB + "S‘W\(é?}
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© z=¢€ pour 0="—
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On a . .
e el=1 et 7 =-1.
Pour tout 6 € R,
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Exercice 6

Positionner sur le cercle trigonométrique les points d'affixes
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2. Formules d'Euler et de Moivre

On a les égalités suivantes : ders Y®OL  faffie o
0, .—if B E
* cos(0) = E +2e , &@) = %J—
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e -e — 3%

i (e (3’

BT = 21 s

Si x est un nombre réel alors (X — e )* vaut : - (6 atw l‘rL

® —16sin*(x) © 16,cos”(x)




@® cos(a— b) =cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b),

= (@s3& . ceﬁ[a
+ St a- g)f\b.

© sin(a+ b) =sin(a)cos(b) +sin(b) cos(a),
@ sin(a— b) =sin(a)cos(b) —sin(b)cos(a).
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Soient 0,0’ €R. On a :
c eig xei@’ - ei(9+91)'

® (elf)1=¢0
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Pour neN* et O €R, on a

. . n
elnB — (elﬂ) ]

Autrement dit :

cos(nB) +isin(nf) = (cos(0) +1isin(6))".
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La fonction R — C, t— (e')? est périodique de période :

D = oAb e Nelrtc
Z 2 = e At + 3wt
T,
O n'est pas périodique. T - F&“(\‘odx%;\m.,-
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Calculer avec et sans la formule de Moivre ( %+i‘/7§)4
: RC
A‘(EC’* '}‘: A % = C.BSQ’) - (& &Z%)
lf C‘\€$ . RKHP 9“-,
@wEB ;(eg)z ¢ 3 -3
de Netvre 2773
NS, 1} = ¢t

= g)‘*w( )%”)oré ) () + u( (ﬁ}%
Cob s gewiall e o - OIS



3. Exponentielle complexe et argument

A [z] = [a+ib]
V4 1z
Soit z#0, alors a0 €9 donc est de / z b
z z
la forme €, 6 e R. \/eé >

L' , noté Arg(z), est I'unique 0 € [0, 27 tel que
|_Z|=ei0_ = @x®& + (st
z

Ainsi, tout nombre complexe z s'écrit : z= |z|e?. C'est I'écriture sous
de z. &=
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Soit z un complexe non nul. Il existe un unique r >0 et un unique
6 € [0, 271[ tels que z=re®®. Le réel r est le module de z et 6 est son
argument.

Soient r, r' >0 deux réels strictement positifs et a, € R. Si
rel®=r'elf,
alors
r=r"et a=p+2kn,
pour un certain entier k€ Z.
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Quelle est la forme exponentielle de —el% ?
0 il éja—€crit sous forme exponentielle.
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iAr%, # 17\ et 1‘:(3 F 2

i—:]%lt’, Z'=

Si z,z/#0, on a FE 12| e <
* Arg(zz') = Arg(z) + Arg(z )+2k7z pour un certalr} entle\' ntier k € Zﬁ(& 22/

WW e Arg(l) = —Arg(z)+2km, pour un certain entier k€ Z,
de ’QA“,_/, . Arg(;) = Arg(z) — Arg(z') + 2kn, pour un certain entier k€ Z.
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Remarque Ty, g, Tf,\_,‘\,(\a %0 = AYH gz’ 4 KRR

L'égalité a= b+2km, pour un certain entier k € Z s'écrit aussi
a=b [2x].

On dit que a est b 27,
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Exercice 8
Donner le module et I'argument des complexes

0 -2i, 0o ¢,
@ 1+i, _eif

e (1+i)°, e
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Soit z=a+ibe C. On définit I'exponentielle d'un nombre complexe p3r la
formule suivante
. . éesb H%?"La
On notera aussi et = g2¢fb.
%

Pour tout z,z' €C, on a

exp(z)exp(Z') =exp(z + 2').
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L'ensemble M des points du plan ayant son affixe z qui vérifie

Arg(z) = 1377[
est :
@ un disque,
® un cercle,

© un segment,
® une demi-droite,
@ une droite.



A venir

* TD 11 : préparer la question 1.(a) de I'exercice 7

* Dates limites DM WIMS :

* DM4 - Etude qualitative de fonctions - 11 octobre 2020
* DM5 - Intégrales et primitives - 25 octobre 2020
* DM6 - Nombres complexes - 8 novembre 2020



