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CM10 : Les nombres complexes : forme algébrique

But du chapitre : étudier les nombres complexes et les utiliser pour faire

• de la géométrie (dans le plan),

• de l’algèbre (factorisation de polynômes) et

• de l’analyse (fonctions trigonométriques).

But du cours : savoir placer 1+ i dans un plan et savoir multiplier et

diviser par 1+ i.

Plan du cours :
• interprétation géométrique,

• opérations sur les nombres complexes,

• argument et module d’un nombre complexe.
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Introduction

• L’équation x
2 = 2 n’a pas de solution dans Q, mais si on se place

dans R, il y a deux solutions :
p

2 et °
p

2.

• L’équation x
2 =°1 n’admet pas de solution dans R.

Nous allons introduire un nouvel ensemble de nombres pour que cette

équation ait comme dans le cas réel deux solutions (historiquement les

choses se sont passées di�éremment).

Cet ensemble s’appelle les nombres complexes et on le note C.

On note i et °i les solutions de cette équation.
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1. Interprétation géométrique

Definition

Les nombres complexes sont les nombres de la forme

z = a+ ib,

où

• a,b 2R,

• i ›R vérifie i2 =°1.

On note C l’ensemble des nombres complexes.

• Le réel a est appelé partie réelle de z , noté a =Re(z).

• Le réel b est appelé partie imaginaire de z , noté b = Im(z).

Dans tout ce cours, on considère a,a0,b,b0 2R.
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On a

z = z
0 ,

Ω
Re(z) = Re(z

0
),

Im(z) = Im(z
0
).

Par conséquent, l’application :

R2 ! C

(a,b) 7! z = a+ ib

est une bijection.

Exercice 1

Quelle est la bijection réciproque ?

-

(Fez, 4-I £
ImFs)
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On se donne un plan P et un repère orthonormé direct (O,°!u ,°!v ).

On peut alors mettre en bijection C et P .

1

1

[z]= [a+ ib]

a

b

Pour un point M de P de coordonnées (a,b), le complexe zM := a+ ib est

appelé a�xe de M ou a�xe de °°!
OM.

Notation : [z] est le point M dont l’a�xe est z .

12 1122

←

Remarque
P = Ilan
d 'Argon - Cauchy
=
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Exercice 4

Plaçons dans un plan d’Argand–Cauchy les points d’a�xes 1+ 3i,
°2+3i et °1° i.
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1

1

[1+3i][°2+3i]

[°1° i]
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Question 1

Si on note z =°1° i et z
0 = 1° i, nous avons

1 z < z
0
,

2 z > z
0
,

3 z = z
0
,

4 aucune des réponses précédentes.

four vote Ttl
: Une relation d'order n'exist pas

culture i -su#
# l l

-- -
- Ex -- ILI - - Imz

= -I

0 ? ?
a- = -2

'

⇐→ Pez = Rez '⑧ {Im£ = Im Z'

* Exist - til one relation f entre nomen complexes
def

d'orderer ? 2- ( t ' F→&Zff¥z ,
① 2- ka

' I 2-
'

E Z =D Zaz ' ③ ELF
② E ft

' I 2- ' f Z " =D ZEE
"
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2. Opérations sur les nombres complexes

Soient z = a+ ib et z
0 = a

0+ ib0
deux nombres complexes. Nous pouvons :

• les additionner : z +z
0 = (a+a

0
)+ i(b+b

0
)

• les multiplier : zz
0 = (aa

0 °bb
0
)+ i(ab

0+a
0
b)

(a
,
b
,
c) t Cal, b', c

' ) = Lata ! btb
'

,

Ctc ' )

← teemed Terme

f (stupe)
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Exercice 2

Quelles sont les parties réelle et imaginaire de i(1+ i) et (1+ i)2
?

ICI ti) = i ti
'
= - Iti = -It Ixi

=

↳ Re Citi ) = -Ae ER{In e- Citi ) = I C- 112
=

⇐ ti 18 = 12+2 ixtt i - = ¥+2 i

= Qi =€t2i
↳ Re Iti)2= D=
Im Citi )

'
= If
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Question 2

Quelles sont les parties réelles et imaginaires de iz ?

1

(
Re(iz)=Re(z)

Im(iz)= Im(z)

2

(
Re(iz)=°Re(z)

Im(iz)=°Im(z)

3

(
Re(iz)= Im(z)

Im(iz)=Re(z)

4

(
Re(iz)=°Im(z)

Im(iz)=Re(z)

{Im iz =
?

Re iz = ?
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Question 3

[z]

[z 0]

M1

M2M3

M4
Étant donnés les points

d’a�xes z et z
0
ci-contre,

on a

1 M2 = [°z], M1 = [z +z
0
] et M4 = [z °z

0
],

2 M2 = [°z], M4 = [z +z
0
] et M1 = [z °z

0
],

3 M3 = [°z], M1 = [z +z
0
] et M4 = [z °z

0
],

4 M3 = [°z], M4 = [z +z
0
] et M1 = [z °z

0
].

"

""M

t

-
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Réponse en image :

[z]

[z 0]

M1

M2M3

M4
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Proposition 2

Si A et B ont pour a�xes zA et zB . Alors

1 le vecteur
°°!
AB a pour a�xe zB °zA,

2 le milieu I de [AB] a pour a�xe zI =
zA +zB

2
,

3 pour ~w et ~w 0
les vecteurs d’a�xes z et z

0
et ∏ 2R, on a

a) ~w +~w 0 a pour a�xe z +z 0,
b) ∏~w a pour a�xe ∏z.

Bref, tout se passe bien :

• + dans C correspond à l’addition de 2 vecteurs,

• la multiplication de z 2C par un réel ∏ correspond à la multiplication

d’un vecteur d’a�xe z par ∏.

ABI = B - A
= (RB

- KA

YB- ga)
= [ 2-B-ZA)
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Exercice 5

Soit A = [°1° i], B =
£
2° 1

2
i
§
, C =

£
5

2
+ i

§
et D =

£
1

2
(°1+ i)

§
quatre

points.

Démontrez d’au moins deux façons di�érentes que ABCD est un

parallélogramme.
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Remarque

Pour tout z 2C,

Im(z)= 0, z 2R.

On dit que R est inclus dans C.
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Les opérations + et £ ont les propriétés suivantes :

• Elles sont associatives :

z + (z
0+z

00
)= (z +z

0
)+z

00
et z(z

0
z
00
)= (zz

0
)z

00.

• Elles sont commutatives :

z +z
0 = z

0+z et zz
0 = z

0
z .

• La multiplication est distributive par rapport à l’addition :

z(z
0+z

00
)= zz

0+zz
00.

• L’élément neutre pour l’addition est 0 := 0+ i0.

• L’élément neutre pour la multiplication est 1 := 1+ i0.

• L’opposé de z = a+ ib est °z :=°a° ib.

• L’inverse de z 2C§
est

1

z
, que l’on note parfois z

°1
.

VOCAB0 LAIRE

T×
O

X
O

'L' Feature
Rc a

c¥÷
.
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Pour résumé, les règles opératoires valables pour les nombres réels le sont

pour les nombres complexes.

Attention : le signe … n’a pas de sens dans C.
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3. Conjugaison et module

Definition

Soit z := a+ ib 2C. On appelle conjugué de z et on note z le nombre

complexe

z := a° ib.



Introduction Interprétation géométrique Opérations sur les nombres complexes Conjugaison et module À venir

Plaçons z sur le plan d’Argand-Cauchy :

1

1

[z]= [a+ ib]

a

b

[z]= [a° ib]
°b

La conjugué de z est son symétrique par rapport à l’axe des abscisses.
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Proposition 1. Propriétés de la conjugaison

Soit z et z
0

des nombres complexes. Alors :

1 z = z

2 z +z 0 = z +z 0

3 zz 0 = zz 0

4 Si z 6= 0,

µ
1

z

∂
= 1

z

5 Re(z)= z +z

2

6 Im(z)= z °z

2i
7 z 2R , z = z

Démonstration.

eilxtil-I.GL
2-= atib

€ At a - ib

① Ok →
add) - ilbtb!) = Ia bib, = Etz

② OK Etz

③ FIT = Latifah = aa'-bb't&b'tai
117 = (aa ' -bb' ) - i (ab'ta'D
I = La- ib) La' - ib ' ) = aa't b)fib' ) - iba ' - its 'a OUI
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Question 4

Quel est le conjugué de z + iz ?

1 z + iz
2 z + iz
3 z ° iz
4 z ° iz
5 z ° iz
6 z + iz

Ekins Etiz
f = E ti E

' l l l
- i
z

= I - iz
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Definition

Soit z := a+ ib. On appelle module de z et on le note |z |, le nombre réel :

|z | =
p

a2 +b2.

Attention : Pour tout z 2C, |z | 2R+
.

|z |

a

b

[z]= [a+ ib]
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Exemple 1

|3+4i | =
p

32 +42 = 5.

Remarque

Si A et B sont deux points du plan d’a�xes zA et zB , alors

AB = |zB °zA|.
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Proposition 3.

Soient z et z
0

deux nombres complexes :

1 |z |2 = zz

2 |zz
0| = |z ||z 0|

3 |z | = |z |
4 z = 0, |z | = 0

5 si z 6= 0 alors

ØØØØ
1

z

ØØØØ=
1

|z |

6 si z 6= 0 alors
1

z
= z

|z |2

7 |Re(z)|… |z |
8 |Im(z)|… |z |

Démonstration.
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Exercice 3

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de
1+ i
1° i

. En déduire

celle de

µ
1+ i
1° i

∂11

.

t÷i=¥÷, :c = it -
- Iii

Done ⇐t÷)
"
=
i
't

mais i4=44
'

f-IT

=
it

. i
"

.

i3 =L

= i3
= - i
=
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Question 5

Quel est l’inverse de 3°4i ?

1

1

3
° 1

4
i

2

1

3
+ 1

4
i

3

3

25
° 4

25
i

4

3

25
+ 4

25
i

5

3

5
° 4

5
i

6

3

5
+ 4

5
i

3¥.

= p÷j&t4il= .
. .
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Proposition 4. Inégalité triangulaire - admise

Pour tous complexes z , z
0
,

||z |° |z 0||… |z +z
0|… |z |+ |z 0|.

①Treiimportant :

a)

FH→→
(2) Hot - ta'll f H - Z

' l S l at that

Interpretation geomeetrique :

- Ztz
'

Avec des mots
"

le chemin le t court

entre 2 points (de Q) est la E→[ligne droit ⇒
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À venir

• TD 10 : préparer les nombres complexes z1 et z2 de l’exercice 1

• Dates limites DM WIMS :

• DM5 - Intégrales et primitives - 27 octobre 2019
• DM6 - Nombres complexes - 10 novembre 2019
• DM7 - Forme exponentielle et formules trigonométriques - 17

novembre 2019
• ...


