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Chapitre 1

Applications Différentiables

1.1 Introduction

Un des objectifs du Calcul Différentiel est I’étude locale des applications. Il fournit aussi des
outils pour I'étude des problemes d’optimisation, des équations différentielles, des équations
aux dérivées partielles. Donnons quelques exemples élémentaires dans lesquels intervient le
Calcul Différentiel.

Exemple 1.1.1 Considérons lapplication f de R* dans R, définie par f(z,y) = 2% + 49>
Calculer I’équation du plan tangent au graphe de f au point (1,1,5).

Exemple 1.1.2 Considérons la courbe de R définie par (cos’t,sin3t,cos2t);cr. Calculer
[’équation de la tangente, et du plan normal en un point de la courbe.

Exemple 1.1.3 Soit f la fonction définie dans R3 par f(z,y,2) = 2> +y* + 22 +ay+yz+zz—
3x—4y—z. Soit C = {(z,y,2) | >0,y >0,z > 0}. Montrer que le probléme d’optimisation
inf{f(z,y,2) | (x,y,2) € C} admet une solution unique, et la calculer.

Exemple 1.1.4 Soit f la fonction définie dans R? par f(x,y) = e 2*[5x? — 4wy +y* — 2z +1].
Déterminer les points stationnaires de f, ainsi que leur nature (minimum local, mazimum
local, point selle).

1.2 Différentes notions de dérivées

Dans cette section X et Y désignent des espaces vectoriels réels normés, f désigne une
application d'un ouvert O C X a valeurs dans Y.

Définition 1.2.1 Dérivée en un point suivant une direction. Soient a € O, d € X. La limite

fla+Ad) — f(a)
A

limy_o

lorsqu’elle existe, est appelée dérivée de f au point a suivant la direction d. Elle est notée

f'(a;d).
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Remarque. Soit ¢ la fonction définie au voisinage de 0 € R par ¢(t) = f(a + td). D’apres la
définition précédente, f admet une dérivée au point a dans la direction d si, et seulement si, ¢
est dérivable en zéro. De plus, ¢'(0) = f’(a;d). (cf section 1.4 pour la notion de dérivée d’une
fonction définie sur un intervalle de R, a valeurs dans un e.v.n.).

Définition 1.2.2 Dérivée de Gateaur. Soit a € O. Supposons que f'(a;d) existe pour tout
d € X. Sl existe un opérateur linéaire et continu L € L(X;Y) tel que Ld = f'(a; d) pour tout
d € X, alors l'opérateur L est appelé Gateauz-différentielle (ou G-différentielle) de f au point
a. 1l est souvent noté f'(a), et f est dite Gateauz-différentiable (ou différentiable au sens de
Gateauz) au point a.

Remarque. L’application f est G-différentiable en a si, et seulement si, il existe un opérateur
linéaire et continu L € L(X;Y) tel que

fla+Ad) = f(a) + ALd + |Ae(N), avec limjy_oe(A) =0,
ou € est une application de R dans Y dépendant de d.
Remarque. L’application f peut étre G-différentiable en a sans étre continue en ce point.
Par exemple, I'application f de R? dans R définie par f(z1,2z2) = 1 sixy > 0 et si z; = 23, et
f(z1,22) = 0 sinon, est G-différentiable en (0,0) sans étre continue en ce point.

Définition 1.2.3 Dérivée de Fréchet. Soit a € O. Supposons qu’il existe un opérateur linéaire
et continu L € L(X;Y) et une application ¢ de X dans Y, tels que

fla+d) = f(a) + Ld + ||d||e(d), avec limqj—oe(d) = 0.

L’opérateur L est appelé différentielle de Fréchet (ou F-différentielle, ou Fréchet-différentielle)
de f au point a, et f est dite Fréchet-différentiable (ou différentiable, ou différentiable au sens
de Fréchet) au point a. La différentielle de f au point a est souvent notée D f(a), la notation
f'(a) est aussi utilisée.

Remarque. Si 'application f est F-différentiable en a alors 'opérateur L intervenant dans
la définition précédente est unique (raisonner par I’absurde pour le vérifier). Par conséquent,
I’application ¢ est aussi unique.

Remarque. Si I'application f est F-différentiable en a alors elle est continue en ce point.

Remarque. (Définition équivalente de la F-différentiabilité) L’application f est F-différentiable
en a si, et seulement si, il existe un opérateur linéaire et continu L € L(X;Y") tel que
If(a+d) — f(a) — Ld|ly

el x
Proposition 1.2.1 Si f est Fréchet-différentiable au point a, alors elle est Gateauz-différentiable
en ce point, et la F-différentielle et la G-différentielle coincident. La réciproque est fausse.

=0.

limyjq) o

On peut démontrer que, si 'application f est G-différentiable dans un voisinage V, de a € O,
et si I'application de V,, dans £(X,Y’) définie par x — f(z) est continue de (V,, | - ||x) dans
(L(X5Y), || - |lzexyyy), alors f est F-différentiable dans V.

o (23 +23)%/2

Contre-exemple. L application f de R? dans R définie par f(xy, x5) = iy si (zq,x9) #
(0,0), et f(0,0) = 0, est G-différentiable en (0,0) mais n’est pas F-différentiable en ce point.

Avertissement. En 'absence de précision, ’f est une application différentiable’ est utilisé
pour ' f est une application F-différentiable’.
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1.3 Opérations sur les applications différentiables

Théoréme 1.3.1 (Différentielle d’une combinaison linéaire) Soient X, Y des espaces vecto-
riels normés. Sotent U un ouvert de X, f et g deux applications de U dans 'Y, soient a € U
et A € R.

Si f et g sont F-différentiables (respectivement G-différentiables) en a, alors Af + g est
F-différentiable (respectivement G-différentiable) en a, et D(A\f + g)(a) = ADf(a) + Dg(a).

Théoréeme 1.3.2 (Différentielle d’une application a valeurs dans un produit) Soient X, et
Y;, pour v = 1,...,n, des espaces vectoriels normés. Soit U C X wun ouvert de X, et soit
f = (fi,-y fn) une application de U dans Y =Y) X ... x Y, (pour i = 1,...,n, f; est une
application de U dans Y;).

L’application f est F-différentiable (respectivement G-différentiable) en a € U si, et seule-
ment si, pour i = 1,...,n, les applications f; sont F-différentiables (respectivement G-différen-

tiables) en a. De plus, Df(a) = (D fi(a), ..., Df.(a)).

Théoréme 1.3.3 (Différentielle de la composée de deux applications F-différentiables) Soient
X, Y, Z des espaces vectoriels normés. Soient U C X un ouvert de X, et V C Y un ouvert
de Y. Soient f une application de U dans V', et g une application de V dans Z.

Si f est F-différentiable en a € U, et si g est F-différentiable en b = f(a), alors go f est
F-différentiable en a, et D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

Preuve. L’application f étant différentiable en a € U, il existe une application ¢; définie sur
U — a a valeurs dans Y telle que

f(z) = f(a)+ Df(a)(x —a) + ||z — alle;(x — a) avec lim,_ei(x) = 0.
De meéme, il existe une application €5 définie sur V' — b a valeurs dans Z telle que

9(y) = g(b) + Dg(b)(y — b) + |ly — blle2(y — b) avec lim, oe2(y) = 0.

Pour tout = € U, on a donc

g(f(x)) = g(f(a))+ Dg(O)[Df(a)(x —a) + |z — aller(x — a)]
+HIDf(a)(x = a) + [lz — alles(z = a)llea(f(2) = b)
= (Dg(b)o Df(a))(z —a) + ||z — alle(x — a)

avec (x )

e(x —a) = Dg(b)er(x —a) + ||Df(a)ﬁ +ei(z —a)lleo(f(2) = b).

On vérifie aisément que limy,)—olle(x)|lz = 0.

Théoreme 1.3.4 (Différentielle de la composée d’une application G-différentiable par une
application F-différentiable) Soient X, Y, Z des espaces vectoriels normés. Soient U C X un
ouvert de X, et V.C Y wun ouvert de Y. Soient f une application de U dans V', et g une
application de V' dans Z.

Si f est G-différentiable en a € U, et si g est F-différentiable en b = f(a), alors go f est
G-différentiable en a, et D(go f)(a)d = Dg(f(a))[Df(a)d] pour tout d € X.
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1.4 Applications de R dans Y

Définition 1.4.1 Soit I un intervalle de R, soit f une application de I dans un espace vec-
toriel normé'Y, et soit tg € R. La limite

limy g, —f(ti — ;i(t(’)

lorsqu’elle eziste, est appelée dérivée de f au point to, elle est notée f'(to) (on dit alors que f
est dérivable en tg).

Théoreme 1.4.1 Soit f une application de I C R dans R, et soit tg € R. L’application f est
dérivable en ty si, et seulement si, f est différentiable en to. De plus, D f(to)d = f'(to)d pour
tout d € R.

(Ici f'(to) désigne la dérivée de [ au point ty, et Df(ty) est Uopérateur de multiplication par

f'(t).)

1.5 Applications partielles

Dans cette section Y et X;, pour ¢ = 1, ..., n, désignent des espaces vectoriels réels normés,
X est l'espace produit X; x ... x X,,. De plus f désigne une application d'un ouvert O C X
dans Y.

Définition 1.5.1 Soit a € O (a = (a4, ..., a,)), Uapplication de Xy, dansY définie par
Ty — f(ah vy A1, Ty Ay 15 -+ Gn)
est appelée k-ieme application partielle de f au point a, elle est notée f, .

Définition 1.5.2 (Les notations sont celles de la définition précédente) Lorsque fur est
différentiable en ay, sa différentielle est appelée différentielle partielle de f en a par rapport a
la k-iéme variable. Elle est notée Dy f(a), ou Of(a), ou %(a).

Théoréeme 1.5.1 Si f est différentiable en a, alors les différentielles partielles de f en a
existent, et pour tout d = (dy,...,d,), on a

Df(a)d = Ezzlakf(a)dk

Remarque. L’existence des dérivées partielles en a n’est pas suffisante pour que f soit
différentiable en a. On démontrera au chapitre 2 que si, pour tout k£ = 1,...,n, les appli-
cations x — O f(z) € L(Xk;Y) sont continues au point a, alors f est différentiable au point
a.

Preuve. Soit dj, € Xj,. Posons dj, = (0,...,0,dy,0,...,0). L’application f étant différentiable
en a, on a

fla+h)= f(a)+ Df(a)h+ ||h||e(h) avec limj_oe(h) = 0.
En posant ;(dy,) = (dy,), et Lidy, = Df(a)dy, on a :

f(al, vy A1, A —+ dk7 (077 N ,an) = f(a) + Lkdk + ||dk||5k:(dk) avec limdk_,osk(dk) = 0

Le théoreme est donc démontré.
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1.6 Cas des applications de R" a valeurs dans R?

Considérons tout d’abord le cas d'une application f d’un ouvert @ C R" a valeurs dans
R. D’apres le théoreme 1.5.1, si f est différentiable en a € O, alors les différentielles partielles
de f en a existent, et pour tout d = (dy,...,d,)T € R", on a Df(a)d = X7_,0.f(a)d). Dans
ce cas, les différentielles partielles Ok f(a) sont plus communément appelées dérivées partielles
(la différentielle partielle est ici une application linéaire de R dans R et il est usuel d’identifier
cette application linéaire avec le nombre réel qui la définit). La notation %(a) est souvent
utilisée.

Le vecteur

o f(a)
O f(a)
est appelé gradient de f en a, il est noté V f(a), ou encore gradf(a).

Etudions maintenant le cas d’une application f d'un ouvert O C R™ a valeurs dans RP.
Nous avons donc
fi

f=1:
o
Les applications f; sont appelées applications composantes de f. Ce sont des applications de
O a valeurs dans R. D’apres le théoreme 1.3.2, f est différentiable en a € O si, et seulement
si, les applications composantes f; sont différentiables en a et on a

Dfi(a)
Df(a) = :
D fy(a)
Sid=(dy,...d,)" € R", on a Dfi(a)d = ¥7_,0; fi(a)d;. La matrice
o fila) Ovfi(a) ... Onfi(a)
O fala) Oafz(a) ... Onfo(a)

O fpla) Oafy(a) ... Onfpla)
est donc la matrice de I'application linéaire D f(a) lorsque R™ et RP sont munis de leur base
canonique respective. Cette matrice est appelée matrice jacobienne de f en a, elle est notée
Jf(a). Son déterminant est appelé Jacobien de f en a.

Proposition 1.6.1 Soient f une application d’un ouvert O de R™ a wvaleurs dans RP, et g
une application d’un ouvert Q C f(O) de RP dans R™.

Si f est différentiable en a € O, et si g est différentiable en b = f(a) € Q, alors l'application
h=go f est différentiable en a et Jh(a) = Jg(b)J f(a), ce qui s’écrit encore

O1hi(a) ... Ophi(a) Oig1(b) ... 0pg1(b) O1fi(a) ... Oufi(a)
Ouh(a) .. Duhm(a) hgm(®) - Opgm® ) \Of (@) .. Ouf(a)

Oihi(a) = X0 _10kg:(0)0; fr(a), 1<i<m, 1<j<mn.
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1.7 Quelques différentielles classiques

Différentielle d’une application linéaire continue
Soit A une application linéaire continue d’un e.v.n. X dans un e.v.n. Y. L’application A est
différentiable en tout point x € X et sa différentielle est égale a A :

DA(x) = A pour tout x € X.

Différentielle d’une application bilinéaire continue
Soient X7, X5 et Y des espaces vectoriels normés. Soit ¢ une application bilinéaire continue
de X x X, dans Y. L’application ¢ est différentiable en tout point (z1,x2) de X7 x X5 et :

Dp(x1,22)(h, k) = o(x1, h) + p(x2, k) pour tout (z1,z5) € X1 X X5 et tout (h, k) € X1 x Xo.

Différentielle d’une application multilinéaire continue

Soient Xi,...,X, et Y des espaces vectoriels normés. Soit ¢ une application multilinéaire
continue de X x ... x X,, dans Y. L’application ¢ est différentiable en tout point (z1,...,z,)
de X; x...x X, et:

Do(x1,...,x)h =20 10(1, ..o i1, Ry Tty - o Ty)

pour tout (z1,...,x,) € X3 X ... x X, et tout (hy,...,h,) € X3 X ... x X,.

1.8 Exercices

Exercice 1. Soit f la fonction définie sur R? par

Flz,y) = { (QJ2 —|—y2) sin \/av;——i-yQ si (x,y) # (0,0),

0 sinon.

Calculer les dérivées partielles de f en (z,y). Sont-elles continues? L’application f est-elle
différentiable dans R??

Exercice 2. Reprendre les questions de ’exercice 1 avec la fonction g définie par

g(x,y):{ B s (2,) #(0,0),

0 sinon.

(v est un exposant positif.)

Exercice 3. Soient A une application linéaire de R™ dans R", b un vecteur de R”, ¢ € R. Le
produit scalaire dans R" est noté (-, -)gn. Calculer la différentielle en 2 = 0 de 'application de
R"™ dans R définie par

x +— exp[(Az, z)gn + (b, ) rn + .

Exercice 4. Soit f une application différentiable de R® dans R. Quelle est la dérivée de
I’application de R dans R définie par

t— f(a+ cos(t)d),
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ot a € R3 et d € R3.

Exercice 5. Soit f une fonction de R? dans R vérifiant
f2+h2+k)=14+h+k+ hk pour tout h € R, tout k € R.

Quelle est la différentielle de f en (2,2)7

Exercice 6. Soit f la fonction de R? dans R? définie par

flz,y) = (zy, 2 +y).

Sans calculer f(1,1) et f(—1,—1) quelle majoration de || f(1,1) — f(—1, —1)|| peut-on déduire
du théoreme des accroissements finis pour les fonctions d’une variable réelle ?

Exercice 7. Calculer V f(a) pour les expressions suivantes de la fonction f: R" — R :

a)
f(z) = {c,x)pn + 7 (ceR", vye€R)

b)
1
f(z) = F{Az, 2)ge + (d,2)en +0 (AER™", dER", JER)

c)
flx) = Z [rs(z)]? (r; : R" — R différentiables )

Exercice 8. Soit B : X; x Xo — Y une application bilinéaire continue. X; , X5 et Y étant
des espaces normés on sait que la continuité de B se traduit par l'existence d’une constante
positive M telle que :

|B(z1, 2)|ly < M||z]|x,lzallx, Va1 € Xy, Vaa € Xy
Montrer que B est différentiable en tout point (a;,as) de X; x X5 et que :
DB(ay,az).(dy,dy) = B(ay,ds) + B(dy, az) .
Peut-on généraliser cette formule au cas d’une application multilinéaire ?

Exercice 9. L’ensemble R™*" des matrices carrées d’ordre n est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire :

< A, B >>=Trace(A"B) = ZZCLU ij

i=1 j=1

Montrer que que la norme associée : || A|| =< A, A>2 satisfait & I'inégalité : | AB|| < ||A]||B||
et calculer Df(A).H pour les fonctions f suivantes :

a) f(A) = Trace(A),

b) f(A) = Trace(ABAT) (B € R™™),

) f(A) = Det(4),
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d) F(A) = AL,

Exercice 10. Calculer les dérivées partielles de la fonction :

b(y)
) = / oy

ol a et b sont des fonctions différentiables de R dans R, g est une fonction différentiable de
R3 dans R.

Exercice 11. On munit C([a,b]), P'espace des fonctions continues sur l'intervalle [a, b], de sa
norme usuelle. Montrer que I'application ® de C([a,b]) dans R définie par

B(f) = / R

est différentiable.



Chapitre 2

Accroissements finis et formules de
Taylor

2.1 Théoréme des accroissements finis

Rappelons le résultat suivant connu sous le nom de théoreme de la moyenne.

Proposition 2.1.1 Soit f une application d’un intervalle I = [a,b] C R a valeurs dans R.
Si f est continue sur I, et dérivable dans la,b|, alors il existe ¢ €]a,b[ tel que f(a) — f(b) =

f'(e)(b—a).

Soit f une application d'un ouvert U C X (ou X est un espace vectoriel normé) a valeurs
dans R. Pour tout a € U, tout b € U, posons [a,b] ={r € X |[r=a+t(b—a), 0 <t <1},
Supposons que [a,b] C U. Soit ¢ l'application définie par ¢(t) = f(a + t(b — a)). Si f est
continue sur [a,b], et si f admet une dérivée en tout point de |a,b[ dans la direction b — a,
alors le théoreme de la moyenne est applicable a la fonction ¢, et on a f(a)— f(b) = f'(¢;b—a),
ou ¢ est un point du segment |a, b].

Ce résultat ne peut pas étre étendu au cas des applications a valeurs vectorielles. Considérons
par exemple I'application f de R & valeurs dans R? définie par f(t) = (cost,sint). Elle est telle
que f(2m) — f(0) = (0,0), mais f’'(t) = (—sint, cost) ne s’annule pas sur U'intervalle |0, 27].

Théoréme 2.1.1 (Théoréme des accroissements finis pour une application définie sur un
intervalle réel) Soit Y un espace vectoriel normé, et soit f une application d’un intervalle
ouvert I C R a valeurs dans Y. Soient a € I et b € I avec a <b. Si f est continue sur [a,b]
et différentiable sur |a,b|, alors

1F(0) = f(@)lly < supeeio,pill /(0| vy (b — a).

Preuve. On va montrer que || f(b) — f(a)|ly < (M + ¢€)(b — a) pour tout € > 0, avec M =
SUDceja ([l .f ()]l c(riyy- Si M = oo la preuve est finie. Supposons que M < oo. Soit € > 0 fixé.
On note

I'={cela,b] Ve €lad, [[f(x) = fla)ll < (M +e)(x—a)}.

On remarque que I # () car a € I. De plus I est fermé dans R (vérification facile). Soit

s = max/. Si s = b la preuve est finie. Supposons que s < b. On a f'(s) = lim,_,,£@=f)

Dong, il existe n > 0 tel que, pour tout = €]s, s + n] N [a, b], on ait : B

1 () = f()lly < (z=9)(If' ()l + &) < (M +e)(z — s).

11
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Pour tout 0 < ¢ <n, on a:

1f(s+&) = fla)lly < If(s+&) = f(s)lly +11f(s) = fa)lly < (M +¢)(s + & —a).
Donc s +n € I, et on a une contradiction. Le théoreme est donc démontré.

Théoréme 2.1.2 (cas général) Soient X etY deux espaces vectoriels normés, et soit f une
application d’un ouwvert U C X a valeurs dans Y. Soient a € U et b € U, supposons que
la,b] CU. Si f est continue sur |a,b] et différentiable sur]a,b[, alors

1/(0) = fa)lly < supeeyopll /' ()l exan b — allx-

Preuve. On pose ¢(t) = f(a+t(b—a)). On a ¢(1) = f(b), #(0) = f(a), et ¢ est continue sur
0, 1] (comme composée de deux applications continues). De plus ¢ est différentiable en tout ¢ €
10, 1] (comme composée de deux applications différentiables), et ¢'(t) = D f(a+t(b—a))(b—a).
En appliquant le théoreme précédent a ¢, on obtient

1F(6) = f(@)ll < sup;epo |’ (D)]]-
Or ||¢'(V)|| < ||Df(a+t(b—a))|||lb— al|. Le théoréme est donc démontré.

Corollaire 2.1.1 Soit f une application d’un ouwvert U C X a valeurs dans Y . Soitent a € U
et b € U, supposons que [a,b] C U. Si f est différentiable sur [a,b], alors

17 (0) = fa) = Df(a)(b = a)lly < supegap(l|Df(c) = Df(a)]lccxomllb— allx-
Preuve. On pose ¢(z) = f(z) — Df(a)(xz — a). 1l suffit d’appliquer le théoreme 2.1.2 & ¢ sur
'intervalle [a, b].

2.2 Différentiabilité et différentiabilité partielle

Dans cette section Y et X;, pour ¢ = 1, ..., n, désignent des espaces vectoriels réels normés,
X est I'espace produit X; x ... x X,,. De plus f désigne une application d’un ouvert O C X
dans Y.

Théoreme 2.2.1 Si f admet des différentielles partielles dans un voisinage V, de a € O
par rapport & chacune des variables, et si les applications de V, dans L(X;Y') définies par
xr — O f(x) sont continues de (Va, ||-||x) dans (L(Xi:Y), |||l 2(x,v)), alors f est différentiable
dans V.

Preuve. On veut montrer que

| f(a+h) = fla) = B3, O f(@) il _

0.
172l

limy -0

On a:
flath) = (@) = Sy (Fla+ Shoh) = fla+ S50 ),

avec h = (hy, ..., hy) et by = (0,...,0, hy,0,...,0). On en déduit
Fla+h) = f(@) = S0 f @b = Sy (Fla+ Shyhi) = fla+ Sitthe) — 0, (@)hy)
= = (fla+ Shyh) = fla+ SRh) = By f (o + Si i)y )
+ S (O (@t Sy = 0 f (@)hy).

On conclut en utilisant le corollaire 2.1.1 et la continuité des différentielles partielles.
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2.3 G-différentiabilité et F-différentiabilité

Dans cette section X et Y désignent des espaces vectoriels réels normés, et f désigne une
application d’un ouvert O C X dans Y.

Théoreme 2.3.1 Si l'application f est G-différentiable dans un voisinage V, de a € O, et
si Uapplication de V, dans L(X;Y) définie par x — f'(x), est continue de (V,, | - ||x) dans
(LX), - leexsyy), alors fest F-différentiable dans V,.

2.4 Applications bilinéaires

Proposition 2.4.1 Soient X, X5, et Y des espaces de Banach, et soit B une application
bilinéaire de X1 x Xy dans Y. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

1 - B est continue sur X1 X Xo,

2 - B est continue en (0,0),

3 - 1l existe une constante M, telle que pour tout x1 € X1, tout xo € X5, on a

[1B(z1, 22)[ly < M|z x, |72l x,-

L’espace L£(X7, X2;Y") des applications bilinéaires continues de X; x X, dans Y, muni de la
norme

[B(z1, 22) |y

I Blleca oy = SUPjas st | B (21 22)lly = S0Py 0 iz ™

est un espace de Banach.
A toute application B bilinéaire continue de X; x X5 dans Y, on peut associer I’application
O(B) € L(X;; L(X5;Y)) définie par

(@(B)[El)l’g = B(ZEh 1’2).

L’application ¢ est une isométrie de L£(X;, Xy;Y) dans L£(X7; L£(X5;Y)). L'isomorphisme
réciproque ®~! est défini par

(I)_l(A)(fL’l,.Z‘Q) = (AJI1>ZL’2.
Les espaces L£(X1, Xo;Y) et L(X1; L(X2;Y)) étant isométriquement isomorphes, on identifie
les éléments de ces deux espaces sans faire mention de ® ou ®1.
Attention. Ne pas confondre £(X7, X5;Y) et L(X; X X3;Y). Par exemple, si X; = Xo =R
et Y = R, application (z1,x2) — z129 appartient a £( X7, Xo;Y') mais pas a £(X; X Xo;Y).
Lorsque X; = X, = X, on utilise souvent la notation L£o(X;Y) pour désigner £(X, X;Y).
L’espace Lo(X;Y) = L(X, X;Y) est donc identifié a L(X; L(X;Y)).

2.5 Différentielle seconde

Définition 2.5.1 Soient X etY deux espaces de Banach, soit U C X un ouvert de X, et soit
f une application de U dans Y. L’application f est dite deux fois différentiable en un point
a de U si, et seulement si, [ est différentiable dans un voisinage V, de a, et si l’application
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x— Df(x), de V, dans L(X;Y), est différentiable en a. La différentielle de cette application
est appelée différentielle seconde de f en a. Elle est notée D?f(a) ou f"(a). On a donc

D(Df(-))(a) = D*f(a) (ou encore (f'(-))'(a) = f"(a)).
Par définition, la différentielle seconde D? f(a) appartient & £(X; £(X;Y")). Utilisant I'isomor-
phisme entre L£o(X;Y) et £(X;L(X;Y)), on identifie D?f(a) a une application bilinéaire
continue de X x X dans Y de la maniere suivante :
D?f(a)(d,8) = (D*f(a)d)§ pour tout d € X, et tout § € X.

Théoréme 2.5.1 (Théoréme de Schwarz) Soit f une application d’un ouvert U de X dansY .
Si f est deuz fois différentiable en a, alors Uapplication bilinéaire continue D?f(a) de X x X
dans Y, est symétrique :

D?f(a)(d,0) = D*f(a)(6,d) pour tout d € X, et tout § € X,
soit encore (D*f(a)d)d = (D*f(a)d)d.
Si f est une application d’un ouvert U d’un espace produit X; X X5 dans Y, et si f est
deux fois différentiable alors les différentielles partielles 0;(0;f(-))(a) existent pour i = 1,2 et
j = 1,2. La différentielle partielle 0;(0; f(-))(a) appartient & £(X;; £(X;;Y)), elle s'identifie &
un élément de £(X;, X;;Y)) que 'on note 0%, f(a), ou 9;0; f(a), ou encore 853@ (a).

Du Théoreme de Schwarz, on déduit
0;0:f(a)(d;,d;) = 0,0;f(a)(d;,d;) pour tout d; € X;, tout d; € X;, i=1,2, et j=12.
Preuve du théoréme de Schwarz. Démontrons que
flath+k) = fla+h) = fla+k)+ fla) = D*f(a)(h. k) + ([R]] + |k])?e(h, k) (2.1)

avec lim, ky—(0,0)(h, k) = 0. L’application D f est différentiable en a, il existe donc une appli-
cation ¢ telle que

Df(a+u) = Df(a) + D*f(a)u + |[ulle;(u), avec lim, oei(u) = 0. (2.2)
L’application
G : kw— fla+th+k)—fla+h)— fla+k)+ f(a) — D*f(a)(h, k)
est différentiable, et sa différentielle en k est
DG(k) = Df(a+h+k)—Df(a+k)— D*f(a)h
= [Df(a+h+k)—Df(a)— D*f(a)(h+ k)] (2.3)
—[Df(a+k) = Df(a) — D*f(a)k].
On majore (2.3) en utilisant (2.2) avec w = h + k et u = k. On en déduit
[DGR)| < (1Pl + 1[E e (b + B+ W[E[Hler (R < ([R]] -+ [K]De(h, k),

avec e(h, k) = |ler(h + k)|l + ||le1(k)||. Appliquant le théoréme des accroissements finis & G, on
obtient :

1G(K) = GO = IGE)] < (2] + [[EIDIE supy<uylle b, K1
On a bien lim, k) (0,0) Supje| <y l1€(7; k) || Done (2.1) est démontré. De (2.1) on déduit :
1D?f(a)(h, k) — D? f(a) (k, h)|| < 2(|[n]| + [Ik[])* (R, k).

Posons h = td et k = td, dans l'inégalité précédente, divisant par t2, et faisant tendre ¢ vers
zéro, on obtient le résultat souhaité.
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2.6 Applications de R" a valeurs dans R

Si f est une application d'un ouvert U de R™ a valeurs dans R, et si f est deux fois
différentiable en a € U, alors D?f(a) est une forme bilinéaire symétrique sur R x R", définie
par

DQf(a)(d, §) = Z?:IE?:lajaif(a)diéj-

En d’autres termes

81(91f(a) P 818nf(a)
8281f(a) P 828nf(a)
0.0 f(a) ... Bunf(a)

est la matrice de la forme bilinéaire symétrique D?f(a). Cette matrice est appelée matrice
hessienne de f en a, elle est notée V2 f(a).

2.7 Formules de Taylor

Dans cette section f désigne une application d’un ouvert O de X dans Y, X et Y sont des
espaces normés. Le segment [a, a + h] est contenu dans O.

2.7.1 Formules de Taylor a ordre 1
Proposition 2.7.1 (formule de Taylor-Young) Si f est différentiable en a, alors

fla+d) = f(a) + f'(a)d + ||d||e(d), avec limyg—oe(d) = 0.

Proposition 2.7.2 (formule de Taylor avec reste intégral) Si Y est complet, et si f est de
classe C' sur O, alors

f(a+d):f(a)+/0 f'(a+td)ddt.

2.7.2 Formules de Taylor a 'ordre 2
Proposition 2.7.3 (formule de Taylor-Young) Si f est deux fois différentiable en a, alors

fla+d)= f(a)+ f'(a)d + %f”(a)(d, d) + ||d|*e(d), avec limyqj—oe(d) = 0.

Proposition 2.7.4 (formule de Taylor avec reste intégral) Si Y est complet, et si f est de
classe C? sur O, alors

fla+d) :f(a)+f’(a)d+/0 (1—=1t)f"(a+td)(d,d)dt.

Remarque. L’hypothese Y complet est utilisée pour donner un sens aux intégrales fol fla+
td)ddt et [)(1—t)f"(a+td)(d,d)dt.
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Remarque. Si f est continue sur O, et différentiable sur Ja,a + h[C O, et si
Y =R,
alors il existe 0 < 0 < 1 tel que
fla+d)= f(a) + f'(a+ 0d)d.

Cette formule, connue sous le nom de formule de Taylor-MacLaurin, n’est vérifiée que si
Y = R, et ne peut pas étre étendue au cas vectoriel!! Si f est de classe C! sur O, deux fois
différentiable sur Ja,a + h[C O, et si

Y =R,

alors il existe 0 < 6 < 1 tel que
1
fla+d) = f(a) + f(a)d + 5 f"(a + 6d)(d. d).
C’est la formule de Taylor-MacLaurin d’ordre 2.

Pour démontrer la formule de Taylor-Young, on établit tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.7.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, et 1 une application d’un ouvert

O de E contenant 0. On suppose que ¢ est différentiable dans O, 1(0) = 0, Dy(0) = 0 et

limxHOW% = 0. Alors

@l

=01

Preuve. Soit § > 0 tel que Bg(0,9) C O. Soit ¢ > 0. On cherche 0 < n(e) < 0 tel que,
pour tout x € Bg(0,n), on ait || (z)] < e[|z||". Par hypothese, il existe £ €]0, ] tel que
| DY (x)]| < ellz||"! pour tout z € Bg(0,€). Montrons que = £ convient. Du théoreme des
accroissements finis, on déduit que

[ (2) = »O)| = [[¥ ()] < supyejoll D (E) [l[|]]-
Pour tout t €]0,1] et tout ||z < n, on a [[tz] = t|z] < ||z|| < 5. Donc ||Dy(tz)|| <
et Hz||"~t < gl|z||*"t. On obtient donc ||¢(z)] < e||z||™.
Preuve de la formule de Taylor-Young d’ordre 2. L’application f est deux fois différentiable

en a, donc 'application € : X — L£(X;Y) définie par

Df(a+h)— Df(a) — D*f(a)h
17l ’

e(h) =
vérifie limy,_pe(h) = 0. Posons

U(h) = [a+h) ~ f(a) — Df(@)h— 3 D*f(a)(h,h).

On a ¥(0) = 0, DY(h)k = Df(a + h)k — Df(a)k — D?f(a)(h, k). Donc D(0) = 0. De plus
lim”hnﬁo%(”h) = limy—oe(h) = 0. La formule de Taylor-Young découle donc du Lemme 2.7.1.
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Preuve de la formule de Taylor avec reste intégral. On pose
Y(t) = fla+th)+ (1 —t)f'(a+th)h.

On a (1) —9(0) = f(a+h) — f(a) — f'(a)h et ¥'(t) = (1—1t)f"(a+ th)(h,h). Le résultat

en découle.

2.8 Exercices

Exercice 1. Soit f la fonction définie sur R? par
3

flx,y) = xzx—_?iyz si (z,y) # (0,0),

0 sinon.

1 - Montrer que f est continue sur R?, puis que f est différentiable sur R2.

2 - La fonction f est-elle deux fois différentiable sur R? ?

Exercice 2. Reprendre les questions de 'exercice 1 avec la fonction g définie par

0 sinon,

ot = { o /) e

avec o > 2.

Exercice 3. Déterminer les points critiques de f et leur nature dans les cas suivants
a) flzy) = 2° =3z +ay?,
22 — 22
b) flz,y) = a2+3y2—x2+(a—2y)7
c) flx,y) = e 2 [5a? — 4oy +y? — 2x + 1.

Exercice 4. En utilisant le changement de variable (z,y) — (u,v) = (x—y, z+y), déterminer
toutes les fonctions f de classe C! sur R?, qui vérifient

of of

- _ 2 _ 2
5 ) 8y(ﬂa’,y) 0 sur R

Exercice 5. Déterminer les fonctions f de classe C? sur R? qui vérifient

2
(x,t) — CQ%(@“,Q =0 sur R%

rf
ot?
On pourra effectuer le changement de variable (x,y) — (u,v) = (x + ct, z — ct). Quelles sont

les solutions qui vérifient f(x,0) = a(x) et %(m, 0) = b(z), ou a et b sont deux fonctions
régulieres données.
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Exercice 6. Soit f une fonction de R? dans R de classe C?. Pour (z,y) € R? et p > 0, on

pose
2w

1
M,(z,y) = o /. flz+ pcosb,y + psinf)do.

En utilisant le développement de Taylor-Young a l'ordre 2 de f, montrer que

ti 5 (My(o.9) = f2,)] = Af.0).

(On rappelle que Af = % + %.)

Exercice 7. Soient O un ouvert de R”, et f une application deux fois différentiable dans O
a valeurs dans R.

1 - Montrer que si f admet un minimum local en a € O, alors Vf(a) = 0 et V2f(a) est
semi-définie positive.

2 - Montrer que sia € O, V f(a) = 0 et V?f(a) est définie positive, alors f admet un minimum
local strict en a.

Exercice 8. Soit A une application linéaire de R"™ dans R™, de rang n, avec m > n. On pose
f(x) = ||Az — b||&n, oul b est un vecteur donné de R™. Déterminer la solution du probleme

inf{f(z) | z € R"}.

Exercice 9. Soit C' un convexe de R™; f: (C — R est dite convexe sur C' si pour tout
(x,2') € C x C et tout a €]0,1] on a :

flaz + (1 —a)d’) < af(z)+ (1 -a)f(@). (1)

f est dite strictement convexe sur C' quand l'inégalité (1) est stricte des que = # 2’ .

1-Soit f différentiable sur R™ a valeurs dans R et C une partie convexe de R™. Montrer
que f est convexe sur C' si et seulement si :

flz) > f(@)+(Vf(@)|x—2) V(r,2) e CxC . (2)

Montrer que f est strictement convexe sur C' si et seulement si I'inégalité (2) est stricte
des que = # 2’ .

2 - Montrer que si f est convexe sur C' et si € C' est un minimum local de f sur (', alors
est un minimum global de f sur C.

3 - Déterminer une CNS pour qu'un point z € C' soit un minimum de f sur C.

Exercice 10. Ecrire le développement de Taylor a l'ordre 2 de f(z,y) = 23+ zy* +9* au
point (1,2) .

Exercice 11. Considérons I'application f de R? dans R, définie par f(z,y) = 2* + 4y%. Cal-
culer I’équation du plan tangent au graphe de f au point (1,1,5).

Exercice 12. Considérons la courbe de R3 définie par (cost, sin®t, cos 2t)scr. Calculer I'équation
de la tangente, et du plan normal en un point de la courbe.
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Exercice 13. Soit f la fonction définie dans R? par f(z,y,2) = 22 + y*> + 22 + 2y + yz +
zr — 3x — 4y — z. Soient C' = {(z,y,2) | x > 0,y > 0,z > 0}, Cy = {(z,y,2) | x > 0,y >
0,z >0}, ¢y = {(z,y,2) | x =0,y >0,z >0}, Cy = {(z,y,2) | = > 0,y = 0,z > 0},
C'3 - {(l’,y,Z) ‘ xr > Ovy > 072 = 0}7 D, = {(0707’Z> | z > 0}7 Dy = {(O7y70) ’ y > 0}7
D3 = {(2,0,0) | x > 0}. Déterminer, lorsqu’il existe, le minimum de f sur Cy, Cy, Cy, C3, Dy,
D5, D3, et calculer la valeur correspondante de I'infimum. En déduire la solution du probleme
d’optimisation inf{ f(z,y, ) | (x,y,2) € C}.
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Chapitre 3

Théoremes d’inversion locale et
applications

3.1 Théoréemes d’inversion

Dans cette section X et Y désignent deux espaces de Banach.

Théoréme 3.1.1 (Théoréme de lapplication ouverte) Soit A un opérateur linéaire, continu
et surjectif de X sur'Y. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que A(Bx(0,1)) D By(0,c¢).
(On peut démontrer que cet énoncé est équivalent a : l'image de tout ouvert de X par A est
un ouvert de'Y.)

Corollaire 3.1.1 Soit A un opérateur linéaire, continu et bijectif de X sur'Y . Alors A=! est
continu de Y dans X.

Définition 3.1.1 (Isomorphisme d’espaces de Banach) Un opérateur f linéaire, continu de
X dans Y, est un isomorphisme de X dans Y si, et seulement si, f est bijectif. (D’aprés le
corollaire sur linverse, f~1 appartient aussi a L(X;Y).) L’ensemble des isomorphismes de X
dans Y est noté Isom(X;Y).

Définition 3.1.2 (Difféomorphisme) Soient U C X un ouvert de X, et V CY un ouvert de
Y. Une application f de U dans V' est un diffeomorphisme de U dans V si, et seulement st,
f est bijective, f est différentiable dans U, et f=' est différentiable dans V.

Si de plus f et f=1 sont de classe C", avec r > 1, on dit que f est un C"-difféomorphisme
(ou un difféomorphisme de classe C").

A laide du théoreme de dérivation des applications composées, on peut facilement cal-
culer la différentielle de l'inverse d’'un difféomorphisme. Avec les notations de la définition
précédente, on a

flof=idy, fof'=idy, Df'oDf=idx, DfoDf'=idy.

On a donc Df~(f(z)) = (Df(z))~ . De plus, on peut démontrer que application de Isom(X;
Y) dans lui-méme, qui & A associe A~! est continue. On en déduit que si application z
Df(z) est continue de U dans L(X;Y), et si f est un difféomorphisme de U dans V, alors
I'application y — D f~!(y) est continue sur V.

Rappelons la définition suivante.

21
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Définition 3.1.3 (Homéomorphisme) Soient U C X un ouvert de X, et V C Y un ouvert
de Y. Une application f de U dans V est un homéomorphisme de U sur V' si, et seulement
si, f est bijective, f est continue dans U, et f=1 est continue dans V.

Lemme 3.1.1 Soient A € Isom(X;Y) et L € L(X;Y) tel que | L|| < 1/||A7Y]. Alors A — L
est inversible et
A—L) ' =AY - AL = AT (AR

Preuve. De la majoration
IATIL) < IATHHIL) < 1,
on déduit que la suite des sommes partielles
Se = Ei:omilL)k

est une suite de Cauchy dans £(X; X). La suite est donc convergente, et la proposition en
découle.

Proposition 3.1.1 (Inversion d’un homéomorphisme) Soit f un homéomorphisme de U sur
V. On suppose que f est différentiable en a € U, et que sa différentielle Df(a) est un iso-
morphisme de X sur'Y. Alors f~! est différentiable en b = f(a), et sa différentielle vérifie

Df=Hb) = (Df(a))~"

Si f est différentiable sur U, et si sa différentielle en tout point de U est un isomorphisme
de X surY, alors f=1 est différentiable sur V. Si de plus f est de classe C* sur U, alors f=!
est de classe C* sur V.

Preuve. La fonction f étant différentiable en a, on a :
f(z) = f(a)+ Df(a)(x —a) + ||z — a|le(x —a) avec limye = 0.
La différentielle D f(a) étant un isomorphisme, on peut écrire
v —a = Df(a) " (f(z) — f(@)) — |l — all Df(a) " (=(x — ), (3.1

soit encore ]

I~ all < T = 2@ @)~ F@

pour tout x dans un voisinage de a. En posant y = f(x) et b = f(a) dans (3.1), avec la
majoration précédente, on obtient

1f~ ) = f71(0) = Df(a) " (y = b)| < Clly —blle(f(y) — f~1 (D).

Posons y = b+ h et £(h) = e(f~1(b+h) — f71(b)). Comme f~' est continue, nous pouvons
montrer que lim,_£(h) = 0, et la preuve est complete.

Proposition 3.1.2 (Perturbation d’un homéomorphisme d’inverse Lipschitzien par une ap-
plication Lipschitzienne) Les notations sont celles de la définition 1.3. Soit g un homéomorphisme
de U sur V. On suppose que g~' est Lipschitz de rapport ==, i.e. vérifie

M
Mllzy = @ < llg(z1) = g(@2)]]-

Soit h une application de U dans Y, Lipschitz de rapport k < M. Alors f = g+ h est un
homéomorphisme de U sur l'ouvert f(U).
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Preuve.

1 - Montrons que f est injective. Par une minoration classique, avec les hypotheses sur g et h,
pour tout x; € U, tout x5 € U, on a :

[ (1) = fl2)ll = lg(er) = g(@)l| = [Alzr) = hlz2)l| = (M = F)[ley — 2],

pour tout x; € U, et tout x5 € U. La fonction f est donc injective sur U, et bijective de U
sur f(U).

2 - Montrons que f(U) est ouvert. Pour cela, il suffit de montrer que 'image de toute
boule B(a,7) C U par f, contient une boule de centre f(a). Soit B(a,r) C U, g étant un
homéomorphisme, g(B(a,)) est un ouvert qui contient g(a). Soit p > 0 tel que B(g(a),p) C
g(B(a,r)). Posons £ = (min(p/M, r))(M—k). Montrons que B(f(a),?) C f(B(a,min(p/M,r))) C
F(Bla,r).

Soit y € B(f(a),¥), on cherche € B(a, min(p/M,r)) tel que y = f(x). Si un tel x existe il
vérifiera y = g(z) + h(zx), soit encore x = g~'(y — h(z)). On recherche z comme point fixe de
Iapplication ¢,(x) = g~ *(y — h(x)).

Montrons que ¢, est une contraction dans B(a, min(p/M,r)). L’'image de B(a, min(p/M,r))

par ¢, est contenue dans B(a, min(p/M,r)). En effet, pour tout = € B(a, min(p/M,r)), on a

¢y (2) = all = llg™" (y = h(x)) — g7 (9(a))|| < %Ily = h(x) = g(a)]|

< %(Hy = h(a) = g(a)|| + [|h(a) = h(2)])) = %(Hy = (@)l + [[n(a) = h(z)]])
< %((M — k) min(p/M,r) + kmin(p/M, 7’)) = min(p/M,r),

car ||y — f(a)|| <€ = (M — k)(min(p/M,r)). On vérifie aisément que ¢, est une contraction
en écrivant

¢y (1) — dy(z2)]l = g™ (y — hl@1)) — g7 (y — h(x2))]| < %Ilh(xl) — ()| < %H%l — |

Etant donné que ¢, est une contraction dans B(a, min(p/M,r)), il existe un et un seul z €

B(a,min(p/M,r)) tel que y = f(x). Donc f est un homéomorphisme de U sur f(U). La
proposition est donc démontrée.

Théoréme 3.1.2 (Théoréme d’inversion locale) Soient U un ouvert de X et f une application
de U dans Y, de classe C*. Soit a un point de U. Si Df(a) est un isomorphisme de X dans
Y, alors il existe un voisinage ouvert V, de a, et un voisinage ouvert Wy, de b = f(a), tels
que la restriction de f a V, (encore notée f) soit un C-difféomorphisme de V, sur Wj.
De plus, en tout point y = f(x) de Wy, la différentielle de 'application inverse f~1 vérifie
Df~Hy) = [Df(@)]".

Preuve. Posons g(z) = f(a) + Df(a)(x — a). L’application g est inversible et g~!(y)
a+ Df(a) ™ (y — f(a)). L’application g~' est Lipschitzienne, en effet || (y1) — g7 (v2)||
IDF(@) ][ l32 — wall- On pose M = [Df(@) |, et hz) = f(x) — g(x). On a Dh(z)
Df(x) — Df(a). Du théoreme des accroissements finis, on déduit

[P (1) = h(w2)|l < suDeeys, o[ DF(E) = Df (@) [l21 — 2.

Al
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Soit k < M. L’application D f(-) étant continue en a, il existe un voisinage V, = B(a,p) C U
de a tel que [|[Df(§) — Df(a)|| < k pour tout £ € B(a, p). De la proposition précédente, on
déduit que f = g + h est un homéomorphisme de B(a, p) sur f(B(a,p)). De plus, pour tout
r € B(a,p), on a ||[Dg(x)™|| = [|[Df(a)7!] = M~ et ||Dh(z)|| < k < M. Donc, pour tout
x € Bla,p), Df(x) est inversible et de la proposition 3.1.1, on déduit que f~! est de classe
ct.

3.2 Théoreme des fonctions implicites

Théoreme 3.2.1 Soient X1, X, Y des espaces de Banach. Soient O C X1 X X5 un ouvert de
X1 x Xy, et f une application de classe C* sur O, a valeurs dans Y. Soient a = (a1, as) € O
et b= f(a). Si Osf (a) est un isomorphisme de Xo sur'Y', alors il existe un voisinage ouvert Vy
de ay, un voisinage ouvert Vy de as, et une application continue (appelée fonction implicite)

@ de Vi dans X, tels
(x1,20) € Vi x Vo et f(x) =b si et seulement si x1 € V) et xg = p(x1).
De plus, l'application ¢ est différentiable en ay et
Dy(ar) = —[02f(a)]"'01 f(a)

Preuve. Définissons F par F(xy,x9) = (z1, f(71,22)). L’application F est de classe C! et
DF(a)(dy,ds) = (dy, 01 f(a)d1+02f(a)dy). DF(a) est un isomorphisme de X x Xy sur X; XY,
et son inverse est

DF(a)™!(d1,0) = (du, (92f(a))""(6 — D1 f(a)dy)).
D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe un ouvert 2 = 27 x {2y C O contenant a, tel
que F(Q) soit un ouvert de X; x Y, et F est un difféomorphisme de classe C'* de Q sur F(Q).
L’application F~! est de la forme F~!(z1,y) = (z1,%(z1,y)). De plus,

(Il,l’g) c Ql X QQ et Yy = f(l’)
si, et seulement si,

(x1,y) € F(Q) et Ty = Y(x1,y).

On pose p(m) = U(a1,b), Vi = {z € @ | (w1, f(a) € F(Q)}, et Vo = Q. On viérifie
que V; est un voisinage de a. De plus, de 1’équivalence précédente on déduit que (z1,z5) €
Vi x Vy et f(x) = b si, et seulement si, z; € Vi et x5 = ¢(x1). Le théoreme est démontré.

3.3 Théoreme de Liusternik

Définition 3.3.1 (Vecteur tangent en un point & un ensemble) Soit X un espace vectoriel
normé et C un sous-ensemble de X. Un vecteur d € X est appelé vecteur tangent a C' au point
xg € C si, et seulement si, il existe « > 0 et une application € de [—a, ] dans X tels que

xo + td + te(t) € C pour tout t € [—a, af, et limy_oe(t) = 0.

L’ensemble de tous les vecteurs tangents a C au point xy est noté Te(xg). Si To(xg) est un
sous-espace vectoriel de X, il est appelé espace tangent a C' au point xg.
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Théoreme 3.3.1 (Théoréme de Liusternik) Soient X etY deux espaces de Banach. Soient
U un ouvert de X et f une application de U dans Y, de classe C'. Posons C = {x € U |

f(z) = 0}, et soit a un point de C. Si Df(a) est un opérateur surjectif de X sur'Y, alors
Tc(a) = Ker Df(a).

Théoreme 3.3.2 (Version dimension finie) Soient U un ouvert de R™ et g une application
de U dans R?, de classe C'. Posons C = {x € U | g(x) = 0}, et soit a un point de C. Si
Dg(a) est un opérateur surjectif de R™ sur RP, alors Tc(a) = Ker Dg(a).

Preuve. Posons

g1
g = :
9p
On a
3191(61) g2gl(a) gngl(a)
Dg(a) _ 1952(CL) 2952<a> ng2(a)
O1gp(a) Oagp(a) ... Ongp(a)

L’application Dg(a) étant surjective de R™ dans R?, on a n > p et il existe une matrice p X p,
constituée de p colonnes de Dg(a), inversible. On suppose que cette matrice correspond aux
p dernieres composantes de Dg(a). On pose z = (y, z) avec y € R* P et RP. On a

Dg(a) = (Dyg(a) | D-g(a) ),

et D,g(a) est un isomorphisme de R? dans RP. D’apres le théoreme des fonctions implicites,
il existe un voisinage €2, x €2, de a = (ay,a.), et une application ¢ de Q, dans Q, telle que
(y,2) € Q, x Q, et g(y,z) =0 sietseulement si y € Q, et z = ¢(y).

Montrons que T(a) C Ker Dg(a). Soit d € Te:(a). 11 existe une application € de R dans R
telle que a +td +te(t) € C et limge = 0. On a donc g(a+td+te(t)) = 0 et g(a+td+te(t)) =
g(a) + Dg(a)(td + te(t)) + |[td + te(t)]|(td + te(t)), avec limpé = 0. En divisant I’égalité
précédente par t et en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient Dg(a)d = 0, i.e. d € Ker Dg(a).
Donc Te(a) C Ker Dg(a).

Montrons 'inclusion contraire. Soit d € Ker Dg(a). On a
0 = Dg(a)d = Dg(a)(dy, d.) = Dyg(a)d, + D.g(a)d.,

donc d, = —(D.g(a))"*(Dyg(a)d,). De plus, pour ¢ voisin de 0, on a g(a,+td,, ¢(a,+td,)) = 0
et ¢(a, + tdy) = ¢(ay) + tDo(ay)d, + |[td,||((td,), avec limy¢ = 0. D’apres le théoreme des
fonctions implicites, on a également D¢(a,)d, = —(D,g(a)) *(Dyg(a)d,) = d.. On en déduit
(ay + tdy, p(a, +tdy)) = (a, +td,, p(a,) + td, + ||td,||((td,)) € C, avec limp¢ = 0. On a donc
de Tc(a).

3.4 Applications

Théoréme 3.4.1 (Théoréme des multiplicateurs de Lagrange) Soient X et Y deuz espaces
de Banach, et g une application de X dans Y. Soient f une application d’un ouvert U de X
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a valeurs dans R, et C = {x € U | g(x) = 0}. Si f admet un extremum sur C' au point a, si
[ est différentiable en a, si g est de classe C' au voisinage de a, et si Dg(a) est un opérateur
surjectif, alors il existe X € Y' (le dual topologique de Y ), tel que

Df(a)d4+ A Dg(a)d =0 pour tout d € X.

Théoréme 3.4.2 (Théoreme des multiplicateurs de Lagrange en dimension finie) Soit g =
(91, ..., gp) une application de R™ dans RP. Soient f une application d’un ouvert U de R™ a
valeurs dans R, et C = {x € U | g(x) = 0}. Si f admet un extremum sur C' au point a, si
f est différentiable en a, si g est de classe C' au voisinage de a, et si, pour i = 1,...,p, les
vecteurs Dg;(a) sont linéairement indépendants, alors il existe (A1, ..., \,) € RP tel que

Df(a) + XY _ X\ Dgi(a) = 0.

Les réels \y,...,\, sont appelés multiplicateurs de Lagrange associés auz contraintes g;(x) = 0,
1=1,..,p.

Preuve. Pour tout d € Tz(a), on a a + td + te(t) € C avec limge = 0. On en déduit

fla+td+te(t)) — f(a)

> 0.
n =

hmt\o

En d’autres termes D f(a)d > 0 pour tout d € T:(a). Les vecteurs Dg;(a) étant linéairement
indépendants, I'application Dg(a) est surjective et, d’apres le théoreme de Liusternik, To(a) =
Ker Dg(a). L’ensemble Ker Dg(a) étant un sous-espace vectoriel dans R™, I'inégalité D f(a)d >
0, pour tout d € Te(a), est équivalente a Df(a)d = 0 pour tout d € Te(a). Cela signifie
que Vf(a) € (Ker Dg(a))* = Im(Dg(a)T). 1l existe donc A = (A1,...,A,) € RP tel que
Vf(a) = —Dg(a)™X = —=XF_ | \; Vgi(a), soit encore D f(a) + 3E_ \; Dg;(a) = 0.

3.5 Exercices

Exercice 1. Trouver les équations du plan tangent et de la droite normale a la surface
22+ y*— 22 = —1 au point (2,2,3).
Méme question avec la surface z = In(x? 4+ y*) au point (1,0,0).

Exercice 2. Considérons la surface paramétrée par (u,v) € R? et définie par :
, , 1 , :
r = §sm(u)3m(v) , Y= §(u — sin(u)cos(v)) , z = sin(u).

Trouver I'équation de la normale a cette surface en (u,v) = (3,0).

Exercice 3. On définit f : R® — R par
flz,y,2) =2y + e + 2.

Montrer que f(0,1,—1) = 0 et qu’il existe une fonction différentiable g définie dans un voisi-
nage de (1, —1) a valeurs dans R? | telle que g(1,—1) =0 et f(g(y, 2),y,2) = 0.

Calculer la valeur des dérivées partielles de g au point (1, —1).
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Exercice 4. Considérons H :— R définie par

ainsi que les ensembles de niveau Ng = {(z,y) € R* ; H(z,y) = C} , pour C € R.

(i) Représenter graphiquement Ny (approximativement). Localiser la position de N¢ par
rapport a Ny suivant le signe de C' .

(ii) Supposons (zg,yo) € N¢. Sous quelles conditions la relation H(z,y) = C définit-elle
localement, au voisinage de (g, yo) une fonction y = p(z)?

(iii) Quelles sont les valeurs xy € R telles (xg,0) € N¢ et telles que I'équation H(z,y) = C
définisse localement, au voisinage de (z,0) une fonction = = ¢(y) ?

(iv) Quels sont les points de N a tangente verticale 7

Exercice 5. On considere le systeme d’équations :

@+ oy + 2+ =0,
2+ 2+ 22+t = 2
T + y + z + t =0,

d’inconnues (x,y, z,t) € R%. Vérifier que le point (0,—1,1,0) est solution. Montrer que 1'on
peut résoudre ce systéme par rapport a (x,y, z) au voisinage de ce point. Calculer la dérivée
en 0 de I'application t — (z(t), y(t), z(t)) ainsi définie.

Exercice 6. Soit M,,, ’ensemble des matrices n x n a coefficients réels. Pour tout M €
Misen, tout A € R, on pose W(M) = det(M), et f(M,\) = det(M — \I).

1 - Calculer DY (M)P lorsque n =2, M € Mays, P € Mays.

2 - Soient A € M,,xn, et £ € R. Exprimer %(A, ?) en fonction de la différentielle de ¥ (on ne
cherchera pas a calculer cette différentielle).

3 - Pour tout M € M,,«,,, tout A € R, tout € R, on pose

Fano = 1000 |

Calculer D, ,F(M,\, 1) (la différentielle partielle de F' en M, \, u, par rapport au couple
(A, i) en fonction des dérivées partielles de f.

4 - Soient A € Mxn, et £ € R, tels que f(A,0) =0 et g—{(A,E) # 0 (en d’autres termes ¢
est valeur propre simple de A). Dans ce cas, que permet de dire le théoreme des fonctions
implicites appliqué a I'application f de M,,», X R dans R?

5 - Montrer que, si /1 et {5 sont deux valeurs propres simples (donc distinctes) de A € M,xp,
alors il existe une voisinage V de A dans M,,,, un voisinage W de (¢1,05) dans R?, et une
application ¢ de V dans R2, tels que, pour toute matrice M € V, ng(M ) est un couple de
valeurs propres réelles simples de M.

Exercice 7. Trouver les points de la courbe (C') d’équation z° + ¢ = 1 qui minimisent (ou
maximisent) la distance a l’origine.

Exercice 8. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Que peut-on dire des vecteurs x qui satisfont
a la condition 272 = 1 et qui minimisent (ou maximisent) 'expression a7 Az ?
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Exercice 9. Soit f: R* — R? définie par
f(xayauav) = (U3+U$+y s uy+v3—x)

et S = {(v,y,u,v) | f(x,y,u,v) = (0,0)}. Soit M = (z,9,4,v) € S. Dans quels cas S peut-il
étre représenté localement au voisinage de M sous la forme :

{vzamy

9

Dans cette situation, calculer dg; /0.

Exercice 10. Soit S 'intersection du plan x—y+2 =1 et du cylindre z?+%? = 1. En quels
points la fonction f(z,y,2) = x +2y+ 3z atteint-elle sa valeur minimum (resp. maximum)
sur S'7

Exercice 11. Quelles sont les dimensions d’une boite de conserve, ayant un volume d’un litre,
qui minimisent la surface de métal utilisée pour sa fabrication ?



Chapitre 4

Systemes différentiels linéaires

4.1 Introduction

Soit I un intervalle de R, A € C(I;L(R™)), B € C(I;R™). On considére 1'équation
différentielle

(E) X' = A(t)X + B(t),
et ’équation homogene asssociée

(H) X' =A)X.

Si

an(t) ... an(t) X (t) Bi(t)
Alt) = : ST ;o X(t) = : ,  B(t)= : ,
an(t) ... apn(t) X,(t) B (t)

I'équation (F) est équivalente aux n équations scalaires

Xi(t) = X5y ai;(t) X;(t) + By(t) pour tout 1 < i < n.

Rappelons le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Théoreme 4.1.1 Soit f une fonction continue de I X R™ a valeurs dans R™, telle que
1F(t, X1) = F(t, Xo)[[er < Ol X2 — Xs[[mr

pour tout t € I, tout X; € R", et tout Xo € R™. Alors, pour tout ty € I, tout Xo € R, le
systéeme différentiel
X'(t) = f(t, X(1)), X(to) = Xo,

admet une solution unique définie sur 1.

Théoréme 4.1.2 (Théoreme d’existence et d’unicité) Pour tout toy € I, tout Xo € R", le
probléme

X' = AWX + B(t),  X(to) = Xo. (4.1)

admet une solution unique définie sur 1.

29
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Preuve. D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, I’équation (4.1) admet une solution unique
sur tout intervalle [a,b] C I, contenant t,. Le théoreme en découle.

Remarque. Soit X; la solution de X| = AX;, Xi(tg) = Xo, et Xy la solution de X} =
AXs + B, Xs(tg) = 0. Alors X = X; + X, est la solution de (4.1). Le calcul de X, utilise
la résolution de (H) (méthode dite de la variation de la constante). On s’intéresse donc en
priorité a la résolution de (H).

4.2 Systemes homogenes

Théoréme 4.2.1 L’ensemble V des solutions de ’équation X' = AX est un sous-espace
vectoriel de C'(I;R™) de dimension n. De plus, pour tout ty € I, lapplication

Xo — X(-;to, Xo)

(ot X (-;to, Xo) est la solution de X' = AX, X(ty) = Xo) est un isomorphisme de R™ sur V.

Preuve. Il est facile de vérifier que V' est un sous-espace vectoriel de C*(I; R").

Soient (&1, ...,&,) n vecteurs de R™. Posons X; = X (-:t¢,&;). Soient ¢y, ..., ¢, des coefficients
réels. Alors X! ,¢;X;(t) = 0 pour tout t € [ si, et seulement si, X ,¢;§; = 0. Donc, si
(&1,...,&,) n est une base de R”, alors Xj,..., X, est une famille libre de V. Soit X €
V. Soient ¢y, ..., ¢, les coefficients réels vérifiant X (ty) = X ,¢;&;. 11 est facile de voir que
X(t;to, X(to)) = X1 X;(t). On a donc montré que Xy, ..., X, est une base de V.
L’application définie par

est une application linéaire continue de R™ dans V', qui transforme une base de R™ en une base
de V. C’est donc un isomorphisme.

Définition 4.2.1 Tout ensemble de n solutions linéairement indépendantes de (H) est appelé
systéeme fondamental de solutions de (H). En d’autres termes, un systéme fondamental de
solutions de (H) est une base de V.

Définition 4.2.2 Si X, ..., X, est un systéme fondamental de solutions de (H), la matrice
M(t) = [Xi(t),..., Xpn(t)] est appelée matrice fondamentale de (H). Si de plus M(ty) = I,
alors M(t) est appelée matrice fondamentale de (H), spéciale au temps to.

Proposition 4.2.1 Si M (t) est la matrice fondamentale de (H), spéciale au temps tqy, alors
la solution de

X/:AX, X(t(]):XO
est X (t) = M(t)Xo.

Définition 4.2.3 Une matrice M(t) = [X;(t), ..., X, ()] dont les colonnes X; sont solutions
de (H), est appelée solution matrice de (H).
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Théoréme 4.2.2 (Théoréme de Liouville) Soit M une solution matrice de (H), et soit Wy (t) =
dét(M(t)) pourt € I. (W est appelé wronskien de M.) Alors

¢
Wy (t) = WM(T)BIL‘p</ tmce(A(s))ds)
pour tout t € I, et tout 7 € I.

Preuve. Posons

Ill(t) e xln(t)
M) = [Xy(1),..., X, = |
Toa(t) ... Tpu(t)

ou, pour 1 < i < n, X; est solution de (H), c’est a dire vérifie X/(t) = A(t)X;(t). Compte
tenu des régles de dérivation d’un produit et de la définition du déterminant, on vérifie que

Ill(t) e Iln(t)
idet M(t) = idet x x
dt — Al z:rz
Toa(t) ... Tpa(t)
Ill(t) . Jfln(t>
= Z dét Q;; ;1 e Q5 Tn = traceA(t)détM(t)
i=1 : : :
Toa(t) ... Tpu(t)

Le théoreme s’obtient en intégrant cette identité entre 7 et ¢.

Proposition 4.2.2 Pour tout 7 € I, notons X (-;7,&) la solution de X' = AX, X (1) = ¢&.
Pour tout 7 € I et tout t € I, l'application

£ X(t7,6)

est une application linéaire bijective de R"™ dans R™. La matrice R(t,T) de cette application
est appelée résolvante de (H).

Proposition 4.2.3 Pour tout t; € I, tout to € I, tout t3 € I, toutt € I, on a
(1) R(t1,t2) = R(t1,t3)R(ts, t2),

(ii) R(t1,ts) = R(ta, 1)1,

(111) R(t,t;) = M(t)[M(t1)]™" pour toute matrice fondamentale M.
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4.3 Systemes différentiels non homogenes

Pour résoudre 1’équation (4.1), on résoud séparément ’équation homogene (H) et 1’équation
non homogene

X' = AWX + B(t),  X(tg) = 0. (4.2)

On cherche une solution de (4.2) sous la forme X (t) = R(t,to)V (t) = M(t)M(to)" 'V (t), ot
R(t,t) est la résolvante de (H), et M(t) est une matrice fondamentale de (H). (C’est la
méthode dite de la variation de la constante, ici la constante est V(¢) € R™.) En différentiant,
on obtient

X'(t) = M'(t)M (to) ™'V () +M(t) M (to) V' (t) = A(t)M(£) M (to) "'V (£)+ M (t) M (to) V().
On cherche donc V' vérifiant
M(t)M(to) 'V'(t) = B(t) et V(ty) =0.

On a donc
V@_ZAMﬂM@Y%@w ot M@M%WWﬂiAM@W@Y%@@
La solution de X' = A(t)X + B(t), X(to) = Xo, est donc

X(t) = R(t,t9) Xo + /t R(t,s)B(s)ds.

to

4.4 Equations différentielles d’ordre n
Considérons I’équation différentielle d’ordre n :
2™ = ao(t)z + a ()Y + ..+ ap_y ()Y, (4.3)

ou x est une fonction de I a valeurs dans R, les coefficients a; appartiennent a C'(I;R). Cette
équation est équivalente au systeme

X' = A(t)X, (4.4)
avec
0 1 0 0 .
O 0 1 o e O :L‘(l)
A= + + - et X =
00 0 .. 1 L)
ap ay az ... QAp—1

Proposition 4.4.1 L’ensemble des solutions de l’équation (4.3) est un espace vectoriel de
dimension n. L’équation (4.3) admet une solution et une seule vérifiant la condition initiale

x(to) = ao, x(l)(to) =ay,... ,x("’l)(to) = Q1.
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Si f; est solution de (4.3) alors

i
Y
F=1"
-1
i
est solution de (4.4), et réciproquement. On vérifie aisément que n solutions fi,..., f, de
(4.3) sont linéairement indépendantes si, et seulement si, les fonctions Fi, ..., F, sont des
solutions linéairement indépendantes de (4.4). Le wronskien de F' = (Fi,...,F,) est Wp =

W(Fy,...,F,) = det(Fy,..., F,) (on le notera aussi W(f1,..., f.)). D’apres le théoreme de
Liouville, on a Wg(t) = WF(tO)exp(jZ] an_l(s)d5>. Les solutions fi,..., f, de (4.3) sont

linéairement indépendantes si, et seulement si, le wronskien du systeme est non nul en un
point.
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Chapitre 5

Systemes différentiels linéaires
autonomes

5.1 Résolvante d’un systeme linéaire autonome

Soit A € L(R™), on souhaite calculer la résolvante du systeme X’ = AX. La matrice
fondamentale spéciale en zéro est la solution de M’ = AM, M(0) = I. Calculons M par la
méthode de Picard. La suite des itérés correspond a

MOII,
My =1+ A [ My(r)dr = I +tA,

My =1+ A [{ Myy(7)dr = I+ Sj_, & A%,

Proposition 5.1.1 Posons S, = EQZO%A’“. La suite (S,), converge dans L(R™). Sa limite

est notée et

Preuve. Le résultat découle de la majoration

t k A
150 = Smllc@e) < Biinpa gy A1 < el
Proposition 5.1.2 L’opérateur ’exponentielle de matrice’ défini dans la proposition précédente
vérifie les propriétés suivantes

On
e =1y,

e(tH9)A = etAesA pour tout s € R et tout t € R,
(etA)—l — o~ tA

)
%etA — AetA — etAA.

Lemme 5.1.1 Si les séries X0 (A, et X2 (B, sont absolument convergentes dans L(R™)
alors la série de terme général S,, = X}_ A, By est absolument convergente et sa somme est
(X020 An) (2o Bn).-

Corollaire 5.1.1 Soit A € L(R™). La résolvante du systéme X' = AX est
R(t,s) = elt=94
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5.2 Calcul de et4

On considere tout d’abord le cas ou A € L(C"). Soient A, ..., A les k valeurs propres de
A de multiplicité algébrique my, ..., m;. Le sous-espace propre associé a la valeur propre \; est
Ker(A—\;I). Le sous-espace propre généralisé associé a la valeur propre \; est Ker[(A—\;1)™].

Théoreme 5.2.1 L’espace C™ est somme directe des sous-espaces propres généralisés :
C'=E16...0 E.

Théoreme 5.2.2 Pour tout 1 < i < k, le sous-espace propre généralisé E; est globalement
inwvariant par A, c¢’est a dire vérifie AE; C E;.

Corollaire 5.2.1 Il existe une matrice P inversible telle que

By 0 0
A=P| o . 0 Pt
0 0 DBy

ot B; est un bloc m; xm;. De plus, st P; désigne lopérateur de projection sur E; parallélement
4 ;4 E;, alors Pe!t = AP, = e,

Proposition 5.2.1 i

B, 0
A=P| g 0o | P
0 0 B
alors
B 0
etA —pP 0 0 P_l.
0 0 etBr

Le calcul de e se ramene donc au calcul de ¢'Z o B € L(C™), avec C™ = Ker(B — A\I)™.

Définition 5.2.1 On appelle bloc de Jordan d’ordre (3, une matrice 3 x 3 de la forme

A1 0--- 0
g ="

: ST 1

0o ... 0 A

Théoréme 5.2.3 (Théoreme de Jordan) Si B € L(C™), avec C™ = Ker(B — X\ )™ et si
B < m est le plus petit entier tel que C™ = Ker(B — \I)?, alors il existe une base de C™ dans
laquelle la matrice de B est de la forme

Ji(A) 0--- 0

0 N SO
ot le nombre 7y de blocs de Jordan est v = dim(Ker(B — AI)), et l'ordre du plus grand bloc est
égal a (.
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Théoreme 5.2.4 Soit B une fonction continue sur R a valeurs dans R™. La solution du
systeme
X'=AX + B, X(to) = Xo,

est .
X(t) = elt"t04 X, +/ e =94 B(s)ds.

to

5.3 Méthode pratique de résolution de X' = AX

Soit A € L(C"), et soient Aq,..., A les k valeurs propres de A de multiplicité algébrique
mq, ..., my. Pour déterminer la forme générale des solutions de I’équation X’ = AX, on utilise
la décomposition

C'=E&...0 E.

Théoréme 5.3.1 Soit £ € C* , £ =& +... 4+ &, avec & € E;. Alors la solution de X' = AX,
X(0) =€ est
X(t) = = MP(t) + ...+ M P(1),

ot P; est un polynome vectoriel de degré au plus m; — 1, défini par

tmjfl

Pi(t)=[I,+t(A=NI)+...+ !(A—Ajl)]gj.

(m; —1)

Preuve. Nous avons
X(t) = ¢ = et 4.+ e,

et
etAgj — e)\jtf-‘rt(A—/\jI)fj — ekjtet(A—)\jI)gj‘

Etant donné que (A—X;1)™¢& =0,0na

et(A—)\jI)gj _ Emjfl

tp
Foam—%W@ZB@‘

Le théoreme est donc démontré.

Corollaire 5.3.1 57 les vecteurs (€ij)1§¢§mj forment une base de E;, alors

i1 P ‘ .
B(t):Ep;ol];(A—AjI)peij, 1<j<k, 1<i<my,

forment une base de l’espace S des solutions du systéme X' = AX.

5.4 Solutions réelles de X' = AX

Si A appartient a £(IR"), on identifie A & un opérateur de L(C™) (encore noté A, ou parfois
noté Ac). Notons Sc 'espace vectoriel (complexe) des solutions complexes de X' = AX, et
Sk l'espace vectoriel réel des solutions réelles de X' = AX.
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Si X € Sc,alors X = AX = AX, donc X € Se. Par conséquent U = Re(X) et V = Im(X)
appartiennent a Sg. D’un théoreme de la section 3, on déduit que si A € C est valeur propre
de A, de multiplicité m, alors il existe m solutions linéairement indépendantes de X' = AX
de la forme

X(t) = ekt(bo —|— tbl 4+ ... —|— tm_lbm_l)

ol by = o € C” est une des m racines du systeme linéaire (A — A\)"a =0, et b; = (A_j’!\f)j

(Le systeme (A — M )™a = 0 a bien m solutions dans C", linéairement indépendantes car
dim(Ker(A — AXI)™) = m.)

Si A € R, alors il est facile de voir que les m solutions de (A — AI)"« = 0 peuvent étre
choisies dans R". Les solutions définies précédemment sont alors réelles et elles constituent
une base de Sg.

Si A€ Cetsilm\#0, alors A est aussi valeur propre de multiplicité m. De plus, on a
(A — M)™a = 0 si, et seulement si, (A — AI)™a = 0. Considérons m solutions linéairement
indépendantes de Sc, X1, ..., X,,, de la forme X;(t) = eMP;(t), avec F;(0) = oy,

Q.

A A A (A= NIy
o € Ker(A— D)™, Pi(t) = b+t + ... +t" b, b = #a
7!
Alors X1,..., X, sont aussi m solutions linéairement indépendantes de S¢, X;(t) = eXtFi(t),

Pi(0) = oy, et a; € Ker(A — XI)™. On peut vérifier que U; = Re(X;) et V; = Im(X;), pour
1 < m < m, constituent 2m solutions réelles de Sc. Si A\ = a + ib, avec a et b réels, par
combinaison des U; et V; on peut construire 2m solutions réelles, linéairement indépendantes,
de la forme

e cos(bt)(Co + Cit + ... 4+ Cpp1t™ 1),
€at Sln(bt) (DU -+ Dlt + ...+ Dmfltm_l),
ou les coefficients C; et D; sont des vecteurs de dimension n.

5.5 Exercices

Exercice 1. Montrer que si a et b sont des fonctions continues de |ry, ro[ dans R, la solution
du probleme :
= a(t)xr + b(t),
{ x(tg = Xy,

est donnée par :

t t s
x(t) = eftoa(S)ds{ zo + / b(S)e_ftoa(u)dudS}_

to

Exercice 2. Considérons le systeme X'(t) = A(t)X (), on

A(t):( 0, )

T2
) est une solution matrice. Calculer la matrice fondamentale spéciale

S+ =

Vérifier que t &
aue g g2
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en 1, et la solution du probleme

¥ =y+t,
y = -5+ 3y,
z(1) =2, y(1) =

Exercice 3. Mettre le systeme :

y'+32 +2y=0

2"+ 3y +22=0

y(0)=1, ¢y(0)=0, 2(0)=0, 2/(0) =0,
sous la forme standard d’un systeme du premier ordre.

Exercice 4. Résoudre I'équation différentielle linéaire suivante
2" 4t + 22 =1, wx(—1)=2'(-1) =0,

sachant qu’il existe des solutions de la forme x = ¢,

Exercice 5. Considérons les équations suivantes :

(H) X' = AWX, tel,

(H*) Y'=-A®)'Y, tel,

ou [ est un intervalle de R et A € C(I; L(R")).

Soit M une matrice fondamentale de (H), montrer que P = M~ est une matrice fondamentale
de (H*).

Soit M une matrice fondamentale de (H). Montrer que P est une matrice fondamentale de
(H*) si et seulement s’il existe une matrice inversible constante C' telle que PTM = C.

Supposons que A est antisymétrique. Montrer que pour toute matrice fondamentale M de
(H), il existe une matrice constante C telle que MTM = C. En déduire que toute solution de
(H) est bornée.

Exercice 6. On considere le systeme dans C”
(Ec) X' =At)X, avec Ae C(I;M,(C)),

ici M,,(C) désigne 'espace des matrices carrées d’ordre n a coefficients complexes. On pose
A= B+iC, ou B et C sont des matrices a coefficients réels.

Montrer que X est solution de (E¢) si et seulement si

U
est solution dans R?" du systeéme

(ER) W' = (g _BC) W
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et X =U +iV.

Montrer que M = P +iQ), avec P et () a coefficients réels, est matrice fondamentale de (E¢)
P

Q

Exercice 7. Déterminer les solutions du systeme X’ = AX pour les matrices A suivantes :

si et seulement si R = < _Q> est matrice fondamentale de (Eg).

1 -2 -1 2 -1 2 -4 1 1
-1 1 11, 10 =5 71, 1 -1 =2
1 0 -1 4 =2 2 -2 1 -1

Exercice 8. Déterminer les solutions réelles des équations différentielles suivantes :
'+ +y=0, y"+y,  yW-y=0.

Exercice 9. Montrer que si I'on connait une solution y; de 'équation différentielle y” +
b(t)y + c(t)y = 0, il est possible de rechercher une autre solution de la forme y, = y; 2, de
sorte que (yi1,y2) soient linéairement indépendantes. Appliquer cette méthode a 1’équation
Y + Aty + (4% 4+ 2)y = 0, avec (1) = e,

Exercice 10. Trouver la solution générale de 1’équation :
xy’ =2y —xy =0

apres avoir vérifié que y; = e”/x était une solution particuliere.

Exercice 11. Résoudre le systeme suivant :

2 =tx —y + tcost — t3sint,
y' = x + ty + tsint + t3cost,

en posant z = x + 1y.
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Exercice 1. (4pts)
Déterminer la solution du systeme différentiel

{ 2'(t) = (a—p)z(t)+ By(t)
y(t) = —Bz(t) + (o + By(t)

vérifiant la condition initiale x(0) = xo, y(0) = yo. (On supposera que 3 # 0.)
Exercice 2. (4 pts) Soit (E) I'ellipse d’équation
2?2y
P + i 1.
On pose g(z,y) = 2_5 + Z_j — 1. Calculer Dg(z,y), ouz >0,y > 0.
Pour déterminer le rectangle de périmetre maximum inscrit dans 'ellipse (E), on se propose
de rechercher les solutions du probleme

2 2
minimiser —4xr —4y, avecx >0, y >0, et — + Z_Q = 1.
a

Calculer les solutions de ce probleme a ’aide du théoreme des multiplicateurs de Lagrange,
dont on prendra soin de vérifier les hypotheses.

Exercice 3. (6 pts) Soit M,,x, 1’ensemble des matrices n x n a coefficients réels. Pour tout
M € M «p, tout A € R, on pose W(M) = det(M), et f(M,\) =det(M — \I).
1 - Calculer DY (M)P lorsque n =2, M € Mays, P € Mays.

2 - Soient A € M,,«n, et £ € R. Exprimer %(A, ¢) en fonction de la différentielle de ¥ (on ne
cherchera pas a calculer cette différentielle).

3 - Pour tout M € M,,«,, tout A € R, tout u € R, on pose

- [ J3]

Calculer Dy ,F(M,\, 1) (la différentielle partielle de F' en M, \, u, par rapport au couple
(A, i) en fonction des dérivées partielles de f.

41
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4 - Soient A € M, et £ € R, tels que f(A,¢) =0 et g—{(A,E) # 0 (en d’autres termes ¢
est valeur propre simple de A). Dans ce cas, que permet de dire le théoreme des fonctions
implicites appliqué a l'application f de M, Xx R dans R?

5 - Montrer que, si /1 et 5 sont deux valeurs propres simples (donc distinctes) de A € M, «p,
alors il existe une voisinage V de A dans M., un voisinage W de (£1,£2) dans R2, et une
application gb de V dans R2, tels que, pour toute matrice M € V, ng(M ) est un Couple de
valeurs propres réelles sunples de M.

Exercice 4. (3pts)

Déterminer les équations du plan tangent, et de la normale a la surface d’équation

r=2u—v, y=u’+0%, z=u-0), weR, wveER,

au point (Z,y,2) = (3,5,7). (u=2,v=1.)

Exercice 5. (3pts)

Considérons le systeme différentiel

Pour quelle valeur de o € R

+o g 4 3 4o 14
R(ts) = <t+2ts t*s —ts )

3 2t3 — 253 2st% 4 st

est la résolvante de (6.1). Calculer la solution de (6.1).
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Exercice 1. Considérons I'application f : R? — R définie par :

B i (2,9) # (0,0
flz,y) =
0 si (x,y) = (0,0)

a) Calculer la dérivée de f en (0,0) dans la direction d = (dy, ds) # (0,0) (1 point)
b) f est-elle G-différentiable en (0,0) 7 (1 point)
c) [ est-elle F-différentiable en (0,0) ? (2 points)

Exercice 2. Soit B une matrice réelle a n lignes et p colonnes. Soit X l’espace vectoriel des
matrices réelles a m lignes et n colonnes et Y celui des matrices réelles carrées d’ordre m.
Considérons 'application f : X — Y définie par :

f(A) = AB(AB)" .
Calculer Df(A)H pour A et H € X. (3 points)
Exercice 3. Considérons la surface (S) d’équation implicite
2y —2° =322z = 0.

Calculer 'équation du plan tangent a (S) en (1,7,2). Calculer, sous forme paramétrique,
I'équation de la normale a (S) en (1,7,2). (3 points)

Exercice 4. Considérons I'application f : R? — R définie par :
flr,y) =2 +y* + oy — 3 + 4y .

a) Soit C' = {(z,y) | = >0, y > 0)}. Montrer qu’il existe K > 0 tel que 22 +y* > K implique
f(z,y) > 1. En déduire que le probleme d’optimisation

inf{f(z,y) | (z,y) € C}

posséde au moins une solution. (2 points)

b) Considérons les ensembles :
Int(C) ={(z,y) | >0, y>0)}, H={(z,0)]z>0)}et V={0y)]|y>0)}.

Indiquer si les problemes suivants ont une solution et les calculer s’il y en a.
bl) inf{ f(z,y) | (z,y) € Int(C)} (1 point)
b2) inf{f(z,1) | (z,9) € H)} (1 point)
b3) inf{ £ (2, ) | (2,9) € V)} (1 point)
c¢) Montrer que le probleme inf{ f(z,y) | (z,y) € C'} n’a qu'une solution et la calculer. (1 point)

Exercice 5. Mettre le probleme { 2" +x =0, z(0)=1, 2/(0) = 2"(0) = 0} sous la forme
d’un systéme du premier ordre et calculer sa solution. (6 points)
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Mai 2000

Exercice 1. (4pts)

Déterminer la solution du systeme différentiel

?(t) = —a(t) +2y(t) + 1,
{y’(t) = —2x(t)+gy(t). (6.2)

On recherchera d’abord une solution constante de (6.2).
Exercice 2. (3 pts) Soit (P) le plan d’équation 3x — 2y + z = 4. Déterminer le point M de
(P) qui minimise la distance au point (0,1, —1).

(On pourra minimiser le carré de la distance. On prendra soin de vérifier les hypotheses des
théoremes utilisés.)

Exercice 3. (5 pts) On considere le systeme différentiel
2'(t) = (1) —y(t),
A 03
Ecrire ce systéme sous la forme d’un systéme du premier ordre dans R®. Calculer la solution
de (6.3) vérifiant z(0) = 1, 2/(0) = 1, y(0) = 0.

Exercice 4.

1 (2pts) - Déterminer I’équation cartésienne de la tangente a la courbe d’équation
(z = D*z+1)" +y* =5,

au point (1/2,/71/4).

2 (3pts) - On pose V(z,y) = (z — 1)*(x + 1)*> + 9%, et pour c € R
E.= {(xay) €R ‘ V(l’,y) = C}‘

Montrer que si ¢ > 1 et si (zg,y0) € E., alors il existe un voisinage V' (xg,yo) de (x¢,yo) sur
lequel E. est une courbe d’équation x = ¢(y) ou d’équation y = ().

3 (4pts) - Déterminer les points de Ej5 pour lesquels x = 0, ou y = 0, ou x = 1, ou & =
—1. Calculer I'équation de la tangente a Ej5 en chacun de ces points. En déduire un tracé
approximatif de E5. (V71 = 8,426....)
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Exercice 1. On note (x,y) le produit scalaire usuel de x et y dans R". On considere 1’appli-
cation f : R"™ — R définie par :

f(z) = (Az, Bzx)

ou A et B sont deux matrices carrées réelles. Etant donnés x et h dans R"”, calculer la valeur
de la différentielle en = dans la direction h : Df(x)h, et le gradient en z : V f(x).

Exercice 2. Soit U l'ouvert de R? défini par :
U= {(.1'1,33'2) | r1 >0 , Tg > 0}

On définit sur U 'application :

1 1
_ 3 -
f(a:l,l’g) = I1%9 + ((I}l + ZE2)7

ol « est un réel fixé strictement positif. Montrer que f admet un seul point critique et préciser
sa nature.

Exercice 3. Quels sont les points de la surface d’équation :
2@ + P + ) dwy +yz+ze =17,
en lesquels le plant tangent a cette surface est parallele au plan-xy ?
Exercice 4. Soit f:R* — R? définie par
f(x,y,a,b) = (a®z®>+4bx -5, b®y* +a—2).

On note S l'ensemble des points (zg, yo, a0, by) € R* en lesquels le théoréme des fonctions
implicites permet de conclure qu’il existe un voisinage V' du point (xg,79) € R? et deux
applications différentiables a: V — Ret §: V — R telles que :

Oé(ﬂUo,?Jo) = Qg , ﬁ('ranO) - b(] et f(x,y,oz(m,y),ﬁ(x,y)) =0 \V/(ZE,y> eV.
Parmi les trois points suivants quels sont ceux qui appartiennent a4 .S ? (justifier votre réponse) :

(—-1,1,1,1) (5,—-1,1,—-1) (—-1,1,1,-1)

Exercice 5. On considere le probleme différentiel :

2t2y" + 3ty — y = 0
P , ’
() {y(l)zl,y(l)zz

Sur quel intervalle est-on immédiatement assuré que ce probleme possede une solution ?

Apres avoir vérifié que la fonction ¢ — % est une solution de I’équation homogene associée,

résoudre (P). (On pourra rechercher une autre solution sous la forme t — fu(t).)



