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Introduction

Motivations :
@ Etudier comportement d’une fonction.
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Exemple 1

Le codt d’un produit varie selon la vitesse de production Q, il se
traduit par :
C(Q) = @*-6Q+10.
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Exemple 1

Le codt d’un produit varie selon la vitesse de production Q, il se
traduit par :
C(Q) = @*-6Q+10.

Déterminez le niveau de production donnant un codt minimal.

Clément Rau Optimisation



Exemple 2a

Un individu consomme deux biens X et Y en quantités x et y
aux prix respectifs de 2 unités monétaire et 1 unité monétaire.
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Exemple 2a

Un individu consomme deux biens X et Y en quantités x et y
aux prix respectifs de 2 unités monétaire et 1 unité monétaire.
Sa satisfaction est exprimée par sa fonction d’utilité. Cette
derniére dépend des quantités consommées des deux biens.
Elle est de la forme suivante :

U(x,y) = —x + xy.
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Exemple 2a

Un individu consomme deux biens X et Y en quantités x et y
aux prix respectifs de 2 unités monétaire et 1 unité monétaire.
Sa satisfaction est exprimée par sa fonction d’utilité. Cette
derniére dépend des quantités consommées des deux biens.
Elle est de la forme suivante :

U(x,y) = —x + xy.

Il désire maximiser sa satisfaction/son utilité sachant qu’il ne
détient que 20 unités monétaires pour I'achat des biens X et Y.
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Exemple 2a

Un individu consomme deux biens X et Y en quantités x et y
aux prix respectifs de 2 unités monétaire et 1 unité monétaire.
Sa satisfaction est exprimée par sa fonction d’utilité. Cette
derniére dépend des quantités consommées des deux biens.
Elle est de la forme suivante :

U(x,y) = —x + xy.

Il désire maximiser sa satisfaction/son utilité sachant qu’il ne
détient que 20 unités monétaires pour I'achat des biens X et Y.
Probleme reformulé :

Trouver maxU(x,y) sous la contrainte: 2x+ y = 20.
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Exemple 2a

Un individu consomme deux biens X et Y en quantités x et y
aux prix respectifs de 2 unités monétaire et 1 unité monétaire.
Sa satisfaction est exprimée par sa fonction d’utilité. Cette
derniére dépend des quantités consommées des deux biens.
Elle est de la forme suivante :

U(x,y) = —x + xy.

Il désire maximiser sa satisfaction/son utilité sachant qu’il ne
détient que 20 unités monétaires pour I'achat des biens X et Y.
Probleme reformulé :
Trouver maxU(x,y) sous la contrainte: 2x+ y = 20.
Ce qui s’écrit mathématiquement :
max_—x% + xy.
2x+y=20

x=0, y=0
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Exemple 2b

Si individu ne souhaite pas utiliser tout son argent, la
contrainte prend la forme 2x + y < 20.
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Exemple 2b

Si individu ne souhaite pas utiliser tout son argent, la
contrainte prend la forme 2x + y < 20. Ainsi, on a le probléme
suivant :

max —X2 + Xy.
2x+y<20

x=0, y=0
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@ Ces problemes de recherche de maximums et/ou de
minimum rentrent dans la théorie de 'optimisation.
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variable.
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minimum rentrent dans la théorie de 'optimisation.

@ Dans le premier exemple, on a une fonction d’'une seule
variable.
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variables
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@ Ces problemes de recherche de maximums et/ou de
minimum rentrent dans la théorie de 'optimisation.

@ Dans le premier exemple, on a une fonction d’'une seule
variable.

@ Dans le second exemple, on a une fonction de deux
variables et une contrainte (budgétaire)

o d’égalité dans 2a,
e d’inégalité dans 2b.
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Rappels sur la Terminologie

@ Xxp est un maximum local, si il existe un voisinage de xg sur
lequel f est inférieure a f(xp)

@ Xxp est un maximum global, si pour tout x de [a, b], on a:
f(x) < f(xp).

@ on définit de méme min global et min local.
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Definition, Terminologie

@ Xp est un maximum local, si il existe un voisinage de xg sur
lequel f est inférieure a f(xp)
@ xo est un maximum global, si pour tout x de [a,b], on a:
f(x) < f(xp).
@ on définit de méme min global et min local.
Exemple qui rendra cette définition plus claire :

global maximum

local maximum

local minimum

global minimum
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Exemples d’extremums pour une fonction de deux
variables
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Exemples d’extremums pour une fonction de deux
variables
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0 Optimisation sans contraintes
@ Fonction d’'une variable
@ Fonctions de deux variables

e Optimisation sous contraintes
@ Contraintes d’égalité, Lagrangien
@ Contraintes d’inégalité (simples)
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

o Optimisation sans contraintes
@ Fonction d’une variable
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition du 1 er ordre

Soit f une fonction de [a; b] — R, dérivable alors on a:

Proposition

Si le point xy €]a; b| est un extremum, alors f'(xy) = 0
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition du 1 er ordre

Soit f une fonction de [a; b] — R, dérivable alors on a:

Proposition
Si le point xy €]a; b| est un extremum, alors f'(xy) = 0

Attention, c’est une condition nécessaire ! La réciproque est
fausse : Prenons f(x) = x3 au point xq = 0.
On a f’(0) = 0 et pourtant 0 n’est ni un max, ni un min.

Y b

Clément Rau Optimisation



Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition du 1€ ordre

La réciproque "devient" vraie, si 'on impose que f' change de
signe en Xxg.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition du 1€ ordre

La réciproque "devient" vraie, si 'on impose que f' change de
signe en Xxy. f est alors croissante puis décroissante (ou
décroissante puis croissante) et on a bien un extremum.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition du 1€ ordre

La réciproque "devient" vraie, si 'on impose que f' change de
signe en Xxy. f est alors croissante puis décroissante (ou
décroissante puis croissante) et on a bien un extremum.

Proposition

Sl f'(xg) = 0 etsi f' change de signe en xy, ALORS le point xg
est un extremum (local).
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition du 2@ ordre
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition du 2@ ordre

Si la fonction f est un peu plus réguliére (continument dérivable
2 fois, noté C?([a; b],R)), on a un critére plus "pratique" pour
dire, si on est en présence d’'un extremum.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition du 2@ ordre

Si la fonction f est un peu plus réguliére (continument dérivable
2 fois, noté C?([a; b],R)), on a un critére plus "pratique" pour
dire, si on est en présence d’'un extremum.

Proposition

@ Si f'(xo) =0etsi f"(xg) >0, ALORS le point xo est un
minimum (local).

@ Si f'(xg) =0etsi f"(xg) <0, ALORS le point xo est un
maximum (local).
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

Condition du 2@ ordre

Si la fonction f est un peu plus réguliére (continument dérivable
2 fois, noté C?([a; b],R)), on a un critére plus "pratique" pour
dire, si on est en présence d’'un extremum.

Proposition

@ Si f'(xo) =0etsi f"(xg) >0, ALORS le point xo est un
minimum (local).

@ Si f'(xg) =0etsi f"(xg) <0, ALORS le point xo est un
maximum (local).

Exemple trivial : Soit f(x) = (x — 5)2.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition du 2@ ordre

Si la fonction f est un peu plus réguliére (continument dérivable
2 fois, noté C?([a; b],R)), on a un critére plus "pratique" pour
dire, si on est en présence d’'un extremum.

Proposition

@ Si f'(xo) =0etsi f"(xg) >0, ALORS le point xo est un
minimum (local).

@ Si f'(xg) =0etsi f"(xg) <0, ALORS le point xo est un
maximum (local).

Exemple trivial : Soit f(x) = (x — 5)2. On sait & 'avance que
Xo = 5 est un min global. Retrouvons ce fait (en local).
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

Condition du 2@ ordre

Si la fonction f est un peu plus réguliére (continument dérivable
2 fois, noté C?([a; b],R)), on a un critére plus "pratique" pour
dire, si on est en présence d’'un extremum.

Proposition

@ Si f'(xo) =0etsi f"(xg) >0, ALORS le point xo est un
minimum (local).

@ Si f'(xg) =0etsi f"(xg) <0, ALORS le point xo est un
maximum (local).

Exemple trivial : Soit f(x) = (x — 5)2. On sait & 'avance que
Xo = 5 est un min global. Retrouvons ce fait (en local).
Onaf(x)=2(x—5)etf(x)=2.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

Condition du 2@ ordre

Si la fonction f est un peu plus réguliére (continument dérivable
2 fois, noté C?([a; b],R)), on a un critére plus "pratique" pour
dire, si on est en présence d’'un extremum.

Proposition

@ Si f'(xo) =0etsi f"(xg) >0, ALORS le point xo est un
minimum (local).

@ Si f'(xg) =0etsi f"(xg) <0, ALORS le point xo est un
maximum (local).

Exemple trivial : Soit f(x) = (x — 5)2. On sait & 'avance que
Xo = 5 est un min global. Retrouvons ce fait (en local).
Onaf(x)=2(x—5)etf(x)=2.

Ainsi, f'(5) = 0 et f”(5) = 2 > 0, donc par la propriété, xo = 5
est bien un min local.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

o Optimisation sans contraintes

@ Fonctions de deux variables
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition nécessaire

Soit f:la;b[x]c;d] — R
(xy) = fxy)

dérivable par rapport a chacune de ses variables.

Clément Rau Optimisation



Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition nécessaire

Soit f:la;b[x]c;d] — R
(x:y) = f(xy)
dérivable par rapport a chacune de ses variables. On a :

Proposition
Si le point (xo, ¥o) est un extremum de f, ALORS

of of

o X0, Yo) = @(XOJ/O) =0.
Lorsque les 2 dérivées partielles sont nulles en (xo; ¥o), on dit
que (Xo; Yo) est un point critique.

Clément Rau Optimisation



Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition nécessaire

On appelle gradient de f en (xg; yo), et on note V£ (xo; ¥o), le
vecteur :

of

0 36) = (5 (0. 30) 5 (0. 30))

La propriété précédente peut alors s’enoncer ainsi :

Proposition

Si le point (xo, ¥o) est un extremum de f, ALORS

V£(X0; o) = (0,0).
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition nécessaire

Attention, la réciproque est encore fausse. Considérer le contre
exemple suivant :

ftRz — R
(X;y) = xy.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition nécessaire

Attention, la réciproque est encore fausse. Considérer le contre
exemple suivant :

ftRz — R
(X;y) = xy.

(0; 0) est un point critique mais n’est pas un extremum.
En effet, f prend des valeurs positives et négatives a coté de
(0;0). [f(x;x) =>0et f(x;—x) < 0]
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition nécessaire

Attention, la réciproque est encore fausse. Considérer le contre
exemple suivant :

ftRz — R
(X;y) = xy.

(0; 0) est un point critique mais n’est pas un extremum.
En effet, f prend des valeurs positives et négatives a coté de
(0;0). [f(x;x) =>0et f(x;—x) < 0]

Exo : Essayer de représenter f. [Se fixer une variable, et regarder la
fonction d’'une variable ainsi obtenue puis faire de méme avec I'autre variable]
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

f:R° —» R
(x;y) = xy.




Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

f:R° —» R
(x;y) = xy.




Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Points selle

Plus généralement, il existe des points (dit "selle" ou "col"), tels
que :

@ 3 y fixé, dans la direction (Ox) on a un minimum,

@ a x fixé, dans la direction (Oy) on a un maximum.

x>
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Points selle

Plus généralement, il existe des points (dit "selle" ou "col"), tels
que :

@ 3 y fixé, dans la direction (Ox) on a un minimum,

@ a x fixé, dans la direction (Oy) on a un maximum.

x>
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition suffisante (ordre 2) pour extremums locaux

Soit f:]a;b[x]c;d] — R
xy) = fxy)

continument dérivable 2 fois par rapport a chacune de ses
variables.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition suffisante (ordre 2) pour extremums locaux

Soit f:]a;b[x]c;d] — R
xy) = fxy)

continument dérivable 2 fois par rapport a chacune de ses
variables. On note usuellement :
o2f o2f o2f

r= 7(X07y0)7 t= %(XOL}/O)?

(')QX ( Oﬂyo)

oxoy
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition suffisante (ordre 2) pour extremums locaux

Soit f:]a;b[x]c;d] — R
(x:y) = f(xy)
continument dérivable 2 fois par rapport a chacune de ses
variables. On note usuellement :
o2f o2f o2f

r= 7(X07y0)7 t= %(XOL}/O)?

azx ( Oﬂyo)

oxoy

On appelle matrice Hessienne de f en (xg; yo), la matrice :

2 2
. s\ [ Zhxow) ayafx(xod/o)
o) = \g t) 7 | & G

axay (X0 Yo) 52;()(07)/0)
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Remarque
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Remarque

Ona:
0 of d of

ax(@) = @(57)
Le résultat d’'une dérivation a I'ordre 2 ne dépend pas de

I'ordre dans lequel se fait la dérivation par rapport aux 2
variables considérées. (Théoreme de Schwarz)
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Remarque

Ona:
of o, of

5)(( Oy) @(57)
Le résultat d’'une dérivation a I'ordre 2 ne dépend pas de
I'ordre dans lequel se fait la dérivation par rapport aux 2
variables considérées. (Théoreme de Schwarz)
La matrice Hessienne est donc une matrice symétrique et notre

définition de s a bien un sens,

0°f 0°f

8x8y( X0, Y0) = 6y8x( 0, Y0)-
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition suffisante (ordre 2) pour extremums locaux

Soit (Xo; Yo) un point critique de f, alors
@ sirt—s?>0 et r+t=>0,lepoint (xy;yo) estun min local,
@ sirt—s®>>0et r+t<O0, lepoint (Xo0; Yo) est un max local,
@ sirnt—s?<0,onaun point selle,

@ sirt—s? =0, on ne peut pas conclure.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Condition suffisante (ordre 2)

Sachant que det[H(x, y,)] = rt — s? et que Tr(Hxy,y,)) = r +t,0n
peut retenir la propriété ainsi :

Si V(X0 Yo) = 0 , alors

@ sidet[H, y,)] > 0 et Tr(Hx,y,)) > 0, le point (xo; yo) est
un min local,

@ sidet[H, )] > 0 et Tr(Hx,y,)) <0, le point (xo; yo) est
un max local,

@ sidet[Hy, )] <0, on a un point selle,
@ sidet[H, )] = 0, on ne peut pas conclure.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Exemple

Soit f(x,y) = xy? + 2x% + y2.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Exemple

Soit f(x,y) = xy? + 2x% + y2.
Ona:

2 . (4 2y
VIX,y) = (y"+4x; 2xy +2y) et Hy,) = <2y 2+2x
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Exemple

Soit f(x,y) = xy? + 2x% + y2.
Ona:

2 . (4 2y
VIX,y) = (y"+4x; 2xy +2y) et Hy,) = <2y 2+2x

Les points critiques sont donc solution de

y2+4x =0
2xy+2y =0
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Exemple

Soit f(x,y) = xy? + 2x% + y2.
Ona:

2 . (4 2y
VIX,y) = (y"+4x; 2xy +2y) et Hy,) = <2y 2+2x

Les points critiques sont donc solution de

y2+4x=0
2xy+2y =0

On trouve 3 couples solutions :

My = (-1,2), M = (—1;-2) et M3 = (0;0).
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Exemple

Soit f(x,y) = xy? + 2x% + y2.
Ona:

2 . (4 2y
VIX,y) = (y"+4x; 2xy +2y) et Hy,) = <2y 2+2x

Les points critiques sont donc solution de

y2+4x =0
2xy+2y =0

On trouve 3 couples solutions :
My = (—1;2), Mp = (—1,-2) et M3 = (0;0).

[ceux sont potentiellement des extremums...]
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Exemple

Soit f(x,y) = xy? + 2x% + y2.
Ona:

2 . (4 2y
VIX,y) = (y"+4x; 2xy +2y) et Hy,) = <2y 2+2x

Les points critiques sont donc solution de

y2+4x =0
2xy+2y =0

On trouve 3 couples solutions :
My = (—1;2), Mp = (—1,-2) et M3 = (0;0).

[ceux sont potentiellement des extremums...]
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

Examinons chacun des points critiques :
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

Examinons chacun des points critiques :

@ pour My = (—1;2),0na H_ . Donc

(4 4
~\4 0
det(H_42)) = —16 < 0. Ainsi M; est un point selle.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

Examinons chacun des points critiques :

@ pour My = (—1;2),ona H_q, = <j g . Donc
det(H_42)) = —16 < 0. Ainsi M; est un point selle.
@ pour M = (—1;-2),ona H_1 o = (_44 _04> Donc

det(H_1,—2)) = —16 < 0. Ainsi M, est un point selle.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable

Fonctions de deux variables

Examinons chacun des points critiques :

@ pour My = (—1;2),ona H_q, = <j g . Donc
det(H_42)) = —16 < 0. Ainsi M; est un point selle.
@ pour M = (—1;-2),ona H_1 o = (_44 _04> Donc

det(H_1,—2)) = —16 < 0. Ainsi M, est un point selle.

@ pour Mz = (0;0),0ona Hyg) = (g g) Donc
det(H(07o)) =8>0et TI’(H(O’())) =6> 0. Ainsi M5 est un

min local.
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Points selle : My = (—1;2), M, = (—1;—-2) et min : M3 = (0;0).
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Optimisation sans contraintes Fonction d’une variable
Fonctions de deux variables

Points selle : My = (—1;2), M, = (—1;—-2) et min : M3 = (0;0).
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Contraintes d’égalité, Lagrangien

Optimisation sous contraintes Contraintes d’inégalité (simples)

e Optimisation sous contraintes
@ Contraintes d’égalité, Lagrangien
@ Contraintes d’inégalité (simples)
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Contraintes d’égalité, Lagrangien

Optimisation sous contraintes Contraintes d’inégalité (simples)
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Introduction

@ En économie, il est fréquent que I'on cherche a maximiser
une fonction sous des contraintes (maximiser un profit ou
une utilité compte tenu de contraintes budgétaires,
minimiser une dépense compte tenu d’'un besoin a
satisfaire).
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Introduction

@ En économie, il est fréquent que I'on cherche a maximiser
une fonction sous des contraintes (maximiser un profit ou
une utilité compte tenu de contraintes budgétaires,
minimiser une dépense compte tenu d’'un besoin a
satisfaire).

@ Mathématiquement, le probléme se pose sous la forme
d’une optimisation d’une fonction f a plusieurs variables,
sous la contrainte d’'une autre fonction g.
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Introduction

@ En économie, il est fréquent que I'on cherche a maximiser
une fonction sous des contraintes (maximiser un profit ou
une utilité compte tenu de contraintes budgétaires,
minimiser une dépense compte tenu d’'un besoin a
satisfaire).

@ Mathématiquement, le probléme se pose sous la forme
d’une optimisation d’une fonction f a plusieurs variables,
sous la contrainte d’'une autre fonction g. Par ex :

max f(x,y) ou min f(x,y),

x,y tel que x,y tel que
9(x,y)=c g(x,y)=c
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Introduction

@ En économie, il est fréquent que I'on cherche a maximiser
une fonction sous des contraintes (maximiser un profit ou
une utilité compte tenu de contraintes budgétaires,
minimiser une dépense compte tenu d’'un besoin a
satisfaire).

@ Mathématiquement, le probléme se pose sous la forme
d’une optimisation d’une fonction f a plusieurs variables,
sous la contrainte d’'une autre fonction g. Par ex :

max f(x,y) ou min f(x,y),

x,y tel que x,y tel que
g(x.y)=c gx.y)=c

que l'on écrira plus simplement ainsi

max f(x,y) ou min f(x,y).
g(x,y)=c g(x,y)=c
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@ En économie, il est fréquent que I'on cherche a maximiser
une fonction sous des contraintes (maximiser un profit ou
une utilité compte tenu de contraintes budgétaires,
minimiser une dépense compte tenu d’'un besoin a
satisfaire).

@ Mathématiquement, le probléme se pose sous la forme
d’une optimisation d’une fonction f a plusieurs variables,
sous la contrainte d’'une autre fonction g. Par ex :
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x,y tel que x,y tel que
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max f(x,y) ou min f(x,y).
gx.y)=c gx.y)=c
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Introduction

max f(x,y) ou min f(x,y).
g(x,y)=c g(x,y)=c

@ Cette méthode d’'optimisation fait appel a ce que I'on

appelle le Lagrangien L, qui est une fonction de 3 variables
définies a I'aide de f et g.
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Introduction

max f(x,y) ou min f(x,y).
gx.y)=c gx.y)=c

@ Cette méthode d’'optimisation fait appel a ce que I'on
appelle le Lagrangien L, qui est une fonction de 3 variables
définies a I'aide de f et g.

@ La fonction Lagrangienne notée L(x,y, \), est définie
"formellement" ainsi :

L(x,y,\) = Fonction a optimiser + A\( contrainte annulée),
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Introduction

max f(x,y) ou min f(x,y).
gx.y)=c gx.y)=c

@ Cette méthode d’'optimisation fait appel a ce que I'on
appelle le Lagrangien L, qui est une fonction de 3 variables
définies a I'aide de f et g.

@ La fonction Lagrangienne notée L(x,y, \), est définie
"formellement" ainsi :

L(x,y,\) = Fonction a optimiser + A\( contrainte annulée),

ie: L(x,y,\)=f(x,y)+Ag(x,y)—c)
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Introduction

max f(x,y) ou min f(x,y).
gx.y)=c gx.y)=c

@ Cette méthode d’'optimisation fait appel a ce que I'on
appelle le Lagrangien L, qui est une fonction de 3 variables
définies a I'aide de f et g.

@ La fonction Lagrangienne notée L(x,y, \), est définie
"formellement" ainsi :

L(x,y,\) = Fonction a optimiser + A\( contrainte annulée),

ie: L(x,y,\)=f(x,y)+Ag(x,y)—c)
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Condition nécessaire

Soit f une fonction continumément dérivable.

Si f posséde un extremum en (Xo, ¥o) €t Si VQ(x, y,) # 0, alors il
existe un \* tel que (xo, yo, \*) soit un point critique de L.

%(Xan()’ ):0
ie: @(X05y07)‘ ) =0
%(Xo,}’o, *)=0
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Condition nécessaire

Soit f une fonction continumément dérivable.

Proposition

Si f posséde un extremum en (Xo, ¥o) €t Si VQ(x, y,) # 0, alors il
existe un \* tel que (xo, yo, \*) soit un point critique de L.

%(Xan()’ ):0
ie: @(X05y07)‘ ) =0
%(Xo,}’o, *)=0

On obtient ainsi un systéme, qui nous permet de trouver les
coordonnées des extréma potentiels
Interprétation géométrique, gradient de f et g liés...
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Condition suffisante

Soit f une fonction deux fois continumément dérivable. Comme

avec deux variables, la Hessienne de L est la matrice suivante :
2

ZLix,y, A ZEx,y, N ZEh(x,y,\)

6?\ XA YA

o0°L oL 0L

H(x,y,/\) = axza)\ (X7y7 )‘) @()an >‘) 6)(26y (X7y7 )\) )
FEEYN) ZEXYN) Sy
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Condition suffisante

Soit f une fonction deux fois continumément dérivable. Comme

avec deux variables, la Hessienne de L est la matrice suivante :
2

ZLix,y, A ZEx,y, N ZEh(x,y,\)

6?\ XA YA

o0°L oL 0L

H(x,y,/\) = axza)\ (X7y7 )‘) @()an >‘) 6)(26y (X7y7 )\) )
FEEYN) ZEXYN) Sy

Connaissant les potentiels extrema, on a :
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Condition suffisante

Soit f une fonction deux fois continumément dérivable. Comme
avec deux variables, la Hessienne de L est la matrice suivante :

2 2 2
%(Xv.ya)‘) a(z(&L)\<X7y7)‘) a(i/iaL,\()vaA)
H _ | 2L N L A 2L A)
(X,y,A) OXON (X7y7 ) 02x (X7y7 ) X0y <X7y7 )

'32L '52L '32L
f)j/(’} (X7Y7)‘) aOXTy(ny’)\) ;27()(7}/7)‘)
Connaissant les potentiels extrema, on a :

Proposition

Soit (xo, Yo, \*) un point critique de L et soit H(x, y, \) la matrice
Hessienne de L, alors

@ sidet(Hx, y,,2%)) > 0, le point (xo, Yo, \*) est un maximum,
@ sidet(Hx, y,,2%)) < 0, le point (X, Yo, \*) est un minimum,
@ sidet(Hx, y,,2+)) = 0, on ne peut rien dire.
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Remarque

Il est facile de vérifier que la Hessienne Hy ,, ) de L est aussi
égale a :

0 Yix,y, N L(xy.\)
0

X
@(X .y?)‘) a)L((X yv ) axay(xay, ) ’
2
Ly N ALy ZExyN)

Q)
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Remarque

Il est facile de vérifier que la Hessienne Hy ,, ) de L est aussi

égale a :
0 Gx,y. N Ly
2
@(X .y?)‘) gZ)L((X yv ) iLy(X y’ ) )
Ly N ALy ZExyN)

On appelle cette "forme" de matrice : la Hessienne bordée.
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Exemple 1, avec utilisation du Lagrangien
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Exemple 1, avec utilisation du Lagrangien

Optimiser f(x,y) = —x2 + xy sous la contrainte g(x, y) = 20, ou
glx,y)=2x+y
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Exemple 1, avec utilisation du Lagrangien

Optimiser f(x,y) = —x2 + xy sous la contrainte g(x, y) = 20, ou
glx,y)=2x+y
@ 1¢ étape : Recherche de point(s) critique(s)

Clément Rau Optimisation



Contraintes d’égalité, Lagrangien
Optimisation sous contraintes Contraintes d’inégalité (simples)

Exemple 1, avec utilisation du Lagrangien

Optimiser f(x,y) = —x2 + xy sous la contrainte g(x, y) = 20, ou
glx,y)=2x+y
@ 1¢ étape : Recherche de point(s) critique(s)

e Pourtout (x,y), ona vy, = (2,1) # 0, on peut donc
appliquer la propriété précédente.
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Exemple 1, avec utilisation du Lagrangien

Optimiser f(x,y) =
glx,y)=2x+y
@ 1¢ étape : Recherche de point(s) critique(s)

—x2? + xy sous la contrainte g(x, y) = 20, ou

e Pourtout (x,y), ona vy, = (2,1) # 0, on peut donc
appliquer la propriété précédente.

e Le Lagrangien est L(x,y,\) = f(x,y) + A(g(x,y) — 20).
ie: L(X,¥,\) = —x®+xy + A\(2x + y — 20).
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Exemple 1, avec utilisation du Lagrangien

Optimiser f(x,y) = —x2 + xy sous la contrainte g(x, y) = 20, ou
glx,y)=2x+y
@ 1¢ étape : Recherche de point(s) critique(s)
e Pourtout (x,y), ona vy, = (2,1) # 0, on peut donc
appliquer la propriété précédente.
e Le Lagrangien est L(x,y,\) = f(x,y) + A(g(x,y) — 20).

ie: L(X,¥,\) = —x®+xy + A\(2x + y — 20).

@ (x,y,\) estun point critique de L si

%{(xy, A =0 —2X+y+2\=0
5 (XY, )— ie xX+A=0
%L(Xy’ \) = 2x+y—-20=0
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Exemple 1, avec utilisation du Lagrangien

Optimiser f(x,y) = —x2 + xy sous la contrainte g(x, y) = 20, ou
glx,y)=2x+y
@ 1¢ étape : Recherche de point(s) critique(s)
e Pourtout (x,y), ona vy, = (2,1) # 0, on peut donc
appliquer la propriété précédente.
e Le Lagrangien est L(x,y,\) = f(x,y) + A(g(x,y) — 20).

ie: L(X,¥,\) = —x®+xy + A\(2x + y — 20).

@ (x,y,\) estun point critique de L si

%{(X y:A) =0 —2X+y+2\=0

5 (XY, )— ie X+A=0

SOy = 2x+y—20=0
e Ontrouve (x,y,\) = (12,49, -10)
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@ 2™M¢ étape : Nature de(s) point(s) critique(s) trouvé(s)
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@ 2™M¢ étape : Nature de(s) point(s) critique(s) trouvé(s)
@ On calcule la Hessienne de L (ou la Hessienne de f bordée
par la contrainte g)
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@ 2™M¢ étape : Nature de(s) point(s) critique(s) trouvé(s)

@ On calcule la Hessienne de L (ou la Hessienne de f bordée
par la contrainte g)

2 2 2
GEx YA 25y N 25y

JyoN
2 2 2
H(vav)\) = a(j(zaL,\ (X7y7 /\) %)L((XJ/»)\) a(’i(zaLy(Xay7 )‘)
Eilé‘L/\ (X’y’ A) 6(3([7‘Ly(xuy7 )‘) 22}6 (X7y>)‘)
0o 2 1
- |2 —2 1
1 1 0
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@ 2™M¢ étape : Nature de(s) point(s) critique(s) trouvé(s)
@ On calcule la Hessienne de L (ou la Hessienne de f bordée
par la contrainte g)

°
PL PL PL
m(xa}’a)\) m(xvya/\) m(xvya)‘)
2 2 2
H(X,J/J\) = 8(3(26L/\ (X»% /\) %)L((XJ/» >‘) Bii(zﬁLy (X7y7 )‘)
Eilé‘L/\ (X’y’ A) 6(3([7‘Ly (Xu y7 )‘) 22}6 (X7 ,V> )‘)
0o 2 1
= 2 -2 1
1 1 0

e En particulier, Det(H(%%ﬁ%)) =6>0etdonc

(12,42, —1est un max.
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Exemple 2, sans utilisation du Lagrangien

Dans ce cas trés particulier, on peut retrouver le résultat de
maniere élémentaire. Ici, la contrainte 2x + y = 20 est "simple"
et on peut exprimer une des variables en fonction de I'autre.
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Exemple 2, sans utilisation du Lagrangien

Dans ce cas trés particulier, on peut retrouver le résultat de
maniere élémentaire. Ici, la contrainte 2x + y = 20 est "simple
et on peut exprimer une des variables en fonction de I'autre.
Par exemple, on a:

y =20 —2x.
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Exemple 2, sans utilisation du Lagrangien

Dans ce cas trés particulier, on peut retrouver le résultat de
maniere élémentaire. Ici, la contrainte 2x + y = 20 est "simple
et on peut exprimer une des variables en fonction de I'autre.
Par exemple, on a:

y =20 —2x.
Ainsi, on est ramené a optimiser une fonction h d’'une variable,
définie par :

h(x) = f(x,20—2x),
= —x%+x(20 — 2x),
= —3x%+20x.
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Exemple 2, sans utilisation du Lagrangien

Dans ce cas trés particulier, on peut retrouver le résultat de
maniere élémentaire. Ici, la contrainte 2x + y = 20 est "simple
et on peut exprimer une des variables en fonction de I'autre.
Par exemple, on a:

y =20 —2x.

Ainsi, on est ramené a optimiser une fonction h d’'une variable,
définie par :

h(x) = f(x,20—2x),
= —x%+x(20 — 2x),
= —3x%+20x.

Létude de h est triviale, h atteint un max en x = 10/3.
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Exemple 2, sans utilisation du Lagrangien

Dans ce cas trés particulier, on peut retrouver le résultat de
maniere élémentaire. Ici, la contrainte 2x + y = 20 est "simple"
et on peut exprimer une des variables en fonction de I'autre.
Par exemple, on a:

y =20 —2x.

Ainsi, on est ramené a optimiser une fonction h d’'une variable,
définie par :
h(x) = f(x,20—2x),
= —x%+x(20 — 2x),
= —3x%+20x.

Létude de h est triviale, h atteint un max en x = 10/3.
Et on retrouve bien que le point (10/3,40/3) est un max pour f.
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50
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20

Point max (10/3; 40/3)
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@ Contraintes d’inégalité (simples)
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Introduction

On examine ici I optimisation d’'une fonction f a plusieurs
variables, sous la contrainte d’une autre fonction g inférieure a
une constante.
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Introduction

On examine ici I optimisation d’'une fonction f a plusieurs
variables, sous la contrainte d’une autre fonction g inférieure a
une constante. Par ex :

max f(x,y) ou min f(x,y),
x,y tel que X,y tel que
g(x,y)<c g(x,y)<c
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Introduction

On examine ici I optimisation d’'une fonction f a plusieurs
variables, sous la contrainte d’une autre fonction g inférieure a
une constante. Par ex :

max f(x,y) ou min f(x,y),
x,y tel que X,y tel que
g(x,y)<c g(x,y)<c

que l'on écrira plus simplement ainsi

max f(x,y) ou min f(x,y).
gxy)<c glxy)sc
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Introduction

On examine ici I optimisation d’'une fonction f a plusieurs
variables, sous la contrainte d’une autre fonction g inférieure a
une constante. Par ex :

max f(x,y) ou min f(x,y),
x,y tel que X,y tel que
g(x,y)<c g(x,y)<c

que l'on écrira plus simplement ainsi

max f(x,y) ou min f(x,y).
gxy)<c glxy)sc
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Introduction

On examine ici I optimisation d’'une fonction f a plusieurs
variables, sous la contrainte d’une autre fonction g inférieure a
une constante. Par ex :

max f(x,y) ou min f(x,y),
x,y tel que X,y tel que
g(x,y)<c g(x,y)<c

que l'on écrira plus simplement ainsi

max f(x,y) ou min f(x,y).
gxy)<c glxy)sc

@ Le cas général de ce pb est compliqué et fait appel aux
conditions de Kuhn et Tucker
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Introduction

On examine ici I optimisation d’'une fonction f a plusieurs
variables, sous la contrainte d’une autre fonction g inférieure a
une constante. Par ex :

max f(x,y) ou min f(x,y),

x,y tel que X,y tel que
g(x,y)<c g(x,y)<c

que l'on écrira plus simplement ainsi

max f(x,y) ou min f(x,y).
gxy)<c glxy)sc

@ Le cas général de ce pb est compliqué et fait appel aux
conditions de Kuhn et Tucker

@ On se contentera de cas simples, résolvables
graphiquement.
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Exemple

Un restaurateur veut acheter, pour sa salle de restaurant d’une surface de
100 m?, des tables rondes et des tables carrées. Une table ronde permet de
servir 8 couverts, occupe 8 m? et colite 300 euros. Une table carrée permet
de servir 4 couverts, occupe 6 m? et colite 150 euros. Le restaurateur
dispose d’'un budget de 3000 euros et veut servir au moins 40 couverts. On
note x le nombre de tables rondes et y le nombre de tables carrées qu'il veut
acheter.

@ Exprimer, a l'aide d’'un systéme d'inégalités sur x et y, les contraintes
imposées par I'énoncé.

@ Déterminer graphiquement 'ensemble S des points du plan dont les
coordonnées (x; y) vérifient le systéme obtenu (on hachurera la partie
du plan qui n’est pas solution).

© On suppose que les tables sont complétement occupées. Les tables
rondes laissent alors chacune un bénéfice de 40 euros au restaurateur
et les tables carrées chacune un bénéfice de 25 euros. Exprimer en
fonction de x et y le bénéfice total B(x ; y) réalisé.
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© Représenter les ensembles (droites) B; et B: obtenus pour un bénéfice
respectivement de 350 euros et 450 euros.

© Peut-on avoir un bénéfice de 600 euros ?

@ Quel est le bénéfice maximal et quels sont alors les nombres de tables
que le restaurateur doit acheter (on justifiera la méthode utilisée) ?
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@ Les contraintes de I'énoncé conduisent au systeme
d’'inéquations :

8x +4y > 40

8x + 6y <100
300x + 150y < 3000
x=0

y=0

que 'on peut simplifier :
2x+y =10
4x +3y <50
()1 2x+y<20
x=0
y=0
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Optimisation sous contraintes Contraintes d’inégalité (simples)

©Q Le bénéfice en fonction de x et y est :

B(x,y) =40x + 25y
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Optimisation sous contraintes Contraintes d’inégalité (simples)

©Q Le bénéfice en fonction de x et y est :

B(x,y) =40x + 25y

© 40x + 25y = 350 se simplifie : 8x + 5y = 70. C’est
I'équation d’'une droite By passant par :(5; 6) et (0; 14).
40x + 25y = 450 se simplifie : 8x + 5y = 90. C’est
I'équation d’'une droite B, passant par :(5; 10) et (0;18).
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Optimisation sous contraintes Contraintes d’inégalité (simples)

©Q Le bénéfice en fonction de x et y est :

B(x,y) =40x + 25y

© 40x + 25y = 350 se simplifie : 8x + 5y = 70. C’est
I'équation d’'une droite By passant par :(5; 6) et (0; 14).
40x + 25y = 450 se simplifie : 8x + 5y = 90. C’est
I'équation d’'une droite B, passant par :(5; 10) et (0;18).
Q@ Un bénéfice de 600 euros correspond a la droite Bs :
8x + 5y = 120. Il est impossible (voir graphique).
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Optimisation sous contraintes Contraintes d’inégalité (simples)

©Q Le bénéfice en fonction de x et y est :

B(x,y) =40x + 25y

© 40x + 25y = 350 se simplifie : 8x + 5y = 70. C’est
I'équation d’'une droite By passant par :(5; 6) et (0; 14).
40x + 25y = 450 se simplifie : 8x + 5y = 90. C’est
I'équation d’'une droite B, passant par :(5; 10) et (0;18).

Q@ Un bénéfice de 600 euros correspond a la droite Bs :
8x + 5y = 120. Il est impossible (voir graphique).

@ Les droites By , B et B; sont paralléles et la position
maximale est celle de B, passant par / (intersection de D,
et Ds) : il faut donc acheter x =5 et y = 10 tables de
chaque sorte pour un bénéfice de : 40 x 5+ 25 x 10 = 450
euros.
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Optimisation sous contraintes Contraintes d’inégalité (simples)

On vient donc de résoudre le pb suivant d’optimisation :

max B(x,y)
x=0, y=0
4x+3y<50
2x+y=10

2x+y<20
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