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Chapitre

Introduction

Dans cette these, on explore quelques connexions entre la géométrie métrique des variétés com-
plexes compactes et certains aspects de la théorie de Hodge 1ié a la suite spectrale de Frolicher (un
objet classique reliant la différentielle et les structures complexes, voir par exemple un rappel de la
Définition §.2.5 ci-dessous) de ces variétés.

Il est bien connu que l'existence de la métrique de Kahler implique la meilleure dégénérescence
possible (i.e. a la premiere page FE;) de cette suite spectrale. Cependant, Les variétés complexes
compactes n’admettent que rarement les métriques de Kéhler et aucune autre propriété métrique
est actuellement connue pour impliquer la dégénérescence de certaine page de cette suite spectrale.
La conjecture suivante a été proposée et résolue dans un cas particulier dans | ].

Conjecture 1.0.1. Soit X une variété complere compacte. S’il existe une métrique SKT (i.e. une
(1, 1)-forme w C* définie positive telle que 00w = 0) sur X, alors la suite spectrale de Frélicher de
X dégénere en la deuxieme page Fs.

Le cas général de cette conjecture, qui aura certainement un role a jouer dans la théorie de la
classification des variétés complexes compactes, toujours ouvert. Dans cette these, on étudie une
variante possible de celui-ci dans laquelle les métriques SKT sont remplacées par les métriques
fortement Gauduchon (fG) et le probleme de la dégénérescence est souvent confiné a la cohomologie
de X en un degré proche du degré maximal. On s’inspire du résultat de Ceballos-Otal-Ugarte-
Villacampa [[ |, Théoreme 5.6] affirmant que la suite spectrale de Frélicher de toute nilvariété
de dimension réelle 6 munie d’une structure complexe invariante et portant une métrique fG dégénére
en Fs et d'une généralisation possible de cette assertion, ils se demandaient a propos de

Question 1.0.2. ([COUV16, Question 5.7]) A-t-on la suite spectrale de Frélicher de toute variété
complexe compacte de dimension 3 portant une métrique fG dégénére en Ey ?

Soit X une variété complexe compacte avec dimcX = n. Rappelons que les métriques Hermi-
tiennes, définies comme étant des (1, 1)-formes w C'* définies positives, existent toujours sur X.
Meéme les métriques de Gauduchon w, définies comme étant des métriques Hermitiennes vérifiant la
condition supplémentaire 90w™ ! = 0, existent toujours (cf. | |). Cependant, les métriques
fortement Gauduchon (fG), introduites dans | ] dans le contexte des déformations des struc-
tures complexes et définies par la condition forte dw™ ! soit J-exacte, peuvent ne pas exister. Les



variétés complexes compactes qui admettent des métriques fG sont appelées des variétés fortement
Gauduchon (fG) et la notion couvre une large éventail des variétés et élargit considérablement la
classe des variétés Kéhlériennes compactes et leurs modeles biméromorphes (= dites des variétés de
Fugiki de classe C).

La section 3.1 de cette these étudie des éléments de la dégénérescence en Fsy de la suite spectrale
de Frolicher des variétés sGG, une class des variétés complexes compactes introduite et étudiée dans
[ ]. Ils sont définies comme étant toute métrique de Gauduchon est fortement Gauduchon. En
particulier, les métriques fG existent sur chaque variété sGG. De plus, d’apres ] ], Lemme 1.3],
une variété complexe compacte X de dimension n est sGG si et seulement si on a le cas particulier
du 90-lemma sur X suivant :

Pour toute (n, n — 1)-forme T’ d-fermée sur X, si I' est O-ezacte, alors I' est aussi O-exacte.
On exploite ce fait d’au moins deux fagons dans la section 3.1 :

(1) en montrant que toute variété sGG admet la propriété de la dégénérescence partielle de
Frolicher en Es, i.e. 'application ds agissant en bidegré (n — 2, n) sur la deuxieme page de sa suite
spectrale de Frolicher est identiquement nulle (cf. Proposition 3.1.3) ;

(2) en introduisant trois versions Sx C Ep *"™(X), Sx € H¥=*(X, R) (cf. Définition 3.1.5) et
Sy C Ey~>™(X) (cf. (3.8)) de cone de positivité qu'on appelle céne EysG d’une variété complexe
compacte donnée X de dimension n. Le terme FysG se réfere au fait que ce cone consiste en (double)
classes de cohomologie de bidegrées (n — 2, n) qui est dans la deuxieme page de la suite spectrale
de Frolicher de X et sont donc un raffinement de la cohomologie de Dolbeault.

L’aspect surprenant est qu’on introduit donc effectivement la notion de positivité pour les classes
de cohomologie de bidegrées (n — 2, n) qui va a l'encontre des notions familieres de positivité qui
existent en tous bidegrés (p, p) (mais non (p, q) avec p # ¢) en géométrie complexe. Ceci est fait en
utilisant les métriques fortement Gauduchon qui permettent & la notion existante de positivité en
bidegrées (n — 1, n — 1) de se reporter au bidegrée (n — 2, n) d’une fagon naturelle. Le cone EysG
est vide si la variété X n’est pas fortement Gauduchon. I1 dépend de la structure complexe de X.
On étudie cette dépendance en montrant le résultat suivant

Theorem 1.0.3. Soit 71 : X — A une famille holomorphe de variétés complexes compactes de
dimension n au-dessus de la boule A C CN centrée a 'origine. Supposons que la fibre Xo := n=*(0)
est une variété sGG. B

Alors, le cone FEysG de De Rham Sx, C Hpw (X, R) de la fibre X; := 7~ (t) C X wvarie de
maniére semi-continue inférieurement avec t € A variant dans un voisinage assez petit de 0 € A.

On veut dire par X la variété lisse qui se trouve derriére toutes les fibres X; de la famille (connue
d’étre C*° triviale par le théoreme classique Ehresmann, mais en général n’est pas holomorphique-
ment triviale), alors le groupe de cohomologie de De Rham réel Hyy (X, R) de dégrée 2n — 2
est indépendant de la (structure complexe de la) fibre X;. La signification de la semi-continuité
inférieure en relation avec la dépendance de t du cone EysG de De Rham S. x, est précise dans le
théoreme 3.1.9.



On utilise aussi la dualité de Serre (prouvé dans le prochain document commun | | de
D. Popovici et L. Ugarte au moyen du laplacien pseudo-différentiel introduit dans | ]) entre
n’importe quel couple (E5 (X)), Ey 7" %(X)) des espaces vectoriels de bidegrés complémentaires
figurant sur la deuxieme page de la suite spectrale de Frolicher de X. De cette fagon, on montre
I'analogue suivant dans notre contexte de la dualité de Lamari [[ ], Lemme 3.3] entre le cone
pseudo-effective et la fermeture du cone de Gauduchon de toute variété complexe compacte.

Proposition 1.0.4. Soit X une variété sGG complexe compacte de dimension n sur laquelle une
métrique Hermitienne arbitraire v est fixée. Le dual de la fermeture du cone

Sx = { {[Fnz’n]é} | Jw métrique Hermitienne telle que OT" %™ = _gwnl} c B (X)
dy

(1.1)
sous la dualité Ey°(X) x Ey™>"™(X) — C est une céne convexe fermé dans Ey°(X) consistant en
les Ey-classes [[0%°)5]a, “représentable” par les courants 79 : C, (X, R), — R ~y-positifs.

n—2,n

On se réfere a la Proposition 3.1.16 pour plus d’information et a la Définition 3.1.13 pour la
notion d’un courant y-positif de bidegré (2, 0). C’est un autre prolongement des notions classique de
positivité dans la géométrie complexe au bidegré (p, q) avec p # ¢. Le bidegré (2, 0) est important
surtout sur les variétés holomorphes symplectiques (non nécessairement Kdahlérienne) et on espere
qu’il sera traité dans un futur travail.

La section 3.2 de cette these porte sur le probleme de la dégénérescence de Frolicher et la variation
de la structure complexe d’apres des points de vue différents qui reste attaché a la théorie des variétés
sGG.

Soit X une variété complexe compacte avec dimcX = n. Dans | |, pour toute constante
positive h, I'opérateur differentiel d = 9 4 0 associé a la structure lisse de X a été modifié &

dp :=hd+0:CX(X, C) — C3,(X, C), ke{0,...,2n}, 1! (1.2)

en modifiant sa partie de type (1, 0) dans la décomposition induite par la structure complexe de X.
Contrairement a d, les opérateurs d; dépendent de la structure complexe de X en partageant aussi
quelques propriétés avec d. Le plus remarquable de ceux-ci est que la d,-cohomologie de X, reposant
sur la propriété d’intégrabilité di = 0 et définie pour tout k € {0,...,2n} par

HE (X, C) = ker(dy : C*(X, C) = C%,(X, C)) / Im (dy : C°, (X, C) — C2(X, C)),

est isomorphe & la cohomologie de De Rham de X via I'isomorphisme HEp(X, C) > {u}pr —
{Onu}q, € Hj (X, C) induit par I'isomorphisme ponctuel
0y : APIT*X — APIT*X,  uw Opu:= hP u,

au niveau des formes différentielles de type-pure sur X. Les opérateurs d;, prennent dans un certain
sens la relation entre les structures lisses et complexes de X.

1. Dans la suite, C°(X, C) désigne 'espace des k-formes C*° sur X a valeurs dans C.
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D’autre part, ils existent dans la littérature au moins deux notions du 90-lemma étant satisfaites
par une variété complexe compacte qui capture la relation entre la structure lisse et la structure
complexe.

(a) Une notion précoce qui a été utilisée par de nombreux auteurs apparait dans [ ],
Lemmes 5.11 et 5.15]. Elle définie I'accomplissement du d9-lemma (ou du dd®-lemma équivalent)
sur une variété complexe compacte par la condition toute forme différentielle lisse v en tout dégrée
(mais non nécessairement de type pure) qui est a la fois O-fermée et O-fermée vérifie implication
suivante :

u€Imd = u € Im(99). (1.3)

Cette implication est actuellement une équivalence puisque l'implication inverse est triviale sur toute
variété.
Par exemple, c’est ce qu’on voulait dire par le d0-lemma satisfaisant sur une variété donnée dans

[AT12].

(b) Dans | ], le terme 00-variété a été introduit pour dire qu’une variété complexe compacte
donnée X vérifie le 00-lemma si pour toute forme u de type-pure d-fermée sur X, les propriétés
d’exactitude suivantes sont équivalentes :

u€lmd <= velmd < uelmd < uecIm(9I). (1.4)

La derniere propriété implique trivialement les autres, alors les équivalences ci-dessus sont réduites
a chacune des trois autres formes d’exactitude impliquant la (99)-exactitude. Puisque u est de type-
pure, alors la condition de la d-fermeture sur u est équivalente a u étant supposée a la fois O-fermée
et O-fermée.

Toute en face, la condition (1.4) est plus restrictive que (1.3), mais (1.4) est seulement requis
pour s’appliquer & des formes de type-pure. La version (a) du d0-lemma (doit étre vérifier sur toutes
les formes, non nécessairement de type-pure) implique la version (b) est implicite dans [ ],
Lemme 5.15].

Pour toute constante h € R\ {0}, on introduit dans cette these la notion de h-00-variété qui
implique la version (a) ci-dessus (donc aussi la version (b)) de la dd-condition. L’idée est d’utiliser
les opérateurs dj;, pour capturer 'interaction entre la structure lisse et la structure complexe.

Définition 1.0.5. Soit h € R\ {0} une constante arbitraire. Une variété compleze compacte X
avec dimecX = n est appelée h-00-variété si pour tout k € {0,1,...,2n} et toute k-forme u €
kerdy, Nkerd_j-1, les conditions d’exactitude suivantes sont équivalente :

u € Imd, < u€ Imd_, <= u€ Imd < u € Im(d,d_,) = Im(90).

On montre dans le Corollaire 3.2.19 qu’une propriété équivalente est obtenue en enlevant la
condition u € Imd de la suite des équivalences ci-dessus. Notons que les formes u dans la Définition
1.0.5 ne sont pas forcément de type pure. Contrairement & 9, 9 et 99, les opérateurs dj, n’envoie pas
les formes de type-pure vers les formes de type-pure, alors la preuve de 'implication “(a), = (b),
“ dans [[ |, Lemme 5.15] ne s’adapte pas facilement pour montrer I'implication possible
“version (a) de la 00-propriété = la h-00-propriété“. En fait, on ne sait pas si cette derniere
implication est satisfaite. A priori, la h-00-propriété est plus forte lorsque h ¢ {—1, 1}.

b}



En introduisant les dj-analogues des cohomologies standard de Bott-Chern et Aeppli et suivant
le modele de la preuve, donné par Wu dans | |, de la stabilité par petites déformations de la
structure complexe de la O0-propriété standard, on montre que ’analogue est vérifié pour notre
h-00-propriété.

Theorem 1.0.6. Fizons une constante arbitraire h € R\ {0}. La h-00-propriété des variétés com-
plexes compactes est ouverte par déformations de la structure complexe.

Voir le Théoreme 3.2.16 pour plus de détails.

Une derniere explication est a propos du choix de I'accouplement dj, avec d_j,-1, plutot qu’avec le
plus naturel d;, = hd;-1. Ce choix nous est imposé par la formule de type Bochner-Kodaira-Nakano
( ’identité de h-BKN ) qu’on établit dans le théoreme 3.2.5 comme conséquence de ce qu’on
appelle les relations de h-commutation qu’on calcul pour les opérateurs d; et pour une métrique
Hermitienne quelconque dans le Lemme 3.2.1. Le couple (dp,, d_j,-1) généralise le couple classique
(d, d°) puisque pour h = —1, d_; est un multiple constant (qui ne change ni le noyau ni I'image) de
d°=—JdJ =i(0—0) =id_;.

L’objectif de la section 4.2 est de montrer que les variétés admettant des (p, p)-formes p-Hermitienne-
Symplectique (p-HS) et p-plurifermée (p-SKT) (voir Définition 2.2.9) sont ouvertes par déformations
holomorphes si les fibres X sont des 00-variétés comme dans le Théoreme 4.2.2 et le Théoreme 4.2.4
respectivement.

Notons que la propriété p-kahlérienne (voir Définition 2.2.9 ) n’est pas stable par petites déformations
(voir | ] pour un exemple de cette non stabilité).

C’est une premiere étape vers une éventuelle résolution de la propreté de la conjecture de Barlet.
Avant de présenter cette conjecture rappelons qu’une variété complexe compacte X est dite dans la
classe de Fujiki (de classe C) §'il existe une application holomorphe propre biméromorphe (i.e. une
modification) y : X — X d’une variété Kéhlérienne compacte X (voir [Var]).

Fujiki a introduit les variétés X de classe C , dans [Fu]], comme étant les images méromorphes des
variétés Kahlérienne compacte.

D’autre part, notons par CP(X /A) 'espace relatif de Barlet des p-cycles analytiques effectifs conte-
nus dans la fibre X;, et :

C(X/A)= U Cr(X/A)
<p<n

Conjecture 1.0.7. [ | Soit m: X — A une famille analytique complexe de variétés complezes
compactes telles que la fibre X; est une variété de classe C pour tout t € A. Alors les composantes
irréductibles de l'espace relatif de Barlet C(X /A) des cycles dans X sont propres au-dessus de A
dans le sens suivant :
P: C(X/A) — A
Zy— P(Z) =t

envoyant chaque diviseur Z; C X; contenu dans une fibre X; vers un point de base t € A. La
restriction de Uapplication P auz composantes irréductibles de C(X /A) sont propres.

On va montrer aussi dans la Proposition 4.3.5 que si les cones des classes des (p, p)-formes :



A, (X) = {[€2).4/9 faiblement strictement positive telle que 992 = 0} € HYP(X,R) € HLP(X,C)

Co(X) = {[ 4/ faiblement strictement positive telle que Q@ p — HS} ¢ HY(X,R) ¢ HY"(X,C)

sont égaux sur toute fibre X; sauf éventuellement sur la fibre centrale Xy, alors ils sont égaux
sur Xy si les hypothéses Hy, - -, H, . sont satisfaites pour tout ¢ € A\ {0} et si A5F 1P~ (1) .=
dim HEPFIPRY (L ©), REEEPTREL (1) = dim HBEFPTRTY(X, ©) et RETPPTRY(t) i= dim HOPPPTMYY (X, ©)
sont indépendantes de t € A pour tout k € {1,--- ,p+ 1} avec p fixé .
Finalement, on prouve, sous certaines hypotheses plus faibles que le 90-lemma dans le Corollaire
4.3.8, que I'application :

P vy(x.0)e P HY(X.C)— Hi(X,C) & HpyH(X,C)

p+q=k p+q=2n—k

est un isomorphisme.



Chapitre

Préliminaires

2.1 Variétés O™ et variétés complexes

2.1.1 Variétés C*

Définition 2.1.1. Soit (X, 1) un espace topologique séparé connexe paracompacte. On dit que (X, T)
est une variété topologique de dimension n si pour tout p € X, il existe une ouvert U C X
contenant p et ¢ : U — V C R™ homéomorphisme.

Un atlas topologique A d’une variété topologique X de dimension n est un recouvrement (Uy)aer
de X telle que ¢y, : Uy — ¢o(Uy) ouvert de R™.

On dit que A est mazimale si (U, @) est une carte de X telle que : si ¢ o ¢o ' : oo (UNU,) —
o(UNU,) est un homéomorphisme, alors (U, ¢) € A.

X est une variété différentielle de dimension n si X est une variété topologique muni d’un

atlas mazimale A tel que : ¥(U, @), (V) € A :
Yoo ltipUNV)—=p(UNV)
est un C*° difféeomorphisme.

Définition 2.1.2. Soit X une variété de classe C°. On appelle une métrique Riemannienne de
classe C sur X la donnée, pour tout m € X, d’un produit scalaire g,, (forme bilinéaire symétrique
définie positive) sur T,, X dépendant de maniére C*° de m i.e. pour toute carte (U, p) de classe C™
sur X, la fonction m — gm(a%i(m), 8%j(m)) =: g;j(m) est C? de U dans R. Les coefficients de la

matrice (g;;)i; sont appelés les coefficients de la métrique dans la carte (U, ).

Définition 2.1.3. Une variété Riemannienne est une variété différentielle muni d’une métrique
Riemannienne.

Exemple 2.1.4. H = {(z,y) € R*|y > 0} = {z € C,Im(z) > 0} Le demi-plan de Poincaré muni
de la métrique :gp = y—lgge



2.1.2 Structure presque complexe

La structure presque complexe est une autre maniere d’introduire les variétés complexes.

Définition 2.1.5. Une structure presque complexe sur une variété différentielle lisse X est un
endomorphisme J : TX — TX du fibré tangent réel de X tel que J? = —Idp,x pour tout v € X
ou Id : T, X — T, X est [’application identité.

En d’autres termes une structure presque complexe équipe [’espace tangent en chaque point par
une application linéaire qui se comporte comme la multiplication par /—1. Donc la dimension de
X doit étre pair, car un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension tmpaire a une valeur
propre réelle qui ne peut pas étre le carré de —1. La paire (X, J) est appelée une variété presque
complezxe.

Exemple 2.1.6. S5t X est une variété complexe, alors les cartes holomorphes identifient chaque es-
pace tangent T,X avec C", alors on peut définir J(v) = /—1v pour v € T,M, donnant une structure
presque complexe. Le fait que les fonctions de transition sont holomorphes signifie que la multipli-
cation par \/—1 est compatible dans les différentes identifications de T,X avec C" en utilisant des
différentes cartes .

St 21, ..., z, sont des coordonnées holomorphes et z; = x; + /—1y; ot x; et y; sont des fonctions
réelles, avec cette identification, on a :

0 ) 0 0
(axi)_ayz‘ ’ J<ayz‘)__a$z‘

Sur une variété presque complexe, il est commode de travailler avec le fibré tangent complexifié

TeX =TX @ C=T""X + T X, dimcT"X = dimcT™' X = 2n

ou THX, T X C TCX sont les sous espaces propres de Id x J affectés aux valeurs propres i et
—1. On a aussi une décomposition de I’algebre extérieur complexifié

MTEX = @ APTEX
pt+ag=k

ou
APATEX = AP(THOX)* @ AT X)*

Comme pour les variétés complexes, on note par Cp% (X, C) I'espace des formes différentielles de
classe C™ et de bidegrée (p, q) a valeurs dans C. Il existe une application bilinéaire antisymétrique

0:C®(X,T"°X) x C=(X, T""X) = C®(X,T™ X)

qui tout couple de champs de vecteurs ((,n) de type (1,0) associe la composante (0,1) du crochet
de Lie [(,n]. Puisque

€, [l = fI&m +<¢(f)n vV feC™(X,C)
on a 0(¢, fn) = f0(¢,n). Par suite 6 est une (2,0)-forme sur X a valeurs dans 7% X.

Si X est une variété complexe et .J est la structure presque complexe usuelle, alors § = 0 car
[0/0z,0/0z] = 0 pour tout systeme de coordonnées holomorphes (z1,- -, zy).
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Définition 2.1.7. La forme 0 € %(X, TO1X) est appelée la torsion de J. La structure presque
compleze J est dite intégrable si 6 = 0.

Siu € C35 (X, C), on note du, Ou les composantes de type (p+1,¢q) et (p,q¢+1) de du = du+u.
Soit ({1, -+, () un repere local de THY X sur une carte €. La torsion 0 s’écrit

H_Za]®<37 a; € C35(2,C)

Elle définit les opérateurs

QU—Z% ® ((ou), 0 u-Zon ® (Cju)

de sorte que 6'u et §”u sont de bidegrées (p +2,q — 1) et (p — 1, q + 2) respectivement. De plus 6’
et 0" sont des dérivations. Pour 6 :

0 (unv)=0unv+(—1) deguy, p g’y
Proposition 2.1.8. Onad=0+90—-0 —§6".

Donc (X, J) est intégrable si et seulement si d = d + 0 i.e la structure (X,.J) est complexe.
C’est le théoreme de Newlansder-Nirenberg dont la preuve est une conséquence des estimées L? de
Hormander.

Theorem 2.1.9. Toute structure presque complexe intégrable J sur X est définie par une structure
analytique complexe unique.

2.1.3 Variétés complexes

Définition 2.1.10. . Une variété complexe X est une variété différenticlle de classe C™ et de
dimension réelle 2n muni d’une structure presque complexe J intégrable.

D’apres le théoreme de Newlander-Nirenberg, il existe un atlas A = (Uy, ¢q)acr formés des cartes
holomorphes de X vérifiant :

(1) ¢a : Uy = ¢a(Uy) C C™ est un homéomorphisme pour tout o € I,
(ii) ¢g 0 ¢t : do(Us NUg) — ¢(U, N Up) est une application biholomorphe pour tout a, 3 € 1.

Une application f: X — Y entre deux variétés complexes est dite holomorphe si

o fop™ i p(U) = (V)
est holomorphe pour toutes cartes (U, ¢) C X et (V,¢) C Y telles que f(U) C V.
Un systeme de coordonnées holomorphes centrées autour d’un point p € X est constitué par

une carte (U, z1,---,2,) de X vérifiant z;(p) = 0. Si (V,wy,...,wy,) forment un autre systeme de
coordonnées holomorphe alors chaque w; est une fonction holomorphe de zq, ..., 2,,.
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Exemple 2.1.11. 1- La sphére de Riemann.
Soit X = S? on S? C R? est la sphére unité. En identifiant R? avec C, la sphére S* admet deux
cartes Uy = S?\{(0,0,1)} et

p:U — C

la projection stéréographique du pole nord au plan Oy et Uy = S*\{(0,0,—-1)} et
w Uy — C

La composé de la projection stéréographique du pole sud, au plan xQy, avec la conjugaison complexe
donnent deux cartes holomorphes telles que

Yoy l(z) =1 VzeC\[}

2- Espace projectif compleze.
L’espace projectif compleze P*(C) est défini comme étant l'espace des droites complexes dans C"!
passant par l'origine. Plus précisément, on définit la relation d’équivalence ~ sur C"*\{0} par :

(Zo, vy Zn) ~ (OéZo, ceey OéZn), Vo € C\{O}

Alors P*(C) = (C"™\{0})/~ est I’ensemble des classes d’équivalence.

Notons par [Zy : ... : Z,| la classe d’équivalence de (Zy, ..., Zy,). Afin de définir la structure
complexe, nous utiliserons n + 1 cartes. Pour i € {0,1,...,n}, soit

et

. . Zo Zi—1 Ziy Z
[ZO e Zn] — (Z, T g 7:1)
Alors pour wy, ..., w, € C"
w Wi_1 W; w; 1 w; w
-1 o 1 i—1 i+1 J 7+1 n
i 0@ Wy, oy wy) = (A1, ML Wi W 2 Wy

est holomorphe.

Topologiquement, P*(C) peut étre vu comme le quotient S* 1 /St o S?"1 C C"*1 est la sphére
unité et S' agit comme la multiplication par unité de longueur des mombres complexe. Par suite
P™(C) est compacte.

3- Sous variétés de P"(C)

Supposons que fi, ..., fr. sont des polynomes homogenes Zy, ..., Z,. Méme si les f; ne sont pas bien
définies sur P"(C) leur ensemble des zéros est bien défini.

Soit V. C P*(C) leur ensemble des zéros communs

V=AZy:...: 2,/ fi(Zo,....; Zn) =0 pour i=1,..k}
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Si V est une sous-variété lisse , alors c’est une variété compleze et les cartes peuvent étre construites
en utilisant le théoréme des fonctions implicites. Etant un sous-ensemble fermé de P"(C) , la sous
variété V' est compacte.

Plus généralement, si X est une variété complexe compacte tel qu’il existe un plongement holo-
morphe X — PN (C) (i.e une immersion qui soit un homéomorphisme sur son image ), on dit que
X est une variété projective.

Si X est une variété complexe on désigne par C*°(X, AP1T*X) le C-espace vectoriel des (p, q)-
formes u a coefficients C*° :

u = Z UIJdZ]/\dZJ

[I|=p,|J|=¢

ou (21, ,2,) est un systeme de coordonnées holomorphes, I = (iy,--- ,4,), J = (j1,--+ ,Jq) sont
des multi-indices arrangés de maniere croissante et

dzr:=dzyy N+ Ndz,, dzj:=dz; N---Ndz;,

La différentielle extérieure du € C°°(X, APTHIT* X)) et

8u == Z aU[J de VAN dZ] N dEJ

<k
[|=p,|J|=¢,1<k<n

u = 3 Oury Az, A dzy A dzy

[I|=p,|J|=q,1<k<n

2k
de sorte que du € C®(X, AP*HT*X) et Ju € C®(X, AP4HIT*X).

2.2 Variété kahlérienne, p-SK'T, p-HS, équilibré,Gauduchon
et fortement Gauduchon

L’objectif de cette section est de rappeler des différents types des métriques lisses. Dans la suite,
on suppose que X est une variété complexe compacte, avec dimcX = n, muni d’une structure com-
plexe J.

On rappelle qu'une métrique Riemannienne sur X est une forme bilinéaire symétrique définie
positive de classe C* sur chaque espace tangent T, X de X et qui est C*° en x € X.

Définition 2.2.1. Une métrique Riemannienne g sur X est dite Hermitienne si g(JZ,JY) =
9(Z,Y) pour tous les vecteurs tangents Z,Y € TX. En d’autres termes, la structure complexe J
est une transformation orthogonale sur chaque espace tangent de X.

Soit g une métrique Hermitienne, on définit
w(Z,Y)=g9(JZ)Y), VZ)Y € TX

Alors w est anti-symétrique et définit une 2-forme réelle de type (1, 1) sur X.
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Définition 2.2.2. Une métrique Hermitienne g sur X est dite Kdhlerienne si la (1,1)-forme w est
fermée i.e dw =0 sur X. La (1,1)-forme w est appelée la forme de Kdhler de g.

En général on confond ¢ et w. En coordonnées locales zy, ..., z,, une métrique Hermitienne est
déterminée par ses composantes g;j ou

AR
gj,k =4 aZj’ 82k

La condition d’étre Hermitienne implique que

o 0 o 0

=g =) =0, Vi k=1,
g<8Z]’82k> ga%’aZk) ) Z?.]? ) ’m

En termes de composantes , on a :

g= Zgj’,;(dzj ® dz + dzp @ dz;)
Jik
Notons que la barre sur k dans les composantes g;r est utilisé pour rappeler la distinction entre les
composantes holomorphes et antiholomorphes.
La symétrie de g implique que g; ;. = gj,; et la positivité de g signifie que (g, z)1<jr<m est une matrice
Hermitienne définie positive en chaque point.
La 2-forme w associée a g s’écrit :

W= ZZ 9 rdz; N\ dzy,

Jik
Par suite g est Kéhlerienne si et seulement si
agj,l_c _ agi,l_c
Gzi 82]' '

Vijk=1--.n

Le théoreme suivant nous dit qu'une métrique Hermitienne est Kahlerienne si et seulement si la
métrique est tangente a 'ordre 2 a une métrique Hermitienne a coefficients constants en tout point
de la variété.

Theorem 2.2.3. Soit w une (1,1)-forme définie positive et de classe C™ sur variété complexe M
de dimension n. Pour que w soit Kahlerienne il faut et il suffit qu’en tout point xo € M, il existe un
systeme de coordonnées holomorphes (z1,--+ , z,) centré en xy tel que

w=1 Z wirdz; A dzy, avee wyy = 6 + O(|2[?).
1<j,k<n

Un tel systéme de coordonnées sera appelée un systéme de coordonnées géodésiques ( ou normales )
en xo.
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Preuve. <= : supposons que pour tout zy € M, il existe une systeme de coordonnées holomorphes
(20, ,2,) centré en zy tel que

w=1 Z wirdz; A dzy, avec wiy = 0 + O(]2]?).
1<j,k<n

Alors w est définie positive et dw(zg) = 0 car z;(zg) = 0.

— : supposons que w est Ké&hlérienne. Soit ({3, - ,(,) un systéme de coordonnées centré en x, tel

que (do, - - - ,dG,) soit une base orthonormée de Ty M. On peut écrire

w=i Y Dmd( A dzy,

1<l;m<n
ou grace a la formule de Taylor, on a
n
. _ ' 2
Dim = Oim + O(|2]) = O + Y _ (a5 + a3, () + O(|2)
j=1
Puisque w est réelle on a aj;, = a;-lm et dw = 0 entraine

O O

< Qjim = Ajm

G 9
On pose
1 n
Zm:Cm_{—éZa]lmngl , M = 17 ,
7,l=1
11 est clair que (21, -+, 2,) est un systeme de coordonnées locales en x; et
( n
dzm = din + 3 Z @jim (GGG + dC;Gr)
jl=1
n 1 n
= dGn + 3 Z GG+ 5 Z ajimdGiG
7,l=1 7,l=1
n 1 n
=G+ 5 Y mGidG+ 5 Y amdGG
jl=1 jl=1
= dG,, + Z ajimCidQ
\ jl=1
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n
On en déduit alors que i Z Az, N\ dz, est égal a

m=1
(
_ Z(Z dzm A dZm + Z i GG A dZ + Z QjimGidlGn 1 d21) + O(12)
]J,m 1 jlm 1
(Z dzm A dZp + Z i A A Az + Z ajim GG A dz, ) + O(J2)
],l,m 1 j,l,m 1
_ (Z Az A dZm + Z @G dG A dZ + Z T o dzm> O(|2?)
Jslym=1 7lm=1
[ =w+ O(|z| ).

O

Proposition 2.2.4. Soit X une 00-variété (i.e. vérifiant le 90-lemma,). Alors pour tout p = 0, -
et toute forme u € C5(X, C) telle que Ou=0, on adu=0. Cest & dire toute p-forme holomorphe
est d-fermée sur une 88 variété.

Preuve. Soit u € C25(X,C), alors du = du + du = du car du = 0. D’autre part, on a dou = ddu =
—00u = 0 et comme Ou est une (p+1,0)-forme d-exacte, alors d’apres le 90-lemma, on a du € Imd,
i.e. du = Oa ou a est une (p + 1, —1)-forme. Donc a = 0. Il en résulte que du = 0. D’ott du = 0. [J

Une caractérisation des surfaces complexes compactes est le résultat de N. Buchdahl | | et A.
Lamari | | suivant :

Proposition 2.2.5. Soit X une surface complexe compacte.
X est Kdhlérienne <= le premier nombre de Betti (noté by) est pair.

Maintenant, on donne quelques exemples et contre-exemple de variété Kahlérienne.

Exemple 2.2.6. Métrique de Fubini-Study. L’espace projectif compleze P*(C) a une métrique
de Kdhler naturelle wps appelé métrique de Fubini-Study. Soit w la (1,1)-forme sur P"(C) définie
par )
w = 7" (i00log ||z]|)
ou m: C"™\ {0} — P*(C) est la projection canonique et ||z]|* = Z |z:|2. Montrons que w est bien
i=0

définie sur P"(C). Sur U; = {[z],z; # 0} on a

2
2 ) +i0dlog| =

EAR

w; = %aélog(l + Z <

1=0,1i

Mais 80 log |z;| = 0 sur U; car [2] € U; — 2; est holomorphe et sans zéros. Sur U; N U;, on a
ioa - Ell
Wil e, = 500 log(1 + Y o+

|2
1=0,1#4,j [zl

) +i00log %]
il
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Mass
‘ZJ’

263 10g | |UiﬁU-: 0
|2i] !
car 'application

Z.
ZGUiﬂUj%—j
Zq

est holomorphe et sans zéros par suite le logarithme de son module est pluri-harmonique. D ot
w; = Ww;j
llUiﬂUj J ‘UiF‘IU]'

La (1,1)-forme w est U(n + 1)-invariante et U(n + 1) agit transitivement sur P"(C) . Pour vérifier
que w est définie positive, il suffit de vérifier que la matrice Hermitienne correspondante est définie
positive en un seul point. Prenons par exemple le point [1,0,...,0] et utilisons les coordonnées locales
holomorphes (; = j—; pour i = 1,...,n sur la carte Uy. Sur cette carte on a donc

w = 50010g(L+ |G + .+ 1Ga[?)

qui a l'origine égale a %ZZ dé; Nd¢ = %85|C|2 qui est donc définie positive . Il est claire que w est
fermé car il est localement exacte. On note cette métrique par wrs appelée métrique de Fubini-Study
de P*(C).

Exemple 2.2.7. Si F : V — PY(C) est une variété projective alors la (1, 1)-forme de F*(wps) définit
bien une métrique de Kdhler sur V car dF*(wps) = F*(dwpg) = 0 et i00F* (wrs) = F*(i00wps) > 0
sur'V car F' est une immersion i.e rang(dF) = dimcV.

Exemple 2.2.8. (Voir par exemple [ /[ I, [ Jet] 1) Soit G le groupe de Lie
compleze conneze, simplement connezxe (le groupe de Heisenberg) suivant :
1 =z =
G={M=[(01 y|eGLB,C)/z,y,2€Cp~C?
0 01
et soit H le sous-groupe discret de G consistant en les matrices avec des entiers dans Z[i] = {z +

iy /@y €L}
H={TeG/zx,y,z€Z[i]} CG

La variété d’lwasawa est définie comme étant le quotient X := G/H.
La 1-forme holomorphe sur G

0 dr dz— zdy
GoM—M'YdM =0 0 dy
0 0 0

Elle définit une 1-forme holomorphe sur X. On dispose de trois 1-formes remarquables sur X :
¢r:=dx, ¢9:=dy et ¢p3:=dz— xdy

qui sont holomorphes mais d¢z = —¢p1 A\ ¢o # 0 sur X. Par conséquent la variété d’lwasawa X n’est
pas Kdhlérienne.
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Maintenant, on introduit la variété p-Hermitienne-Symplectique (p-HS) et la variété p-plurifermée
(p-SKT) comme suit :

Définition 2.2.9. Soit Q) une (p, p)—forme réelle C* faiblement strictement positive (voir la Définition
5.0.11).

(i) Q est appelée p—Hermitienne-symplectique (p—HS) s’ils existent o'~ € C73, (X, C)
pourt=20,---,2p telles que

p—1 p—1
d> a4+ Q4> a2 = 0.
=0 =0

(ii) Q est dite p-plurifermée (p—SKT) si 0052 = 0.
(111) X est p—SKT (resp. p—HS) s’il existe une forme p—SKT (resp. p—HS) sur X.

(iv) [ | Une variété complexe compacte X est dite p-Kahlérienne si elle admet une (p, p)—forme
Q faiblement strictement positive d-fermée appelée une forme p— Kdhlérienne.

Lorsque p = 1, d’apres (] |, Proposition 1.6), une surface complexe est Hermitienne-symplectique
si et seulement si elle est Kahlérienne. Donc tout exemple de variété complexe admettant une struc-
ture Hermitienne-symplectique qui n’est pas Kahlérienne doit étre de dimension supérieure a 2.

Définition 2.2.10. Soit X une variété complexe compacte de dimension n.
Soit w > 0 une (1,1)-forme C* définie positive. w est dite une métrique :

(i) de Gauduchon [ ] si Ow"™! est O-fermée sur X, c’est a dire 90w™ ' = 0.
(ii) fortement Gauduchon (ou fG) [ | si Qw1 est D-eracte sur X.

(i11) équilibrée (terminologie de [ /) ou semi-Kahlérienne (terminologie de [ 1) si
dw™ ' =0 sur X.

(iv) Une variété est appelée de Gauduchon, fortement Gauduchon ou équilibrée si elle admet une
métrique de Gauduchon, fortement Gauduchon ou équilibrée respectivement.

Notons que, d’apres | ], il existe toujours une métrique de Gauduchon. Il est clair que si
une métrique w est fortement Gauduchon, alors w est de Gauduchon. D’autre part, il existe des
variétés qui ne sont pas fortement Gauduchon, par exemple les variétés de Calabi-Eckmann| ],
les variétés de Hopf | | et les variétés de Tsuji [ ]. Les variétés vérifiant le 90-lemma et les
variétés équilibrée sont toujours fortement Gauduchon. De plus les notions Gauduchon et fG sont
équivalentes lorsque X est supposée 00-variété [ ]. Puisque toute variété complexe compacte
parallélisable est équilibrée (] |, Remarque 3.1), alors la variété d’Iwasawa 2.2.8 est équilibrée,
par conséquent fortement Gauduchon. En dimension 2, on a les équivalences suivantes :

X Kihlérienne <= X équilibrée <= X 90-variété <= X fG
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2.3 Opérateur elliptique et symbole principal | ]

Soit X une variété différentielle de classe C'*°, dimr X = m. Soient E et F des K-fibrés vectoriels
sur X, rg(E) =r,rg(F)=r"et K=R ou C.

Définition 2.3.1. Un opérateur différentiel linéaire de degré & de E vers F est un opérateur K-
linéaire :
P:C®X,E) — C>(X,F)
u +— Pu

de la forme :

Pu(x) = Z o () D%u(x)

laf<6

By ~UxK", Fyp ~U x K" étant trivialisés localement sur un ouvert de carte U C X muni

a coefficients C* sur U.

Remarque 2.3.2.
o gYm

= 9 Do

DO[

Définition 2.3.3. Le symbole principal de P est défini par :

op(1,8) = Y aa(x)E®, VEET;X

|a|=6
avec § = Y1 fdry et £ = & e et op(x,€) © E, — F, est un morphisme , Vo € X ,

VéEeTrX. On a donc :
op:T*X — Hom(E, F).

P est dit elliptique si , V& € T*X\{0} ,Vx € X,
op(z,§): B, — F,
est injectif.
Remarque 2.3.4. Sit € K est un paramétre ,f € C°(X,K) , u € C*(X,FE) :
e @ P @y(x)) = op(x, df (x))u(x) + termes en cj(x) 7, j < 6.
Le symbole principal de () o P est :
0 o P(x,§) = 0g(x,8)op(x,§) (produit matriciel).

Définition 2.3.5. Supposons que X est orientée et munie d’une forme volume dV (x) = vy(z)dxy A
. Ndxp, de classe C™, v(x) > 0 une densité C™.
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St I est un fibré vectoriel euclidien ou hermitien, on définit :
[AM,E) = {u: X —s \9T*X @ B/ / lu(z)2dV (z) < +oo)
X

ot u: X — APIT*X ® E est une forme a coefficients mesurables et u(x) € APIT X @ E, qui est
muni d’une structure euclidienne ou Hermitienne induite par la forme volume.
On munit cet espace du produit scalaire :

L U, v >= / (u(z),v(z))dV (x)
b's
La norme L? est alors définie par :
Jul? = [ Juta)Pav )

Muni de ce produit scalaire 'espace L*(X, E) est un espace de Hilbert.

On va maintenant voir que tout opérateur différentiel admet un adjoint pour le produit scalaire
de L? appelé adjoint formel.

Proposition-définition 2.3.6. (I’existence d’un adjoint formel )
Soit P : C®(X,E) — C>®(X,F) un opérateur différentiel. Il existe alors un unique opérateur
différentiel

P C®(X,F) — C°(X, E)

appelé adjoint formel de P tel que pour toutes sections u € C*(X, F) etv € C*(X,F), on a :
< Pu,v >=< u, P'v>

ot supp(u) N supp(v) est compact.

Preuve. Unicité : soit P : C®(X, E) — C*(X, F) possédant deux adjoints formels :

P :C®(X,F) — C®(X,E) e Q" :C°X,F)— C*(X,E)
tels que Yu € C*(X, E) , Vv € C*(X,F) on a :
L Pu,v >=< u, P'v >=< u,Q"v >

Ceci est bien défini car C*(X, F) C L*(X, E) et C*(X,F) C L*(X, F)).
Montrons que Yo € C*(X, F) : P*v = Q*v.
Soit v € C*°(X, F), alors pour u € C*°(X, E) on a :

Ly, Pro>=<u@Qv> — <u,(PP—-Q) v >=10

Soit (f,g9) € L*(X,FE) x L*(X,F), par continuité de 'opérateur différentiel et par densité de
C>(X, E) a support compact dans L?(X, E), on peut étendre P et P* & L? et :

<[ (PP=Q)g>=0= (P"=Q")g =0, YgeLX F)
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car < .,.>> est un produit scalaire sur L?*(X, FE). Donc P*g = Q*g et en particulier P*v = Q*v.

Existence : soit Pu(z) = >, <5 @a(x)Du(z) le développement de P dans des trivialisations de
E et de F dans les reperes orthonormés et des systemes de coordonnées locales sur U C X ouvert de
X. On suppose de plus que supp u N supp v est compact dans U.

< Pu,v> = /U(Pu(x), v(x))dV ()

- / (S aalz)D%u(z), v(z))dV (z)

laf <6

= / Z Aaru () D%y (2) 05 (x)y(2)dxy A ... A dxy,

Ulal<si<a<r 1<u<r

(par stockes) = / Z w, () (=) Deagy, (2)os () y(z)day A ... A day,

Ulal<s1<a<r 1<u<r

= /U<U(«%’), Y (D) (@) Dy (@) Ga(x)v(x))dV (x)

o <6

On pose alors sur U :

Pro(z) = ) (=1)1"7H(2) Dy () aa(w)v(x)dV (z)

la|<é
et on conclut par un argument de partition de I'unité. [l

Remarque 2.3.7.
t

op(2,6) = (1) Y aa(@)€” = (=1)°(op(z,€))",

|a|=8

Sirg(E) =rg(F), P est elliptique si et seulement si op(z,£) est inversible pour £ # 0 et donc P est
elliptique si et seulement si P* est elliptique.

Puisque les opérateurs A := dd* +d*d et A" := 00* +0*0 sont elliptiques, alors le théoreme principal
de la décomposition en trois espaces suivant va nous donner assez facilement I'isomorphisme de Hodge
qui a tout élément du groupe de cohomologie de De Rham fait correspondre une et une seule forme
harmonique dans ker A et qui a tout élément du groupe de cohomologie de Dolbeault H?(X, C)
fait correspondre une et une seule (p, ¢)-forme harmonique dans ker A”

Theorem 2.3.8. Pour tout k ,il existe une décomposition orthogonale :
CP(X,C)=kerA® Imdo Imd*
et pour tout (p,q) € N2, on a la décomposition orthogonale suivante :

CX(X,C)=kerA"® Im d® Im 0
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2.4 Groupes de cohomologie : De Rham, Dolbeault, Bott-
Chern et Aeppli

Soit X une variété complexe avec dim¢X = n. On consideére, pour k € {0,---,2n}, lespace
C(X,C) des formes C* de degré k a valeurs complexe sur X et, pour p,q € {0,---,n}, 'espace
Cro (X, C) des formes C* de bidegré (p, ¢). On a la décomposition suivante :

Cr(X.C)= P (X0

0<p,q<n
ptq=n

On considere le différentielle d : Cf°(X,C) — C52,(X, C) avec d = d + 0 on
9:C(X,C) — O, (X, C) et 0 : Cro(X,C) — C) (X, C)

e Le groupe de cohomologie de De Rham, pour tout k& € {0,1,---,2n}, est :

ker{d : C*(X,C) — C9,(X,C)}

Hpr(X,C) = Im {d: C3°,(X,C) — CF(X,C)}

avec A = dd* + d*d est le Laplacien associé a la cohomologie de De Rham, ou d* est I’adjoint formel
de d par rapport a < -, >.

e Le groupe de cohomologie de Dolbeault est défini, pour tout p, ¢ € {0,1,--- ,n}, par :
ker{0 : C29(X,C) — C,,(X,C)}

HAM(X,C
X, €)= Im {0:C o (X, C) — O (X,C)}

0

avec A" = 00* + 0*0 le Laplacien associé a la cohomologie de Dolbeault, ot 9* est I’adjoint formel
de O par rapport a < -, - >.

Maintenant, on suppose que X est une variété complexe compacte munie d’une métrique Hermitienne
w avec dimcX = n. Notons que A et A” sont des opérateurs différentiels elliptiques et auto-adjoints.
D’apres le théoréeme d’isomorphisme de Hodge (| |, Chapitre IV) les groupes de cohomologie
de De Rham et de Dolbeault sont de dimension finie et on a :

H?(X,C) ~ker{A" : C>*(X,C) — C*(X,C)} = H5(X, C).
De plus on a le théoreme de décomposition de Hodge suivant :

Theorem 2.4.1. (Décomposition de Hodge).
Si X une variété kihlérienne compacte . On a alors les isomorphismes canoniques (c’est a dire elles
sont indépendantes du choix de la métrique kdhlérienne sur M ) :

Hpp(X,C) ~ @ HP(X,C) ( Décomposition de Hodge )
ptq=k

Hr4(X,C) ~ H"?(X,C) ( Symétrie de Hodge )
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e La cohomologie de Bott-Chern (voir par exemple | ]) est, la plus fine des cohomologies, définie,
pour tout p, g € {0,1,--- ,n}, par :

_ ker{0): (X, €) — €5, (X, ©)} Nker{d : C35(X, €) — Ci5 (X, 0))

HY%4(X,C 1
5c(X,C) Im {00 : C, _(X,C) — C2(X,C)}

On définit Popérateur :
Ape = 00+ 90+ (99)(9d)* + (00)*(99) + (0*9)*(0*0) + (9*0)(079)*
Laplacien de Bott-Chern d’ordre 4 elliptique et auto-adjoint, et on a
HYL(X,C) = ker Ape = ker d N ker d N ker (90)*

De plus, on obtient I'isomorphisme de Hodge HZA (X, C) ~ HEL (X, C), et on a méme la décomposition
en 3 espaces : B B
Coo(X,C) =ker Apc @ Im 90 @ ( Im 0" + Im 07)

e La cohomologie d’Aeppli (voir par exemple [ |) est, la plus "grossiere” des cohomologies,
définie, pour tout p, ¢ € {0,1,--- ,n}, par :
ker{d0 : Co(X,C) — Cx, ,1(X,C)}

H%(X,C) = 2
(Im {0: C, (X,C) — C%(X,C)} +Im {0: C=_(X,C) — Cx(X,C)})

On définit I'opérateur
Ay = 00" + 00" + (00)*(9D) + (00)(9D)* + (DD*)(DD*)* + (9I*)*(0D*)
Laplacien d’Aeppli d’ordre 4 elliptique et auto-adjoint. On obtient
Cx(X,C)=ker Ay @ (Im 9+ Im J) @& Im (99)" et ker Ay = ker & Nker & Nker (90)

On obtient Iisomorphisme de Hodge : H%%(X,C) ~ ker Ay = HLY(X,C).

Pour toute variété complexe compacte de dimension n, il existe des applications linéaires canoniques :
HEL(X,C) — HY(X,C), HRL(X,C) — HLH(X,C)

HpA(X,C) — HYY(X,C) et HF(X,C)— HY'(X,C)

En général, ces applications ne sont ni injectives ni surjectives. Néanmoins, si X est une 00-
variété, alors les applications :

HEE(X,C) — HEY(X,C), HpH(X,C) = HY(X,C) et HZYX,C)— HY(X,C)
sont des isomorphismes et les applications :
HEL(X,C) — HPH(X,C) et  HEY(X,C) — Hp(X,C)
sont des injections.
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2.5 Suite spectrale de Frolicher

Soit X une variété complexe compacte avec dimecX = n.
Soit (E,, d,) la suite spectrale de Frolicher de X. Elle relie la cohomologie de De Rham avec sa coho-

mologie de Dolbeault X comme suit. La geme page présente les C-espaces vectoriels (de dimension
infinie) Ey? = Cp< (X, C) des formes C*° de bidegrées (p, ¢) quelconque avec 0 < p,q < n et les
applications linéaires

Dy pRa(X) L Rl (X)) By ol dy = 0.

La 161¢ page est définie par la cohomologie de la peme page et consiste en les groupes de coho-
mologie de Dolbeault (de dimension infinie).

EP9(X) = HP(X, C) =ker(dy : EP%(X) — EP(X))/Im (dy : EP 7' (X) — EP(X))

et les applications linéaires

LA prax) B pribexy A

sont définies par 0 en cohomologie comme suit : d;([a]g) = [0a]s pour tout [a]; € EYY.
Ensuite on continue, par induction, et on définit la r*™€ page comme la cohomologie de la
(r — 1)°™M€ page, autrement dit

EP(X) = Ker(dy_y + EP4(X) = EPT59742(X)) /I (dyy 5 BP0 2(X) — BPY (X)),
ou les applications linéaires d, sont de bidegrées (r, —r + 1) sur chaque page r. En particulier, la

26ME pHage est sous la forme

-y prax) B prrrelix)

ou chaque espace E5?(X) consiste en la double classe de cohomologie {[a] 3] des (p, q)-formes «
dy

C*®° vérifiant les conditions suivantes :

da=0 et Oaclmd, (2.1)
tandis que chaque application dy : EDY(X) — E?971(X) est définie par

ds ( {[Oz}g} ) = {[8161]5] ol u; est une forme telle que dar = Ju;. (2.2)
d1 dl

La définition de d, est indépendante du choix du O-potentiel u;.
Il est facile de vérifier que la condition d’annulation d’un élément quelconque [[a] 8] € EY9(X)
d1

est

(X, C)Nkerd et v e C

p,g—1

(X, C) telles que a = du + dv. (2.3)

p—1,q

[[Oz]g]d =0 < Juelr
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Définition 2.5.1. (voir [ /) On dit que la suite spectrale dégénére en E, si EP? = EP'L pour
tout p,q (et donc aussi BV = Elf = EB? pour tout 1 > 0).

Notons par by := dim H},(X,C) le nombre de Betti et h?¢ := dim H5?(X,C) le nombre de
Hodge.
La dégénérescence en FE, est une propriété purement numérique équivalente a l'identité

HpR(X,C)= @ ERI(X

pt+q=k

pour tout k et on a dim E2I(X) <--- < dim EP9(X) < --- < dim EY(X) (pour plus de détails,
voir | ]). Lorsque la variété est Kdhérienne, la suite spectrale de Frolicher dégénere en Ej.
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Chapitre

Positivité des Cones par Déformations des
Structures Complexes

Les résultats ci-dessous sont en collaboration avec Dan Popovici dans | | et sous la codirection
de Said Asserda.

3.1 Le cone FEysG

Soit X une variété complexe compacte avec dimcX = n.

3.1.1 Cohomologie a valeur complexe

On va d’abord traiter essentiellement la cohomologie de De Rham de X a valeurs dans C et

I’espace standard E5~>"(X) sur la deuxieéme page de la suite spectrale de Frolicher .

Proposition 3.1.1. L’application linéaire canonique suivante

T2 (X, C) — By 20 (X), {a}Dw[[a”-Qvn]a} |
di

est bien définie et son image est donnée par

ImT = kerd) ", (3.1)

n—2,n

ot d CEYTPM(X) — EP"TNX) est la dy-application agissant en bidegrée (n — 2, n).

Preuve. Soit {a}pr € Hyw (X, C) une classe arbitraire et soit a = a™""2 4 a"~ b=l 4 on=27 yn
représentant quelconque, ou les a” 7 sont les composantes de a de types (p, ¢). La condition da = 0
est équivalente a

aan—l,n—l 4 goén,n—2 =0 et 5an—1,n—1 + aan—Q,n =0
Puisque 0a" 2" = 0 et da" 2" = —9da""1""1 € Im 0, alors a2 définit une classe [[a">"]5q,

dans Ey>"(X).
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Pour montrer que 'application T" est bien définie, il reste a montrer que la définition est indépendante

du choix du représentant o de la classe de De Rham {a}pr. Ceci est équivalent & montrer que si
{a}pr = 0 € HE72(X, C) alors [[a*2"5le, = 0 € Ey >"(X). Soit a € C5°_,(X, C) une forme
d-exacte. Alors, il existe une (2n — 3)-forme 8 = "3 4 gn=hbn=2 4 gn=2n=1 4 gn=37n telle que
a = dp. Cela est équivalent a

Q2 = ganlnm2 fgmnd  gnelinel _ ggnedinely Ggn-ln2 o gnetn _ ggn-dn §gn-2n-1
(3.2)
Comme 94"*™ = 0 pour des raisons de bidegré, alors la derniere identité en (3.2) montre, d’apres
(2.3), que [[a"2"]]q, = 0 dans E5~>"(X).
Montrons linclusion kerdy " < ImT dans (3.1). Soit [[a"2"]5]ls, € Ey >™(X) telle que
dy([[a"*™]5la,) = 0. D’aprés (2.1), (2.2) et (2.3), ils existent des formes Q" b1 e C°, (X, C),
ue Cry, (X, C)avec u e kerd et v e C°,_,(X, C) telles que

aan72,n — _5Qn71,n71 — _g(anl,nfl . U) et aanl,nfl = Ou + 52}.

Posons a := a2 4+ (Q"~1~1 — 4) — v, alors

da=0 et T({alpr) = [[a" *"]5la,-

Montrons maintenant I'inclusion inverse ker dy " > Im T dans (3.1). Soit [ 2"]5]4, € Im T
C’est & dire o %™ est la composante de type (n — 2, n) de la (2n — 2)-form d-fermée o = a™"2 +
a bl 4 an=2n Comme déja remarqué, la condition da = 0 est équivalente a

8an—1,n—1 4 6an,n—2 =0 et aoén—2,n + 5an—1,n—1 =0.

Dautre part, da([[a"*"]gla,) = —[[0a" """ gla, = [[00™"2Jgla, = 0 € E5""" car [9a™" %],
0€ Hy" (X, C).

o

Par conséquent, on obtient le critere suivant sur la dégénérescence partielle en F, de la suite
spectrale de Frolicher de X.

Corollaire 3.1.2. L’application canonique T définie dans la Proposition 3.1.1 est surjective si et
seulement si dy est identiquement nulle en bidegré (n — 2, n).

On montre maintenant que I’hypothése sGG (Définition 5.0.16 du chapitre 5) sur la variété
ambiante X est suffisante pour garantir la propriété de la dégénérescence partielle mentionnée ci-
dessus.

Proposition 3.1.3. Soit X une variété complexe compacte avec dimcX = n. 51 X est sGQG,
alors Vapplication dy >" : Ey >™(X) — Ep" (X) sur la 2°™€ page de la suite spectrale de
Frolicher de X est identiquement nulle (de maniére équivalente, ’application linéaire canonique
T:HE (X, C) — Ey™™(X) de la Proposition 3.1.1 est surjective).

Preuve. Pour montrer que T est surjective, soit [[a™~2"]5]4, € Ey~>™(X) et soit o*~>" une (n—2, n)-

forme quelconque représentant cette classe double. Alors da" >™ est O-exacte, donc il existe une
(n — 1, n — 1)-forme Q" 1"~1 telle que
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0" 3" = —gQntnt, (3.3)

Comme X est sGG, alors 90Q7—1n—1 est d-exacte. En effet, ceci est équivalent & 99"~ L"~1 étant
d-exacte. Notons que 902"~ 1"~1 est une (n, n — 1)-forme d-fermée et d-exacte, donc d’apres (iii) du
Lemme 1.3. dans | ] ((iii) de la Proposition 5.0.17 du chapitre 5) 9Q"~1"~1 est aussi 0-exacte
(car X est sGG).

Par conséquent, il existe 5"~>" € C72, (X, C) telle que

oprA" = QL1 (3.4)
Par suite, d(a"~ %" + gr=2n) = —9(Qr=Lr=l 4 Qn-1Ln=1) d’ou

1“1 - (O_/n—2,n + 5n—2,n) + (Qn—l,n—l + Qn—l,n—l) + (an—Q,n + Bn—Q,n)
est une (2n — 2)-forme telle que dI'y = 0 et

T({Ti}pr) = [[@" 72" + "2 ]gla, € By " (X). (3.5)

Puisque 73" est O-fermée (pour des raisons de bidegré) et 98"~ ™ est J-exacte (par construction),
alors 4"~2" définit une Es-classe. )
On obtient aussi d(a" %" — fr=27) = —9(Qr~bnr=t — Qn=1n=1) donc

[y = (P27 — an27) 4 (anl,nfl — QL) 4 (anfln _ 5n727n)

est une (2n — 2)-forme telle que dI'y = 0 et

T({To}pr) = [[a" 2" = 3" 2"gla, € By " (X). (3.6)

En combinant (3.5) et (3.6),0on obtient une (2n — 2)-forme d-fermée

v+ Ty o “1ne1 o
— An—2.n Qn—Ln n—2,n
5 B + +a
vérifiant la condition
ry+r
(), )=, oo
2 DR d1
Il en résulte que 1" est surjective. [l

Lorsque la variété X est sGG, alors on peut prendre la surjectivité de l'application linéaire
canonique T : HZ=2(X, C) — Ey~>™(X) de la Proposition 3.1.1 en montrant plus loin que toute
métrique Hermitienne w sur X définit une injection naturelle de Ey~>"(X) dans HZ-*(X, C) qui
est une section de T'. On aura besoin de l'opérateur pseudo-différentiel du type Laplacien suivant

A= 0p"0" + 00 + 00" +5*0: C2(X, €) — C5,(X, ©)

induit, en tout bidegré (p, ¢), par une métrique Hermitienne w quelconque sur X fixée. (Tous les
adjoints formels sont calculés par rapport au produit scalaire L? définit par w et il en est de méme
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pour la projection orthogonale p” = p” sur l'espace des formes harmoniques ker A", ou A" :=
00* + 0*0 et le O-Laplacien usuel induit par w). Cet opérateur a été introduit dans | | ouil a
été démontré que toute classe double [[a?7]5]q4, € E5 (X)) admet un unique représentant se trouvant
dans le noyau de A = A, (cf. [Pop16, Théoreme 1.1]).

Proposition 3.1.4. Soit X une variété sGG complexe compacte avec dimecX = n et soit w
une métrique Hermitienne quelconque sur X. Pour toute classe [[o">"|5la, € Ey >"(X), soit
af~»™ le représentant A,~harmonique de [[o">"]5]q,, soit Qb1 e Cp° (X, C) la solution

minimale pour la norme L? de [’équation 9" 1"t = —9a"2" (cf. (3.3)) et soit Br—>" €
> 9.n(X, C) la solution minimale pour la norme L2 de ’équation 93" >" = —0 Qi bt (of

(3.4)).

L’application linéaire
Jo: By 0MN(X) — HER (X, €), Gu(lla"®™gla) = {6572 + QU8 +al 7",
est injective et T o j,, est Uapplication identité de Ey~>"(X).

Preuve. Supposons que j,([[a"%"]5]s,) = 0 € H¥72(X, C) pour quelque [/ >"]5]q, € By~ "(X).

Alors il existe une (2n — 3)-forme lisse u = u™ "3 4 =572 4 =271 L n=37 telle que B0 5" +
Qr-tin=l 4 qn=2n = dy. Ceci montre que a~2" = Ju"=3" + Ju"~%""1. Puisque ou™~>" = 0, alors
[[a™=2"]5]q, = [[@"%"]5]4, = 0. Donc, j,, est injective.

L’égalité T o j, = Id B2 (x) provient immédiatement des définitions. OJ

3.1.2 Cohomologie et métriques fG
On introduit maintenant les métriques fortement Gauduchon (fG) dans notre discussion.

Définition 3.1.5. Soit X une variété complere compacte avec dimecX = n. B
(a) Pour toute métrique fortement Gauduchon (si elle existe) w > 0 sur X, dw™™! est O-ezacte.
Notons par T,">™ € C°, (X, C) la (unique) solution minimale pour la norme L2, de l’équation

orn=2m = g1, (3.7)

Comme OT"=2" = 0 (pour des raisons de bidegré) et OT""2" € Imd, alors T"~2" définit un élément
dans Ey "™ (X).
Considérons le sous-ensemble suivant

Sy = { {[FZ‘Q’”]E,] | w est une métrique fG sur X} C EyM(X)
di

que 'on appelle le cone EysG de X.

La (2n — 2)-forme réelle Ty, := T0 2" + w1 4+ T"=2" est d-fermée, alors elle définit une classe
de cohomologie de De Rham réelle {T',} pr. Considérons le sous-ensemble suivant

Sy = {{FM}DR | w est une métrique fG sur X} C H7=2(X, R)
que 'on appelle le cone EysG de De Rham de X.
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(b) On définit aussi la variante suivante du cone EssG de X en ignorant 'exigence de la mini-
malité de la norme L? sur la solution T""%™ de [’équation (3.7) :

Sy = { {[F”Z"]a] | 3w métrique Hermitienne telle que OT" %™ = —5w”1} C By >M(X).
dy

(3.8)
Toute métrique w impliqué dans (3.8) est fG, alors on a bien évidemment Sx C Sx. On ne sait pas
st linclusion inverse est vérifiée.

La variété X est fortement Gauduchon si et seulement si Sx est non vide.

On va maintenant montrer que Sy (resp. Sy) est en effet un cone (i.e. un sous-ensemble qui est
stable par multiplications par des scalaires positives) dans Ey~>"(X) (resp. HZw (X, R)). On a
besoin de quelques préliminaires.

Lemme 3.1.6. Soit X une variété complexe compacte avec dimeX = n.

(1) Pour toute métrique Hermitienne w sur X et tout réel positif A, les adjoints formels de 0 par
rapport aur métriques Aw et w, ainsi que les d-Laplaciens correspondants, sont liés par la formule
1
A

A
Aw

et Al ==\ (3.9)

Ok
w

> =

en tous bidegrés.

(ii) Pour toute métrique fortement Gauduchon w sur X et tout réel positif A, les formes FZ’;“Q =

TV 2" et T2 .= T0™>" (voir Définition 3.1.5) sont liés par la formule

n,n—2 _ yn—11wn,n—2
o) “=A" T
Par conséquent, on a aussi I'y, = A" LT, pour toute métrique fG w sur X.

Preuve. (i) Fixons un bidegré (p, ¢) quelconque. Pour toutes formes «, 8 de bidegrées (p, ¢ — 1) et
(p, q) respectivement, on a

- = " A" A A =
(100, Mo =X [ (00, 81} = 5 @ 02 = S (00 Bl = Sy (s T8))
X

X

et

n

* A *
({a, O3 ,B))aw = ort (e, 330))w-
Comme {(Dcr, B))re = {{, 0%, B))rw, la formule ci-dessus implique

A" = A A . 1 -, B =
e B = T s BB e (o 3 OB = (e, BB

pour toutes formes a et 3. Ceci montre la premiere formule dans (3.9).
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Puisque A” = 90* +0*0 (ot A” et 9* sont calculés par rapport & la méme métrique), la deuxieme
formule dans (3.9) provient immédiatement de la premiere.

_ (ii) Par la Définition 3.1.5, I';"* est la solution minimale pour la norme L? de I'équation
or™n=2 = —9w"~ 1. Par conséquent, on a la formule de Neumann

n=2 = —A7LE (Qwm Y. (3.10)

Alors, on obtient :

F?}’\L,:]’L—2 _ _A//_la)\w (a()\w)n 1) A\ 1 A —la* (awn 1) — )\n—l Fz,n—27

ou on a utilisé 'analogue de (3.10) pour Aw pour obtenir la premieére et la troisieme identité. O

Lemme 3.1.7. Soit X une variété compleme compacte avec dimc X = n. Les ensembles Sx et SX sont
des cones dans le C-espace vectoriel EP"2"(X), et Uensemble Sy est un cone dans HZ3(X, R).
De plus, le cone SX est convexe.

Preuve. Soit [[["2"]5]4, € Sx et p > 0 arbitraire. Soit A > 0 'unique réel positif tel que A"~ = p.
On a

plITE > "gla = [N 07> alay = [0, "ol

ou on a utilisé (ii) du Lemme 3.1.6 pour obtenir la derniere identité. Si w est fortement Gauduchon,
alors Aw l'est aussi, donc [['V.*"]|5la, € Sx.
Par conséquent, Sx est stable par multiplications par des scalaires positifs, donc Sy est un cone.
De méme pour Sx puisque (ii) du Lemme 3.1.6 s’applique aussi a I',. Sxest un cone est trivial.
Pour montrer la convexité de S. x, il suffit de montrer que S 'y est stable par additions. Ce qui

est immédiat puisque si L7 >" = 5w”_1 pour i € {1, 2} et w; des métriques Hermitienne sur X,
alors O(I'7 2" + T3 >™) = —9wl™!, ot wy > 0 est I'unique (1, 1)-forme C définie positive sur X
telle que w! ™" = wP ' +wl 1 > 0. Done, [[[773" + T 2], € Sy. O

Le cone de De Rham FysG S x dépend de la structure complexe de X et on montre maintenant
cette dépendance d’étre semi-continue-inférieurement dans le sens décrit ci-dessous dans les familles
de variétés sGG. 1l suffit en fait de supposer qu’une fibre est sSGG, car la propriété sGG est ouverte
par déformation (cf. [| ], Corollaire 1.7]), donc toutes les fibres voisines sont sGG.

Définition 3.1.8. Soit 7 : X — A wune famille holomorphe de variétés complexes compactes de
dimension n au-dessus d’une boule A C CN centrée a 'origine. Supposons que la fibre Xq := 7=1(0)
est fortement Gauduchon. Soit X la variété C* qui représente les fibres X; avec t € A.

Pour toute métrique fG w sur Xg, on associe une section locale 7, du fibré vectoriel réel constant
HZ"? — A dont la fibre est lespace de cohomologie de De Rham réel Hpw?(X, R) comme suit.

Comme dans la Définition 3.1.5, on pose Iy, := Tl >™ 4 w1 4 T"=27 [q (20 — 2)-forme réelle
d-fermée définie par la solution minimale T™~%" pour la norme L? de I’équation OT" 2™ = —Quw™ !,
(On pose D := dy et D := 0y.) La composante (T',); """ de T, de type (n—1, n—1) pour la structure
compleze de X; est définie positive sit est assez proche du 0, par la continuité de la dépendance de t
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de (T,)F """ et la positivité de (T,)g """ = w™ ! > 0. Donc, pour tout t proche de 0, il existe une
unique (1, 1)-forme w, C™ définie positive sur X, telle que w™* = (I,)7" """ > 0. En particulier,
Wy = W.
Comme dI'y, = 0, alors la forme 5twf’1 est Oy-exacte (donc wy est une métrique fG sur X;). Soit
[n-2n e Oy o (Xy, C) la solution minimale pour la norme L2, de l’équation
O =2" = ol (3.11)

wt

et considérons la (2n — 2)-forme réelle d-fermée sur X définie comme

L(t) =T8> +wp T 5"

pour t proche de 0. En particulier, T',(0) = T',. Finalement, on pose

7o(t) = {Tu(t)}pr € Sx, € HE72(X, R)

pour tout t dans un voisinage U suffisamment petit (dependant de w) de 0 dans A.

Le résultat de la semi-continuité inférieure du cone E,sG de De Rham Sy C H7 (X, R)
lorsque la structure complexe de X varie est le suivant

Theorem 3.1.9. Soit 71 : X — A une famille holomorphe de variétés complexes compactes de
dimension n au-dessus d’une boule A C CN centrée a 'origine. Supposons que la fibre Xq := 7= 1(0)
est une variété sGG.

Pour toute métrique fG w sur Xy, la section 7, du fibré vectoriel réel constant H%"_Q — A sur
un petit voisinage de 0 dans A construite dans la Définition 3.1.8 est C°.

En particulier, tout élément {I',}pr du cone de De Rham F,sG §X0 de Xy se prolonge a une
famille des éléments C* {I',,(t)} pr des cones de De Rham FysG S. x, des fibres voisines X;. De plus,
il existe un tel prolongement pour chaque représentant I, de la classe de De Rham donnée {I',,} pr
définie par une métrique fG w. Alors, le cone de De Rham FysG S ¥, de X ne peut étre plus “petit”
que les cones de De Rham FEysG S. x, des fibres voisines Xj.

Preuve. D’aprés la formule de Neumann, la solution minimale pour la norme L2, de I'équation (3.11)
est

Tr2m = —(0,)5, A, (O ™),

ott (0y)z, est I'adjoint formel de J; par rapport au produit scalaire L? induit par la métrique w;, dont
AL, = 0105, + (0,)5,0: est le O-Laplacien induit par w; et A,* représente son opérateur de Green.

Maintenant, la (n—1, n)-forme dyw;"* varie de maniere C> avec t et de méme pour les opérateurs
différentiels A}, et (0;)f,. En outre, la théorie classique de Kodaira-Spencer (cf. [ |) appliqué
sur la famille (A}, )iea C* des opérateurs différentiels elliptique agissant en bidegré (n — 1, n)
montre que la famille (A;_tl)teA de leurs opérateurs de Green est encore C* si les dimensions des
noyaux ker A/, (qui sont isomorphes aux espaces d-cohomologie Hg_l’"(Xt, C) par l'isomorphisme
de Hodge) sont indépendants de t. Cependant, par conjugaison, Hgil’"(Xt, C) est C-anti-linéaire
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n,n—1

isomorphe a H (X;, €), tandis que le dernier espace vectoriel est dual a Hg’l(Xt, C) par la

]
dualité de Serre, donc sa dimension est égale au nombre de Hodge h%’l(t) de la fibre X; pour tout t.
Voici ou 'hypothese sGG sur la fibre X, entre en jeu. D’apres || ], Corollaire 1.7], les

nombres de Hodge h%l(t) sont indépendants de ¢ lorsque ¢ varie dans un voisinage assez petit de
0. Donc, les opérateurs de Green Aj;! en bidegré (n — 1, n), et alors les (n — 2, n)-formes I'"~2",
varient de manieére C'™ avec t proche de 0. Puisque les (n — 1, n — 1)-formes le sont aussi (pour des
raisons triviales) w/" !, on en déduit que les (2n — 2)-formes lisses

Dy (t) =T8> " +wp=t T2

varient de maniere C'*° avec t dans un voisinage assez petit de 0. L’application de la classe de
cohomologie de De Rham étant un opérateur lisse, on conclut que 7,(t) := {I',(t)} pr dépend de ¢
de maniere C'™° variant dans un voisinage de 0 € A suffisamment petit. O

3.1.3 Cohomologie réelle

Pour plus de flexibilité, on va maintenant traiter la version réelle de certains objets introduits
dans §.3.1.1.

Définition 3.1.10. Soit X une variété complexe compacte avec dimeX = n.

(a) Pour tout élément [ >"]5]q, € Ey >"(X) et tout représentant o/*~>" € Oy 0 (X, C) de
cette classe double, on sait d’aprés (2.1),que da = 0 (pour des raisons de bidegré) et qu’il existe
une forme (non nécessairement réelle et n’est pas unique) Q*~H""t e Cr° (X, C) telle que
aoén—Q,n — _5Qn—1,n—1.

On appelle une telle forme Q""" un (n — 1, n — 1)-potentiel de o~

(b) On définit la partie réelle Ey~>"™(X)g du C-espace vectoriel By >"(X) en sélectionnant les
classes représentable par des formes admettant un (n — 1, n — 1)-potentiel réel :

2n

E} 2™ (X)g = {[[a”_g’”]a]dl € By >™X) | 3™ 3" représentant ayant un potentiel réel Q”_l’”_l}.

Par définition, Ey>"(X)g est un sous-espace vectoriel réel de EJ >"(X).
Considérons maintenant la version réelle de I'application 7" introduite dans §.3.1.1.

Lemme 3.1.11. Soit X une variété complere compacte avec dimcX = n.
(i) On a Uinclusion suivante : By~ >"(X)g C kerdy >".

(ii) La restriction ¢ Hpw*(X, R) de lapplication T définie dans la Proposition 3.1.1, c’est a
dire ’application

Ta: HZZ2(X, R) — B2 >"(X)a,  {a}or [[an—“]a] |
dy

prend ses valeurs dans lespace réel Ey ™ (X)g et est surjective.
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Preuve. (i) Soit [[a"2"]5]4, € By~ >™(X)r avec da*~2" = —9Q0"~1"1 pour quelque (n—1, n—1)-
forme réelle Q"1 "~ D’apres (2.2), on a

dy([[a" > "]gla) = =101 gla, = [[0am=2"]gla, = 0 € Ey" (X)),

parce qu’en conjuguant I'identité définissant Q""" et en utilisant le fait que Q""" est réelle,
on trouve 9O—Ln=1 — _Han-2,n
Par conséquent, [[a"~%"]3]4, € ker d’rl—Q,n‘

(ii) Soit {a}pr € Hpy ?(X, R) et choisissons un représentant réel o = ™"~ 24qn~bn=lqn=2mn,

Comme « est réelle, alors o~ 5"~ ! 'est aussi. Puisque « est d-fermée, alors 9o~ %" = —ga~ b1,
Donc, o 5" 1 est un (n — 1, n — 1)-potentiel réel de a" 2" alors T({a}pr) = [[@"*"]5le, €
Ey 2" (X)g.

Pour montrer que T est surjective, soit [ 2"]5ls, € Ey > "(X)g avec da*~ 2" = —9gQn—1n-1

pour une (n — 1, n — 1)-forme réelle Q"~1"~1. Alors, la (2n — 2)-forme
o= an—gn + Qn—l,n—l _}_an—Q,n
est réelle, d-fermée et T({a}pr) = [ >"|5la, € Ey > "(X)k. O

On peut maintenant montrer que 'espace réel EJ~>"(X)g contient le cone EysG Sy de X défini
dans §.3.1.1 comme étant un cone ouvert.

Lemme 3.1.12. Soit X une variété complexe compacte avec dimcX = n. On a les inclusions
Sx C SX C By~ 2, "(X)g et le cone SX est un ouvert dans Ey 2 " X)g-

Preuve. L'inclusion Sy C Sy est évidente et a déja été remarqué. Soit [[I™">"]5]4, € Sy quelconque.
Alors, il existe un représentant I"~2" € C'> 9. n(X C) de cette Eay-classe et une métrique w fG sur

X telles que 9T 2" = —duw" . Comme w" ' est réelle, alors [[["2"|5lq, € Ey >"(X)g. Ceci
montre l'inclusion Sy € Ey~>"(X)g.
Soit [[a"™*"|5la, € By~ 3 ""(X)g et soit € > 0. Donc, il existe une forme Q" 5"~ € C°, | (X, C)

réelle telle que 02"~ 1 "=l = _9a"2". On obtient

a(Fn—Z,n + 60/1—2,71) — _5<wn—1 + an—l,n—l).

D’autre part, la (n — 1, n — 1)-forme w™ 1 + e Q"1 "~! est réelle pour chaque € et définie positive
si € > 0 est assez petit. Par suite, pour tout £ > 0 petit, il existe une unique (1, 1)-forme définie
positive p. > 0 telle que p? ' = w1+ Q" b7 Ona gpt~! = —9(I" 27 +ean2"), donc IpP~*
est O-exacte, alors p. est une métrique fortement Gauduchon sur X. Par conséquent,

T2 gla, + € [[a""2"]5la, € Sx

pour tout £ > 0 petit. Ceci montre que §X est ouvert dans E;‘_Q’”(X)R. Il

3.1.4 La dualité des cones positifs dans la cohomologie de E,

Il a été prouvé dans | | (en utilisant le Laplacien pseudo-différentiel A introduit dans
[ | qui donne une théorie de Hodge pour la deuxieme page de la suite spectrale de Frolicher)

33



que toute variété complexe compacte X de dimension n et pour tout p, ¢ € {0, ...,n}, Paccouplement
bilinéaire canonique

B0 < B0 € ([olda [0la ) o fans @2

est bien défini (i.e. indépendant des choix des représentants des classes de Es-cohomologie associées)
et non dégénéré. Donc, il définit une dualité de type Serre entre EY(X) et Ey """ 9(X).

Sous cette dualité, la fermeture de notre cone FysG S. x C By~ 2, ""(X), consistant en ces Ey-classes
de type (n — 2, n) qui sont “positive” dans le sens de la Définition 3.1.5, admet un cone dual dans
E>°(X) qu'on va maintenant décrire. Pour ce dernier, on va introduire des notions ad hoc des (2, 0)-
formes réelles et positives et courants qui vont a ’encontre des définitions standard des formes réelles
positives et courants de bidegré (p, p), mais en proposant un analogue pas si farfelu de celui-ci en ce
bidegré qui est intéressant pour la géométrie symplectique holomorphe. Un prolongement possible
de cette géométrie sur les variétés sGG est I'un de nos motivations et nous espérons qu’il sera traité
dans un futur travail.

Dans cette sous-section, on va établir 'analogue de Es pour les bidegrés (2, 0) et (n — 2, n) de
la dulatité de Lamari (cf. [[ ], lemme 3.3]) entre le cone pseudo-effective de Demailly (X)) C
Hpl(X, R) (qui consiste en les classes de cohomologie de Bott-Chern pour tout (1, 1)-courant 7' > 0
positif d-fermé sur X, voir | ]) et la fermeture du cone de Gauduchon Gx € H3 " '(X, R)
introduit dans | ] (qui consiste en les classes de cohomologie d’Aeppli pour toutes les métriques
de Gauduchon w™™! > 0 sur X).

On va supposer tout au long de cette sous-section que X est une variété sGG. Cela garantira que
toute métrique de Gauduchon est fortement Gauduchon | ] (voir Proposition 5.0.17).

Définition 3.1.13. Soit X une variété complexe compacte sGG de dimension n.

(i) On considére les ensembles suivants :
vV = {F” Zn e Crly o(X, C) | Jw métrique Hermitienne telle que T 2n — —Gw”_l},
E = {F”Q”GC"OQ”(X (C)\@F"Q"elma}

Er = {Fn 2n ¢ 0002 (X, C) | Q" 1,n—1 forme réelle telle que O™ 2,n _ _59111,111}.

Alors, V. C Eg C E C C2, (X, C) et E consiste en les (n — 2, n)-formes lisses qui sont Ey-
fermées (leurs O-fermeture est automatique pour des raisons de bzdegre) or Er consiste en telles
formes réelles (dans le sens ad hoc) et V' consiste en telles formes positives (dans ce sens ad
hoc). Notons que toute métrique w figurant dans la définition de V' est automatiquement fortement
Gauduchon (ou, équivalent, Gauduchon puisque X est supposée sGG).

(i1) Fizons une métrique Hermitienne v arbitraire sur X. Soit p(v) POy (X, C) — Imo
la projection orthogonale par rapport au produit scalaire L% sur le sous-espace ferme des (n —2, n)-

formes 0-exactes, induite par la décomposition de Hodge Lf,-orthogonale standard en 3-espaces
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e 2n<X C) = ker A" & Im o & ImO”.

Considérons les ensembles suivants :

U, = {F"_Z’” € 02, (X, C) | 3w métrique Hermitienne telle que p( SOrm=2m) = —5w"‘1},

oo n(X, R)y =

{ e O, (X, C) | 3B forme réelle telle que p(v) 5(0a ") = —55"‘1’”_1}.

Done, U, C C2, (X, R), C Cr2, (X, C) et U, consiste en les (n—2, n)-formes lisses y-positives
(dans ce sens ad hoc) or Cp2y n(X R)., consiste en telles formes y-réelles (dans ce sens ad hoc).
Contrairement aur ensembles deﬁms dans (i), ces ensembles ne sont soumis a aucune condition de
Es-fermeture. En particulier, on a l'inclusion suivante :

VcU, e ErCCy,, (X, R),
pour toute métrique Hermitienne v sur X.

(1) Dans le contexte de (ii), on appelle un courant ~-réel de bidegré (2, 0) sur X toute
forme R-linéaire continue

002, (X, R), — R.

On dit qu’un tel courant est y-positif si 739 évalue non-négativement sur chaque élément de U.,.
(Donc, en particulier, le courant zéro 79 = 0 est y-positif.)

On dit qu’un courant 7>° ~-réel de bidegré (2, 0) est Ey-exacte si 7>° est identiquement nul
sur le R-espace vectoriel Eg des (n — 2, n)-formes “réelles” Eo-fermées définis dans (i).1

2,0

Les propriétés suivantes des ensembles ci-dessus sont immédiates a vérifier.

Lemme 3.1.14. (a) L'ensemble E est un C-sous-espace vectoriel fermé de C;°, (X, C), les en-
sembles Er et Cp°y (X, R), sont des R-sous-espaces vectoriels fermés de Cr°, (X, C), or V et
U, sont des cones convexes ouverts dans Eg, et C;°, (X, R), respectivement.

(b) On a lidentité suivante :
U, NEg=V.

Preuve. (a) La fermeture de E provient du fait (lui méme est une conséquence de la théorie elliptique
standard sur les variétés compactes) que Im 0 est fermée dans 'espace des formes C* dont lequel il
se trouve.

1. Cette derniére notion est conforme & la dualité usuelle selon laquelle un courant est exacte (par rapport & une
cohomologie donnée) si et seulement s’il est identiquement nul sur les formes C*° fermées de bidegrées complémentaire
(par rapport a la méme cohomologie).
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Pour montrer que Eg est fermé dans Cr°, (X, C), on a besoin d'une autre étape supplémentaire.
Soit F’;_Q’” — 2" e O, (X, C) dans la topologie C* quand j — +o0, ot I}~ >" ¢ Egp pour
tout j € N. Pour tout j, soit I~ Ln-l — = —A " Lozory” e Cy (X, C) la solutlon minimale
pour la norme L2 de I'équation 51“?71 nl = —81“? 2 ". (Alors, I'espace de toutes les solutions est
un sous-espace affine Fn_l’"_l +kerd C C’OO 1.n-1(X; C) et 'hypothese F”_Q’n € Eg veut dire que
(T~ b ker 9)NC (X, RY# D ouCrey (X, R) C Oy, (X, C) est le sous-espace vec-
toriel réel des formes réelles.) Alors Im 0 > (9F? n _, OI'=2m dans la topologie O quand j — +o0,
donc 9T"%" € Imd car Imd est fermée. De plus, " 1n=! = —AZ-1grorm—2m € C2, (X, C)
est la solution minimale pour la norme L2 de I'équation 9T hm~ = —9T™=2 " alors F?fl’”fl —
I'=17=1 dans la topologie C* quand j — +oo car la restriction & Im d de 'opérateur A”_lé* est
continue dans la topologie C*°. Comme (I}~ bt L ker 9) N O 1no1(X, R) # 0 pour tout j € N et
C2 ot (X, R) est fermé dans C° 4 (X, C), on obtient (I~ +ker9)NCX, ,, (X, R) # 0.

n

Ceci veut dire que I'"™>" € Eg. Par conséquent, Ep est fermé dans C;°, (X, C).
La fermeture de C°, (X, R), dans C;°, (X, C) peut étre prouver par la méme méthode

()

puisque la projection p, ' 5 est continue par rapport a la topologie C™.

La convexité de V et U, provient de la linéarité des opérateurs 9, O et p([Zi 5 utilisé dans

leurs définitions et de la convexité de I’ensemble des métriques de Gauduchon (elle méme est une
conséquence de l'existence de I'unique racine (n — 1)éme définie positive pour chaque (n —1, n—1)-
forme définie positive).

Montrons maintenant que U, est ouvert dans Cp°, (X, R),. (L’ouverture de V' dans Eg peut
étre prouvé par la méme méthode.) Soit I""*" € U, et o >" € C°, (X, R), arbitraire. Par
définition, il existe une métrique Hermitienne w et une forme réelle g4t € Cp°, (X, R) telle
que

plma(arn > ") = —0w" ! et p[ a(aa" > ) = —opnbnt,
Alors, pour toute constante ¢ > 0, on a pgzr)Lé(a(Fn—Q,n_i_gan—Q,n)) _ _g(wn—1 +€5n—1,n—1)_ Comme

Br=hn=1 est réelle et w™ ! est définie positive, alors w™ ™! + ¢ 711 est définie positive pour tout
€ > 0 assez petit. Par conséquent, ['"~%" + ¢ o™ %" € U,. Ceci montre que U, est un ouvert dans

(b) Pour montrer Vinclusion “C”, soit I"~2" € U, N Eg. Puisque """ € Ey, alors 9" *" €

Im 0, donc pI 500" =2m) = gr™=2". Comme I"~2" € U,, alors 9T *" = —dw"~! pour une
métrique Herm1t1enne w. Par conséquent, I'"~%" € V. Ceci montre inclusion “C”. L’inclusion
inverse est évidente. 0

La derniere remarque préliminaire qu’on fait est un exemple indiquant une fagon tres particuliere
de la construction des applications linéaires a valeurs réelles sur Er. Ces applications se présentent,
ci-dessous, sous une forme plus générale . (Voir la derniere hypothese de la Proposition 3.1.16.)

Lemme 3.1.15. Si une forme 6*° € C5%,(X, C) est de la forme 6*° = 940 telle que la (1, 1)-forme
9E0 est réelle, alors [, 60 AT72m est réel pour tout I""2" € Fy.

Preuve. Soit I'"2" € Eg. Alors, I 2" = —9Q"1"~! pour quelque (n — 1, n — 1)-forme réelle
Qr-bn=l Appliquant le théoréme de Stokes deux fois, on obtient
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/92,0 /\Fn72,n — /861,0 /\anZ,n — _/61,0 Aéanl,nfl — _/551,0 A anl,nfl.
X X X X

Puisque les formes 9" et Q"~5"~! sont réelles alors la derniere identité est réelle. O

On est maintenant au point pour montrer le résultat de la dualité qu'on a visé. L’énoncé et la
démonstration sont paralleles a ceux du Lemme 3.3 dans | ].

Proposition 3.1.16. Soit X une variété complexe compacte sGG de dimension n ety une métrique
Hermitienne arbitraire fizée sur X. Soit 6*° € C5%,(X, C) vérifiant la condition

/92,0 A Fn—2,n Z 0

X

pour tout F” Zn e O ), (X, C) pour lequel il existe une métrique Hermitienne w sur X telle que
orm=—2n — _gyn-t (Z e. pour tout T"=%" € V). Supposons, de plus, que f 620 AT"2" € R pour
tout I"=2" € ER

Alors, il existe un courant ~y-positif 7% : Cp°, (X, R)y, — R de bidegré (2, 0) sur X tel que

0%0 — 720 est Fy-exacte dans le sens o il est 2dentzquement nul sur Fy.

Notons que si on suppose que 6% est E,-fermée (i.e. 90%° = 0 et 96>° € Im0, qui est en
bidegré (2, 0) équivalent & supposer que df*° = 0), alors elle définit une classe [[6%°]5]4, € E5° et
Iintégral [ 6%° AT %" est indépendant du choix du représentant de cette classe. Par conséquent,
la Proposition 3.1.16 implique que le dual de la fermeture du cone FysG Sy defini dans (3.8) par la
dualité E3°(X) x By ~>"™(X) — C est le cone convexe fermé dans E; (X)) constitué des Ey-classes
[[6%°]5la, “représentable” par les courants v-positifs 70 : Cp2, (X, R), — R.

Preuve de la Proposition 3.1.16. On suit les arguments de la preuve du Lemme 3.3. de Lamari dans
[ |. La forme 6*° définit une application C-linéaire

0>° . C°

n—2,n

(X,C) —C, TIT"?>" /62’0 AT,

L’hypothese imposée sur 6% se traduit par 9‘2‘}0 > 0. Donc il y a deux cas.

17 cas. Supposons qu'il existe ITf>™ € V C Ep telle que Jx 0%° A I'0~*" = 0. Ceci montre que
2,0
0|E]R =0.
En effet, fixons ["2" € Eg quelconque et soit [T >" := (1 — ) >" + ¢tT" 2" pour t € R.

Alors T}~ 2" ¢ Eg pour tout ¢ € [0, 1] puisque Eg est convexe. De plus, pour tout ¢t € R, on a

f(t) :—/9“/@?2’” =(1-1) /62’0/\F§2’"+t /6270/\1“”27"—1&/02’0/\1“2’".

X X X X
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En particulier, f(0) = 0. Or V est un ouvert dans Eg (cf. Lemme 3.1.14) et T " € V, alors
F?_2’n € V pour tout t assez proche de 0. Puisque 6‘2"/0 > 0, on en déduit que f(¢) > 0 pour tout
t € [—e, €] avec € > 0 petit. C’est & dire t [, 627 AT"">™ > 0 pour tout ¢t € [—¢, €], ce qui est
impossible sauf si [, 6*° AT 2" = 0. Ceci montre que QfE?R = 0, donc on peut choisir 72% = 0 (qui
est y-positif).

PRI Supposons que (9|2",0 > 0. Soit F' C Eg le noyau de la restriction 9|2];3?R : Er — R. Alors,
F est de codimension réelle égale a 1 dans Ex et

U,NF=0.

Pour montrer la derniére identité, supposons qu'il existe I'"~*" € U, N F. Alors [ X G2ONT=21 =
car [""2n ¢ [ = ker(@féﬂz). D’autre part, [, 6>°AT""" > 0 car F' C Eg, donc I'""*" € U,NEg =
V (d’apres (b) du Lemme 3.1.14) et (9'2"/0 > 0. Ce qui est absurde.

Puisque U, est un sous-ensemble convexe ouvert de C;°, (X, R),, F' est un sous-ensemble

convexe fermé de Cp°, (X, R), et U, et F' sont disjoints, alors d’apres le théoréme de séparation

de Hahn-Banach, il existe une forme R-linéaire continue

%, (X, R), —R

n—2,n

telle que Z\ZI}S >0et li’po = 0.

La premicre condition implique que le (2, 0)-courant vy-réel I>° est y-positif.

Soit TT™>™ € V. Alors [, 020 AT} " > 0et [ 12O AT} >" > 0, donc il existe une constante
A> 0 telle que [ 02O ATT™" =X [((2OATT*" Clest a dire (6%° = AI*%) g pn2.n = 0. D'autre
part, on a (6*° — Ai*%)r = 0. Comme F est de codimension réelle égale & 1 dans Eg, alors
(0%° — X1*9) g, = 0. Sion pose 7%° := X[*°, on trouve le résultat. O

3.2 La propriété h-00 des variétés complexes compactes

Soit X une variété complexe compacte avec dim¢cX = n. On considere maintenant la construc-
tion de la limite adiabatique de Popérateur différentiel d, = hd + O (cf. (1.2)) qui a été introduit
dans | ] pour toute constante h > 0. Permettant maintenant h d’étre negative, on trouve les
propriétés évidentes suivantes :

(Z) ah = hdh—l; (ZZ) El_h = —h d—irl;
(i31)  dp,dp, = (hy — hy) 00; en particulier, dpd_j,-1 = (h+ 1) d0;

h
o h+1 h(h —1)
(ZU) hz——l—l n+ h2——|—1 d_hfl = d, (313)

pour tout h € R\ {0}.
Lorsque la métrique Hermitienne w est fixée sur X, 'adjoint formel dj de dj par rapport a w
induit avec dj, un opérateur de type Laplacien de la maniere usuelle :

Ay cdyd + didy - C2(X, C) — C2(X, C),
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pour tout k € {0,...,2n}. Ce h-Laplacien est elliptique (cf. | |). L'identité (ii) dans (3.13)
implique

A_, =h*A_,-1, pourtout h € R\ {0}. (3.14)

On continue maintenant 1’étude des opérateurs dj,, a la fois du coté métrique et intrinseque.

3.2.1 Lesrelations de commutation et identité de BKNN pour les opérateurs
dp,

Fixons une métrique Hermitienne w quelconque sur X. Tous les adjoints formels seront calculés
par rapport a w, de méme pour I'adjoint (ponctuel et formel) A = A, de 'opérateur de multiplication
L =L, := wA-. Rappelons I'opérateur de torsion standard de type (1, 0) (cf. | )T =1[A, OwA"]
et les relatlons de commutation Hermitienne (cf. encore | E

O +71r=i[A, 0] et O +7 =—i[A, ).
On en déduira le résultat suivant :

Lemme 3.2.1. Soit (X, w) une variété Hermitienne compleze. Pour tout h € R\ {0}, on définit
Iopérateur h-torsion de type (1, 0), induit par w, par 7, := [A, dpw A -].

On a les relations de h-commutation Hermitienne sur les formes différentielles de degrées
quelconque :

(@) (dn + 1) = =i [A, d_al; (b) (dn +7n)" =i [A, d_al;
(&) dn+1h=i[d ,, wA; (d)dp +7p = —i[d,, wA .

Preuve. Puisque (b) est le conjugué de (a), et les implications (a) = (c) et (b)) = (d) sont
obtenues en prenant les adjoints, alors il suffit de montrer (a).

En utilisant les définitions ci-dessus et les relations de commutation Hermitienne standard, on
obtient

di = ho*+0"=i[A, hd) — ht* —i[A, O] — 7 = —i[A, d_y] — (hT* +7%)
et
hr* + 7% = [(hOwA ), WAL+ [(OwA ), wA] = [(dw A wA ] =18,
En additionnant ces identités, on obtient (a). O

Une conséquence immédiate est la suivante

Corollaire 3.2.2. Soit (X, w) une variété Hermitienne complexe. Pour tout h € R\ {0}, on a
I’identité h-Bochner-Kodaira-Nakano (h-BKN) sur les formes différentielles en tout degrée :

Ah = th + [a—hy Fth] - [dha T;]
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Preuve. En utilisant la relation h-commutation (a) du Lemme 3.2.1 dans la deuxieme identité ci-
dessus, on obtient

Ay = [dn, di] = —i[dy, [A, d-p]] = [dn, 77].

D’autre part, on a l'identité de Jacobi :

—[dn, [N, dop]] + [A, [don, dn]] + [d-n, [dn, A]] = 0.

Comme [d_p, d] = 0 quand h # 0, alors le deuxieme terme ci-dessus s’annule. Or, en remplagant h

par —h dans la relation de h-commutation (b) du Lemme 3.2.1, on obtient [dy, A] =i (d_p +7-p)"
Par conséquent —i [dy, [A, d_p]] = [d—p, (d—p +T-n)*] = A_p + [d—p, T=,] et la formule s’en suit. O

Une autre conséquence immédiate est ’assertion anti-commutation dans le cas Kahlerien suivant.

Corollaire 3.2.3. Soit (X, w) une variété Kahlérienne compacte. Pour tout h € R\ {0}, on a les
identités suivantes :

[dh, dthfl] =0 et [d_h—l, d;;] =0.

Preuve. La deuxieme identité est I’adjoint de la premiere, alors il suffit de montrer la premiere. On
remplace h par —h~" dans la relation de h-commutation (a) du Lemme 3.2.1, on obtient d*,_, =
—i[A, dj—1] = —£ [A, dy] puisque 75, = 0 pour tout / lorsque w est Kéhlérienne et I'identité (i) dans
(3.13) a été utilisé pour montrer la derniere identité. Par conséquent, lorsque w est Kéhlérienne, on
a [dy, d 1] = = [dn, [A, dn]]-

L’identité de Jacobi donne :

—ldn, [, di]] + [A, [dn, di]] + [dn, [dn, A]] =0.
Comme [dy, dp] = 0 et [dy, A] = —[A, dp], alors [dp, [A, dp]] = 0.
Par conséquent [dy,, d*,_.] = —+ [dy, [A, dy]] = 0. D’out le résultat. O

On va maintenant raffiner la formule de BKN ci-dessus, en s’'inspirant du | ], en intégrant
les termes de 1% ordre dans 'opérateur de type Laplacien tordu sur le terme droit de l'identité
de sorte que les termes de divergence deviennent d’ordre zéro. On commence par quelques calculs
préliminaires.

Lemme 3.2.4. Soit (X, w) une variété Hermitienne compleze. Pour tout h € R\ {0}, on a les
identités :

(i) [L, ] = 3dnw A -, (i) [A, 7] = 27, (iii) [dn, d",] = —[dn, 7],
(iv) [dn, d2] + [dn, 7] = [d_p, 75,) = [dn + 70, dE 4+ 77+ SI, on

S = S AL [, dondy A -] = doiw A - (dnw A ).

w
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Preuve. (i) La définition de 7, et I'identité de Jacobi donnent la premiere et la deuxieme identités
respectivement ci-dessous :

(L, 7] = [L, [A, dpw A -]] = —[A, [dpw A -, L]] — [dpw A -, [L, Al].
Notons que, [dyw A+, L] = dpw A (WA -) —w Adpw A - = 0, alors le premier terme du coté droit
ci-dessus est nul. D’ autre part, on a [L, A] = (k — n)Id sur les k-formes. Donc pour toute k-forme

u, on a

[dpwA-, [L, A]u = dpwA([L, A|u)—[L, A] (dpwAu) = (k—n) dywAu—(k+3—n) dywAu = —3 dywAu.

I en résulte, [dpw A -, [L, A]] = =3 dpw A - et (i) s’ensuit.

(ii) On sait d’aprés la relation de h-commutation (c) du Lemme 3.2.1 que 7, = i [d,,, w A -] — dp,.
Dongc, en utilisant aussi (b) du Lemme 3.2.1, on obtient

(A, 7] = i [A, (A, w AN = [, dp] =i [A, (Ao, w A 4 (Ao +T )"
D’apres l'identité de Jacobi, on a

=k

A, [d oA +[d, [wA- Al +[wA- [A, d ] =0.

Puisque [w A -, A] = (k —n)Id sur les k-formes, alors [Eih, wA - Al = E*_h. Or, [wA -, [A, Ekh]] =
[[d_p, w A -], A]*, donc on obtient

[A, Th] = —1 [[C_Z_h, w A '], A]* - Zzh + 1 (d_h + ?—h)*-
De plus, pour une forme u quelconque, on a
[d_p, wAJu=(0—h0) (wAu) —wA (Ou—hou) = (0w — how) ANu = d_yw A u.
Donc, [d_p, wA -] =d_,w A -, par conséquent
[A, Th] = —1 [E_hw AN ‘y A]* - lzh +1 (E_h + ?—h>*
= T, —id 4 i(doy+Top) =207,
ol la deuxieme identité provient de la définition de 7, en remplagant h par —h puis en prenant les

conjugués et les adjoints.
Ceci montre (ii).

(iii) D’apres I'identité de Jacobi, on a

—[dn, [A, di]] + [A, [dn, dn]] + [dh, [dr, A]] = 0.
Comme [dp,, d;] = 0 (car di = 0), et [dn, A] = —[A, dp], alors [dy, [A, dy]] = 0. En utilisant la
relation de h-commutation (b) du Lemme 3.2.1, c’est & dire [dy, 7*,] = —[dy, d_,], ou de manitre

équivalente [y, Ek_h] = —[dp, d »), ol la derniere identité est obtenue d’apres la premiere en calculant
les adjoints, les conjugés et en remplacant h par —h. Autrement dit, on a

n) = —ldn, T2 (3.15)

—%

[dp, C_iih] = —[m, d_
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Ceci montre (iii).
(iv) En appliquant la partie (ii) et I'identité de Jacobi, on obtient

o [ 7] = —% A, s ol = s (s AL (3.16)

7
2
D’autre part,

—

a

— b — c — —
i don] Y [, ] 2 o, (A, dyw A DA, [dyw A -, dop]] + [daw A - [don, Al
= [A7 afhdhw A ] —1 [dhw Ay dz + Ti):]a

—

ot (a) découle de 7, et d_; étant des opérateurs de degrés impairs, (b) découle de la définition de
Th, (¢) découle de identité de Jacobi, tandis que le dernier terme dans (d) découle de la relation de
h-commutation (b) du Lemme 3.2.1 et le premier terme dans (d) résulte du calcul facile suivant :

[dhw VAN ° C_l_h] U = dhw A 8_}1% + E_h(dhw VAN u) = E_hdhw AN u,

pour toute forme u.
Appliquant le crochet avec A dans la formule ci-dessus de [7,, d_1], on obtient

[A, [Th7 E_h]] = [A, [A, E_hdhw VAN ” —1 [A, [dhw A ‘y dz + TZH (317)

En appliquant a nouveau la formule de Jacobi pour le dernier terme, on obtient

A, [dhw A, dy +17]] = —ldpw A, [dy, 4+ 175, Al + [d), + 177, [A, dpw A ]
= —[dpw A, (WA, dp + 1"+ [dy, + 75, T,
= =2[dpw A, (dpw A )T+ [df + 755, Thl, (3.18)

ol le premier terme de la derniere ligne est donné par le calcul simple suivant. Pour toute forme w,
onawA -, dyu=wAdyu—dy(wAu) =—dw A u. Done, [wA -, dp] = —dpw A -. Combiné avec
'identité (i), cela donne [w A -, dj, + 7] = 2dpw A -.

En combinant (3.17) et (3.18), on obtient

[A, [Th, E,h]] = [A, [A, E,hdhw A\ ]] + 21 [dhw A\ ° (dhw A )*] —1 [dz + T;, Th],

qui, & son tour, se combine avec (3.16) pour donner

3 . _ 1 ) —
[y 7o) = =5 A [A, dondieo A )+ [duo A, (do A )] = 5 [+ 73, 7] = 5 [y [y AL

Puisque —i [A, d_,] = dj, + 77 d’apres la relation de h-commutation (a) du Lemme 3.2.1, on obtient
L L i - \
—[d_h, ?—h] = [dh + Ths Th] + 5 [A, [A, d_hdhw N ]] - [dhw VAN ‘Y (dhw A ) ]
En ajoutant [dy, d}] + [dp, ;] aux deux cotés de 'identité ci-dessus, on obtient
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[dn, i)+ ldn, 73t) = [don, T50) = [dn + 7, df, + 73] + S5,

o S = (A, [A, d_pdpw A )] — [dpw A -, (dpw A )*]. Ceci montre (iv). O

i
2

On peut maintenat énoncer le résultat principal de cette sous-section.

Theorem 3.2.5. Soit (X, w) une variété Hermitienne complexe. Pour tout h € R\ {0}, on a
I’identité de h-Bochner-Kodaira-Nakano (h-BKN) raffinée sur les formes différentielles en
tout degré :

Ap=[dp+T p, dp+75,]+TM,

ot Togh) est lopérateur d’ordre zéro défini par

w

Th = _% A, [A, dyd_pw A-]] = [dopw A -, (@dopw A ).

En particulier, si la métriqgue w est Kahlérienne, dyw = 0 alors 7, = 0 et T = 0, donc on
obtient

An=A_, (pour tout h €R) et A =h>A_,1 (pour tout h € R\ {0}).

La derniére identité découle de la premiére d’apres (3.14).

Preuve. En combinant (iv) du Lemme 3.2.4 avec la formule de BKN du Corollaire 3.2.2, on obtient

Ay + [dp + T, df + 1] + Sfjh) =A_,+ [C_Z_h, 7 = [dny ] + [dn, d;)] + [dn, 7] — [E_h, 75
Comme [dy, dj] = Ay, alors la derniere formule est réduite a

Ay = [dy, + T, dy + 1] + St(dh).

L’identité de h-BKN raffinée découle de cette derniere en conjuguant et en remplacant h par —h. [

3.2.2  h-00-variétés

Le 00-lemma standard affirme que toute variété Kihlérienne compacte est 00-variété. On va
maintenant étudier ’analogue de cette assertion dans notre contexte de dj-cohomologie.

Theorem 3.2.6. Soit (X, w) une variété Kahlérienne compacte. Soit A := dd* + d*d. Pour tout
h € R\ {0}, on a lidentité suivante :
(h+ 1) (h—1)?

— 2 L
A= iy A gy (A
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Preuve. En utilisant (iv) de (3.13) et I'identité évidente A, = [dy, dj] pour tout h, on obtient

(h +1) h*(h —1)?

(h2 +1)2 h (h2 +1)2

(h+1)h(h—1)
(h? + 1)2

A _p-1

A = [d, d*]

(h+D)h(h — 1)
(h2 + 1)2

[dp, d* 1] + [d_p-1, dy).

Puisque la métrique w est supposée Kéahlérienne, alors d’apres le Corollaire 3.2.3 on a [dj, d*, ] =0
et [d_p-1, dj] = 0. D’ou le résultat. O

Une conséquence immédiate du Théoremes 3.2.5 et 3.2.6 est ’énoncé de proportionnalité suivant.

Corollaire 3.2.7. Soit (X, w) une variété Kahlérienne compacte. Pour tout h € R\ {0}, on a les
identités sur les formes différentielles, en tout degrée, suivante :

9 22 2
= — — ——A
RZ+1°"

on fait une pause brievement pour remarquer que 1’énoncé de proportionnalité ci-dessus redémontre,
en conjonction avec le résultat principal de | ], le fait standard que la propriété de Kahler des
variétés complexes compactes implique la dégénérescence en E; de la suite spectrale de Frolicher.
Encore une autre preuve sera implicite plus bas rassemblant les Théoremes 3.2.9 et 3.2.11.

Corollaire 3.2.8. (standard) Soit (X, w) une variété Kdhlérienne compacte. Alors la suite spec-
trale de Frolicher de X dégénere en E.

Preuve. On sait, d’apres le Corollaire 3.2.7, que Ay = % A pour tout h € R\ {0} en tout degré k.
En particulier, ker A, = ker A pour tout h # 0. Soit (5§Lk) > 0 la plus petite valeur propre positive de
Ay CR(X, C) — C°(X, C) agissant sur les k-formes et soit ugk) € C°(X, C) le vecteur propre

normalisé associé tel que son L2-norme ||u§zk)|| égale a 1. Puisque u,(lk) est orthogonal au ker Ay, il

est également orthogonal au ker A pour tout h # 0. Pour tout h > 0, on obtient

h? +1
2

h?+1
2

1
5 = ((Anup, uf)) = == (A, ), 2 == 6 2 2 6®, (3.19)
ott §*) > 0 est la plus petite valeur propre positive de A : C°(X, C) — C°(X, C) agissant sur
les k-formes. (Alors, §*) est indépendante de h.)
Maintenant, d’apres le Théoreme 1.3 (et son corollaire, Proposition 5.3) dans | ] on sait que

la suite spectral de Frolicher de toute variété Hermitienne compacte (X, w) dégénere en Ej si et
seulement si (5}(Lk) ne converge pas vers zéro au moins aussi vite que O(h?) lorsque h | 0 pour tout

k. Dans notre cas, puisque la métrique w est Kéhlérienne, alors (3.19) montre que pour tout k, 5,(1’“)
reste méme uniformément minorée par une constante positive quand h | 0. 0

On peut maintenant en déduire ’analogue de la dj,-cohomologie du 99-lemma standard.
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Theorem 3.2.9. (the h-00-lemma) Soit (X, w) une variété Kahlérienne compacte avec dimeX =
n. Pour tout k € {0,1,...,2n}, tout h € R\{0} et toute k-forme u € ker d,Nkerd_j-1, les conditions
d’exactitude suivantes sont equivalentes :

ueImd, <= uelmd -1 < uelmd <= ue Im(d,d_p-1) = Im(00).

Preuve. L’égalité Im (dy d_,-1) = Im (09) découle de (iii) de (3.13), or la propriété u € Im (dj, d_j,-1)
implique évidemment toutes les autres propriétés d’exactitude.

Comme d; = d et on admet tout h # 0, il suffit alors de montrer 'implication “u € Imd;, —
u € Im (dy, d_p,-1)“ pour h # 0 quelconque.

Puisque A, et A_j,-1 sont des opérateurs elliptiques auto-adjoints avec dj = d*,_, = 0 et la
variété X est compacte, alors d’apres la théorie de Hodge on a la décomposition L2-orthogonale (qui
n’exige pas w d’étre Kéhlérienne) :

(X, C)=kerA -1 ®Imd_p-1+ @ Imd*, . (3.20)

dont laquelle kerd_;,-1 =ker A_j,—1+ & Imd_;-1.
Soit u € CP(X, C) telle que u € kerd, Nkerd_,-1 et u = dyv avec v € C(X, C). La
décomposition en 3-espaces (3.20) produit une unique décomposition

v =g+ d_p-1u +d7, 1us,

ou la (k — 1)-forme vy appartient au ker A_j-1 et uy, us sont de degrées respectifs k — 2 et k. On
obtient

u = dhv = thO + dhd_}flul + dhdih—IUQ = —d_h71dhu1 — dth_lthQ.

En effet, la derniere identité ci-dessus découle de vy € ker A_,-1 = ker Ay, = kerd;, N kerd; (ou
I’hypothese de Kahler sur w a été utilisé pour garantir la proportionnalité des Laplaciens A_;,-1 et
Ay, — voir Théoreme 3.2.5 — d’ou I'égalité de leurs noyaux), de l'anti-commutation de dj et d_j—1
(qui est vraie pour toute métrique w non nécessairement Kahlérienne — voir (iii) de (3.13)) et de
I'anti-commutation de dj et d*,_, (qui est une conséquence de I'hypothese de Kahler sur w via les
relations de h-commutation — voir Corollaire 3.2.3).

Maintenant, u + d_,-1dpu; € kerd_j,-1 or —d*, _1dyus € Imd*,_,. D’autre part, kerd_j,-1 est
orthogonal a Imd*, _,, alors la forme u + d_,-1dyu; = —d*, _1dpuy, qui appartient aux deux sous-
espaces, doit s’annuler. En particulier, u = —d_,-1dpuy € Im (dy, d_p-1). 0

Le théoreme ci-dessus conduit naturellement a ce qui suit :

Définition 3.2.10. Soit h € R\ {0} une constante arbitraire. Une variété complexe compacte
X avec dimcX = n est dite h-00-variété si pour tout k € {0,1,...,2n} et toute k-forme u €
ker d, Nkerd_j-1, les conditions d’exactitude suivantes sont équivalentes :

u€ Imd, <= u€ Imd_p-1 <= u€ Imd < u € Im(dyd_p-1) = Im(90).
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Notons que lorsque h =1, d, = d et d_,-1 = d_; coincide (& une constante multiplicative pres)
avec d°. La h-00-propriété introduite ci-dessus ne nécessite pas la forme u d’étre de type pure. dans
les cas h ¢ {—1,1}, il est destiné & renforcer la d-propriété standard .

Comme la 00-propriété standard, la h-00-propriété est impliquée par la condition de K&hler et
implique la dégénérescence en la premiere page de la suite spectrale de Frolicher (cf. Théoremes
3.2.9 ci-dessus et 3.2.11 ci-dessous). En fait, la derniere implication découle de I'implication bien
connue avec la 00-propriété au lieu de la h-00-propriété, mais on préfere de donner une preuve
indépendante.

Theorem 3.2.11. Soit h € R\ {0} une constante arbitraire. La suite spectrale de Frolicher de toute
h-00-variété dégénére en Ej.

Preuve. Soit X une h-00-variété avec dimeX = n. Pour tout bidegré (p, ¢), Choisissons une classe
[a]5 € EY9(X) et un représentant « de [az. On a dy([a]s) = [0a]s.

De plus, comme da = 0, on a da = hd(h~ta) + d(h 'a) = di(h ' a) € Imd,. En particulier,
Oa € kerdy, et d_p—1(d(h™t ) = ((h2+1)/h?) 00a = 0, donc dy(h~' a) € kerdy, Nkerd_j-1. Alors,
d’aprés I'hypothese h-00 sur X, le dy-exactitude de da = d;(h~! ) implique son d0-exactitude. En
particulier, da € Im 9, donc dy([a];) = [0als = 0 € EFTH(X).

Ceci montre que tous les différentiels d; sont identiquement nuls, alors EY"?(X) = EY (X)) pour
tout p, q.

En outre, puisque da est dd-exacte, alors il existe une (p, ¢ — 1)-forme u telle que da = ddu,
done ds([[a]gla,) = [[0(0w)ala, = 0 € EF™TH(X) et di([... [lala, - -Ja,,) = 0 € EPF (X))
pour tout r > 2.

Par conséquent, tous les différentiels d, avec r > 1 sont identiquement nuls. Il en résulte que la
suite spectrale de Frolicher de X dégénere en Fj. O

3.2.3 Cohomologies de h-Bott-Chern et h-Aeppli

On commence par définir les analogues des cohomologies h-tordu de Bott-Chern et Aeppli et par
observer quelques propriétés de base entre eux. Contrairement a leurs homologues standard, ils ne
sont pas définis en un bidegré donné, mais en un degré total donné.

Définition 3.2.12. Soit X une variété complexe compacte de dimension n. Pour tout h € R\ {0}
et tout k € {0,...,2n}, on définit les groupes de cohomologie h-Bott-Chern et h-Aeppli de degré
k par la formule

o Y kerdy, Mkerd_1 _— ker(dhd_%)
= t =
n-pc(X, Tm (dnd_1) € h-a(X, C) Imdy, + Imd_{

B
ot tous les espaces vectoriels impliqués sont des sous-espaces de l'espace CP°(X, C) des k-formes
lisses sur X.

On observe maintenant quelques propriétés de base de ces espaces qui sont paralleles a leurs
homologues standard.

Lemme 3.2.13. Soit X une variété complexe compacte de dimension n.

46



(a) Pour tout h € R\ {0} et tout k € {0, ...,2n}, Uapplication canonique

Tigk) : Hllf—BC(Xv C) — Hllzg—A(X7 C)? [Of]h—BC = [Oé]h—A,
est bien définie. De plus, si X est une h-00-variété pour h € R\ {0} fizé, alors 'application T,Ek)
est un isomorphisme pour tout k € {0,...,2n}.

(b) Pour tout h € R\ {0} et tout k € {0,...,2n}, on a les identités suivantes :

Hy pe(X,C) = €D HEAX, C),
pt+q=k

HY ,(X,C) = P HYYX, C).
p+q=k

Alors, les dimensions des espaces vectoriels HY 5 (X, C) et HF ,(X, C) sont indépendant de h.

(c) Pour tout h € R\ {0} et tout k € {0,...,2n}, les applications canoniques

Hi]f—BC(Xﬂ (C) — Hcll:(X? C) — Hi]:—A(X’ C)’ [O‘]h*BC = [a]dh = [O‘]hﬂ‘b

sont bien définies. De plus, si X est une h-00-variété pour h € R\ {0} firé, alors elles sont des
isomorphismes, en particulier leurs dimensions égales au k€M pombre de Betti b de X, pour
tout k € {0,...,2n}.

Preuve. (a) Soit [a]y_pc € HF 5-(X, C) une classe arbitraire et soit a un représentant arbitraire de
[a]p—pc. Alors dpa =0 et d_%a =0, donc dhd_%a = 0, d’olt « definit une classe dans Hf (X, C).
Pour montrer que [a],—4 est indépendante du choix du représentant « de la classe [a],—pe, il faut
montrer que [a],—a = 0 quand [a],_pc = 0. Cependant, ceci est évident puisque Im (dhdfi) C
Imdy, +Imd_ 1.

Supposons maintenant que X est une h-00-variété pour h € R\ {0} fixée. Fixons un k.

Pour montrer que T,gk) est injective, supposons que d,a = 0, d*%a = 0 (i.e. a définit une classe
[a]n_pc) et [a]p—a =0 (i.e. T,gk)([&]h,Bc) = 0). En particulier, o = dhu—l—d,%v pour certaines formes
u,v. Alors a—dpu = (L%v € ker d, NIm d*%’ donc, d’apres h-00-hypothese, on a d*%v € Im (dhdfi)-
D’autre part, a — d*%U = dpu € ker d*% N Imdy, donc dpu € Im (dhd,%) d’apres h-00-hypothese.
Par conséquent, o = dpu + d*%U € Im (dhd,%), donc [a]p_pc = 0.

Pour montrer que T}Ek) est surjective, soit a € Cp°(X, C) telle que dhdfia = 0. On doit montrer
Pexistence des (k — 1)-formes u, v telles que dp(a + dpu+d_1v) =0 et d_i(a+dpu+d_1v) = 0.
(En effet, on aura alors [a]p,—4 = [a+dpu+d_1 v]h A= T(k)([oa +dpu+ d,%v]h,Bc) avec [a+ dpu+
d_1v]_pe est bien définie.) Ces identités sont equlvalentes adpd_ 10 = —dpo et d_ idhu =—d_ 1a,
Puisque dpa € Imd), et d_ 10 € Imd_ 1 or les deux formes sont simultanément dj,-fermée et d 1-

fermée. Alors d’apreés h-00- hypothese elles sont (dpd_ 1) exactes. D’ou la surjectivité.

(b) Pour tout h € R\ {0} et tout k € {0,...,n}, on a les égalités des sous-epaces de C;°(X, C)
sulvantes :

= kerdnNkerd
= Imd+Ima. (3.21)

kerd;, Nkerd_
Imd;, +Imd_

Jl= =



En effet, pour toute k-forme «, la relation o € kerd, N kerd_ 1 est équivalente & hda + da = 0

et —3 0a + Ja = 0, leurs différence donne (h + 3)8da = 0, donc dor = 0 et da = 0. L’inclusion
inverse ker 0 Nker 0 C kerd, Nkerd_1 est évidente. D’autre part, la relation o € Imdy, +Imd_1 est

h _ h
équivalente a l'existence des (k — 1)-formes u, v telles que a = dpu + d_1v= I(hu—3v)+0(u+v).
Par conséquent, pour toute k-forme o = > aP? (écrite avec sa décomposition en type-pure),
p+q=k
la condition a € ker d, M ker d*% = ker 0 N ker 0 est équivalente a

Z 0?1 =0 et Z daP 1 =0,

pt+q=Fk p+a=Fk

qui sont équivalentes & o”? € ker 9 N ker 0 = ker dj, N ker d_% pour tout p,q. De méme, d’apres (iii)
de (3.13), a € Im (dyd_1) = Im(99) est équivalente a a7 € Im(AJ) pour tout p,q. D’oil la premiere

B
décomposition des espaces vectoriels dans (b). La deuxieme décomposition est obtenue de la méme

maniere d’apres la deuxieme identité dans (3.21) et d’apres (iii) de (3.13).
(c) Les applications sont bien définies, ceci découle a la fois des inclusions kerd;, N kerd_ 1 C
kerd, C ker(dpd_1) et Im(dpd_1) C Imd, C (Imd, +Imd_1). La bijection de ces application

n T n
lorsque X est supposée d’étre h-00-variété résulte des applications simples de ces hypotheses, d’apres
la preuve de (a) et d’apres le lemme suivant. O

Lemme 3.2.14. Si X est une h-00-variété, alors toute classe de dj,-cohomologie o]y, (en tout
degré) contient un représentant appartenant au ker dj, N ker d_%.

Preuve. Soit o une k-forme lisse telle que dpar = 0. On souhaite montrer l'existence d'une (k — 1)-
forme lisse (3 telle que d*%m + dpB) = 0. Cela revient a dfidhﬁ = _dfé@- Cependant, d*%& €
ker dj, N Im d_%, alors la h-00-hypothese assure que d_ 1€ Im (dpd_ 1 ), ceci montre 'existence de

. O

Rappelons qu’il a été prouvé par Angella et Tomassini dans | | que sur toute variété complexe
compacte X, on a l'inégalité suivante

2 < Y MBI Y KB (3.22)
pt+aq=Fk p+a=Fk
pour tout k. D’apres (b) du Lemme 3.2.13, cela se traduit dans notre langage par

2b, < hy _po+hE_,, pour tout k€ {0,...,2n} et tout h € R\ {0}, (3.23)
ot hf_po = dim Hf ,.(X, C) et hf_, := dim HF ,(X, C). (Rappelons qu'on a toujours by =
dim H} (X, C) pour tout k et h # 0, voir I'Introduction.) D’autre part, le deuxieme résultat de

[AT12] montre I'égalité dans (3.22) pour tout k si et seulement si X satisfait la version (a) du
00-lemma (voir I'Introduction).

Corollaire 3.2.15. (a)* Soit X une variété compleze compacte de dimension n. Si X est une
h-00-variété pour h € R\ {0}, alors X satisfait la version (a) du 00-lemma (voir I'Introduction).

2. Ceci est évident d’apres la définition, mais on donne un nouvel argument pour montrer la cohérence de plusieurs
résultats entre eux.
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(b) Soit (Xt)iea une famille holomorphe de variétés complezes compactes. Si une certaine fibre
Xo est une h-00-variété pour certain h € R\ {0}, alors les nombres de h-Bott-Chern hf_.(t) =
dim HF 5. (X;, C) et les nombres h-Aeppli hf_ ,(t) := dim H}_,(X;, C) restent constant au voisi-

nage de Xg :

hfﬁBC@) = hﬁch(()) et hﬁfA(t) = hfoA(O)
pour tout k € {0,...,2n} et tout t € A assez proche de 0.

Preuve. (a) Si X est une h-90-variété pour certain i € R\ {0}, alors d’apres (c) du Lemme 3.2.13
on a 2b, = h¥_po+ h¥_, pour tout k. Cela est équivalent & X vérifiant la version (a) du 0-lemma
par la discussion ci-dessus et le deuxieme résultat principal de | .
(b) D’apres (b) du Lemme 3.2.13 on a hf_p.(t) = Y ABA() et hf_,(t) = > h5%(t) pour
p+q=k pt+q=k
tout k et tout t. Puisque les nombres de Bott-Chern et Aeppli vérifient la propriété de semi-continuité

R%2(0) > hiA(t) et A 9(0) > R 9(t) pour tout ¢ assez proche de 0 et tout p, g, on en déduit 'analogue
de la propriété pour les nombres de h-Bott-Chern et the h-Aeppli :

Wi pc(0) = hi_po(t) et by 4(0) > hy_4(t) (3.24)

pour tout ¢ assez proche de 0 et tout k.

D’autre part, puisque Xy est une h-00-variété pour certain h € R\ {0}, alors on a 2b, =
hY 5c(0) + hE_,(0) pour tout k (cf. (¢) du Lemme 3.2.13). Donc d’apres (3.24), 2b, > hf_5.(t) +
k¥ ,(t) pour tout k et tout ¢ assez proche de 0. Cependant, on a aussi I'inégalité inverse 2b, <
hE so(t) + hE_,(t) pour tout ¢t et k d’apres | ] (cf. (3.23)). D’ott le résultat. O

3.2.4 Ouverture par déformation de la h-00-propriété

On montre maintenant ’analogue suivant pour les h-00-variétés du résultat d’ouverture de Wu
pour les J0-variétés (cf. | 1.

Theorem 3.2.16. Soit 7 : X — A une submersion holomorphe propre d’une variété complexe X
a valeurs dans une boule A C CN contenant lorigine. Pour tout t € A, soit X; := 7w 1(t) la fibre
au-dessus de t. Fizons une constante h € R\ {0} quelconque.

Si Xy est une h-00-variété, alors X, est une h-00-variété pour tout t € A suffisamment proche
de 0.

La preuve suivra le modele de celui donné par Wu dans | | pour ouverture par déformation
de la 90-propriété standard. Par souci de cohérence, on va suivre la présentation dans §.4.3 de
[ | ot les arguments de Wu et certains de ceux dans [DGMS75] ont été ré-expliqués, tout en
soulignant les changements nécessaires dans notre h-00-contexte actuel.

On commence par une terminologie qui correspond a la Définition 4.7. dans | ]

Définition 3.2.17. Soit h € R\ {0} une constante arbitraire. Pour tout k =0,1,...,2n donné, on
dit qu’une variété complexe compact X de dimension n donnée satisfait la propriété :

(Ay) si Uapplication canonique HY 5-(X, C) — HF ,(X, C) est injective.
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Cette propriété est équivalente a la propriété

(A}) kerd, Nker d_in (Imdp, +Imd_1) = Im(d,d_1) en tant que sous-spaces de C°(X, C).

1 1
h h
(Bg) si Uapplication canonique HF (X, C) — H_,(X, C) est surjective.

Cette propriété est équivalente a la propriété
(By,) Imdp, + Im d_1 + (kerd, Nkerd_ 1) =ker(dpd_1) en tant que sous-spaces de C°(X, C).

: -4
(Cy) si les applications canoniques HF 5 (X, C) — Hgﬁ (X, C) et Hf _po(X, C) — Hj (X, C)

1
h
sont injectives.

Cette propriété est équivalente a ['occurrence simultanée de
(CL) (@) Imd_y Nkerdy, = Im(d,d_1) et (C})(it) Imdp, N ker d_1 = Im(dpd_+)

_1 _1
R R

en tant que sous-spaces de C° (X, C).

(D}) si (i) Imdp +kerd_1 = ker(dy, d*%) et (i1) Imd_1 +kerd, = ker(dpd_1)

1 _1
h h

en tant que sous-espaces de C°(X, C).

(L) si pour toute k-forme u € kerd, Nkerd_,-1, les conditions d’exactitude suivantes sont
équivalentes :

u € Imd, <= u€ Imd_ <= u € Im(dy,d_y—) = Im(90).

La propriété (Lj) est un retraitement de la paire des propriétés (C).)(i) et (C}.)(4i). Comme déja
mentionné, les équivalences suivantes sont immédiates :
(Ar) <= (A}),  (Br) <= (By), (Cr) <= (Cy).

D’autre part, les inclusions D dans (4}), C dans (B}), D dans (C})(7), (#) et C dans (D})(3), (i)
sont toujours vérifiées. L’énoncé suivant est le h-d0-analogue du fait démontré implicitement dans
[DGMS75] dans le contexte 00 standard et fournira un élément clé pour la preuve du Théoreme
3.2.16.

Proposition 3.2.18. (le h-00-analogue du Lemme 5.15 dans [DGMS75]) Soit h € R\ {0} une
constante arbitraire. Soit X une variété complexe compacte de dimension n. Pour toutk =1,...,2n,
on a les équivalences suivantes:

(Li) <= (Ar) <= (Cr) <= (D)) <= (Br-1)-

Preuve. Fixons un k € {1,...,2n} quelconque. Compte tenu des explications ci-dessus, il suffit de
montrer les équivalences

(A}) <= (C}) == (Dy1) <= (By_1)-
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Preuve de (A}) = (CY). Soit u € CF*(X, C) telle que dyu = 0 et u = d_1v pour une (k — 1)-forme
v. Alors u € kerdy Nkerd_1 N (Imd, +Imd_ 1) Donc (A}) implique u € Im (dj, d_1). Ceci montre
(1) de (C}). La preuve de (ii) de (C},) est similaire avec dy et d_1 inversés.

>

Preuve de (C}) = (A}). Soit u € CP(X, C) telle que dpu = 0, d_1u=0etu=dyw+d 1w pour
certaines (k — 1)-formes v et w. Alors

- Imdy, > dpv = u — d*%w € ker d*%’ alors dpv € Imd, Nkerd_: = Im (dhd,%), ol la derniere
identité des sous-espaces étant donnée par I'hypothese (C})(1).

>

- Imd_ 13 d_ 1w = — dpv € ker dy,, alors d_ 1w € Imd_ 1 Nkerd, = Im (dyd_ ) ou la derniere
identité des sous- espaces étant donnée par I’ hypothese (Cr) ().

On obtient u = dpv + d_1w € Im (dpd_1 ). Ceci montre (Ay).
Preuve de (C}) = (Dj._). Soit u € C°,(X, C) telle que dpd_1u = 0. Donc :

- d_ 1u est une k-forme et d_ 11U € kerd,NImd_1 = Im (dpd_ ) ou la derniere identité des sous-

h

espaces ant donnée par I’ hypothese (C1)(3). Alors d_%u = d_%dhC pour certaine (k — 2)-forme (.
Cela équivaut a u — d,( € ker d*%
On obtient u = dp¢ + (u — dip() € Imdy, +kerd_1. Ceci montre (Dj_;)(4).

R

- dpu est une k-forme et dpu € kerd_1 NImdy, = Im (dpd_ 1) ou la derniére identité des sous-

1
~%
espaces étant donnée par I’hypothese (C})(ii). Donc dpu = dpd_ 1w pour certaine (k — 2)-forme w.
Cela équivaut a u — d_%w € kerd,.

On obtient u = d_1w + (u— d_%w) € Imd_1 + kerdy. Ceci montre (D;._)(it).

Prewve de (D),_;) = (C}). Soit u € CX(X, C) telle que dpu = 0 et u = d_1v pour certaine
(k —1)-forme v. Alors v € ker(dyd_ 1 ) =Imdy, +kerd_ 1, out la dernitre identité des sous-espaces est
(D;._1)(i). Dong, il existe une (k — 2)-forme w et une (k — 1)-forme ¢ telles que

v=dpw+( et d_;(zO.

En appliquant d_1, on obtient : u = d_1v = d_1dyw € Im (dpd_ 1) Ceci montre (C},)(7).
En inversant les roles de dj, et d_, on obtient (Ct)(i7) de la méme maniere d’apres (Dj,_;)(i1).

Prewve de (D)_,) = (Bj},_;). Soit u € C° (X, C) telle que dhd_’%u = 0. D’apres (D},_,)(i1), il
existe une (k — 2)-forme v et une (k — 1)-forme w telles que
u = dflv +w et w € kerd,,.

Donc dyd_1w =0, alors d’apres (D}._1)(7) on peut écrire

w=d,(+p avec p€kerd 1

h
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pour certaine (k — 2)-forme ¢ et certaine (k — 1)-forme p. On obtient p = w — d,( € kerd), (car
w € kerdy). D’ou p € kerd, Nkerd_:.
En mettant les morceaux ensembie, on a

u= dfierdh(j—i-p € Imd,% +Imdy, + (kerd, Nkerd_1).

h

Ceci montre (B},_;).

Preuwve de (By,_;) = (Dj,_;). Cette implication est triviale parce que Im d_i+ (kerdy, Nkerd 1) C

n

ker d_% et Imdj, + (ker dj, N ker d_%) C ker d,,.
La Preuve de la Proposition 3.2.18 est achevée. 0
Notons que l'occurrence simultanée des propriétés (L) pour tout k € {0,...,2n} est une condi-

tion a priori plus faible que la h-O00-propriété puisqu’elle n’inclut pas I'équivalence v € Imd <=
u € Im (dy d_j-1). Cependant, on peut facilement montrer comme conséquence de la Proposition
3.2.18 que ces deux conditions sont en fait équivalentes.

Corollaire 3.2.19. Soit h € R\ {0} une constante arbitraire. Soit X une variété compleze compacte
avec dimcX = n. Fizons k € {0,...,2n} quelconque et supposons que pour toute k-forme u €
kerd, Nkerd_j-1, les conditions d’exactitude suivantes sont équivalentes :

u € Imd, < ué€ Imd_ -+ < u€ Im(d,d_,-1)=Im(90).

Alors, pour toute k-forme u € kerd, Nkerd j-1, on a aussi l’équivalence “u € Imd <= u €
Im(dypd_p-1) = Im(90)”. )
En particulier, si Uhypothése est faite pour tout k € {0,...,2n}, alors X est une h-00-variété.

Preuve. Puisque I'implication v € Im (d, d_;-1) = u € Imd est triviale, on doit montrer seule-
ment 'implication inverse pour toute k-forme u € kerd, N kerd_j,-1. Soit v € Imd une telle k-
forme. Alors, d’apres l'identité (iv) dans (3.13), v € Imd, + Imd_,-1, donc u definit une classe
[uln-Bo € HF 5o(X, C) qui correspond & la classe zéro dans HF (X, C) sous I'application cano-
nique HY po(X, C) — HF (X, C). Donc par (Ag), qui est vérifiée puisqu’elle est équivalente a
notre hypothese (L) d’apres la Proposition 3.2.18; cette application est injective. Par conséquent,
[uln_pc =0 € HF zo(X, C), donc u € Im (dj, d_j,-1). O

On est maintenant bien équipé pour montrer I'ouverture par déformation de la h-00-propriété
des variétés complexes compactes.

Preuve du Théoréme 3.2.16. Les arguments sont analogues dans le contexte h-90 de ceux donnés
par Wu dans le contexte 90 classique. Comme dans [ ], 'idée principale est d’exploiter, pour
tout k fixé, I’équivalence

(L) <= (Ak) <= (By-1),

C’est & dire la discordance d'un degré entre la caractérisation de la h-00-propriété pour les k-formes
en termes de l'injectivité de 'application h-BC— h-A et en termes de sa surjectivité. Cela provoque
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un argument par induction sur k, puisque la h-00-propriété est triviale en degré k = 0 (i.e. pour les
fonctions).
Pour montrer que X, est une h-00-variété pour tout t € A assez proche de 0, supposons qu’on
a la h-00-propriété en degré k sur X, pour les opérateurs dy(t) et d*%(t) induits par la structure
complexe de X; pour tout t proche de 0. On va montrer que la méme chose est vraie en degré k + 1.
L’hypothese h-00 sur Xj en degré k implique, d’apres (c) du Lemme 3.2.13 et du (b) du Corollaire

3.2.15 respectivement, les identités suivantes :

dimcHY po(Xo, C) = dimcH} 4(X,, C),
dimcHY po(Xo, C) = dimcHf po(X;, C) pour tout ¢ proche de 0,
dimcHY_,(Xo, C) = dimcHy_ (X, C) pour tout t proche de 0.

D'ol, dimcHY po(X;, C) = dimcHy_ (X}, C) pour tout ¢ € A proche de 0.

D’autre part, par la Proposition 3.2.18, I'hypothese d’induction (Lg) sur X; est équivalente
a Papplication linéaire canonique HF 5 (X;, C) — HF_,(X;, C) étant injective (propriété (Ay)).
Comme ce sont des espaces vectoriels de dimension finie de dimensions égales, alors ’application
linéaire HY po(X;, C) — HF_,(X;, C) doit aussi étre surjective. Il en résulte que la propriété (By)
est vérifiée sur X; pour tout t € A proche de 0. Or, d’apres la Proposition 3.2.18, ceci est équivalent
a la propriété (Liy1), i.e. & la h-00-propriété en degré k + 1 sur X; pour tout t € A proche de 0. [J
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Chapitre 4

Stabilité par déformations de variétés admettant
des métriques p-SKT et p-HS

Dans ce chapitre, on suppose que 7 : X — A est une famille analytique complexe de variétés
complexes compactes au dessus de A (voir Définition 5.0.20 du chapitre 5). Donc, par un résultat
d’Ehresmann (| ], théoreme 9.3) toutes les fibres X; := 7 '(¢), pour tout ¢ € A, sont C>-
difféomorphe a une variété C* fixée X.

4.1 Déformations des variétés admettant des métriques plu-
rifermées

Commengons par rappeler quelques notions de base (la Définition 2.2.9 en p = 1) :

Définition 4.1.1. Soit w > 0 une métrique Hermitienne sur une variété complexe X .
1- w est dite plurifermée (ou bien SKT) si 00w = 0.
2- w est dite Hermitienne-symplectique (H-S pour simplicité) (cf. définition in | 1) s’il existe
a%? € C35(X, C) telle que
d(a2 +w +a®?) =0
ceci est équivalent a l'existence d’une 2-forme réelle C™ Q sur X telle que dQ2 = 0 et Qb =
w > 0.

3- X est une variété plurifermée (resp. H-S) s’il existe une métrique plurifermée (resp. H-S) sur
X.

4- X est dite une O0—variété si le 00—lemma est vérifié sur X, c’est a dire pour tout p, q et pour
toute (p, q)-forme u C® sur X telle que du = 0, les propriétés suivantes sont équivalentes :

u est d-exacte < u est O-exacte < u est O-exacte < u est D0-exacte

D. Popovici a montré dans | ], sur toute A0-variété, que la métrique plurifermée est équivalente
a la métrique Hermitienne-symplectique. Autrement, on a :
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Lemme 4.1.2. Soit X une 00—wvariété, alors

w est plurifermée <= w est Hermitienne-symplectique

Preuve. <=) Toujours vérifié. L
Supposons qu’il existe a”? € C§%(X, C) telle que d(a”? 4+ w + a%2) = 0. Alors

992 =0
0022 + 0w =0

En appliquant 9 sur Iidentité ci-dessus, on obtient 90w = 0.

Inversement, supposons que 00w = 0 et X est une 00—variété, alors dw € ker 0. D’autre part dw
est une (2, 1)-forme qui est d-fermée et d-exacte , donc d’apres le d0-lemma dw doit étre 0—exacte.

Clest & dire qu’il existe une o®” € C59(X, C) telle que dw = —0a** = —9a®? avec a? := 29, on
obtient :
d(a®? 4+ w + a2) = 9a°? + 0a®? + 0w + Ow + 0a02 4 dad2

= (0w + 0a92) + (0w + 0a02) + da’? + §ad?

= 0a°? + 0aP2.
Il reste & montrer que 0a?° = 0. En effet, on a 5@&2’0 = —85042’07: 0%w = 0. Alors 0a?? est
une (3,0)-forme d-fermée et d-exacte, donc par le dd-lemma elle est d-exacte. D’ott da*¥ = 0. Ceci
montre que w est H-S. H

Dans la suite de cette section, on va montrer que la propriété Hermitienne-symplectique est
ouverte par déformations holomorphe. Commencons par :

Lemme 4.1.3.
S’il existe une métrique wy H-S sur Xo, alors il existe une métrique wy H-S sur X; pourt ~ 0,t € A

De plus, la métrique H-S w; peut étre choisie et la famille (w;); varie de maniére lisse avec t.

Preuve. Supposons qu’il existe une métrique wy H-S sur Xj. Alors il existe a8’2 € C5%(Xo, C) telle
que
d(ag”® +wo +ag?®) =0

Posons Q := ag” + wp + oy, on obtient une 2—forme réelle Q d—fermée sur Xy. Donc Q ne dépend
pas de la structure complexe de la fibre. Soit (Qi ’l)teA une famille C'*° des composantes de €2 de
Ji-type (1,1), ie. Q' = (Q);", alors (Q;")sea varient de maniere C*™ avec ¢. Donc par continuité
de la famille (Qt1 ’1),56 A, la strict positivité de Qé’l implique la strict positivité de Qi 1 pour tout t € A
assez proche de 0. Par conséquent, on obtient une métrique w; H-S pour t ~ 0 et t € A. O

Par conséquent, on obtient
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Conclusion 4.1.4. Soit X, une 00-variété et supposons qu’il existe une métrique plurifermée wy.
Alors wg est H-S sur X,.

Puisque la métrique H-S est ouverte par déformations holomorphes, donc X; admet une métrique w;
H-S pour t € A assez proche de 0.

D’autre part, rappelons que toute métrique Hermitienne-Symplectique est plurifermée, donc w; est
SKT pourt~0,te A

On obtient le :

Theorem 4.1.5. Si X, est 00-variété et plurifermée, alors X, est plurifermée pour t € A assez
proche de 0.

D’apreés le théoréme de Wu dans [ 1, la propriété 00-lemma sur les variétés complexzes compactes
est ouverte par déformations, autrement dit :

Xo est 00-variété = X, est 00-variété pourt € A, t ~ 0
Par conséquent, on obtient le résultat suivant :

Theorem 4.1.6. Si X, est une 00-variété et plurifermée, alors X, est aussi 00-variété et plurifermée
pourt ~ 0 ette A.

4.2 Déformations des variétés p-HS et p-SK'T

Dans cette section, on va montrer que la propriété p-SKT (i.e. (p,p)—forme Q réelle C* qui est
faiblement strictement positive telle que J9€ = 0 ) sur une variété complexe compacte de dimension
n vérifiant le d0—lemma est ouverte par déformations holomorphes.

Lemme 4.2.1. Soit X une 00-variété avec dime X = n. Fivonsp € {1,--- ,n — 1}.
S’il existe w une forme p—SKT, alors w est une forme p—hermitienne-symplectique.

Preuve. Supposons qu’il existe une forme w p-plurifermée sur X. C’est a dire, il existe une (p, p) —forme
w réelle C* faiblement strictement positive telle que 0w = 0. Notons que dw est une (p+1, p)—forme
d-fermée, d’apres le d0—lemma, Ow est d—exacte, i.e. il existe une aPt'P=1 ¢ 11X, C)

telle que dw = —daP™~1. Puisque daP P71 est d-fermée, alors d’apres d0—lemma il existe une
aPt2P=2 e O, (X, C) telle que daPthP=t = —QaPt2P=2, )
On continue jusqu’on trouve 'existence de a?P? € 020;)’70()(, C) telle que 0o~ = — 9?0, D’autre

part 0a?0 est d-fermée donc d’aprés d0—lemma elle est d-exacte. Or, la seule (2p,0)—forme
O0—exacte est zéro, donc da?P? = 0.

—1 ; o —1 V7o
d(3 27 a4 w4 > img a2
= 00?0 + 9o + 90 + a2 + dat*~t + JatP Tt + Jal2e—l
10al2p=1 ... L §aP—3PT3 L JaP—3PT3 1 9ap—3.p+3 1 Jap—3.p+3
10aP~2Pt2 L §ap=2012 L §ap—2p12 1 Jop—2p1+2 1 gaP- L+l
+0aP TPl = .

Le premier résultat principal de cette section est le théoreme suivant.
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Theorem 4.2.2. Soit X une variété complexe compacte lisse de dimensionn. On fixep € {1,--- ,n—
1}. S’il existe wy une forme p—HS sur Xy, alors il existe une forme w; p—HS sur X;, pour t € A
suffisamment petit.

Preuve. Supposons qu’il existe wp une forme p—HS sur X, ceci veut dire qu’il existe a®?P~% €
75p—i(X,C) pour i = 0,-- -, 2p telles que AP, @b w4 P i) = 0.

Posons () : ZZ o QT Zp a®?r=i ]a 2p-forme réelle d-fermée. 2 ne dépend pas de la

structure complexe de la fibre.

Soit (€2;)iea une famille C* de composantes de € de Ji-type (p, p), ; := (Q)1?, donc (4)ea varient

de maniere C'™° avec t.

Par la continuité de la famille (;)ca, la positivité (au sens de Lelong 5.0.11) de QPP implique la

positivité (au sens de Lelong 5.0.11) de Q7 pour tout ¢t € A assez proche de 0. En effet :

Supposons que wy est une (p, p)—forme faiblement strictement positive de structure complexe .Jp.

On veut montrer que la (p, p)—forme w; est faiblement strictement positive de structure complexe

J; pour tout t assez proche de 0 .

wp est faiblement strictement positive, c’est a dire pour tous ay, - -+, q,—p € C’f%(Xo, C) linéairement

indépendant, on a :

wo ANtag Nag A -+ Nily—p N0 > 0

Soit (UM, ... UM)) des ensembles ouverts de X et z(t), -+, 2,(t) des coordonnées holomorphes

locales sur Ut(”) C X;. Alors «;(t Z o (t)dz (t

Posons 0 € Uy := N U](f) in_» Ug est un ensemble ouvert.
V6{17 7N} o :
{10 dn—p} {1 )
S'il existe (207 (t), -+, 24 (t), t) des coordonnées sur U C X,, pour chaque ¢ fixé. Alors : V{jy, - , ju_p} C

{1,--- ,p}, Wwwe{l,--- N}
we Nz () NAED (8 A Nide) () AdEY (1) >0, if t =0

Dongc, par continuité :

we Nidz () NAEV (G A Nide () AdEY (8) >0

AS Ug(f,?~~,jn,p ouvert de A. Il en résulte :

we Nidz () NAEV (G A Nide () AdEY (8) >0
Vte Uy CA, V{1, ,Jnp} C{L,-- D} O
Par conséquent, on obtient :

Conclusion 4.2.3. Si X, est une variété p-SKT vérifiant 00-lemma, alors X, est une variété p-HS.
Donc X; est une variété p-HS pourt € A assez proche de 0. Il s’en suit que X; est une variété p-SKT
pour t € A assez proche de 0.

D’autre part, d’apres | ], la propriété dd-lemma est ouverte par déformations. Dot le résultat
suivant :
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Theorem 4.2.4. Soit m1 : X — A une famille holomorphe de variétés complexes compactes de
dimension n. Fizonsp € {1,--- ,n— 1}.

Si X, est une variété p—SKT vérifiant le 00—lemma, alors X, est une variété p—SKT vérifiant le
00—lemma, pour t € A assez petit.

4.3 Limite par déformations des cones

Reppelons qu’une (p, p)—forme Q réelle C* faiblement strictement positive est dite p—Hermitian-

symplectic (p—HS) si et seulement s'ils existent a"*~* € C75, (X, C) pour i =0, - -, 2p telles que

p—1 p—1
A a4 Q4 Y el =0
i=0 i=0
([ 90 =0
0=t 4 90 =0
Q est p—HS «<—

OaPTLP—1 4 9aPt2r—2 —

OQ + Darthr=l =0

\

Ceci est équivalent a la propriété suivante :

(Ey):  Oarthr=k = _gqrth-te-ktl Vk=1,---,p (4.1)

Maintenant, soit 2 une (p, p)-forme. On définit les cones A,(X) et C,(X) par :

Ay (X) = {[92].4/9 faiblement strictement positive telle que 992 = 0} € HYP(X,R) C HYP(X,C)
(4.2)

Cp(X) = {[Q2] 4/ faiblement strictement positive telle que Q p-HS} € HYP(X,R) C HY*(X,C)
(4.3)
Notons que Cp(X) C A,(X) et 'ensemble A,(X) est un cone ouvert convexe. En effet,

Converité. Soit [Q]4, Q4 € Ay (X) et A > 0, il est clair que Q + AQ reste faiblement strictement
positive et 0(2 + AQ) =0, i.e : [Q+ AQJ4 € A,(X).

Ouverture. Soit []a € A,(X), [y]a € HY"(X,C) et € > 0. On veut montrer que : [Q4 +¢[7]4 €
A,(X). Notons que 99(2 + &) = 0 puisque [Q4 € A,(X) et [y]a € HY? (X, C).
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Il reste a montrer que €2 + €7 est faiblement strictement positive.
On a, par hypothese, QAiay NG A~ - Ny, p A0, > 0 0tt g, -+ i € CTH(X, C) sont linéairement
indépendant. Alors, pour € > 0 assez petit, on obtient :

(Qt-ey) Ny NG A - =Nt —p N —py = QAL AT - Ny AN —p+EYAT0G NCG A+ - - NiOt,—p NCG—p > 0.

Soit [y1] 4, - [7N]A une base de H"(X,C) et [Q]4 € A,(X), donc si 0<e <epourj=1,--- N,
N

alors [Q]4 + Zej Y5]a € Ay(X), car 90(Q + ZEJ% =0et Q+ Zeﬂﬂ est faiblement strictement
Jj=1 7=1

positive. D’ou A »(X) est un cone ouvert.

On montre maintenant que les cones A,(X) et C,(X) sont égaux si les hypotheses (Hy) (4.4),
pour k=1,--- ,p+ 1, sont vérifiées comme suit.

Proposition 4.3.1. Soit X une variété complexe compacte avec dime X =n

(1) Si(Hy),---, et (Hp11) sont vérifices, alors on a l’égalité suivante des cones : A,(X) = C,(X),
ou
(Hy): VI € C3%ppiin(X,C) telle que dU =0, T € Imd = I’ € Imd (4.4)

pourk=1,--- p+1
(11) Si A,(X) =Cp(X), alors (Hy) est vérifice.

Preuve.

(i) Supposons que les hypotheses (Hy),-- -, et (Hpt1) sont vérifiées. Soit [2]4 € A,(X). Puisque
900 = 0, alors 9Q est une (p + 1,p)—forme d-fermée et J-exacte. D’apres I'hypothese (H,),
il existe aP™P7! e C,  (X,C) telle qu'on a I'équation (E) : o™+~ = —00Q. Soit
aPthr=t e 029 (X, C) une solution arbitraire de I'équation (E1). D’autre part, on a da?*'7~! ¢
Clap-1(X,C). Ceci implique que OaPThP=1 est une (p + 2,p — 1)-forme d-fermée et d-exacte.

Donc, d’apres Uhypothese (Hy) on a da?™P~1 € Imd, alors il existe a?*>P~2 € C2%, (X, C)

qui résout (Ey) i.e. daPTP~l = —9gart2r=2,

On suit le méme cheminement jusqu’on trouve l'équation (E,), par 'hypothese (H,), une

solution a?P? telle que 9a?P? = —9a?~ 1! implique que 90a?*? = 0, donc Ja?P° est une

(2p + 1, 0)-forme d-fermée et J-exacte. Ceci implique que da??° € Im 9, donc da?P® = 0.

Par conséquent d(37_0 a2~ + Q + S ai=i) = 0, ie [Qa € Cp(X). Dou Iégalité

A,(X) = Cy(X).

(ii) Considérons I’application linéaire suivante :

HYP(X,C) =8 H2PP(X, C)
Q)4 — [09]5

Montrons que cette application est bien définie. Soit [Q]a € HAP(X,C), alors 90 = 0, i.e
d(0Q) = 0, donc [09]; € HEP(X,C). D’autre part, si [Ql]A = [Qs] 4, alors il existe une
(p — 1, p)-forme u et une (p, p — 1)-forme v telles que ; — Qs = du + dv. Donc I(; — Q) =
90v = O(—0v) € Imd. Ceci montre que [0Q]5 = [0Q]5.

Il en résulte que 'application T est bien définie.
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Maintenant, on veut montrer que I'application 7" est identiquement nulle si et seulement si
I'hypothese (H;) est vérifiée. En effet, soit I' € €92, (X, C) telle que I' = 01, alors ' =

_ . p+1,p >
0002 = —00%). Or T est une forme d-fermée de type pure (p+ 1,p), i.e ' = 0 et ' = 0, donc

002 = 0.

D’autre part 7' = 0 équivaut a dire T'([Q2]4) = [09]5 =0 € Hg“*’(X, C), donc 9Q € Imd.
Inversement, supposons que pour tout I' Eﬁng’er(X, C),dl' =0telleque " € Imd =T € Imo.
Alors I' = 02 implique que I' = 092 € Imd, donc [09]5 = 0 = T'([©2] 4). Ceci montre que T = 0.
Puisque A,(X) = C,(X), on a alors

A, (X)Nker T = {[Q] 4/ faiblement strictement positive telle que 99Q = 0 et I € Imd} D Cp(X).

Donc Cy(X) € A,(X) NkerT C A,(X). Comme A,(X) = C,(X), alors A,(X) NkerT =
A, (X).
Donc ker T'= HY? (X, C) ce qui est équivalent a I'hypothese (Hy).

On considere maintenant, pour k = 1,--- ,p+ 1, 'application linéaire :

Hz+k71,p7k+1 (X, (C) i Hggk,pkarl(X’ C)
K)]A — K?(ﬂ}gc

Cette application est bien définie. En effet :

Supposons que d9Q = 0, i.e. I(IQ) = 0, alors IN € ker d c’est & dire I € ker  Nker J. De plus, si
Q = Ju+0v avec u et v sont des (p+k—2,p—k+1)-forme et (p+k— 1, p— k)-forme respectivement,
alors 9Q = 00v € Imd0. D’ot1 I'application fk est bien définie.

Considérons I'application linéaire :

Jptkp—k+1 . Hggk,p—kH(X’ C) . Hngk’p_kH(X, (C)
Tlse — [Is

On a dI' = 0, et O' = 0. Pour montrer que I'application IP**P=%+1 est bien définie, il reste encore &
montrer que la définition est indépendante du choix du représentant de la classe [I'|gc. En d’autres
termes, il est facile de voir que si I' = d0u avec u une (p+k — 1, p — k)-forme, alors I' € Im 0. D’ou
Iapplication IP+*P=k+1 st bien définie.

On en déduit :

Remarque 4.3.2. L’application T\k est identiquement nulle si et seulement si pour tout

e h1p ki1 (X,C), on a 00 € Im00, ceci est équivalent a :

(Hy): VT € C%ppis1 (X, C) telle que dT =0, on a ' € Imd =T € Imdd (4.5)

= [PHhp=ktl ot injective.
<= ker [PTRP=FFL = [0}

Hﬁ-‘rk‘—l,p—k—&-l (X, C) sza Hg—l(—jk,p—k—i—l (X, C)

pt+k,p—k+1

Hy ™LX, C)
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ol g = [PHRP=k+1 6 T\ On a ker IPHFr=h+1 = ([T 3o /[T]y = 0} et Im T}, = {[09)]pc/Q € ker 80 C
O hotpii1 (X, C)} C ker [PHRp=ktl,

Inversement, si [[]pc € ker IPTRP=FF1 " glors il existe une (p+k —1,p — k + 1)-forme §Q telle
que I' = 080, Puisque [M)pe € HEEFPF(X C), alors 0 = 0T = d0Q. Ceci montre que [[)pc =
[0Q] e = Ti([Q24). Par conséquent, on toujours :

ker [PHRp—h+l — ]mfk
De plus, Uhypothése (Hy) (4.5) est vérifiée si et seulement si ker [PPEr=F+1 = [y T}, = {0}.
On peut maintenant montrer le résultat suivant :

Theorem 4.3.3. Soient (X;)iea une famille holomorphe de variétés complexes compactes avec
dimec X; = n et (wi)ea une famille lisse des métriques sur (Xi)iea pour t € A. Si pour tout t
assez proche de 0 on a :

hi—l—k—l,p—k-‘rl (0) _ hi—l—k—l,p—k-‘rl (t) — dim(cHZ+k_l7p_k+l (Xt; C)
WP H0) = R P TH(E) 1= dime HEG T (X, C)

hg+k7p_k+1(0) — hg+k7p_k+1(t) = d@mCHg—’—k,p_k—’—l(Xta (C)

(

A >t grheleoktl oy o)

Alors & A3 ¢l grikektl x, ©)

[ A3t grtkektlx, ©)

sont des fibrés vectoriels C*°. De plus, on a les applications linéaires :

Hi-l-k—l,p—k—&—l (Xt7 (C)Tk(t):(? ]_‘Ig—gk,p—k—l-l(‘th7 (C)

+k,p—k+1
m l[? P (t)

]_Igt—l-k,p—]{t-l-1()(t7 (C)

varient de maniére lisse avec t € A, ou g, = IPTFr=F+lo T\k

Preuve. Notons que les opérateurs
Auy = 0,05 + 0,0} + 0;0; 0,0, + 8,0,0; 0; + 8,0;0,0; + 9,0;0,0;
Apcy = 0,000 + 0;0; 0,0, + 0;0,0; 0, + 0;0,0; 0, + 050, + 0/ 0,
A} = 0,0 + 0; 0,

sont elliptiques | |, alors on a les isomorphismes de Hodge :

[ HYTWMYXG,C) ~ WP (X, )

Hggk,p7k+l (th C) ~ Hi+k,pfk+1 (Xty C)

BC,t

HEE (X, €) = HIGH T (X, ©).

\
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ol HZJ;?; FHY(X,, C) et HA +k Lr=k+l( X, C) sont 'espace des formes harmonique de Bott-Chern et

I’espace des formes harmomque d’Aeppli respectivement et H%; R 7k+1(Xt, C) = ker A].

D’autre part, comme hﬁ+k_1’p_k+l<0) _ h};—%—k—l,p—k-ﬁ-l( ) hp+k,p k+l(0) hp+k,p k+1( )’ et hg—i—k,p—k—i—l(()) _

hg+k’p _k+1(t) pour tout ¢ suffisamment proche de 0. Alors, d’apres Kodaira-Spencer (| |, théoreme
7.4),on a:

£ JEEPTRL (X ) o~ HRETTM (X, €)

¢ BES grtke—ktlx, ) ~ YRR (X, ©)

ABc,t

t 'h Hg+k,p*k+1 (Xt, C) ~ Hiék,])*k”i’l (Xt, C)

sont des fibrés vectoriels C*°. Rappelons que les applications linéaires fk(t) et IPTRP=FFL(1) sont
bien définies. Soit h; la projection orthogonale de Cp%, 4. (X;) dans HEELPRRL (X C) et Fy

la projection orthogonale de C20, ;. (X;) dans Hgg’“’p (X, Q).

8
;z?ikfl,pkarl(Xt)—t} ;?Hc,pkarl(Xt)

N Js

T (t)

Ona Fiof, = ( Yohy , f est C™ et par Kodaira-Spencer [I[X80] F} et h; varient de maniere C* avec
t € A. Donc Tk( ) varie de maniere C> avec t. Soit P la projection orthogonale de C7%, . (X¢)
dans ngk’p_kH(Xt, C).

Cpo—o‘f-k,p—k—}-l (Xt)

Al

Hp-&-k,p k+1 Xt, Cp)F 10-1-16717—1€-i-1(X't7 (C)

k,p—k+1 t)at

On a P, = [PTRr=Fr1(1) o F} et, d’apres Kodaira-Spencer [[K30], les applications P; et F; sont C*
avec t € A, alors I'application IPTFP=F+1(3) est aussi C™ avec t € A. Par conséquent g(t) varie de
maniere lisse avec t € A. O]

On obtient les sections Tj, = (Tj,(t) )iea € C°(A, End(Ha, Hpc)) et [PHp=k+L — ([prhp=k1)), €
COO<A, End(HBc, Ha))

Comme conséquence, on obtient la déformation par limite de X, vérifiant ’hypothése (Hy) (4.5).

Corollaire 4.3.4. Soit (X;)iea une famille holomorphe de variétés complexes compactes et (wi)ien
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une famille lisse des métriques sur (Xy)iea, dime Xy =n, t € A.

hi—l—k—l,p—k—l—l (O) _ hi—l—k—l,p—k—l—l (t)

Supposons que : h?ck’p*kH(O) = h?ck’p*kﬂ(t) YVt ~0

thrk,pkarl(O) _ thrk,pkarl (t)

Si X, vérifie Uhypothése (Hy), Vt € A\ {0}, alors Xy vérifie aussi I’hypotheése (H,) .
Preuve. Rappelons que X; vérifie I’hypothese (ﬁk) si et seulement si 'application T, k(t) est identi-
quement nul/l\e. R R
De plus, si Tj(t) = 0, pour tout ¢ € A\ {0}, alors par continuité de Tj(t), on a T},(0) = 0 qui est
équivalente a X, vérifiant 'hypothese (Hy). D’ou le résultat. 0J

Par conséquent on obtient la :
Proposition 4.3.5. Fizonsp € {1,--- ,n—1} et soit k€ {1,--- ;p+ 1} tels que p+ k < n.

(2) (Hi)+ -+ (Hyra) = (Hi) + -+ (Hpt) = Ay(X) = Cy(X)

(3) Soit A,(X:) = Cp(Xy) Vt € A\ {0}. Alors :
Vke{l,---,p+1} )
(Hy) + -+ (Hpsr) vt € A\ {0}

hp+k—1,p—k+1 0) = hp+k—1,p—k+1 ¢
A ( ) A ( ) = Ap(XO) — Cp(XO)

WP 5N 0) = REEPTMN ) Ve~ 0

hg+k,p7k+1 (0) — thrk,pkarl (t) )

Remarque 4.3.6. Dans le cas oun =3 et p=2, k € {1,2,3} et 2+ k < 3, k doit étre égale a 1.
Donc,  Ax(X) = {[a/Q > 0 telle que 00 = 0} = Gx est le cone de Gauduchon (5.5).

Co(X) = {[Qa/Q > 0 et il existe a* € C7Y(X,C) telle que d(a™* + Q +al3) = 0} = SGx est le
cone fortement Gauduchon (fG) (5.6). De plus, on a l’équivalence suivante :

Ao (X) =Co(X) & X est sGG i.e SGx = Gx (Définition 5.0.16 du chapitre 5)
Proposition 4.3.7. Soit p,q € {1,--- ,n} fixés. Si Uimplication :
w€Imd = wu€Imdd

est vérifiée pour toutes formes de type (p,q), (q,p), (p+1,q), et (¢ + 1,p) d-fermées pour tous p,q
tels que p + q = k. Alors il existe une application linéaire injective canonique :

HY(X,C) — HpH(X,C)
[a]a — {a}pr

ot o est une forme d-fermée (par hypothese, une telle forme « existe).
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Preuve. L’application
HY'(X,C) — Hp(X,C)
[a]a = {a}pr

est bien définie puisque d0a = 0. Alors, par 'hypothése Im & C Im 00, il existe une (p, ¢ — 1)-forme
v telle que da = —9dv. D’autre part, @ est une (g, p)-forme et da est une (¢ + 1, p)-forme 9-exacte.
Donc, par hypothese, Oa est d0-exacte. Alors, par conjugaison, da reste 00-exacte, i.e. il existe une
(p — 1, q)-forme u telle que daw = OJu. Ceci montre que d(a + du -+ Jv) = 0, c’est a dire, toute classe
de cohomologie d’Aeppli contient un représentant d-fermé.

Soit a une (p, q)-forme telle que da = 0 et a = Ju + Jv. Alors da = 0 = v et da = 0 =
d0u. Notons que du est une (p, q)-forme d-fermée et d-exacte, donc u € Im 9. Il en résulte que
Ou € ITmd. Or, v est une (p, q)-forme d-fermée d-exacte. Donc dv € Im 9, alors Jv € Imd. Par
conséquent a € Imd. Il s’en suit que I'application ci-dessus est bien définie.

Injectivité : Pour tout a € C2% (X, C) telle que 89a = 0 et o € Imd. On a alors a € Imd + Im .
Donc 'application est injective une fois qu’elle est bien définie. O

On peut maintenant en déduire ce qui suit.

Corollaire 4.3.8. Fizons k € {0,1,--- ,2n}.
(1) Supposons que l'implication )
weImd = welmdd

est vérifiée pour toutes formes d-fermées de types (p,q), (¢,p), (p+1,q) et (¢+1,p) pour tous
D, q tels que p+ q = k. Alors il existe une injection canonique :

P HL(X,C) = Hx(X,C)

p+Hq=k
(2) Supposons que (xi) est vérifiée, ot

(%g) : Vimplication u € Im0 = u € Im0J est vérifiée pour toutes formes d-fermées

de types (p,q),(¢,p), P+ 1,q), et (¢+1,p)
pour tous p,q tels quep+q=Fk oup+q=2n—=k
(4.6)

Alors 1l existe une injection canonique :

P wy(x.c)e P HY(X,C) = Hhp(X,C) e HEp*(X,C)

p+q=k p+q=2n—k
D’aprés Angella-Tomassini [ ], ona:
2 < DRI+ Y hy!
p+q=Fk p+q=2n—k

cette application est un isomorphisme et 2by =y R+ >0 o RRT

Une autre conséquence immédiate est la dégénérescence en E; de la suite spectrale de Frolicher.
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Corollaire 4.3.9. Si I’hypothése (xi) (4.6) est vérifiée pour tout k € {0,1,--- ,2n}.
Alors E1(X) = Ex(X) (i-e. la suite spectrale de Frolicher dégéneére en Ey) (Définition 2.5.1).

Finalement, le résultat ci-dessus (Corollaire 4.3.8) implique le résultat suivant :

Proposition 4.3.10. On a toujours : (xg,) = (F[k) (4.5), pour tout k € {1,--- ,p+ 1}.
Si Xo vérifie les conditions (*q,) et (xop11), alors :

( Vk6{1,7p—|—1}
hi+k*1,p*k+1 (0) _ hi+kfl,p*k+1 (t)

PP 0) = W ) v

hg—i-k,p—k-i-l (0) _ hg+k7p—k+1(t)
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Chapitre

Annexes

Commencons par rappeler la définition d’une (p, p)-forme faiblement strictement positive au sens
de Lelong.

Définition 5.0.11. Lelong (voir [ ]) Soit V' une espace vectoriel complexe de dimension n et
V* son dual.

Une (p,p)—forme o € APPV* est dite faiblement strictlement positive si pour tout 0 # 1; € V*,
1 <5 <q=n—p, linéairement indépendant

NI ANTIN - NTy N T
est une (n,n)—forme strictement positive.

Remarque 5.0.12. Toute (1,1)—forme strictement positive et (n — 1,n — 1)—forme (par dualité)
sont faiblement strictement positive.

Maintenant, on va énoncer le résultat de Michelsohn dans | | montrant que toute (n—1,n—1)-

forme C*° strictement positive est la racine (n — 1)éme d’une unique (1, 1)-forme C* strictement
positive.

Proposition 5.0.13. Soit X une variété complexe compacte de dimension n. Soit  une (n—1,n—
1)-forme C* strictement positive. Alors il existe une unique (1,1)-forme C™ strictement positive w

telle que :
Q=w"!

Preuve. Posons C) := {p € C79(X,C)/p est strictement positive } le cone des (1,1)-formes C*
strictement positive et Cy := {® € C3°,, (X, C)/P est strictement positive } le cone des (n —
1,n — 1)-formes C* strictement positive. L’objectif est de montrer que 'application :

Cl — Cz
") — QOn_l

est bijective. Soit (V, J) l'espace vectoriel complexe de dimension complexe n. Pour plus de commo-
dité, on suppose que V' est réel.
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Alors, pour tout x € X et pour toute (1, 1)-forme réelle ¢, on a :
o(x) = Z Aj(z)dz; A dz; (5.1)
j=1

La forme ¢ est strictement positive si et seulement si \; > 0, pour tout j.
De méme pour chaque (n — 1,n — 1)-forme ®, on a :

La forme ® est strictement positive si et seulement si A; > 0, pour tout j. Donc une (n —1,n — 1)-
forme ® (5.2) définie positive est exprimée par :

1 A A\, .
d=—"" ! avec Aj=""T" Y
(TL — 1)' J )\j
n—1 n%l ni
Donc A; = ’\1/'\”,)‘" = (A /\n/i~ ) = (Al'"ﬁ’?)ﬁ. D’ou la bijection. O
J J J

Maintenant, on décrit les idées principales de la preuve donnée par P. Gauduchon dans (] ],
[ ]) montrant Iexistence et I'unicité d'une métrique de Gauduchon sur une variété complexe
compacte. Pour cela on introduit quelques terminologies ad hoc.

Soit (X, J, g) une variété presque-hermitienne (p.h) connexe, compacte, de dimension réelle 2n, J
une structure presque complexe (voir Définition (2.1.5)) et g une métrique Riemannienne invariante
par J. Notons par (, ) le produit scalaire ponctuel des formes sur X, < , > le produit scalaire
global des formes sur X et F' = g(J-,-) est la 2-forme fondamentale.

On appelle une 1-forme 6 forme de torsion la trace de la torsion de la connexion de Chern, ou
autrement :

0=0FJ=J0F

ou ¢ est 'adjoint de la différentielle extérieure sur les formes pour le produit scalaire global < | >,
soit encore | JdF"t =9 A F L

Définition 5.0.14. On dit qu’une structure p.h (X, J,g) est d’excentricité nulle si sa forme de
torsion est cofermée, i.e. 66 = 0.

Le Laplacien complexe opérant sur les fonctions scalaires f est :
L(f) = —(dd°f, F) Vf € C(X) (5.3)
et 'adjoint formel de L est L*(f) = —d6(JI(fF)). Alors

L(f)=Af+(df,0) et L (f)=Af—(df,0)+30.f
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ou A :=dd + df est le Laplacien Riemannien. En particulier, on a 660 = L*(1).

Un tel opérateur L est un opérateur de Hopf, c’est a dire un opérateur réel elliptique du second
ordre a coefficients C'* sans terme d’ordre zéro, i.e. L(1) = 0. Cet opérateur L vérifie la propriété
suivante (Théoreme de E. Hopf | ]) sur une variété X connexe compacte : si L(f) est non
négatif (ou non positif) alors elle est identiquement nulle et f est constante.

D’autre part, une structure p.h est d’excentricité nulle si et seulement si le scalaire d’excentricité
(i.e. 'unique scalaire réel fy vérifiant L*(fo) =0 et < fo, 1 >= Vol(X, g)) est identiquement égale a

1 (ie. fo=1).

Soit Ly, Lj et <, >, les éléments correspondants a L, L* et < , > relatifs a la métrique

conforme g = gpﬁ.g. En utilisant 5.3, on trouve :
__2 * _2n_ * 2
Lo=¢ n1.L et Ly=¢ »1L0qp (5.4)

Theorem 5.0.15. (/ 1,/ /) Toute famille conforme de structures hermitiennes sur une
variété complexe compacte X contient une unique (a homothétie pres) métrique de Gauduchon si la
dimension complexe n de X est supérieure a 1.

Lorsque n = 1, toute structure presque-hermitienne est Kahlérienne, donc d’excentricité nulle
(dd°F™~1 = 0).
Preuve. Soit L le Laplacien complexe défini ci-dessus (5.3). D’apres la propriété cité au-dessus
(Théoreme de E. Hopf), on a ker L = R dans C*(X). C’est a dire le noyau ker L de L se réduit
au fonctions constantes. Comme l'indice de L, de L* et de A sont égaux, alors I'indice de L est nul.
Donc la dimension du ker L* est égale a 1. Or, d’apres le théoreme de E. Hopf, I'orthogonal du ker L*
dans C*°(X) est 'image de L ne contient aucune fonction partout non-négative.
Donc f € kerL*, f # 0 = < f,1 ># 0. Alors un élément non nul dans ker L* est soit partout
positif soit partout négatif. Il en résulte que L*p? = 0 si et seulement si la métrique § = gpﬁ.g est
d’excentricité nulle ce qui est équivalent & dd®(¢*F" ) = 0. O
Rappelons qu'une métrique w (une (1,1)-forme C> définie positive) est dite de Gauduchon si
00w™! = 0 et fortement Gauduchon (fG) si dw" ' € Im d (2.2.10). Le cone de Gauduchon de
X introduit dans | ]

Gy = {[w" "4 € HY " (X, R)/w est une métrique de Gauduchon sur X} (5.5)
est une cone ouvert convexe dans H;{_l’"_l(X ,R). Puisque la métrique de Gauduchon existe toujours

[ ], alors Gx # 0.

On considere 'application linéaire canonique suivante :

T: H; " Y(X,C) — Hy" '(X,C)
[a]a — [00];

Il est facile de vérifier que cette application est bien définie. Le cone fortement Gauduchon est défini

dans | | par :
SGx :=Gx Nker T C Gx C H " (X,C) (5.6)
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S’il n’existe aucune métrique fG, alors SGx = ().

Définition 5.0.16. (/ |, Définition 1.2) Soit X une variété complexe compacte de dimension
n. On dit que X est une variété sGG si le cone fortement Gauduchon de X coincide avec le cone
de Gauduchon de X, c’est a dire, SGx = Gx.

En dimension 2, la notion de Kahlérianité est la notion sGG sont équivalentes. Or, en dimension
> 3, la propriété sGG est plus faible que la Kahlérianité.

Le résultat suivant, donne des descriptions de la propriété sGG.

Proposition 5.0.17. ([ |, Lemme 1.3) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) X est une variété sGG.
(i1) Uapplication T est identiquement nulle.

(i4) On a le cas particulier suivant du 00-lemma : B
pour toute (n,n — 1)-forme v d-fermée, si~y est 0-exacte, alors 7y est 0-exacte.

(iv) toute métrique de Gauduchon w sur X est fortement Gauduchon.

Le Théoreme suivant est une caractérisation numérique des variétés sGG en termes de nombre
de Betti by := dim H},5(X,C) et nombre de Hodge h%’l = dim Hg’l(X7 C).

Theorem 5.0.18. (/ /, Théoréme 3.1) Soit X une variété complexe compacte de dimension

n.

(i) L’application C-linéaire canonique :

F: Hpp(X,C) — HY'(X,C) & Hy'(X,C)

{a}pr — ([0™]5, [2"1]5)

est bien définie. De plus F' est injective, par conséquent by < Qh%’l sur toute variété complexe
compacte.

(ii) L’application C-linéaire canonique :

F*: HPYY(X,C)e Hy"H(X,C) — Hpp ' (X,C)

(1813 V]a) — {8 +}pr
est bien définie. De plus, F* est le dual de F'. Donc F* est surjective.

(i1i) On a les équivalences suivantes :

X est une variété sGG <= F* est injective
<= F est bijective
— b, = 2hr"1L.

D’apres le Théoreme 5.0.18 ci-dessus, on peut en déduire que la propriété sGG est ouverte par
déformations holomorphes.
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Corollaire 5.0.19. (/ /, Corollaire 1.7) Soit (X¢)iea une famille holomorphe de variétés com-
plexes compactes (voir la Définition 5.0.20 ci-dessous). Fizons tg € A. Si Xy est une variété sGG,
alors :

(1) Xi est une variété sGG pour tout t € A assez proche de t.
(ii) hy'(t) = h3' (0) et hipe(t) = hipe(0)

Preuve.
X, est une variété sGG <% by = 2h%1(X,)) > hSN(X,) = by Vi~ tg
=hyt (X)) = b

b s
<(——)> X, est une variété sGG  Vt ~ tg

ou (a) découle du Théoreme 5.0.18 et les nombres de Hodge hg’l(Xt) varient de maniere semi-
continue supérieurement avec ¢t dans A (| |, Theoréme 4) et (b) résulte du Théoréme 5.0.18.

Définition 5.0.20. Soit X une variété complexe et A un domaine dans C™ avec m € N*,

On dit que ™ : X — A est une famille analytique (holomorphe) complexe de variétés complexes
compactes au dessus de A si w est une submersion holomorphe propre, c’est a dire les conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout t € A, X; := 7w () est une sous-variété complexe compacte de X, i.e. un sous-
ensemble analytique connexe compact de X .

(ii) Le rang de la matrice Jacobienne de w est égal a m en tout point de X .

(i) 11 existe un recouvrement ouvert localement fini {U;/j =1,2,---} de X et des fonctions lisses
a valeurs complexe 531- (p), -, & (p), définies sur U telles que pour tout t, I’ensemble :

{pelty — (&), . &)U na ' (t) # 0}

est un systeme de coordonnées holomorphe local de X;.
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Déformations holomorphes des structures
complexes

Résumé. Cette these est une premiere étape vers une éventuelle résolution de la conjecture selon
laquelle I'espace des p-cycles relatifs (i.e. contenus dans les fibres) dans une famille holomorphe de
variétés complexes compactes lisses est propre au-dessus de la base. Ceci aurait des conséquences
profondes sur la géométrie des variétés complexes compactes.

Le premier chapitre est consacré a rappeler les notions préliminaires dont nous aurons besoin
par la suite. Au chapitre 2, on étudie les relations entre la propriété sGG des variétés complexes
compactes, définie dans un travail antérieur par D. Popovici et L. Ugarte par toute métrique de Gau-
duchon est fortement Gauduchon, et une dégénérescence possible de la suite spectrale de Frolicher.
Dans la premiere approche qu’on propose, on montre la dégénérescence partielle en E5 et on introduit
un cone de positivité dans la Ey-cohomologie de bidegrée (n — 2,n) de la variété qu’on montre alors
qu’il varie par déformations de la structure complexe de maniere semi-continue inférieurement. Dans
la deuxieme approche qu’on propose, on introduit un analogue de la propriété 90-lemma des variétés
complexes compactes pour toute constante réelle non nulle h en utilisant la déformation partielle
dp,, introduite récemment par D. Popovici, de la différentielle standard d de Poincaré. On montre
ensuite, entre autres choses, que cette h — O0-propriété est ouverte par déformation. Au chapitre 3,
on montre dans une famille analytique complexe (lisse) de 90-variétés complexes compactes que les
propriétés ” p-Hermitienne-symplectique” et ” p-plurifermée” sont ouvertes par déformations. D’autre
part, on montre que les cones des classes de cohomologies A, et C, des (p, p)-formes 2 faiblement
strictement positives telles que €2 est p-plurifermée et p-Hermitienne-symplectique respectivement
sont égaux sur la fibre centrale s’ils sont égaux sur les autres fibres vérifiant d’autres hypotheses.

Mots-clés. Structure complexe, déformations, suite spectrale de Frolicher, h — 00-variété, coho-
mologie de h-Bott-Chern, cohomologie de h-Aeppli, forme faiblement strictement positive, forme
p-SKT, forme p-Hermitienne-symplectique, forme p-Kahlérienne, métrique de Gauduchon, métrique
fortement Gauduchon
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