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Thèse
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3.1.1 Cohomologie à valeur complexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.1.2 Cohomologie et métriques fG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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4.1 Déformations des variétés admettant des métriques plurifermées . . . . . . . . . . . . 54
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Chapitre 1
Introduction

Dans cette thèse, on explore quelques connexions entre la géométrie métrique des variétés com-
plexes compactes et certains aspects de la théorie de Hodge lié à la suite spectrale de Frölicher (un
objet classique reliant la différentielle et les structures complexes, voir par exemple un rappel de la
Définition §.2.5 ci-dessous) de ces variétés.

Il est bien connu que l’existence de la métrique de Kähler implique la meilleure dégénérescence
possible (i.e. à la première page E1) de cette suite spectrale. Cependant, Les variétés complexes
compactes n’admettent que rarement les métriques de Kähler et aucune autre propriété métrique
est actuellement connue pour impliquer la dégénérescence de certaine page de cette suite spectrale.
La conjecture suivante a été proposée et résolue dans un cas particulier dans [Pop16].

Conjecture 1.0.1. Soit X une variété complexe compacte. S’il existe une métrique SKT (i.e. une
(1, 1)-forme ω C∞ définie positive telle que ∂∂̄ω = 0) sur X, alors la suite spectrale de Frölicher de
X dégénère en la deuxième page E2.

Le cas général de cette conjecture, qui aura certainement un rôle à jouer dans la théorie de la
classification des variétés complexes compactes, toujours ouvert. Dans cette thèse, on étudie une
variante possible de celui-ci dans laquelle les métriques SKT sont remplacées par les métriques
fortement Gauduchon (fG) et le problème de la dégénérescence est souvent confiné à la cohomologie
de X en un degré proche du degré maximal. On s’inspire du résultat de Ceballos-Otal-Ugarte-
Villacampa [[COUV16], Théorème 5.6] affirmant que la suite spectrale de Frölicher de toute nilvariété
de dimension réelle 6 munie d’une structure complexe invariante et portant une métrique fG dégénère
en E2 et d’une généralisation possible de cette assertion, ils se demandaient à propos de

Question 1.0.2. ([COUV16, Question 5.7]) A-t-on la suite spectrale de Frölicher de toute variété
complexe compacte de dimension 3 portant une métrique fG dégénère en E2 ?

Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n. Rappelons que les métriques Hermi-
tiennes, définies comme étant des (1, 1)-formes ω C∞ définies positives, existent toujours sur X.
Même les métriques de Gauduchon ω, définies comme étant des métriques Hermitiennes vérifiant la
condition supplémentaire ∂∂̄ωn−1 = 0, existent toujours (cf. [Gau77b]). Cependant, les métriques
fortement Gauduchon (fG), introduites dans [Pop13] dans le contexte des déformations des struc-
tures complexes et définies par la condition forte ∂ωn−1 soit ∂̄-exacte, peuvent ne pas exister. Les
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variétés complexes compactes qui admettent des métriques fG sont appelées des variétés fortement
Gauduchon (fG) et la notion couvre une large éventail des variétés et élargit considérablement la
classe des variétés Kählériennes compactes et leurs modèles biméromorphes (= dites des variétés de
Fujiki de classe C).

La section 3.1 de cette thèse étudie des éléments de la dégénérescence en E2 de la suite spectrale
de Frölicher des variétés sGG, une class des variétés complexes compactes introduite et étudiée dans
[PU18a]. Ils sont définies comme étant toute métrique de Gauduchon est fortement Gauduchon. En
particulier, les métriques fG existent sur chaque variété sGG. De plus, d’après [[PU18a], Lemme 1.3],
une variété complexe compacte X de dimension n est sGG si et seulement si on a le cas particulier
du ∂∂̄-lemma sur X suivant :

Pour toute (n, n− 1)-forme Γ d-fermée sur X, si Γ est ∂-exacte, alors Γ est aussi ∂̄-exacte.

On exploite ce fait d’au moins deux façons dans la section 3.1 :

(1) en montrant que toute variété sGG admet la propriété de la dégénérescence partielle de
Frölicher en E2, i.e. l’application d2 agissant en bidegré (n− 2, n) sur la deuxième page de sa suite
spectrale de Frölicher est identiquement nulle (cf. Proposition 3.1.3) ;

(2) en introduisant trois versions SX ⊂ En−2, n
2 (X), S̃X ⊂ H2n−2

DR (X, R) (cf. Définition 3.1.5) et

ŜX ⊂ En−2, n
2 (X) (cf. (3.8)) de cône de positivité qu’on appelle cône E2sG d’une variété complexe

compacte donnée X de dimension n. Le terme E2sG se réfère au fait que ce cône consiste en (double)
classes de cohomologie de bidegrées (n − 2, n) qui est dans la deuxième page de la suite spectrale
de Frölicher de X et sont donc un raffinement de la cohomologie de Dolbeault.

L’aspect surprenant est qu’on introduit donc effectivement la notion de positivité pour les classes
de cohomologie de bidegrées (n − 2, n) qui va à l’encontre des notions familières de positivité qui
existent en tous bidegrés (p, p) (mais non (p, q) avec p 6= q) en géométrie complexe. Ceci est fait en
utilisant les métriques fortement Gauduchon qui permettent à la notion existante de positivité en
bidegrées (n − 1, n − 1) de se reporter au bidegrée (n − 2, n) d’une façon naturelle. Le cône E2sG
est vide si la variété X n’est pas fortement Gauduchon. Il dépend de la structure complexe de X.
On étudie cette dépendance en montrant le résultat suivant

Theorem 1.0.3. Soit π : X −→ ∆ une famille holomorphe de variétés complexes compactes de
dimension n au-dessus de la boule ∆ ⊂ CN centrée à l’origine. Supposons que la fibre X0 := π−1(0)
est une variété sGG.

Alors, le cône E2sG de De Rham S̃Xt ⊂ H2n−2
DR (X, R) de la fibre Xt := π−1(t) ⊂ X varie de

manière semi-continue inférieurement avec t ∈ ∆ variant dans un voisinage assez petit de 0 ∈ ∆.

On veut dire par X la variété lisse qui se trouve derrière toutes les fibres Xt de la famille (connue
d’être C∞ triviale par le théorème classique Ehresmann, mais en général n’est pas holomorphique-
ment triviale), alors le groupe de cohomologie de De Rham réel H2n−2

DR (X, R) de dégrée 2n − 2
est indépendant de la (structure complexe de la) fibre Xt. La signification de la semi-continuité

inférieure en relation avec la dépendance de t du cône E2sG de De Rham S̃Xt est précise dans le
théorème 3.1.9.
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On utilise aussi la dualité de Serre (prouvé dans le prochain document commun [PU18b] de
D. Popovici et L. Ugarte au moyen du laplacien pseudo-différentiel introduit dans [Pop16]) entre
n’importe quel couple (Ep, q

2 (X), En−p, n−q
2 (X)) des espaces vectoriels de bidegrés complémentaires

figurant sur la deuxième page de la suite spectrale de Frölicher de X. De cette façon, on montre
l’analogue suivant dans notre contexte de la dualité de Lamari [[Lam99], Lemme 3.3] entre le cône
pseudo-effective et la fermeture du cône de Gauduchon de toute variété complexe compacte.

Proposition 1.0.4. Soit X une variété sGG complexe compacte de dimension n sur laquelle une
métrique Hermitienne arbitraire γ est fixée. Le dual de la fermeture du cône

ŜX =

{[
[Γn−2, n]∂̄

]
d1

| ∃ω métrique Hermitienne telle que ∂Γn−2, n = −∂̄ωn−1

}
⊂ En−2, n

2 (X)

(1.1)
sous la dualité E2, 0

2 (X)×En−2, n
2 (X) −→ C est une cône convexe fermé dans E2, 0

2 (X) consistant en
les E2-classes [[θ2, 0]∂̄]d1 “représentable” par les courants τ 2, 0 : C∞n−2, n(X, R)γ −→ R γ-positifs.

On se réfère à la Proposition 3.1.16 pour plus d’information et à la Définition 3.1.13 pour la
notion d’un courant γ-positif de bidegré (2, 0). C’est un autre prolongement des notions classique de
positivité dans la géométrie complexe au bidegré (p, q) avec p 6= q. Le bidegré (2, 0) est important
surtout sur les variétés holomorphes symplectiques (non nécessairement Kählérienne) et on espère
qu’il sera traité dans un futur travail.

La section 3.2 de cette thèse porte sur le problème de la dégénérescence de Frölicher et la variation
de la structure complexe d’après des points de vue différents qui reste attaché à la théorie des variétés
sGG.

Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n. Dans [Pop17], pour toute constante
positive h, l’opérateur differentiel d = ∂ + ∂̄ associé à la structure lisse de X a été modifié à

dh := h∂ + ∂̄ : C∞k (X, C)→ C∞k+1(X, C), k ∈ {0, . . . , 2n}, 1 (1.2)

en modifiant sa partie de type (1, 0) dans la décomposition induite par la structure complexe de X.
Contrairement à d, les opérateurs dh dépendent de la structure complexe de X en partageant aussi
quelques propriétés avec d. Le plus remarquable de ceux-ci est que la dh-cohomologie de X, reposant
sur la propriété d’intégrabilité d2

h = 0 et définie pour tout k ∈ {0, . . . , 2n} par

Hk
dh

(X, C) = ker(dh : C∞k (X, C)→ C∞k+1(X, C))

/
Im (dh : C∞k−1(X, C)→ C∞k (X, C)),

est isomorphe à la cohomologie de De Rham de X via l’isomorphisme Hk
DR(X, C) 3 {u}DR 7→

{θhu}dh ∈ Hk
dh

(X, C) induit par l’isomorphisme ponctuel

θh : Λp, qT ?X → Λp, qT ?X, u 7→ θhu := hp u,

au niveau des formes différentielles de type-pure sur X. Les opérateurs dh prennent dans un certain
sens la relation entre les structures lisses et complexes de X.

1. Dans la suite, C∞
k (X, C) désigne l’espace des k-formes C∞ sur X à valeurs dans C.
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D’autre part, ils existent dans la littérature au moins deux notions du ∂∂̄-lemma étant satisfaites
par une variété complexe compacte qui capture la relation entre la structure lisse et la structure
complexe.

(a) Une notion précoce qui a été utilisée par de nombreux auteurs apparâıt dans [[DGMS75],
Lemmes 5.11 et 5.15]. Elle définie l’accomplissement du ∂∂̄-lemma (ou du ddc-lemma équivalent)
sur une variété complexe compacte par la condition toute forme différentielle lisse u en tout dégrée
(mais non nécessairement de type pure) qui est à la fois ∂-fermée et ∂̄-fermée vérifie l’implication
suivante :

u ∈ Im d =⇒ u ∈ Im (∂∂̄). (1.3)

Cette implication est actuellement une équivalence puisque l’implication inverse est triviale sur toute
variété.

Par exemple, c’est ce qu’on voulait dire par le ∂∂̄-lemma satisfaisant sur une variété donnée dans
[AT12].

(b) Dans [Pop14], le terme ∂∂̄-variété a été introduit pour dire qu’une variété complexe compacte
donnée X vérifie le ∂∂̄-lemma si pour toute forme u de type-pure d-fermée sur X, les propriétés
d’exactitude suivantes sont équivalentes :

u ∈ Im d ⇐⇒ u ∈ Im ∂ ⇐⇒ u ∈ Im ∂̄ ⇐⇒ u ∈ Im (∂∂̄). (1.4)

La dernière propriété implique trivialement les autres, alors les équivalences ci-dessus sont réduites
à chacune des trois autres formes d’exactitude impliquant la (∂∂̄)-exactitude. Puisque u est de type-
pure, alors la condition de la d-fermeture sur u est équivalente à u étant supposée à la fois ∂-fermée
et ∂̄-fermée.

Toute en face, la condition (1.4) est plus restrictive que (1.3), mais (1.4) est seulement requis
pour s’appliquer à des formes de type-pure. La version (a) du ∂∂̄-lemma (doit être vérifier sur toutes
les formes, non nécessairement de type-pure) implique la version (b) est implicite dans [[DGMS75],
Lemme 5.15].

Pour toute constante h ∈ R \ {0}, on introduit dans cette thèse la notion de h-∂∂̄-variété qui
implique la version (a) ci-dessus (donc aussi la version (b)) de la ∂∂̄-condition. L’idée est d’utiliser
les opérateurs dh pour capturer l’interaction entre la structure lisse et la structure complexe.

Définition 1.0.5. Soit h ∈ R \ {0} une constante arbitraire. Une variété complexe compacte X
avec dimCX = n est appelée h-∂∂̄-variété si pour tout k ∈ {0, 1, . . . , 2n} et toute k-forme u ∈
ker dh ∩ ker d−h−1, les conditions d’exactitude suivantes sont équivalente :

u ∈ Im dh ⇐⇒ u ∈ Im d−h−1 ⇐⇒ u ∈ Im d ⇐⇒ u ∈ Im (dh d−h−1) = Im (∂∂̄).

On montre dans le Corollaire 3.2.19 qu’une propriété équivalente est obtenue en enlevant la
condition u ∈ Im d de la suite des équivalences ci-dessus. Notons que les formes u dans la Définition
1.0.5 ne sont pas forcément de type pure. Contrairement à ∂, ∂̄ et ∂∂̄, les opérateurs dh n’envoie pas
les formes de type-pure vers les formes de type-pure, alors la preuve de l’implication “(a)n =⇒ (b)n
“ dans [[DGMS75], Lemme 5.15] ne s’adapte pas facilement pour montrer l’implication possible
“version (a) de la ∂∂̄-propriété =⇒ la h-∂∂̄-propriété“. En fait, on ne sait pas si cette dernière
implication est satisfaite. A priori, la h-∂∂̄-propriété est plus forte lorsque h /∈ {−1, 1}.
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En introduisant les dh-analogues des cohomologies standard de Bott-Chern et Aeppli et suivant
le modèle de la preuve, donné par Wu dans [Wu06], de la stabilité par petites déformations de la
structure complexe de la ∂∂̄-propriété standard, on montre que l’analogue est vérifié pour notre
h-∂∂̄-propriété.

Theorem 1.0.6. Fixons une constante arbitraire h ∈ R \ {0}. La h-∂∂̄-propriété des variétés com-
plexes compactes est ouverte par déformations de la structure complexe.

Voir le Théorème 3.2.16 pour plus de détails.
Une dernière explication est à propos du choix de l’accouplement dh avec d−h−1 , plutôt qu’avec le

plus naturel dh = h dh−1 . Ce choix nous est imposé par la formule de type Bochner-Kodaira-Nakano
( l’identité de h-BKN ) qu’on établit dans le théorème 3.2.5 comme conséquence de ce qu’on
appelle les relations de h-commutation qu’on calcul pour les opérateurs dh et pour une métrique
Hermitienne quelconque dans le Lemme 3.2.1. Le couple (dh, d−h−1) généralise le couple classique
(d, dc) puisque pour h = −1, d−1 est un multiple constant (qui ne change ni le noyau ni l’image) de
dc = −JdJ = i(∂̄ − ∂) = i d−1.

L’objectif de la section 4.2 est de montrer que les variétés admettant des (p, p)-formes p-Hermitienne-
Symplectique (p-HS) et p-plurifermée (p-SKT) (voir Définition 2.2.9) sont ouvertes par déformations
holomorphes si les fibres X0 sont des ∂∂̄-variétés comme dans le Théorème 4.2.2 et le Théorème 4.2.4
respectivement.

Notons que la propriété p-kählérienne (voir Définition 2.2.9 ) n’est pas stable par petites déformations
(voir [AB90] pour un exemple de cette non stabilité).

C’est une première étape vers une éventuelle résolution de la propreté de la conjecture de Barlet.
Avant de présenter cette conjecture rappelons qu’une variété complexe compacte X est dite dans la
classe de Fujiki (de classe C) s’il existe une application holomorphe propre biméromorphe (i.e. une
modification) µ : X̃ −→ X d’une variété Kählérienne compacte X̃ (voir [Var]).
Fujiki a introduit les variétés X de classe C , dans [Fuj], comme étant les images méromorphes des
variétés Kählérienne compacte.
D’autre part, notons par Cp(X�∆) l’espace relatif de Barlet des p-cycles analytiques effectifs conte-
nus dans la fibre Xt, et :

C(X�∆) = ∪
0≤p≤n

Cp(X�∆)

Conjecture 1.0.7. [Pop10] Soit π : X −→ ∆ une famille analytique complexe de variétés complexes
compactes telles que la fibre Xt est une variété de classe C pour tout t ∈ ∆. Alors les composantes
irréductibles de l’espace relatif de Barlet C(X�∆) des cycles dans X sont propres au-dessus de ∆
dans le sens suivant :

P : C(X/∆) −→ ∆
Zt 7→ P (Zt) = t

envoyant chaque diviseur Zt ⊂ Xt contenu dans une fibre Xt vers un point de base t ∈ ∆. La
restriction de l’application P aux composantes irréductibles de C(X/∆) sont propres.

On va montrer aussi dans la Proposition 4.3.5 que si les cônes des classes des (p, p)-formes :
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Ap(X) = {[Ω]A/Ω faiblement strictement positive telle que ∂∂̄Ω = 0} ⊂ Hp,p
A (X,R) ⊂ Hp,p

A (X,C)

Cp(X) = {[Ω]A/Ω faiblement strictement positive telle que Ω p−HS} ⊂ Hp,p
A (X,R) ⊂ Hp,p

A (X,C)

sont égaux sur toute fibre Xt sauf éventuellement sur la fibre centrale X0, alors ils sont égaux
sur X0 si les hypothèses H̃1, · · · , H̃p+1 sont satisfaites pour tout t ∈ ∆ \ {0} et si hp+k−1,p−k+1

A (t) :=

dimHp+k−1,p−k+1
A (Xt,C), hp+k,p−k+1

BC (t) := dimHp+k,p−k+1
BC (Xt,C) et hp+k,p−k+1

∂ (t) := dimHp+k,p−k+1
∂ (Xt,C)

sont indépendantes de t ∈ ∆ pour tout k ∈ {1, · · · , p+ 1} avec p fixé .
Finalement, on prouve, sous certaines hypothèses plus faibles que le ∂∂̄-lemma dans le Corollaire
4.3.8, que l’application :⊕

p+q=k

Hp,q
A (X,C)⊕

⊕
p+q=2n−k

Hp,q
A (X,C) ↪→ Hk

DR(X,C)⊕H2n−k
DR (X,C)

est un isomorphisme.
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Chapitre 2
Préliminaires

2.1 Variétés C∞ et variétés complexes

2.1.1 Variétés C∞

Définition 2.1.1. Soit (X, τ) un espace topologique séparé connexe paracompacte. On dit que (X, τ)
est une variété topologique de dimension n si pour tout p ∈ X, il existe une ouvert U ⊂ X
contenant p et φ : U → V ⊂ Rn homéomorphisme.

Un atlas topologique A d’une variété topologique X de dimension n est un recouvrement (Uα)α∈I
de X telle que φα : Uα → φα(Uα) ouvert de Rn.

On dit que A est maximale si (U, φ) est une carte de X telle que : si φ ◦ φα−1 : φα(U ∩ Uα) →
φ(U ∩ Uα) est un homéomorphisme, alors (U, φ) ∈ A.

X est une variété différentielle de dimension n si X est une variété topologique muni d’un
atlas maximale A tel que : ∀(U, φ), (V, ψ) ∈ A :

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V )

est un C∞ difféomorphisme.

Définition 2.1.2. Soit X une variété de classe C∞. On appelle une métrique Riemannienne de
classe C∞ sur X la donnée, pour tout m ∈ X, d’un produit scalaire gm (forme bilinéaire symétrique
définie positive) sur TmX dépendant de manière C∞ de m i.e. pour toute carte (U,ϕ) de classe C∞

sur X, la fonction m 7−→ gm( ∂
∂xi

(m), ∂
∂xj

(m)) =: gij(m) est Cp de U dans R. Les coefficients de la

matrice (gij)ij sont appelés les coefficients de la métrique dans la carte (U,ϕ).

Définition 2.1.3. Une variété Riemannienne est une variété différentielle muni d’une métrique
Riemannienne.

Exemple 2.1.4. H = {(x, y) ∈ R2, y > 0} = {z ∈ C, Im(z) > 0} Le demi-plan de Poincaré muni
de la métrique :gh = 1

y2
ge
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2.1.2 Structure presque complexe

La structure presque complexe est une autre manière d’introduire les variétés complexes.

Définition 2.1.5. Une structure presque complexe sur une variété différentielle lisse X est un
endomorphisme J : TX −→ TX du fibré tangent réel de X tel que J2

x = −IdTxX pour tout x ∈ X
où Id : TxX → TxX est l’application identité.

En d’autres termes une structure presque complexe équipe l’espace tangent en chaque point par
une application linéaire qui se comporte comme la multiplication par

√
−1. Donc la dimension de

X doit être pair, car un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension impaire a une valeur
propre réelle qui ne peut pas être le carré de −1. La paire (X, J) est appelée une variété presque
complexe.

Exemple 2.1.6. Si X est une variété complexe, alors les cartes holomorphes identifient chaque es-
pace tangent TpX avec Cn, alors on peut définir J(v) =

√
−1v pour v ∈ TpM , donnant une structure

presque complexe. Le fait que les fonctions de transition sont holomorphes signifie que la multipli-
cation par

√
−1 est compatible dans les différentes identifications de TpX avec Cn en utilisant des

différentes cartes .

Si z1, ..., zn sont des coordonnées holomorphes et zi = xi +
√
−1yi où xi et yi sont des fonctions

réelles, avec cette identification, on a :

J(
∂

∂xi
) =

∂

∂yi
, J(

∂

∂yi
) = − ∂

∂xi

Sur une variété presque complexe, il est commode de travailler avec le fibré tangent complexifié

TCX := TX ⊗R C = T 1,0X + T 0,1X, dimCT
1,0X = dimCT

0,1X = 2n

où T 1,0X, T 0,1X ⊂ TCX sont les sous espaces propres de Id × J affectés aux valeurs propres i et
−i. On a aussi une décomposition de l’algèbre extérieur complexifié

ΛkT ∗CX =
⊕
p+q=k

Λp,qT ∗CX

où
Λp,qT ∗CX = Λp(T 1,0X)∗ ⊗C Λq(T 0,1X)∗

Comme pour les variétés complexes, on note par C∞p,q(X,C) l’espace des formes différentielles de
classe C∞ et de bidegrée (p, q) à valeurs dans C. Il existe une application bilinéaire antisymétrique

θ : C∞(X,T 1,0X)× C∞(X,T 1,0X)→ C∞(X,T 0,1X)

qui tout couple de champs de vecteurs (ζ, η) de type (1, 0) associe la composante (0, 1) du crochet
de Lie [ζ, η]. Puisque

[ζ, fη] = f [ζ, η] + ζ(f)η ∀ f ∈ C∞(X,C)

on a θ(ζ, fη) = fθ(ζ, η). Par suite θ est une (2, 0)-forme sur X à valeurs dans T 0,1X.

Si X est une variété complexe et J est la structure presque complexe usuelle, alors θ = 0 car
[∂/∂zj, ∂/∂zk] = 0 pour tout système de coordonnées holomorphes (z1, · · · , zn).
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Définition 2.1.7. La forme θ ∈ C∞2,0(X,T 0,1X) est appelée la torsion de J . La structure presque
complexe J est dite intégrable si θ = 0.

Si u ∈ C∞p,q(X,C), on note ∂u, ∂̄u les composantes de type (p+1, q) et (p, q+1) de du = ∂u+ ∂̄u.
Soit (ζ1, · · · , ζn) un repère local de T 1,0X sur une carte Ω. La torsion θ s’écrit

θ =
n∑
j=1

αj ⊗ ζ̄j, αj ∈ C∞2,0(Ω,C)

Elle définit les opérateurs

θ
′
u =

n∑
j=1

αj ⊗ (ζ̄jyu), θ
′′
u =

n∑
j=1

ᾱj ⊗ (ζjyu)

de sorte que θ
′
u et θ

′′
u sont de bidegrées (p + 2, q − 1) et (p − 1, q + 2) respectivement. De plus θ

′

et θ
′′

sont des dérivations. Pour θ
′

:

θ
′
(u ∧ v) = θ

′
u ∧ v + (−1) deguu ∧ θ′v

Proposition 2.1.8. On a d = ∂ + ∂̄ − θ′ − θ′′.

Donc (X, J) est intégrable si et seulement si d = ∂ + ∂̄ i.e la structure (X, J) est complexe.
C’est le théorème de Newlansder-Nirenberg dont la preuve est une conséquence des estimées L2 de
Hörmander.

Theorem 2.1.9. Toute structure presque complexe intégrable J sur X est définie par une structure
analytique complexe unique.

2.1.3 Variétés complexes

Définition 2.1.10. . Une variété complexe X est une variété différentielle de classe C
∞

et de
dimension réelle 2n muni d’une structure presque complexe J intégrable.

D’après le théoreme de Newlander-Nirenberg, il existe un atlas A = (Uα, φα)α∈I formés des cartes
holomorphes de X vérifiant :

(i) φα : Uα → φα(Uα) ⊂ Cn est un homéomorphisme pour tout α ∈ I,

(ii) φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ) −→ φβ(Uα ∩ Uβ) est une application biholomorphe pour tout α, β ∈ I.

Une application f : X −→ Y entre deux variétés complexes est dite holomorphe si

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V )

est holomorphe pour toutes cartes (U, φ) ⊂ X et (V, ψ) ⊂ Y telles que f(U) ⊂ V .

Un système de coordonnées holomorphes centrées autour d’un point p ∈ X est constitué par
une carte (U, z1, · · · , zn) de X vérifiant zi(p) = 0. Si (V, ω1, ..., ωm) forment un autre système de
coordonnées holomorphe alors chaque ωi est une fonction holomorphe de z1, ..., zm.
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Exemple 2.1.11. 1- La sphère de Riemann.
Soit X = S2 où S2 ⊂ R3 est la sphère unité. En identifiant R2 avec C, la sphère S2 admet deux
cartes U1 = S2\{(0, 0, 1)} et

ϕ : U1 −→ C

la projection stéréographique du pôle nord au plan xOy et U2 = S2\{(0, 0,−1)} et

ψ : U2 −→ C

La composé de la projection stéréographique du pôle sud, au plan xOy, avec la conjugaison complexe
donnent deux cartes holomorphes telles que

ψ ◦ ϕ−1(z) =
1

z
∀z ∈ C\{0}

2- Espace projectif complexe.
L’espace projectif complexe Pn(C) est défini comme étant l’espace des droites complexes dans Cn+1

passant par l’origine. Plus précisément, on définit la relation d’équivalence ∼ sur Cn+1\{0} par :

(Z0, ..., Zn) ∼ (αZ0, ..., αZn), ∀α ∈ C\{0}

Alors Pn(C) = (Cn+1\{0})/∼ est l’ensemble des classes d’équivalence.

Notons par [Z0 : ... : Zn] la classe d’équivalence de (Z0, ..., Zn). Afin de définir la structure
complexe, nous utiliserons n+ 1 cartes. Pour i ∈ {0, 1, ..., n}, soit

Ui = {[Z0 : ... : Zn]/ Zi 6= 0}

et
ϕi : Ui −→ Cn

[Z0 : ... : Zn] 7→ (Z0

Zi
, ..., Zi−1

Zi
, Zi+1

Zi
, ..., Zn

Zi
)

Alors pour w1, ..., wn ∈ Cn

ϕi ◦ ϕ−1
j (w1, ..., wn) = (

w1

wi
, ...,

wi−1

wi
,
wi+1

wi
, ...,

wj
wi
,

1

wi
,
wj+1

wi
, ...,

wn
wi

)

est holomorphe.
Topologiquement, Pn(C) peut être vu comme le quotient S2n+1/S1, où S2n+1 ⊂ Cn+1 est la sphère
unité et S1 agit comme la multiplication par unité de longueur des nombres complexe. Par suite
Pn(C) est compacte.

3- Sous variétés de Pn(C)
Supposons que f1, ..., fk sont des polynômes homogènes Z0, ..., Zn. Même si les fi ne sont pas bien
définies sur Pn(C) leur ensemble des zéros est bien défini.
Soit V ⊂ Pn(C) leur ensemble des zéros communs

V = {[Z0 : ... : Zn]/fi(Z0, ..., Zn) = 0 pour i = 1, ..., k}
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Si V est une sous-variété lisse , alors c’est une variété complexe et les cartes peuvent être construites
en utilisant le théorème des fonctions implicites. Étant un sous-ensemble fermé de Pn(C) , la sous
variété V est compacte.

Plus généralement, si X est une variété complexe compacte tel qu’il existe un plongement holo-
morphe X → PN(C) ( i.e une immersion qui soit un homéomorphisme sur son image ), on dit que
X est une variété projective.

Si X est une variété complexe on désigne par C∞(X,Λp,qT ∗X) le C-espace vectoriel des (p, q)-
formes u à coefficients C∞ :

u =
∑

|I|=p,|J |=q

uIJdzI ∧ dz̄J

où (z1, · · · , zn) est un système de coordonnées holomorphes, I = (i1, · · · , ip), J = (j1, · · · , jq) sont
des multi-indices arrangés de manière croissante et

dzI := dzi1 ∧ · · · ∧ dzip , dz̄J := dz̄j1 ∧ · · · ∧ dz̄jp

La différentielle extérieure du ∈ C∞(X,Λp+q+1T ∗X) et

∂u =
∑

|I|=p,|J |=q,1≤k≤n

∂uIJ
∂zk

dzk ∧ dzI ∧ dz̄J

∂̄u =
∑

|I|=p,|J |=q,1≤k≤n

∂uIJ
∂z̄k

dz̄k ∧ dzI ∧ dz̄J

de sorte que ∂u ∈ C∞(X,Λp+1,qT ∗X) et ∂̄u ∈ C∞(X,Λp,q+1T ∗X).

2.2 Variété kählérienne, p-SKT, p-HS, équilibré,Gauduchon

et fortement Gauduchon

L’objectif de cette section est de rappeler des différents types des métriques lisses. Dans la suite,
on suppose que X est une variété complexe compacte, avec dimCX = n, muni d’une structure com-
plexe J.

On rappelle qu’une métrique Riemannienne sur X est une forme bilinéaire symétrique définie
positive de classe C∞ sur chaque espace tangent TxX de X et qui est C∞ en x ∈ X.

Définition 2.2.1. Une métrique Riemannienne g sur X est dite Hermitienne si g(JZ, JY ) =
g(Z, Y ) pour tous les vecteurs tangents Z, Y ∈ TX. En d’autres termes, la structure complexe J
est une transformation orthogonale sur chaque espace tangent de X.

Soit g une métrique Hermitienne, on définit

ω(Z, Y ) = g(JZ, Y ), ∀Z, Y ∈ TX

Alors ω est anti-symétrique et définit une 2-forme réelle de type (1, 1) sur X.
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Définition 2.2.2. Une métrique Hermitienne g sur X est dite Kählerienne si la (1, 1)-forme ω est
fermée i.e dω = 0 sur X. La (1, 1)-forme ω est appelée la forme de Kähler de g.

En général on confond g et ω. En coordonnées locales z1, ..., zn, une métrique Hermitienne est
déterminée par ses composantes gj,k̄ où

gj,k̄ = g(
∂

∂zj
,
∂

∂z̄k
)

La condition d’être Hermitienne implique que

g(
∂

∂zj
,
∂

∂z̄k
) = g(

∂

∂z̄j
,
∂

∂zk
) = 0, ∀i, j, k = 1, · · · ,m

En termes de composantes , on a :

g =
∑
j,k

gj,k̄(dzj ⊗ dz̄k + dz̄k ⊗ dzj)

Notons que la barre sur k̄ dans les composantes gj,k̄ est utilisé pour rappeler la distinction entre les
composantes holomorphes et antiholomorphes.

La symétrie de g implique que ḡj,k̄ = gk,j̄ et la positivité de g signifie que (gj,k̄)1≤j,k≤m est une matrice
Hermitienne définie positive en chaque point.
La 2-forme ω associée à g s’écrit :

ω = i
∑
j,k

gj,k̄dzj ∧ dz̄k

Par suite g est Kählerienne si et seulement si

∂gj,k̄
∂zi

=
∂gi,k̄
∂zj

, ∀ i, j, k = 1, · · · , n

Le théorème suivant nous dit qu’une métrique Hermitienne est Kählerienne si et seulement si la
métrique est tangente à l’ordre 2 à une métrique Hermitienne à coefficients constants en tout point
de la variété.

Theorem 2.2.3. Soit ω une (1, 1)-forme définie positive et de classe C∞ sur variété complexe M
de dimension n. Pour que ω soit Kählerienne il faut et il suffit qu’en tout point x0 ∈M , il existe un
système de coordonnées holomorphes (z1, · · · , zn) centré en x0 tel que

ω = i
∑

1≤j,k≤n

ωjkdzj ∧ dz̄k avec ωjk = δjk +O(|z|2).

Un tel système de coordonnées sera appelée un système de coordonnées géodésiques ( ou normales )
en x0.
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Preuve. ⇐= : supposons que pour tout x0 ∈ M , il existe une système de coordonnées holomorphes
(z0, · · · , zn) centré en x0 tel que

ω = i
∑

1≤j,k≤n

ωjkdzj ∧ dz̄k avec ωjk = δjk +O(|z|2).

Alors ω est définie positive et dω(x0) = 0 car zj(x0) = 0.

=⇒ : supposons que ω est Kählérienne. Soit (ζ1, · · · , ζn) un système de coordonnées centré en x0 tel
que (dζ0, · · · , dζn) soit une base orthonormée de T ∗x0M . On peut écrire

ω = i
∑

1≤l;m≤n

ω̃lmdζl ∧ dz̄m

où grâce à la formule de Taylor, on a

ω̃lm = δlm +O(|z|) = δlm +
n∑
j=1

(ajlmζj + a
′

jlmζ̄j) +O(|z|2)

Puisque ω est réelle on a ājlm = a
′

jlm et dω = 0 entraine

∂ω̃lm
∂ζj

=
∂ω̃jm
∂ζl

⇐⇒ ajlm = aljm

On pose

zm = ζm +
1

2

n∑
j,l=1

ajlmζjζl , m = 1, · · · , n

Il est clair que (z1, · · · , zn) est un système de coordonnées locales en x0 et

dzm = dζm + 1
2

n∑
j,l=1

ajlm(ζjdζl + dζjζl)

= dζm + 1
2

n∑
j,l=1

ajlmζjdζl +
1

2

n∑
j,l=1

ajlmdζjζl

= dζm + 1
2

n∑
j,l=1

ajlmζjdζl +
1

2

n∑
j,l=1

aljmdζjζl

= dζm +
n∑

j,l=1

ajlmζjdζl

14



On en déduit alors que i
n∑

m=1

dzm ∧ dz̄m est égal à

= i
( n∑
m=1

dzm ∧ dz̄m +
n∑

j,l;m=1

ajlmζjdζl ∧ dz̄m +
n∑

j,l;m=1

ājlmζ̄jdζm ∧ dz̄l
)

+O(|z|2)

= i
( n∑
m=1

dzm ∧ dz̄m +
n∑

j,l,m=1

ajlmζjdζl ∧ dz̄m +
n∑

j,l,m=1

ājlmζ̄jdζl ∧ dz̄m
)

+O(|z|2)

= i
( n∑
m=1

dzm ∧ dz̄m +
n∑

j,l,m=1

ajlmζjdζl ∧ dz̄m +
n∑

j,l,m=1

a
′

jlmζ̄jdζl ∧ dz̄m
)

+O(|z|2)

= ω +O(|z|2).

�

Proposition 2.2.4. Soit X une ∂∂̄-variété (i.e. vérifiant le ∂∂̄-lemma). Alors pour tout p = 0, · · · , n
et toute forme u ∈ C∞p,0(X,C) telle que ∂̄u = 0, on a du = 0. C’est à dire toute p-forme holomorphe
est d-fermée sur une ∂∂̄-variété.

Preuve. Soit u ∈ C∞p,0(X,C), alors du = ∂u+ ∂̄u = ∂u car ∂̄u = 0. D’autre part, on a d∂u = ∂̄∂u =
−∂∂̄u = 0 et comme ∂u est une (p+1, 0)-forme ∂-exacte, alors d’après le ∂∂̄-lemma, on a ∂u ∈ Im∂̄,
i.e. ∂u = ∂̄α où α est une (p+ 1,−1)-forme. Donc α = 0. Il en résulte que ∂u = 0. D’où du = 0. �

Une caractérisation des surfaces complexes compactes est le résultat de N. Buchdahl [Buc99] et A.
Lamari [Lam99] suivant :

Proposition 2.2.5. Soit X une surface complexe compacte.

X est Kählérienne ⇐⇒ le premier nombre de Betti (noté b1) est pair.

Maintenant, on donne quelques exemples et contre-exemple de variété Kählérienne.

Exemple 2.2.6. Métrique de Fubini-Study. L’espace projectif complexe Pn(C) a une métrique
de Kähler naturelle ωFS appelé métrique de Fubini-Study. Soit ω la (1, 1)-forme sur Pn(C) définie
par

ω = π∗(i∂∂̄ log ‖z‖)

où π : Cn+1 \ {0} → Pn(C) est la projection canonique et ‖z‖2 =
n∑
i=0

|zi|2. Montrons que ω est bien

définie sur Pn(C). Sur Ui = {[z], zi 6= 0} on a

ωi =
i

2
∂∂̄ log(1 +

n∑
l=0,l 6=i

(
1 +
|zl|2

|zi|2
)

) + i∂∂̄ log |zi|

Mais ∂∂̄ log |zi| = 0 sur Ui car [z] ∈ Ui → zi est holomorphe et sans zéros. Sur Ui ∩ Uj, on a

ωi|Ui∩Uj =
i

2
∂∂̄ log(1 +

n∑
l=0,l 6=i,j

(1 +
|zl|2

|zi|2
) + i∂∂̄ log

|zj|
|zi|
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Mais

i∂∂̄ log
|zj|
|zi|
|Ui∩Uj= 0

car l’application

z ∈ Ui ∩ Uj →
zj
zi

est holomorphe et sans zéros par suite le logarithme de son module est pluri-harmonique. D’où

ωi|Ui∩Uj = ωj |Ui∩Uj

La (1, 1)-forme ω est U(n+ 1)-invariante et U(n+ 1) agit transitivement sur Pn(C) . Pour vérifier
que ω est définie positive, il suffit de vérifier que la matrice Hermitienne correspondante est définie
positive en un seul point. Prenons par exemple le point [1, 0, ..., 0] et utilisons les coordonnées locales
holomorphes ζi = zi

z0
pour i = 1, ..., n sur la carte U0. Sur cette carte on a donc

ω =
i

2
∂∂̄ log(1 + |ζ1|2 + ...+ |ζn|2)

qui à l’origine égale à i
2

∑
i dζi ∧ dζ̄i = i

2
∂∂̄|ζ|2 qui est donc définie positive . Il est claire que ω est

fermé car il est localement exacte. On note cette métrique par ωFS appelée métrique de Fubini-Study
de Pn(C).

Exemple 2.2.7. Si F : V → PN(C) est une variété projective alors la (1, 1)-forme de F ∗(ωFS) définit
bien une métrique de Kähler sur V car dF ∗(ωFS) = F ∗(dωFS) = 0 et i∂∂̄F ∗(ωFS) = F ∗(i∂∂̄ωFS) > 0
sur V car F est une immersion i.e rang(dF ) = dimCV.

Exemple 2.2.8. (Voir par exemple [AB91], [Dem12], [Pop14] et [Sch07]) Soit G le groupe de Lie
complexe connexe, simplement connexe (le groupe de Heisenberg) suivant :

G =

M =

1 x z
0 1 y
0 0 1

 ∈ GL(3,C) / x, y, z ∈ C

 ' C3

et soit H le sous-groupe discret de G consistant en les matrices avec des entiers dans Z[i] := {x +
iy / x, y ∈ Z}

H = {Γ ∈ G/x, y, z ∈ Z[i]} ⊂ G

La variété d’Iwasawa est définie comme étant le quotient X := G/H.
La 1-forme holomorphe sur G

G 3M 7→M−1dM =

0 dx dz − xdy
0 0 dy
0 0 0


Elle définit une 1-forme holomorphe sur X. On dispose de trois 1-formes remarquables sur X :

φ1 := dx, φ2 := dy et φ3 := dz − xdy

qui sont holomorphes mais dφ3 = −φ1 ∧φ2 6= 0 sur X. Par conséquent la variété d’Iwasawa X n’est
pas Kählérienne.
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Maintenant, on introduit la variété p-Hermitienne-Symplectique (p-HS) et la variété p-plurifermée
(p-SKT) comme suit :

Définition 2.2.9. Soit Ω une (p, p)−forme réelle C∞ faiblement strictement positive (voir la Définition
5.0.11).

(i) Ω est appelée p−Hermitienne-symplectique (p−HS) s’ils existent αi,2p−i ∈ C∞i,2p−i(X,C)
pour i = 0, · · · , 2p telles que

d(

p−1∑
i=0

αi,2p−i + Ω +

p−1∑
i=0

αi,2p−i) = 0.

(ii) Ω est dite p-plurifermée (p−SKT) si ∂∂̄Ω = 0.

(iii) X est p−SKT (resp. p−HS) s’il existe une forme p−SKT (resp. p−HS) sur X.

(iv) [AB91] Une variété complexe compacte X est dite p-Kählérienne si elle admet une (p, p)−forme
Ω faiblement strictement positive d-fermée appelée une forme p−Kählérienne.

Lorsque p = 1, d’après ([ST10], Proposition 1.6), une surface complexe est Hermitienne-symplectique
si et seulement si elle est Kählérienne. Donc tout exemple de variété complexe admettant une struc-
ture Hermitienne-symplectique qui n’est pas Kählérienne doit être de dimension supérieure à 2.

Définition 2.2.10. Soit X une variété complexe compacte de dimension n.
Soit ω > 0 une (1, 1)-forme C∞ définie positive. ω est dite une métrique :

(i) de Gauduchon [Gau77b] si ∂ωn−1 est ∂̄-fermée sur X, c’est à dire ∂∂̄ωn−1 = 0.

(ii) fortement Gauduchon (ou fG) [Pop13] si ∂ωn−1 est ∂̄-exacte sur X.

(iii) équilibrée (terminologie de [Mich83]) ou semi-Kählérienne (terminologie de [Gau77a]) si
dωn−1 = 0 sur X.

(iv) Une variété est appelée de Gauduchon, fortement Gauduchon ou équilibrée si elle admet une
métrique de Gauduchon, fortement Gauduchon ou équilibrée respectivement.

Notons que, d’après [Gau77b], il existe toujours une métrique de Gauduchon. Il est clair que si
une métrique ω est fortement Gauduchon, alors ω est de Gauduchon. D’autre part, il existe des
variétés qui ne sont pas fortement Gauduchon, par exemple les variétés de Calabi-Eckmann[CE53],
les variétés de Hopf [Hop48] et les variétés de Tsuji [Tsu84]. Les variétés vérifiant le ∂∂̄-lemma et les
variétés équilibrée sont toujours fortement Gauduchon. De plus les notions Gauduchon et fG sont
équivalentes lorsque X est supposée ∂∂̄-variété [Pop13]. Puisque toute variété complexe compacte
parallélisable est équilibrée ([AB91], Remarque 3.1), alors la variété d’Iwasawa 2.2.8 est équilibrée,
par conséquent fortement Gauduchon. En dimension 2, on a les équivalences suivantes :

X Kählérienne ⇐⇒ X équilibrée ⇐⇒ X ∂∂̄-variété ⇐⇒ X fG
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2.3 Opérateur elliptique et symbole principal [Dem12]

Soit X une variété différentielle de classe C∞, dimRX = m. Soient E et F des K-fibrés vectoriels
sur X, rg(E) = r , rg(F ) = r′ et K = R où C.

Définition 2.3.1. Un opérateur différentiel linéaire de degré δ de E vers F est un opérateur K-
linéaire :

P : C∞(X,E) −→ C∞(X,F )
u 7−→ Pu

de la forme :

Pu(x) =
∑
|α|≤δ

aα(x)Dαu(x)

E|U ' U × Kr , F|U ' U × Kr′ étant trivialisés localement sur un ouvert de carte U ⊂ X muni
des coordonnées locales (x1, ..., xm) et les coefficients aα(x) étant des matrices (aαλµ(x))1≤λ≤r′,1≤µ≤r
à coefficients C∞ sur U.

Remarque 2.3.2.

Dα =
∂α1

∂xα1
1

...
∂αm

∂xαmm

Définition 2.3.3. Le symbole principal de P est défini par :

σP (x, ξ) =
∑
|α|=δ

aα(x)ξα, ∀ξ ∈ T ∗xX

avec ξ =
∑m

j=1 ξ
jdxj et ξα = ξ

αa1
1 ...ξ

αam
m et σP (x, ξ) : Ex −→ Fx est un morphisme , ∀x ∈ X ,

∀ξ ∈ T ∗xX. On a donc :
σP : T ∗X −→ Hom(E,F ).

P est dit elliptique si , ∀ξ ∈ T ∗X\{0} , ∀x ∈ X ,

σP (x, ξ) : Ex −→ Fx

est injectif.

Remarque 2.3.4. Si t ∈ K est un paramètre ,f ∈ C∞(X,K) , u ∈ C∞(X,E) :

e−tf(x)P (etf(x)u(x)) = tδσP (x, df(x))u(x) + termes en cj(x) tj, j < δ.

Le symbole principal de Q o P est :

σQ o P (x, ξ) = σQ(x, ξ)σP (x, ξ) (produit matriciel).

Définition 2.3.5. Supposons que X est orientée et munie d’une forme volume dV (x) = γ(x)dx1 ∧
... ∧ dxm de classe C∞, γ(x) > 0 une densité C∞.
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Si E est un fibré vectoriel euclidien ou hermitien, on définit :

L2(M,E) = {u : X −→ Λp,qT ∗X ⊗ E/
∫
X

|u(x)|2dV (x) < +∞}

où u : X −→ Λp,qT ∗X ⊗ E est une forme à coefficients mesurables et u(x) ∈ Λp,qT ∗xX ⊗ Ex qui est
muni d’une structure euclidienne ou Hermitienne induite par la forme volume.
On munit cet espace du produit scalaire :

� u, v �=

∫
X

〈u(x), v(x)〉dV (x)

La norme L2 est alors définie par :

‖u‖2 =

∫
X

|u(x)|2dV (x).

Muni de ce produit scalaire l’espace L2(X,E) est un espace de Hilbert.

On va maintenant voir que tout opérateur différentiel admet un adjoint pour le produit scalaire
de L2 appelé adjoint formel.

Proposition-définition 2.3.6. (l’existence d’un adjoint formel )
Soit P : C∞(X,E) −→ C∞(X,F ) un opérateur différentiel. Il existe alors un unique opérateur
différentiel

P ∗ : C∞(X,F ) −→ C∞(X,E)

appelé adjoint formel de P tel que pour toutes sections u ∈ C∞(X,E) et v ∈ C∞(X,F ), on a :

� Pu, v �=� u, P ∗v �

où supp(u) ∩ supp(v) est compact.

Preuve. Unicité : soit P : C∞(X,E) −→ C∞(X,F ) possédant deux adjoints formels :

P ∗ : C∞(X,F ) −→ C∞(X,E) et Q∗ : C∞(X,F ) −→ C∞(X,E)

tels que ∀u ∈ C∞(X,E) , ∀v ∈ C∞(X,F ) on a :

� Pu, v �=� u, P ∗v �=� u,Q∗v �

Ceci est bien défini car C∞(X,E) ⊂ L2(X,E) et C∞(X,F ) ⊂ L2(X,F )).
Montrons que ∀v ∈ C∞(X,F ) : P ∗v = Q∗v.
Soit v ∈ C∞(X,F ), alors pour u ∈ C∞(X,E) on a :

� u, P ∗v �=� u,Q∗v � ⇐⇒ � u, (P ∗ −Q∗)v �= 0

Soit (f, g) ∈ L2(X,E) × L2(X,F ), par continuité de l’opérateur différentiel et par densité de
C∞(X,E) à support compact dans L2(X,E), on peut étendre P et P ∗ à L2 et :

� f, (P ∗ −Q∗)g �= 0 =⇒ (P ∗ −Q∗)g = 0, ∀g ∈ L2(X,F )
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car � ., .� est un produit scalaire sur L2(X,E). Donc P ∗g = Q∗g et en particulier P ∗v = Q∗v.

Existence : soit Pu(x) =
∑
|α|≤δ aα(x)Dαu(x) le développement de P dans des trivialisations de

E et de F dans les repères orthonormés et des systèmes de coordonnées locales sur U ⊂ X ouvert de
X. On suppose de plus que supp u ∩ supp v est compact dans U.

� Pu, v � =

∫
U

〈Pu(x), v(x)〉dV (x)

=

∫
U

〈
∑
|α|≤δ

aα(x)Dαu(x), v(x)〉dV (x)

=

∫
U

∑
|α|≤δ,1≤λ≤r′,1≤µ≤r

aαλµ(x)Dαuµ(x)v̄λ(x)γ(x)dx1 ∧ ... ∧ dxm

(par stockes) =

∫
U

∑
|α|≤δ,1≤λ≤r′,1≤µ≤r

uµ(x)(−1)|α|Dαāαλµ(x)vλ(x)γ(x)dx1 ∧ ... ∧ dxm

=

∫
U

〈u(x),
∑
|α|≤δ

(−1)|α|γ−1(x)Dαγ(x)tāα(x)v(x)〉dV (x)

On pose alors sur U :

P ∗v(x) =
∑
|α|≤δ

(−1)|α|γ−1(x)Dαγ(x)tāα(x)v(x)dV (x)

et on conclut par un argument de partition de l’unité. �

Remarque 2.3.7.

σP ∗(x, ξ) = (−1)δ
t∑

|α|=δ

āα(x)ξα = (−1)δ(σP (x, ξ))∗.

Si rg(E) = rg(F ), P est elliptique si et seulement si σP (x, ξ) est inversible pour ξ 6= 0 et donc P est
elliptique si et seulement si P ∗ est elliptique.

Puisque les opérateurs ∆ := dd∗+d∗d et ∆′′ := ∂̄∂̄∗+ ∂̄∗∂̄ sont elliptiques, alors le théorème principal
de la décomposition en trois espaces suivant va nous donner assez facilement l’isomorphisme de Hodge
qui à tout élément du groupe de cohomologie de De Rham fait correspondre une et une seule forme
harmonique dans ker ∆ et qui a tout élément du groupe de cohomologie de Dolbeault Hp,q(X,C)
fait correspondre une et une seule (p, q)-forme harmonique dans ker ∆′′

Theorem 2.3.8. Pour tout k ,il existe une décomposition orthogonale :

C∞k (X,C) = ker ∆⊕ Im d⊕ Im d∗

et pour tout (p, q) ∈ N2, on a la décomposition orthogonale suivante :

C∞p,q(X,C) = ker ∆′′ ⊕ Im ∂̄ ⊕ Im ∂̄∗
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2.4 Groupes de cohomologie : De Rham, Dolbeault, Bott-

Chern et Aeppli

Soit X une variété complexe avec dimCX = n. On considère, pour k ∈ {0, · · · , 2n}, l’espace
C∞k (X,C) des formes C∞ de degré k à valeurs complexe sur X et, pour p, q ∈ {0, · · · , n}, l’espace
C∞p,q(X,C) des formes C∞ de bidegré (p, q). On a la décomposition suivante :

C∞k (X,C) =
⊕

0≤p,q≤n
p+q=n

C∞p,q(X,C)

On considère le différentielle d : C∞k (X,C) −→ C∞k+1(X,C) avec d = ∂ + ∂̄ où

∂ : C∞p,q(X,C) −→ C∞p+1,q(X,C) et ∂̄ : C∞p,q(X,C) −→ C∞p,q+1(X,C)

.
• Le groupe de cohomologie de De Rham, pour tout k ∈ {0, 1, · · · , 2n}, est :

Hk
DR(X,C) =

ker{d : C∞k (X,C) −→ C∞k+1(X,C)}
Im {d : C∞k−1(X,C) −→ C∞k (X,C)}

avec ∆ = dd∗+ d∗d est le Laplacien associé à la cohomologie de De Rham, où d∗ est l’adjoint formel
de d par rapport à � ·, · �.

• Le groupe de cohomologie de Dolbeault est défini, pour tout p, q ∈ {0, 1, · · · , n}, par :

Hp,q

∂̄
(X,C) =

ker{∂̄ : C∞p,q(X,C) −→ C∞p,q+1(X,C)}
Im {∂̄ : C∞p,q−1(X,C) −→ C∞p,q(X,C)}

avec ∆′′ = ∂̄∂̄∗ + ∂̄∗∂̄ le Laplacien associé à la cohomologie de Dolbeault, où ∂̄∗ est l’adjoint formel
de ∂̄ par rapport à � ·, · �.

Maintenant, on suppose que X est une variété complexe compacte munie d’une métrique Hermitienne
ω avec dimCX = n. Notons que ∆ et ∆′′ sont des opérateurs différentiels elliptiques et auto-adjoints.
D’après le théorème d’isomorphisme de Hodge ([Dem12], Chapitre IV) les groupes de cohomologie
de De Rham et de Dolbeault sont de dimension finie et on a :

Hk
DR(X,C) ' ker{∆ : C∞k (X,C) −→ C∞k (X,C)} = Hk

DR(X,C).

Hp,q

∂̄
(X,C) ' ker{∆′′ : C∞p,q(X,C) −→ C∞p,q(X,C)} = Hk

∂̄(X,C).

De plus on a le théorème de décomposition de Hodge suivant :

Theorem 2.4.1. (Décomposition de Hodge).
Si X une variété kählérienne compacte . On a alors les isomorphismes canoniques (c’est à dire elles
sont indépendantes du choix de la métrique kählérienne sur M ) :

Hk
DR(X,C) '

⊕
p+q=k

Hp,q(X,C) ( Décomposition de Hodge )

Hp,q(X,C) ' Hq,p(X,C) ( Symétrie de Hodge )
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• La cohomologie de Bott-Chern (voir par exemple [Sch07]) est, la plus fine des cohomologies, définie,
pour tout p, q ∈ {0, 1, · · · , n}, par :

Hp,q
BC(X,C) =

ker{∂ : C∞p,q(X,C) −→ C∞p+1,q(X,C)} ∩ ker{∂̄ : C∞p,q(X,C) −→ C∞p,q+1(X,C)}
Im {∂∂̄ : C∞p−1,q−1(X,C) −→ C∞p,q(X,C)}

On définit l’opérateur :

∆BC := ∂∗∂ + ∂̄∗∂̄ + (∂∂̄)(∂∂̄)∗ + (∂∂̄)∗(∂∂̄) + (∂∗∂̄)∗(∂∗∂̄) + (∂∗∂̄)(∂∗∂̄)∗

Laplacien de Bott-Chern d’ordre 4 elliptique et auto-adjoint, et on a

Hp,q
BC(X,C) = ker ∆BC = ker ∂ ∩ ker ∂̄ ∩ ker (∂∂̄)∗

De plus, on obtient l’isomorphisme de HodgeHp,q
BC(X,C) ' Hp,q

BC(X,C), et on a même la décomposition
en 3 espaces :

C∞p,q(X,C) = ker ∆BC ⊕ Im ∂∂̄ ⊕ ( Im ∂∗ + Im ∂̄∗)

• La cohomologie d’Aeppli (voir par exemple [Sch07]) est, la plus ”grossière” des cohomologies,
définie, pour tout p, q ∈ {0, 1, · · · , n}, par :

Hp,q
A (X,C) =

ker{∂∂̄ : C∞p,q(X,C) −→ C∞p+1,q+1(X,C)}
(Im {∂ : C∞p−1,q(X,C) −→ C∞p,q(X,C)}+ Im {∂̄ : C∞p,q−1(X,C) −→ C∞p,q(X,C)})

On définit l’opérateur

∆A := ∂∂∗ + ∂̄∂̄∗ + (∂∂̄)∗(∂∂̄) + (∂∂̄)(∂∂̄)∗ + (∂∂̄∗)(∂∂̄∗)∗ + (∂∂̄∗)∗(∂∂̄∗)

Laplacien d’Aeppli d’ordre 4 elliptique et auto-adjoint. On obtient

C∞p,q(X,C) = ker ∆A ⊕ ( Im ∂ + Im ∂̄)⊕ Im (∂∂̄)∗ et ker ∆A = ker ∂∗ ∩ ker ∂̄∗ ∩ ker (∂∂̄)

On obtient l’isomorphisme de Hodge : Hp,q
A (X,C) ' ker ∆A = Hp,q

A (X,C).

Pour toute variété complexe compacte de dimension n, il existe des applications linéaires canoniques :

Hp,q
BC(X,C)→ Hp,q

∂̄
(X,C), Hp,q

BC(X,C)→ Hp+q
DR (X,C)

Hp,q
BC(X,C)→ Hp,q

A (X,C) et Hp,q

∂̄
(X,C)→ Hp,q

A (X,C)

En général, ces applications ne sont ni injectives ni surjectives. Néanmoins, si X est une ∂∂̄-
variété, alors les applications :

Hp,q
BC(X,C)→ Hp,q

∂̄
(X,C), Hp,q

BC(X,C)→ Hp,q
A (X,C) et Hp,q

∂̄
(X,C)→ Hp,q

A (X,C)

sont des isomorphismes et les applications :

Hp,q
BC(X,C)→ Hp+q

DR (X,C) et Hp,q

∂̄
(X,C)→ Hp+q

DR (X,C)

sont des injections.
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2.5 Suite spectrale de Frölicher

Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n.
Soit (Er, dr) la suite spectrale de Frölicher de X. Elle relie la cohomologie de De Rham avec sa coho-

mologie de Dolbeault X comme suit. La 0ème page présente les C-espaces vectoriels (de dimension
infinie) Ep, q

0 = C∞p, q(X, C) des formes C∞ de bidegrées (p, q) quelconque avec 0 ≤ p, q ≤ n et les
applications linéaires

. . .
d0−→ Ep, q

0 (X)
d0−→ Ep, q+1

0 (X)
d0−→ . . . , où d0 = ∂̄.

La 1ère page est définie par la cohomologie de la 0ème page et consiste en les groupes de coho-
mologie de Dolbeault (de dimension infinie).

Ep, q
1 (X) = Hp, q(X, C) = ker(d0 : Ep, q

0 (X)→ Ep, q+1
0 (X))/Im (d0 : Ep, q−1

0 (X)→ Ep, q
0 (X))

et les applications linéaires

. . .
d1−→ Ep, q

1 (X)
d1−→ Ep+1, q

1 (X)
d1−→ . . .

sont définies par ∂ en cohomologie comme suit : d1([α]∂̄) = [∂α]∂̄ pour tout [α]∂̄ ∈ E
p, q
1 .

Ensuite on continue, par induction, et on définit la rème page comme la cohomologie de la

(r − 1)ème page, autrement dit

Ep, q
r (X) = ker(dr−1 : Ep, q

r−1(X)→ Ep+r−1, q−r+2
r−1 (X))/Im (dr−1 : Ep−r+1, q+r−2

r−1 (X)→ Ep, q
r−1(X)),

où les applications linéaires dr sont de bidegrées (r, −r + 1) sur chaque page r. En particulier, la

2ème page est sous la forme

. . .
d2−→ Ep, q

2 (X)
d2−→ Ep+2, q−1

2 (X)
d2−→ . . . ,

où chaque espace Ep, q
2 (X) consiste en la double classe de cohomologie

[
[α]∂̄

]
d1

des (p, q)-formes α

C∞ vérifiant les conditions suivantes :

∂̄α = 0 et ∂α ∈ Im ∂̄, (2.1)

tandis que chaque application d2 : Ep, q
2 (X) −→ Ep+2, q−1

2 (X) est définie par

d2

([
[α]∂̄

]
d1

)
=

[
[∂u1]∂̄

]
d1

où u1 est une forme telle que ∂α = ∂̄u1. (2.2)

La définition de d2 est indépendante du choix du ∂̄-potentiel u1.

Il est facile de vérifier que la condition d’annulation d’un élément quelconque

[
[α]∂̄

]
d1

∈ Ep, q
2 (X)

est

[
[α]∂̄

]
d1

= 0 ⇐⇒ ∃u ∈ C∞p−1, q(X, C) ∩ ker ∂̄ et v ∈ C∞p, q−1(X, C) telles que α = ∂u+ ∂̄v. (2.3)
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Définition 2.5.1. (voir [Dem96]) On dit que la suite spectrale dégénère en Er si Ep,q
r = Ep,q

r+1 pour
tout p, q (et donc aussi Ep,q

r = Ep,q
r+l = Ep,q

∞ pour tout l ≥ 0).

Notons par bk := dim Hk
DR(X,C) le nombre de Betti et hp,q := dim Hp,q

∂̄
(X,C) le nombre de

Hodge.
La dégénérescence en Er est une propriété purement numérique équivalente à l’identité

Hk
DR(X,C) =

⊕
p+q=k

Ep,q
∞ (X)

pour tout k et on a dim Ep,q
∞ (X) ≤ · · · ≤ dim Ep,q

r (X) ≤ · · · ≤ dim Ep,q
1 (X) (pour plus de détails,

voir [Dem96]). Lorsque la variété est Kähérienne, la suite spectrale de Frölicher dégénère en E1.
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Chapitre 3
Positivité des Cônes par Déformations des
Structures Complexes

Les résultats ci-dessous sont en collaboration avec Dan Popovici dans [BP18] et sous la codirection
de Said Asserda.

3.1 Le cône E2sG

Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n.

3.1.1 Cohomologie à valeur complexe

On va d’abord traiter essentiellement la cohomologie de De Rham de X à valeurs dans C et
l’espace standard En−2, n

2 (X) sur la deuxième page de la suite spectrale de Frölicher .

Proposition 3.1.1. L’application linéaire canonique suivante

T : H2n−2
DR (X, C) −→ En−2, n

2 (X), {α}DR 7→
[
[αn−2, n]∂̄

]
d1

,

est bien définie et son image est donnée par

ImT = ker dn−2, n
2 , (3.1)

où dn−2, n
2 : En−2, n

2 (X)→ En, n−1
2 (X) est la d2-application agissant en bidegrée (n− 2, n).

Preuve. Soit {α}DR ∈ H2n−2
DR (X, C) une classe arbitraire et soit α = αn, n−2 + αn−1, n−1 + αn−2, n un

représentant quelconque, où les αp, q sont les composantes de α de types (p, q). La condition dα = 0
est équivalente à

∂αn−1, n−1 + ∂̄αn, n−2 = 0 et ∂̄αn−1, n−1 + ∂αn−2, n = 0.

Puisque ∂̄αn−2, n = 0 et ∂αn−2, n = −∂̄αn−1, n−1 ∈ Im ∂̄, alors αn−2, n définit une classe [[αn−2, n]∂̄]d1
dans En−2, n

2 (X).
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Pour montrer que l’application T est bien définie, il reste à montrer que la définition est indépendante
du choix du représentant α de la classe de De Rham {α}DR. Ceci est équivalent à montrer que si
{α}DR = 0 ∈ H2n−2

DR (X, C) alors [[αn−2, n]∂̄]d1 = 0 ∈ En−2, n
2 (X). Soit α ∈ C∞2n−2(X, C) une forme

d-exacte. Alors, il existe une (2n − 3)-forme β = βn, n−3 + βn−1, n−2 + βn−2, n−1 + βn−3, n telle que
α = dβ. Cela est équivalent à

αn, n−2 = ∂βn−1, n−2+∂̄βn, n−3, αn−1, n−1 = ∂βn−2, n−1+∂̄βn−1, n−2 et αn−2, n = ∂βn−3, n+∂̄βn−2, n−1.
(3.2)

Comme ∂̄βn−3, n = 0 pour des raisons de bidegré, alors la dernière identité en (3.2) montre, d’après
(2.3), que [[αn−2, n]∂̄]d1 = 0 dans En−2, n

2 (X).
Montrons l’inclusion ker dn−2, n

2 ⊂ ImT dans (3.1). Soit [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ En−2, n
2 (X) telle que

d2([[αn−2, n]∂̄]d1) = 0. D’après (2.1), (2.2) et (2.3), ils existent des formes Ωn−1, n−1 ∈ C∞n−1, n−1(X, C),
u ∈ C∞n−1, n−1(X, C) avec u ∈ ker ∂̄ et v ∈ C∞n, n−2(X, C) telles que

∂αn−2, n = −∂̄Ωn−1, n−1 = −∂̄(Ωn−1, n−1 − u) et ∂Ωn−1, n−1 = ∂u+ ∂̄v.

Posons α := αn−2, n + (Ωn−1, n−1 − u)− v, alors

dα = 0 et T ({α}DR) = [[αn−2, n]∂̄]d1 .

Montrons maintenant l’inclusion inverse ker dn−2, n
2 ⊃ ImT dans (3.1). Soit [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ ImT .

C’est à dire αn−2, n est la composante de type (n− 2, n) de la (2n− 2)-form d-fermée α = αn, n−2 +
αn−1, n−1 + αn−2, n. Comme déjà remarqué, la condition dα = 0 est équivalente à

∂αn−1, n−1 + ∂̄αn, n−2 = 0 et ∂αn−2, n + ∂̄αn−1, n−1 = 0.

D’autre part, d2([[αn−2, n]∂̄]d1) = −[[∂αn−1, n−1]∂̄]d1 = [[∂̄αn, n−2]∂̄]d1 = 0 ∈ En, n−1
2 car [∂̄αn, n−2]∂̄ =

0 ∈ Hn, n−1

∂̄
(X, C). �

Par conséquent, on obtient le critère suivant sur la dégénérescence partielle en E2 de la suite
spectrale de Frölicher de X.

Corollaire 3.1.2. L’application canonique T définie dans la Proposition 3.1.1 est surjective si et
seulement si d2 est identiquement nulle en bidegré (n− 2, n).

On montre maintenant que l’hypothèse sGG (Définition 5.0.16 du chapitre 5) sur la variété
ambiante X est suffisante pour garantir la propriété de la dégénérescence partielle mentionnée ci-
dessus.

Proposition 3.1.3. Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n. Si X est sGG,

alors l’application dn−2, n
2 : En−2, n

2 (X) −→ En, n−1
2 (X) sur la 2ème page de la suite spectrale de

Frölicher de X est identiquement nulle (de manière équivalente, l’application linéaire canonique
T : H2n−2

DR (X, C) −→ En−2, n
2 (X) de la Proposition 3.1.1 est surjective).

Preuve. Pour montrer que T est surjective, soit [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ E
n−2, n
2 (X) et soit αn−2, n une (n−2, n)-

forme quelconque représentant cette classe double. Alors ∂αn−2, n est ∂̄-exacte, donc il existe une
(n− 1, n− 1)-forme Ωn−1, n−1 telle que
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∂αn−2, n = −∂̄Ωn−1, n−1. (3.3)

Comme X est sGG, alors ∂̄Ωn−1, n−1 est ∂-exacte. En effet, ceci est équivalent à ∂Ωn−1, n−1 étant
∂̄-exacte. Notons que ∂Ωn−1, n−1 est une (n, n− 1)-forme d-fermée et ∂-exacte, donc d’après (iii) du
Lemme 1.3. dans [PU18a] ((iii) de la Proposition 5.0.17 du chapitre 5) ∂Ωn−1, n−1 est aussi ∂̄-exacte
(car X est sGG).

Par conséquent, il existe βn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, C) telle que

∂βn−2, n = −∂̄Ωn−1, n−1. (3.4)

Par suite, ∂(αn−2, n + βn−2, n) = −∂̄(Ωn−1, n−1 + Ωn−1, n−1), d’où

Γ1 := (αn−2, n + βn−2, n) + (Ωn−1, n−1 + Ωn−1, n−1) + (αn−2, n + βn−2, n)

est une (2n− 2)-forme telle que dΓ1 = 0 et

T ({Γ1}DR) = [[αn−2, n + βn−2, n]∂̄]d1 ∈ E
n−2, n
2 (X). (3.5)

Puisque βn−2, n est ∂̄-fermée (pour des raisons de bidegré) et ∂βn−2, n est ∂̄-exacte (par construction),
alors βn−2, n définit une E2-classe.

On obtient aussi ∂(αn−2, n − βn−2, n) = −∂̄(Ωn−1, n−1 − Ωn−1, n−1), donc

Γ2 := (βn−2, n − αn−2, n) + (Ωn−1, n−1 − Ωn−1, n−1) + (αn−2, n − βn−2, n)

est une (2n− 2)-forme telle que dΓ2 = 0 et

T ({Γ2}DR) = [[αn−2, n − βn−2, n]∂̄]d1 ∈ E
n−2, n
2 (X). (3.6)

En combinant (3.5) et (3.6),on obtient une (2n− 2)-forme d-fermée

Γ1 + Γ2

2
= βn−2, n + Ωn−1, n−1 + αn−2, n

vérifiant la condition

T

({
Γ1 + Γ2

2

}
DR

)
=

[
[αn−2, n]∂̄

]
d1

∈ En−2, n
2 (X).

Il en résulte que T est surjective. �

Lorsque la variété X est sGG, alors on peut prendre la surjectivité de l’application linéaire
canonique T : H2n−2

DR (X, C) −→ En−2, n
2 (X) de la Proposition 3.1.1 en montrant plus loin que toute

métrique Hermitienne ω sur X définit une injection naturelle de En−2, n
2 (X) dans H2n−2

DR (X, C) qui
est une section de T . On aura besoin de l’opérateur pseudo-différentiel du type Laplacien suivant

∆̃ := ∂p′′∂? + ∂?p′′∂ + ∂̄∂̄? + ∂̄?∂̄ : C∞p, q(X, C) −→ C∞p, q(X, C)

induit, en tout bidegré (p, q), par une métrique Hermitienne ω quelconque sur X fixée. (Tous les
adjoints formels sont calculés par rapport au produit scalaire L2 définit par ω et il en est de même
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pour la projection orthogonale p′′ = p′′ω sur l’espace des formes harmoniques ker ∆′′, où ∆′′ :=
∂̄∂̄? + ∂̄?∂̄ et le ∂̄-Laplacien usuel induit par ω). Cet opérateur a été introduit dans [Pop16] où il a
été démontré que toute classe double [[αp, q]∂̄]d1 ∈ E

p, q
2 (X) admet un unique représentant se trouvant

dans le noyau de ∆̃ = ∆̃ω (cf. [Pop16, Théorème 1.1]).

Proposition 3.1.4. Soit X une variété sGG complexe compacte avec dimCX = n et soit ω
une métrique Hermitienne quelconque sur X. Pour toute classe [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ En−2, n

2 (X), soit

αn−2, n
ω le représentant ∆̃ω-harmonique de [[αn−2, n]∂̄]d1, soit Ωn−1, n−1

ω ∈ C∞n−1, n−1(X, C) la solution
minimale pour la norme L2

ω de l’équation ∂̄Ωn−1, n−1 = −∂αn−2, n
ω (cf. (3.3)) et soit βn−2, n

ω ∈
C∞n−2, n(X, C) la solution minimale pour la norme L2

ω de l’équation ∂βn−2, n = −∂̄ Ωn−1, n−1
ω (cf.

(3.4)).
L’application linéaire

jω : En−2, n
2 (X) −→ H2n−2

DR (X, C), jω([[αn−2, n]∂̄]d1) = {βn−2, n
ω + Ωn−1, n−1

ω + αn−2, n
ω }DR,

est injective et T ◦ jω est l’application identité de En−2, n
2 (X).

Preuve. Supposons que jω([[αn−2, n]∂̄]d1) = 0 ∈ H2n−2
DR (X, C) pour quelque [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ E

n−2, n
2 (X).

Alors il existe une (2n− 3)-forme lisse u = un, n−3 + un−1, n−2 + un−2, n−1 + un−3, n telle que βn−2, n
ω +

Ωn−1, n−1
ω + αn−2, n

ω = du. Ceci montre que αn−2, n
ω = ∂un−3, n + ∂̄un−2, n−1. Puisque ∂̄un−3, n = 0, alors

[[αn−2, n]∂̄]d1 = [[αn−2, n
ω ]∂̄]d1 = 0. Donc, jω est injective.

L’égalité T ◦ jω = IdEn−2, n
2 (X) provient immédiatement des définitions. �

3.1.2 Cohomologie et métriques fG

On introduit maintenant les métriques fortement Gauduchon (fG) dans notre discussion.

Définition 3.1.5. Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n.
(a) Pour toute métrique fortement Gauduchon (si elle existe) ω > 0 sur X, ∂̄ωn−1 est ∂-exacte.

Notons par Γn−2, n
ω ∈ C∞n−2, n(X, C) la (unique) solution minimale pour la norme L2

ω de l’équation

∂Γn−2, n
ω = −∂̄ωn−1. (3.7)

Comme ∂̄Γn−2, n
ω = 0 (pour des raisons de bidegré) et ∂Γn−2, n

ω ∈ Im ∂̄, alors Γn−2, n
ω définit un élément

dans En−2, n
2 (X).

Considérons le sous-ensemble suivant

SX :=

{[
[Γn−2, n
ω ]∂̄

]
d1

| ω est une métrique fG sur X

}
⊂ En−2, n

2 (X)

que l’on appelle le cône E2sG de X.

La (2n− 2)-forme réelle Γω := Γn−2, n
ω + ωn−1 + Γn−2, n

ω est d-fermée, alors elle définit une classe
de cohomologie de De Rham réelle {Γω}DR. Considérons le sous-ensemble suivant

S̃X :=

{
{Γω}DR | ω est une métrique fG sur X

}
⊂ H2n−2

DR (X, R)

que l’on appelle le cône E2sG de De Rham de X.
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(b) On définit aussi la variante suivante du cône E2sG de X en ignorant l’exigence de la mini-
malité de la norme L2

ω sur la solution Γn−2, n de l’équation (3.7) :

ŜX =

{[
[Γn−2, n]∂̄

]
d1

| ∃ω métrique Hermitienne telle que ∂Γn−2, n = −∂̄ωn−1

}
⊂ En−2, n

2 (X).

(3.8)

Toute métrique ω impliqué dans (3.8) est fG, alors on a bien évidemment SX ⊂ ŜX . On ne sait pas
si l’inclusion inverse est vérifiée.

La variété X est fortement Gauduchon si et seulement si SX est non vide.

On va maintenant montrer que SX (resp. S̃X) est en effet un cône (i.e. un sous-ensemble qui est
stable par multiplications par des scalaires positives) dans En−2, n

2 (X) (resp. H2n−2
DR (X, R)). On a

besoin de quelques préliminaires.

Lemme 3.1.6. Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n.

(i) Pour toute métrique Hermitienne ω sur X et tout réel positif λ, les adjoints formels de ∂̄ par
rapport aux métriques λω et ω, ainsi que les ∂̄-Laplaciens correspondants, sont liés par la formule

∂̄?λω =
1

λ
∂̄?ω et ∆′′λω =

1

λ
∆′′ω (3.9)

en tous bidegrés.

(ii) Pour toute métrique fortement Gauduchon ω sur X et tout réel positif λ, les formes Γn, n−2
λω :=

Γn−2, n
λω et Γn, n−2

ω := Γn−2, n
ω (voir Définition 3.1.5) sont liés par la formule

Γn, n−2
λω = λn−1 Γn, n−2

ω .

Par conséquent, on a aussi Γλω = λn−1 Γω pour toute métrique fG ω sur X.

Preuve. (i) Fixons un bidegré (p, q) quelconque. Pour toutes formes α, β de bidegrées (p, q − 1) et
(p, q) respectivement, on a

〈〈∂̄α, β〉〉λω = λn
∫
X

〈∂̄α, β〉λω
ωn

n!
=

λn

λp+q

∫
X

〈∂̄α, β〉ω
ωn

n!
=

λn

λp+q
〈〈∂̄α, β〉〉ω =

λn

λp+q
〈〈α, ∂̄?ωβ〉〉ω

et

〈〈α, ∂̄?λωβ〉〉λω =
λn

λp+q−1
〈〈α, ∂̄?λωβ〉〉ω.

Comme 〈〈∂̄α, β〉〉λω = 〈〈α, ∂̄?λωβ〉〉λω, la formule ci-dessus implique

λn

λp+q
〈〈α, ∂̄?ωβ〉〉ω =

λn

λp+q−1
〈〈α, ∂̄?λωβ〉〉ω, i.e. 〈〈α, 1

λ
∂̄?ωβ〉〉ω = 〈〈α, ∂̄?λωβ〉〉ω

pour toutes formes α et β. Ceci montre la première formule dans (3.9).
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Puisque ∆′′ = ∂̄∂̄?+ ∂̄?∂̄ (où ∆′′ et ∂̄? sont calculés par rapport à la même métrique), la deuxième
formule dans (3.9) provient immédiatement de la première.

(ii) Par la Définition 3.1.5, Γn, n−2
ω est la solution minimale pour la norme L2

ω de l’équation
∂̄Γn, n−2 = −∂ωn−1. Par conséquent, on a la formule de Neumann

Γn, n−2
ω = −∆

′′−1
ω ∂̄?ω (∂ωn−1). (3.10)

Alors, on obtient :

Γn, n−2
λω = −∆

′′−1
λω ∂̄

?
λω (∂(λω)n−1) = −λn−1 ∆

′′−1
ω ∂̄?ω (∂ωn−1) = λn−1 Γn, n−2

ω ,

où on a utilisé l’analogue de (3.10) pour λω pour obtenir la première et la troisième identité. �

Lemme 3.1.7. Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n. Les ensembles SX et ŜX sont
des cônes dans le C-espace vectoriel En−2, n

2 (X), et l’ensemble S̃X est un cône dans H2n−2
DR (X, R).

De plus, le cône ŜX est convexe.

Preuve. Soit [[Γn−2, n
ω ]∂̄]d1 ∈ SX et µ > 0 arbitraire. Soit λ > 0 l’unique réel positif tel que λn−1 = µ.

On a

µ [[Γn−2, n
ω ]∂̄]d1 = [[λn−1 Γn−2, n

ω ]∂̄]d1 = [[Γn−2, n
λω ]∂̄]d1 ,

où on a utilisé (ii) du Lemme 3.1.6 pour obtenir la dernière identité. Si ω est fortement Gauduchon,
alors λω l’est aussi, donc [[Γn−2, n

λω ]∂̄]d1 ∈ SX .
Par conséquent, SX est stable par multiplications par des scalaires positifs, donc SX est un cône.

De même pour S̃X puisque (ii) du Lemme 3.1.6 s’applique aussi à Γω. ŜXest un cône est trivial.

Pour montrer la convexité de ŜX , il suffit de montrer que ŜX est stable par additions. Ce qui
est immédiat puisque si ∂Γn−2, n

i = −∂̄ωn−1
i pour i ∈ {1, 2} et ωi des métriques Hermitienne sur X,

alors ∂(Γn−2, n
1 + Γn−2, n

2 ) = −∂̄ωn−1
0 , où ω0 > 0 est l’unique (1, 1)-forme C∞ définie positive sur X

telle que ωn−1
0 = ωn−1

1 + ωn−1
2 > 0. Donc, [[Γn−2, n

1 + Γn−2, n
2 ]∂̄]d1 ∈ ŜX . �

Le cône de De Rham E2sG S̃X dépend de la structure complexe de X et on montre maintenant
cette dépendance d’être semi-continue-inférieurement dans le sens décrit ci-dessous dans les familles
de variétés sGG. Il suffit en fait de supposer qu’une fibre est sGG, car la propriété sGG est ouverte
par déformation (cf. [[PU18a], Corollaire 1.7]), donc toutes les fibres voisines sont sGG.

Définition 3.1.8. Soit π : X −→ ∆ une famille holomorphe de variétés complexes compactes de
dimension n au-dessus d’une boule ∆ ⊂ CN centrée à l’origine. Supposons que la fibre X0 := π−1(0)
est fortement Gauduchon. Soit X la variété C∞ qui représente les fibres Xt avec t ∈ ∆.

Pour toute métrique fG ω sur X0, on associe une section locale τω du fibré vectoriel réel constant
H2n−2
R −→ ∆ dont la fibre est l’espace de cohomologie de De Rham réel H2n−2

DR (X, R) comme suit.

Comme dans la Définition 3.1.5, on pose Γω := Γn−2, n
ω + ωn−1 + Γn−2, n

ω la (2n− 2)-forme réelle
d-fermée définie par la solution minimale Γn−2, n

ω pour la norme L2
ω de l’équation ∂Γn−2, n

ω = −∂̄ωn−1.
(On pose ∂ := ∂0 et ∂̄ := ∂̄0.) La composante (Γω)n−1, n−1

t de Γω de type (n−1, n−1) pour la structure
complexe de Xt est définie positive si t est assez proche du 0, par la continuité de la dépendance de t
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de (Γω)n−1, n−1
t et la positivité de (Γω)n−1, n−1

0 = ωn−1 > 0. Donc, pour tout t proche de 0, il existe une
unique (1, 1)-forme ωt C

∞ définie positive sur Xt telle que ωn−1
t = (Γω)n−1, n−1

t > 0. En particulier,
ω0 = ω.

Comme dΓω = 0, alors la forme ∂̄tω
n−1
t est ∂t-exacte (donc ωt est une métrique fG sur Xt). Soit

Γn−2, n
ωt ∈ C∞n−2, n(Xt, C) la solution minimale pour la norme L2

ωt de l’équation

∂tΓ
n−2, n
ωt = −∂̄tωn−1

t (3.11)

et considérons la (2n− 2)-forme réelle d-fermée sur X définie comme

Γω(t) := Γn−2, n
ωt + ωn−1

t + Γn−2, n
ωt

pour t proche de 0. En particulier, Γω(0) = Γω. Finalement, on pose

τω(t) := {Γω(t)}DR ∈ S̃Xt ⊂ H2n−2
DR (X, R)

pour tout t dans un voisinage U suffisamment petit (dependant de ω) de 0 dans ∆.

Le résultat de la semi-continuité inférieure du cône E2sG de De Rham S̃X ⊂ H2n−2
DR (X, R)

lorsque la structure complexe de X varie est le suivant

Theorem 3.1.9. Soit π : X −→ ∆ une famille holomorphe de variétés complexes compactes de
dimension n au-dessus d’une boule ∆ ⊂ CN centrée à l’origine. Supposons que la fibre X0 := π−1(0)
est une variété sGG.

Pour toute métrique fG ω sur X0, la section τω du fibré vectoriel réel constant H2n−2
R −→ ∆ sur

un petit voisinage de 0 dans ∆ construite dans la Définition 3.1.8 est C∞.

En particulier, tout élément {Γω}DR du cône de De Rham E2sG S̃X0 de X0 se prolonge à une

famille des éléments C∞ {Γω(t)}DR des cônes de De Rham E2sG S̃Xt des fibres voisines Xt. De plus,
il existe un tel prolongement pour chaque représentant Γω de la classe de De Rham donnée {Γω}DR
définie par une métrique fG ω. Alors, le cône de De Rham E2sG S̃X0 de X0 ne peut être plus “petit”

que les cônes de De Rham E2sG S̃Xt des fibres voisines Xt.

Preuve. D’après la formule de Neumann, la solution minimale pour la norme L2
ωt de l’équation (3.11)

est

Γn−2, n
ωt = −(∂t)

?
ωt∆

′−1
ωt (∂̄tω

n−1
t ),

où (∂t)
?
ωt est l’adjoint formel de ∂t par rapport au produit scalaire L2 induit par la métrique ωt, dont

∆′ωt = ∂t(∂t)
?
ωt + (∂t)

?
ωt∂t est le ∂-Laplacien induit par ωt et ∆

′−1
ωt représente son opérateur de Green.

Maintenant, la (n−1, n)-forme ∂̄tω
n−1
t varie de manière C∞ avec t et de même pour les opérateurs

différentiels ∆′ωt et (∂t)
?
ωt . En outre, la théorie classique de Kodaira-Spencer (cf. [KS60]) appliqué

sur la famille (∆′ωt)t∈∆ C∞ des opérateurs différentiels elliptique agissant en bidegré (n − 1, n)
montre que la famille (∆

′−1
ωt )t∈∆ de leurs opérateurs de Green est encore C∞ si les dimensions des

noyaux ker ∆′ωt (qui sont isomorphes aux espaces ∂-cohomologie Hn−1, n
∂ (Xt, C) par l’isomorphisme

de Hodge) sont indépendants de t. Cependant, par conjugaison, Hn−1, n
∂ (Xt, C) est C-anti-linéaire
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isomorphe à Hn, n−1

∂̄
(Xt, C), tandis que le dernier espace vectoriel est dual à H0, 1

∂̄
(Xt, C) par la

dualité de Serre, donc sa dimension est égale au nombre de Hodge h0, 1

∂̄
(t) de la fibre Xt pour tout t.

Voici où l’hypothèse sGG sur la fibre X0 entre en jeu. D’après [[PU18a], Corollaire 1.7], les
nombres de Hodge h0, 1

∂̄
(t) sont indépendants de t lorsque t varie dans un voisinage assez petit de

0. Donc, les opérateurs de Green ∆
′−1
ωt en bidegré (n − 1, n), et alors les (n − 2, n)-formes Γn−2, n

ωt ,
varient de manière C∞ avec t proche de 0. Puisque les (n− 1, n− 1)-formes le sont aussi (pour des
raisons triviales) ωn−1

t , on en déduit que les (2n− 2)-formes lisses

Γω(t) := Γn−2, n
ωt + ωn−1

t + Γn−2, n
ωt

varient de manière C∞ avec t dans un voisinage assez petit de 0. L’application de la classe de
cohomologie de De Rham étant un opérateur lisse, on conclut que τω(t) := {Γω(t)}DR dépend de t
de manière C∞ variant dans un voisinage de 0 ∈ ∆ suffisamment petit. �

3.1.3 Cohomologie réelle

Pour plus de flexibilité, on va maintenant traiter la version réelle de certains objets introduits
dans §.3.1.1.

Définition 3.1.10. Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n.

(a) Pour tout élément [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ E
n−2, n
2 (X) et tout représentant αn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, C) de

cette classe double, on sait d’après (2.1),que ∂̄α = 0 (pour des raisons de bidegré) et qu’il existe
une forme (non nécessairement réelle et n’est pas unique) Ωn−1, n−1 ∈ C∞n−1, n−1(X, C) telle que
∂αn−2, n = −∂̄Ωn−1, n−1.

On appelle une telle forme Ωn−1, n−1 un (n− 1, n− 1)-potentiel de αn−2, n.

(b) On définit la partie réelle En−2, n
2 (X)R du C-espace vectoriel En−2, n

2 (X) en sélectionnant les
classes représentable par des formes admettant un (n− 1, n− 1)-potentiel réel :

En−2, n
2 (X)R :=

{
[[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ E

n−2, n
2 (X) | ∃αn−2, n représentant ayant un potentiel réel Ωn−1, n−1

}
.

Par définition, En−2, n
2 (X)R est un sous-espace vectoriel réel de En−2, n

2 (X).

Considérons maintenant la version réelle de l’application T introduite dans §.3.1.1.

Lemme 3.1.11. Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n.

(i) On a l’inclusion suivante : En−2, n
2 (X)R ⊂ ker dn−2, n

2 .

(ii) La restriction à H2n−2
DR (X, R) de l’application T définie dans la Proposition 3.1.1, c’est à

dire l’application

TR : H2n−2
DR (X, R) −→ En−2, n

2 (X)R, {α}DR 7→
[
[αn−2, n]∂̄

]
d1

,

prend ses valeurs dans l’espace réel En−2, n
2 (X)R et est surjective.
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Preuve. (i) Soit [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ E
n−2, n
2 (X)R avec ∂αn−2, n = −∂̄Ωn−1, n−1 pour quelque (n−1, n−1)-

forme réelle Ωn−1, n−1. D’après (2.2), on a

d2([[αn−2, n]∂̄]d1) = −[[∂Ωn−1, n−1]∂̄]d1 = [[∂̄αn−2, n]∂̄]d1 = 0 ∈ En, n−1
2 (X),

parce qu’en conjuguant l’identité définissant Ωn−1, n−1 et en utilisant le fait que Ωn−1, n−1 est réelle,
on trouve ∂Ωn−1, n−1 = −∂̄αn−2, n.

Par conséquent, [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ ker dn−2, n
2 .

(ii) Soit {α}DR ∈ H2n−2
DR (X, R) et choisissons un représentant réel α = αn, n−2+αn−1, n−1+αn−2, n.

Comme α est réelle, alors αn−1, n−1 l’est aussi. Puisque α est d-fermée, alors ∂αn−2, n = −∂̄αn−1, n−1.
Donc, αn−1, n−1 est un (n − 1, n − 1)-potentiel réel de αn−2, n, alors T ({α}DR) = [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈
En−2, n

2 (X)R.
Pour montrer que T est surjective, soit [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ E

n−2, n
2 (X)R avec ∂αn−2, n = −∂̄Ωn−1, n−1

pour une (n− 1, n− 1)-forme réelle Ωn−1, n−1. Alors, la (2n− 2)-forme

α := αn−2, n + Ωn−1, n−1 + αn−2, n

est réelle, d-fermée et T ({α}DR) = [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ E
n−2, n
2 (X)R. �

On peut maintenant montrer que l’espace réel En−2, n
2 (X)R contient le cône E2sG ŜX de X défini

dans §.3.1.1 comme étant un cône ouvert.

Lemme 3.1.12. Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n. On a les inclusions
SX ⊂ ŜX ⊂ En−2, n

2 (X)R et le cône ŜX est un ouvert dans En−2, n
2 (X)R.

Preuve. L’inclusion SX ⊂ ŜX est évidente et a déjà été remarqué. Soit [[Γn−2, n]∂̄]d1 ∈ ŜX quelconque.
Alors, il existe un représentant Γn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, C) de cette E2-classe et une métrique ω fG sur

X telles que ∂Γn−2, n = −∂̄ωn−1. Comme ωn−1 est réelle, alors [[Γn−2, n]∂̄]d1 ∈ En−2, n
2 (X)R. Ceci

montre l’inclusion ŜX ⊂ En−2, n
2 (X)R.

Soit [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ E
n−2, n
2 (X)R et soit ε > 0. Donc, il existe une forme Ωn−1, n−1 ∈ C∞n−1, n−1(X, C)

réelle telle que ∂̄Ωn−1, n−1 = −∂αn−2, n. On obtient

∂(Γn−2, n + ε αn−2, n) = −∂̄(ωn−1 + εΩn−1, n−1).

D’autre part, la (n − 1, n − 1)-forme ωn−1 + εΩn−1, n−1 est réelle pour chaque ε et définie positive
si ε > 0 est assez petit. Par suite, pour tout ε > 0 petit, il existe une unique (1, 1)-forme définie
positive ρε > 0 telle que ρn−1

ε = ωn−1 + εΩn−1, n−1. On a ∂ρn−1
ε = −∂̄(Γn−2, n + ε αn−2, n), donc ∂ρn−1

ε

est ∂̄-exacte, alors ρε est une métrique fortement Gauduchon sur X. Par conséquent,

[[Γn−2, n]∂̄]d1 + ε [[αn−2, n]∂̄]d1 ∈ ŜX
pour tout ε > 0 petit. Ceci montre que ŜX est ouvert dans En−2, n

2 (X)R. �

3.1.4 La dualité des cônes positifs dans la cohomologie de E2

Il a été prouvé dans [PU18b] (en utilisant le Laplacien pseudo-différentiel ∆̃ introduit dans
[Pop16] qui donne une théorie de Hodge pour la deuxième page de la suite spectrale de Frölicher)
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que toute variété complexe compacte X de dimension n et pour tout p, q ∈ {0, . . . , n}, l’accouplement
bilinéaire canonique

Ep, q
2 (X)× En−p, n−q

2 (X) −→ C,
(

[[α]∂̄]d1 , [[β]∂̄]d1

)
7→
∫
X

α ∧ β, (3.12)

est bien défini (i.e. indépendant des choix des représentants des classes de E2-cohomologie associées)
et non dégénéré. Donc, il définit une dualité de type Serre entre Ep, q

2 (X) et En−p, n−q
2 (X).

Sous cette dualité, la fermeture de notre cône E2sG ŜX ⊂ En−2, n
2 (X), consistant en ces E2-classes

de type (n− 2, n) qui sont “positive” dans le sens de la Définition 3.1.5, admet un cône dual dans
E2, 0

2 (X) qu’on va maintenant décrire. Pour ce dernier, on va introduire des notions ad hoc des (2, 0)-
formes réelles et positives et courants qui vont à l’encontre des définitions standard des formes réelles
positives et courants de bidegré (p, p), mais en proposant un analogue pas si farfelu de celui-ci en ce
bidegré qui est intéressant pour la géométrie symplectique holomorphe. Un prolongement possible
de cette géométrie sur les variétés sGG est l’un de nos motivations et nous espérons qu’il sera traité
dans un futur travail.

Dans cette sous-section, on va établir l’analogue de E2 pour les bidegrés (2, 0) et (n − 2, n) de
la dulatité de Lamari (cf. [[Lam99], lemme 3.3]) entre le cône pseudo-effective de Demailly E(X) ⊂
H1, 1
BC(X, R) (qui consiste en les classes de cohomologie de Bott-Chern pour tout (1, 1)-courant T ≥ 0

positif d-fermé sur X, voir [Dem92]) et la fermeture du cône de Gauduchon GX ⊂ Hn−1, n−1
A (X, R)

introduit dans [Pop15] (qui consiste en les classes de cohomologie d’Aeppli pour toutes les métriques
de Gauduchon ωn−1 > 0 sur X).

On va supposer tout au long de cette sous-section que X est une variété sGG. Cela garantira que
toute métrique de Gauduchon est fortement Gauduchon [PU18a] (voir Proposition 5.0.17).

Définition 3.1.13. Soit X une variété complexe compacte sGG de dimension n.

(i) On considère les ensembles suivants :

V =

{
Γn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, C) | ∃ω métrique Hermitienne telle que ∂Γn−2, n = −∂̄ωn−1

}
,

E =

{
Γn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, C) | ∂Γn−2, n ∈ Im ∂̄

}
,

ER =

{
Γn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, C) | ∃Ωn−1, n−1 forme réelle telle que ∂Γn−2, n = −∂̄Ωn−1, n−1

}
.

Alors, V ⊂ ER ⊂ E ⊂ C∞n−2, n(X, C) et E consiste en les (n − 2, n)-formes lisses qui sont E2-
fermées (leurs ∂̄-fermeture est automatique pour des raisons de bidegré), or ER consiste en telles
formes réelles (dans le sens ad hoc) et V consiste en telles formes positives (dans ce sens ad
hoc). Notons que toute métrique ω figurant dans la définition de V est automatiquement fortement
Gauduchon (où, équivalent, Gauduchon puisque X est supposée sGG).

(ii) Fixons une métrique Hermitienne γ arbitraire sur X. Soit p
(γ)

Im ∂̄
: C∞n−2, n(X, C) −→ Im ∂̄

la projection orthogonale par rapport au produit scalaire L2
γ sur le sous-espace fermé des (n− 2, n)-

formes ∂̄-exactes, induite par la décomposition de Hodge L2
γ-orthogonale standard en 3-espaces
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C∞n−2, n(X, C) = ker ∆′′ ⊕ Im ∂̄ ⊕ Im ∂̄?.

Considérons les ensembles suivants :

Uγ =

{
Γn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, C) | ∃ω métrique Hermitienne telle que p

(γ)

Im ∂̄
(∂Γn−2, n) = −∂̄ωn−1

}
,

C∞n−2, n(X, R)γ ={
αn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, C) | ∃ βn−1, n−1 forme réelle telle que p

(γ)

Im ∂̄
(∂αn−2, n) = −∂̄βn−1, n−1

}
.

Donc, Uγ ⊂ C∞n−2, n(X, R)γ ⊂ C∞n−2, n(X, C) et Uγ consiste en les (n−2, n)-formes lisses γ-positives
(dans ce sens ad hoc), or C∞n−2, n(X, R)γ consiste en telles formes γ-réelles (dans ce sens ad hoc).
Contrairement aux ensembles définis dans (i), ces ensembles ne sont soumis à aucune condition de
E2-fermeture. En particulier, on a l’inclusion suivante :

V ⊂ Uγ et ER ⊂ C∞n−2, n(X, R)γ

pour toute métrique Hermitienne γ sur X.

(iii) Dans le contexte de (ii), on appelle un courant γ-réel de bidegré (2, 0) sur X toute
forme R-linéaire continue

τ 2, 0 : C∞n−2, n(X, R)γ −→ R.

On dit qu’un tel courant est γ-positif si τ 2, 0 évalue non-négativement sur chaque élément de Uγ.
(Donc, en particulier, le courant zéro τ 2, 0 = 0 est γ-positif.)

On dit qu’un courant τ 2, 0 γ-réel de bidegré (2, 0) est E2-exacte si τ 2, 0 est identiquement nul
sur le R-espace vectoriel ER des (n− 2, n)-formes “réelles” E2-fermées définis dans (i). 1

Les propriétés suivantes des ensembles ci-dessus sont immédiates à vérifier.

Lemme 3.1.14. (a) L’ensemble E est un C-sous-espace vectoriel fermé de C∞n−2, n(X, C), les en-
sembles ER et C∞n−2, n(X, R)γ sont des R-sous-espaces vectoriels fermés de C∞n−2, n(X, C), or V et
Uγ sont des cônes convexes ouverts dans ER, et C∞n−2, n(X, R)γ respectivement.

(b) On a l’identité suivante :
Uγ ∩ ER = V.

Preuve. (a) La fermeture de E provient du fait (lui même est une conséquence de la théorie elliptique
standard sur les variétés compactes) que Im ∂̄ est fermée dans l’espace des formes C∞ dont lequel il
se trouve.

1. Cette dernière notion est conforme à la dualité usuelle selon laquelle un courant est exacte (par rapport à une
cohomologie donnée) si et seulement s’il est identiquement nul sur les formes C∞ fermées de bidegrées complémentaire
(par rapport à la même cohomologie).
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Pour montrer que ER est fermé dans C∞n−2, n(X, C), on a besoin d’une autre étape supplémentaire.

Soit Γn−2, n
j → Γn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, C) dans la topologie C∞ quand j → +∞, où Γn−2, n

j ∈ ER pour

tout j ∈ N. Pour tout j, soit Γn−1, n−1
j = −∆

′′−1
γ ∂̄?γ∂Γn−2, n

j ∈ C∞n−1, n−1(X, C) la solution minimale

pour la norme L2
γ de l’équation ∂̄Γn−1, n−1

j = −∂Γn−2, n
j . (Alors, l’espace de toutes les solutions est

un sous-espace affine Γn−1, n−1
j + ker ∂̄ ⊂ C∞n−1, n−1(X, C) et l’hypothèse Γn−2, n

j ∈ ER veut dire que

(Γn−1, n−1
j +ker ∂̄)∩C∞n−1, n−1(X, R) 6= ∅, où C∞n−1, n−1(X, R) ⊂ C∞n−1, n−1(X, C) est le sous-espace vec-

toriel réel des formes réelles.) Alors Im ∂̄ 3 ∂Γn−2, n
j → ∂Γn−2, n dans la topologie C∞ quand j → +∞,

donc ∂Γn−2, n ∈ Im ∂̄ car Im ∂̄ est fermée. De plus, Γn−1, n−1 = −∆
′′−1
γ ∂̄?γ∂Γn−2, n ∈ C∞n−1, n−1(X, C)

est la solution minimale pour la norme L2
γ de l’équation ∂̄Γn−1, n−1 = −∂Γn−2, n, alors Γn−1, n−1

j →
Γn−1, n−1 dans la topologie C∞ quand j → +∞ car la restriction à Im ∂̄ de l’opérateur ∆

′′−1
γ ∂̄?γ est

continue dans la topologie C∞. Comme (Γn−1, n−1
j + ker ∂̄)∩C∞n−1, n−1(X, R) 6= ∅ pour tout j ∈ N et

C∞n−1, n−1(X, R) est fermé dans C∞n−1, n−1(X, C), on obtient (Γn−1, n−1 + ker ∂̄)∩C∞n−1, n−1(X, R) 6= ∅.
Ceci veut dire que Γn−2, n ∈ ER. Par conséquent, ER est fermé dans C∞n−2, n(X, C).

La fermeture de C∞n−2, n(X, R)γ dans C∞n−2, n(X, C) peut être prouver par la même méthode

puisque la projection p
(γ)

Im ∂̄
est continue par rapport à la topologie C∞.

La convexité de V et Uγ provient de la linéarité des opérateurs ∂, ∂̄ et p
(γ)

Im ∂̄
utilisé dans

leurs définitions et de la convexité de l’ensemble des métriques de Gauduchon (elle même est une

conséquence de l’existence de l’unique racine (n− 1)ème définie positive pour chaque (n− 1, n− 1)-
forme définie positive).

Montrons maintenant que Uγ est ouvert dans C∞n−2, n(X, R)γ. (L’ouverture de V dans ER peut
être prouvé par la même méthode.) Soit Γn−2, n ∈ Uγ et αn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, R)γ arbitraire. Par
définition, il existe une métrique Hermitienne ω et une forme réelle βn−1, n−1 ∈ C∞n−1, n−1(X, R) telle
que

p
(γ)

Im ∂̄
(∂Γn−2, n) = −∂̄ωn−1 et p

(γ)

Im ∂̄
(∂αn−2, n) = −∂̄βn−1, n−1.

Alors, pour toute constante ε > 0, on a p
(γ)

Im ∂̄
(∂(Γn−2, n+ε αn−2, n)) = −∂̄(ωn−1 +ε βn−1, n−1). Comme

βn−1, n−1 est réelle et ωn−1 est définie positive, alors ωn−1 + ε βn−1, n−1 est définie positive pour tout
ε > 0 assez petit. Par conséquent, Γn−2, n + ε αn−2, n ∈ Uγ. Ceci montre que Uγ est un ouvert dans
C∞n−2, n(X, R)γ.

(b) Pour montrer l’inclusion “⊂”, soit Γn−2, n ∈ Uγ ∩ ER. Puisque Γn−2, n ∈ ER, alors ∂Γn−2, n ∈
Im ∂̄, donc p

(γ)

Im ∂̄
(∂Γn−2, n) = ∂Γn−2, n. Comme Γn−2, n ∈ Uγ, alors ∂Γn−2, n = −∂̄ωn−1 pour une

métrique Hermitienne ω. Par conséquent, Γn−2, n ∈ V . Ceci montre l’inclusion “⊂”. L’inclusion
inverse est évidente. �

La dernière remarque préliminaire qu’on fait est un exemple indiquant une façon très particulière
de la construction des applications linéaires à valeurs réelles sur ER. Ces applications se présentent,
ci-dessous, sous une forme plus générale . (Voir la dernière hypothèse de la Proposition 3.1.16.)

Lemme 3.1.15. Si une forme θ2, 0 ∈ C∞2, 0(X, C) est de la forme θ2, 0 = ∂ξ1, 0 telle que la (1, 1)-forme
∂̄ξ1, 0 est réelle, alors

∫
X
θ2, 0 ∧ Γn−2, n est réel pour tout Γn−2, n ∈ ER.

Preuve. Soit Γn−2, n ∈ ER. Alors, ∂Γn−2, n = −∂̄Ωn−1, n−1 pour quelque (n − 1, n − 1)-forme réelle
Ωn−1, n−1. Appliquant le théorème de Stokes deux fois, on obtient
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∫
X

θ2, 0 ∧ Γn−2, n =

∫
X

∂ξ1, 0 ∧ Γn−2, n = −
∫
X

ξ1, 0 ∧ ∂̄Ωn−1, n−1 = −
∫
X

∂̄ξ1, 0 ∧ Ωn−1, n−1.

Puisque les formes ∂̄ξ1, 0 et Ωn−1, n−1 sont réelles alors la dernière identité est réelle. �

On est maintenant au point pour montrer le résultat de la dualité qu’on a visé. L’énoncé et la
démonstration sont parallèles à ceux du Lemme 3.3 dans [Lam99].

Proposition 3.1.16. Soit X une variété complexe compacte sGG de dimension n et γ une métrique
Hermitienne arbitraire fixée sur X. Soit θ2, 0 ∈ C∞2, 0(X, C) vérifiant la condition∫

X

θ2, 0 ∧ Γn−2, n ≥ 0

pour tout Γn−2, n ∈ C∞n−2, n(X, C) pour lequel il existe une métrique Hermitienne ω sur X telle que
∂Γn−2, n = −∂̄ωn−1 (i.e. pour tout Γn−2, n ∈ V ). Supposons, de plus, que

∫
X
θ2, 0 ∧ Γn−2, n ∈ R pour

tout Γn−2, n ∈ ER.
Alors, il existe un courant γ-positif τ 2, 0 : C∞n−2, n(X, R)γ −→ R de bidegré (2, 0) sur X tel que

θ2, 0 − τ 2, 0 est E2-exacte dans le sens où il est identiquement nul sur ER.

Notons que si on suppose que θ2, 0 est E2-fermée (i.e. ∂̄θ2, 0 = 0 et ∂θ2, 0 ∈ Im ∂̄, qui est en
bidegré (2, 0) équivalent à supposer que dθ2, 0 = 0), alors elle définit une classe [[θ2, 0]∂̄]d1 ∈ E

2, 0
2 et

l’intégral
∫
X
θ2, 0 ∧ Γn−2, n est indépendant du choix du représentant de cette classe. Par conséquent,

la Proposition 3.1.16 implique que le dual de la fermeture du cône E2sG ŜX defini dans (3.8) par la
dualité E2, 0

2 (X)×En−2, n
2 (X) −→ C est le cône convexe fermé dans E2, 0

2 (X) constitué des E2-classes
[[θ2, 0]∂̄]d1 “représentable” par les courants γ-positifs τ 2, 0 : C∞n−2, n(X, R)γ −→ R.

Preuve de la Proposition 3.1.16. On suit les arguments de la preuve du Lemme 3.3. de Lamari dans
[Lam99]. La forme θ2, 0 définit une application C-linéaire

θ2, 0 : C∞n−2, n(X, C) −→ C, Γn−2, n 7→
∫
X

θ2, 0 ∧ Γn−2, n.

L’hypothèse imposée sur θ2, 0 se traduit par θ2, 0
|V ≥ 0. Donc il y a deux cas.

1er cas. Supposons qu’il existe Γn−2, n
0 ∈ V ⊂ ER telle que

∫
X
θ2, 0 ∧ Γn−2, n

0 = 0. Ceci montre que

θ2, 0
|ER
≡ 0.

En effet, fixons Γn−2, n ∈ ER quelconque et soit Γn−2, n
t := (1 − t) Γn−2, n

0 + tΓn−2, n pour t ∈ R.
Alors Γn−2, n

t ∈ ER pour tout t ∈ [0, 1] puisque ER est convexe. De plus, pour tout t ∈ R, on a

f(t) :=

∫
X

θ2, 0 ∧ Γn−2, n
t = (1− t)

∫
X

θ2, 0 ∧ Γn−2, n
0 + t

∫
X

θ2, 0 ∧ Γn−2, n = t

∫
X

θ2, 0 ∧ Γn−2, n.
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En particulier, f(0) = 0. Or V est un ouvert dans ER (cf. Lemme 3.1.14) et Γn−2, n
0 ∈ V , alors

Γn−2, n
t ∈ V pour tout t assez proche de 0. Puisque θ2, 0

|V ≥ 0, on en déduit que f(t) ≥ 0 pour tout

t ∈ [−ε, ε] avec ε > 0 petit. C’est à dire t
∫
X
θ2, 0 ∧ Γn−2, n ≥ 0 pour tout t ∈ [−ε, ε], ce qui est

impossible sauf si
∫
X
θ2, 0 ∧ Γn−2, n = 0. Ceci montre que θ2, 0

|ER
≡ 0, donc on peut choisir τ 2, 0 = 0 (qui

est γ-positif).

2ème cas. Supposons que θ2, 0
|V > 0. Soit F ⊂ ER le noyau de la restriction θ2, 0

|ER
: ER −→ R. Alors,

F est de codimension réelle égale à 1 dans ER et

Uγ ∩ F = ∅.
Pour montrer la dernière identité, supposons qu’il existe Γn−2, n ∈ Uγ ∩F . Alors

∫
X
θ2, 0∧Γn−2, n = 0

car Γn−2, n ∈ F = ker(θ2, 0
|ER

). D’autre part,
∫
X
θ2, 0∧Γn−2, n > 0 car F ⊂ ER, donc Γn−2, n ∈ Uγ ∩ER =

V (d’après (b) du Lemme 3.1.14) et θ2, 0
|V > 0. Ce qui est absurde.

Puisque Uγ est un sous-ensemble convexe ouvert de C∞n−2, n(X, R)γ, F est un sous-ensemble
convexe fermé de C∞n−2, n(X, R)γ et Uγ et F sont disjoints, alors d’après le théorème de séparation
de Hahn-Banach, il existe une forme R-linéaire continue

l2, 0 : C∞n−2, n(X, R)γ −→ R

telle que l2, 0|Uγ > 0 et l2, 0|F = 0.

La première condition implique que le (2, 0)-courant γ-réel l2, 0 est γ-positif.
Soit Γn−2, n

1 ∈ V . Alors
∫
X
θ2, 0 ∧ Γn−2, n

1 > 0 et
∫
X
l2, 0 ∧ Γn−2, n

1 > 0, donc il existe une constante

λ > 0 telle que
∫
X
θ2, 0 ∧ Γn−2, n

1 = λ
∫
X
l2, 0 ∧ Γn−2, n

1 . C’est à dire (θ2, 0 − λ l2, 0)|RΓn−2, n
1

= 0. D’autre

part, on a (θ2, 0 − λ l2, 0)|F = 0. Comme F est de codimension réelle égale à 1 dans ER, alors
(θ2, 0 − λ l2, 0)|ER = 0. Si on pose τ 2, 0 := λ l2, 0, on trouve le résultat. �

3.2 La propriété h-∂∂̄ des variétés complexes compactes

Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n. On considère maintenant la construc-
tion de la limite adiabatique de l’opérateur différentiel dh = h∂ + ∂̄ (cf. (1.2)) qui a été introduit
dans [Pop17] pour toute constante h > 0. Permettant maintenant h d’être negative, on trouve les
propriétés évidentes suivantes :

(i) dh = h dh−1 ; (ii) d−h = −h d−h−1 ;

(iii) dh1dh2 = (h1 − h2) ∂∂̄; en particulier, dh d−h−1 = (h+
1

h
) ∂∂̄;

(iv)
h+ 1

h2 + 1
dh +

h(h− 1)

h2 + 1
d−h−1 = d, (3.13)

pour tout h ∈ R \ {0}.
Lorsque la métrique Hermitienne ω est fixée sur X, l’adjoint formel d?h de dh par rapport à ω

induit avec dh un opérateur de type Laplacien de la manière usuelle :

∆h : dh d
?
h + d?hdh : C∞k (X, C) −→ C∞k (X, C),
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pour tout k ∈ {0, . . . , 2n}. Ce h-Laplacien est elliptique (cf. [Pop17]). L’identité (ii) dans (3.13)
implique

∆−h = h2 ∆−h−1 , pour tout h ∈ R \ {0}. (3.14)

On continue maintenant l’étude des opérateurs dh, à la fois du côté métrique et intrinsèque.

3.2.1 Les relations de commutation et identité de BKN pour les opérateurs
dh

Fixons une métrique Hermitienne ω quelconque sur X. Tous les adjoints formels seront calculés
par rapport à ω, de même pour l’adjoint (ponctuel et formel) Λ = Λω de l’opérateur de multiplication
 L =  Lω := ω∧·. Rappelons l’opérateur de torsion standard de type (1, 0) (cf. [Dem84]) τ = [Λ, ∂ω∧·]
et les relations de commutation Hermitienne (cf. encore [Dem84]) :

∂? + τ ? = i [Λ, ∂̄] et ∂̄? + τ̄ ? = −i [Λ, ∂].

On en déduira le résultat suivant :

Lemme 3.2.1. Soit (X, ω) une variété Hermitienne complexe. Pour tout h ∈ R \ {0}, on définit
l’opérateur h-torsion de type (1, 0), induit par ω, par τh := [Λ, dhω ∧ ·].

On a les relations de h-commutation Hermitienne sur les formes différentielles de degrées
quelconque :

(a) (dh + τh)
? = −i [Λ, d−h]; (b) (dh + τh)

? = i [Λ, d−h];

(c) dh + τh = i [d
?

−h, ω ∧ ·]; (d) dh + τh = −i [d?−h, ω ∧ ·].

Preuve. Puisque (b) est le conjugué de (a), et les implications (a) =⇒ (c) et (b) =⇒ (d) sont
obtenues en prenant les adjoints, alors il suffit de montrer (a).

En utilisant les définitions ci-dessus et les relations de commutation Hermitienne standard, on
obtient

d?h = h∂? + ∂̄? = i [Λ, h∂̄]− hτ ? − i [Λ, ∂]− τ̄ ? = −i [Λ, d−h]− (hτ ? + τ̄ ?)

et

hτ ? + τ̄ ? = [(h ∂ω ∧ ·)?, ω ∧ ·] + [(∂̄ω ∧ ·)?, ω ∧ ·] = [(dhω ∧ ·)?, ω ∧ ·] = τ ?h .

En additionnant ces identités, on obtient (a). �

Une conséquence immédiate est la suivante

Corollaire 3.2.2. Soit (X, ω) une variété Hermitienne complexe. Pour tout h ∈ R \ {0}, on a
l’identité h-Bochner-Kodaira-Nakano (h-BKN) sur les formes différentielles en tout degrée :

∆h = ∆−h + [d−h, τ
?
−h]− [dh, τ

?
h ].
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Preuve. En utilisant la relation h-commutation (a) du Lemme 3.2.1 dans la deuxième identité ci-
dessus, on obtient

∆h = [dh, d
?
h] = −i [dh, [Λ, d−h]]− [dh, τ

?
h ].

D’autre part, on a l’identité de Jacobi :

−[dh, [Λ, d−h]] + [Λ, [d−h, dh]] + [d−h, [dh, Λ]] = 0.

Comme [d−h, dh] = 0 quand h 6= 0, alors le deuxième terme ci-dessus s’annule. Or, en remplaçant h
par −h dans la relation de h-commutation (b) du Lemme 3.2.1, on obtient [dh, Λ] = i (d−h + τ−h)

?.
Par conséquent −i [dh, [Λ, d−h]] = [d−h, (d−h + τ−h)

?] = ∆−h + [d−h, τ
?
−h] et la formule s’en suit. �

Une autre conséquence immédiate est l’assertion anti-commutation dans le cas Kählerien suivant.

Corollaire 3.2.3. Soit (X, ω) une variété Kählérienne compacte. Pour tout h ∈ R \ {0}, on a les
identités suivantes :

[dh, d
?
−h−1 ] = 0 et [d−h−1 , d?h] = 0.

Preuve. La deuxième identité est l’adjoint de la première, alors il suffit de montrer la première. On
remplace h par −h−1 dans la relation de h-commutation (a) du Lemme 3.2.1, on obtient d?−h−1 =

−i [Λ, dh−1 ] = − i
h

[Λ, dh] puisque τh = 0 pour tout h lorsque ω est Kählérienne et l’identité (i) dans
(3.13) a été utilisé pour montrer la dernière identité. Par conséquent, lorsque ω est Kählérienne, on
a [dh, d

?
−h−1 ] = − i

h
[dh, [Λ, dh]].

L’identité de Jacobi donne :

−[dh, [Λ, dh]] + [Λ, [dh, dh]] + [dh, [dh, Λ]] = 0.

Comme [dh, dh] = 0 et [dh, Λ] = −[Λ, dh], alors [dh, [Λ, dh]] = 0.
Par conséquent [dh, d

?
−h−1 ] = − i

h
[dh, [Λ, dh]] = 0. D’où le résultat. �

On va maintenant raffiner la formule de BKN ci-dessus, en s’inspirant du [Dem84], en intégrant
les termes de 1st ordre dans l’opérateur de type Laplacien tordu sur le terme droit de l’identité
de sorte que les termes de divergence deviennent d’ordre zéro. On commence par quelques calculs
préliminaires.

Lemme 3.2.4. Soit (X, ω) une variété Hermitienne complexe. Pour tout h ∈ R \ {0}, on a les
identités :

(i) [L, τh] = 3 dhω ∧ ·, (ii) [Λ, τh] = 2i τ ?−h, (iii) [dh, d
?

−h] = −[dh, τ
?
−h],

(iv) [dh, d
?
h] + [dh, τ

?
h ]− [d−h, τ

?
−h] = [dh + τh, d

?
h + τ ?h ] + S

(h)
ω , où

S(h)
ω :=

i

2
[Λ, [Λ, d−hdhω ∧ ·]]− [dhω ∧ ·, (dhω ∧ ·)?].
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Preuve. (i) La définition de τh et l’identité de Jacobi donnent la première et la deuxième identités
respectivement ci-dessous :

[L, τh] = [L, [Λ, dhω ∧ ·]] = −[Λ, [dhω ∧ ·, L]]− [dhω ∧ ·, [L, Λ]].

Notons que, [dhω ∧ ·, L] = dhω ∧ (ω ∧ ·) − ω ∧ dhω ∧ · = 0, alors le premier terme du côté droit
ci-dessus est nul. D’autre part, on a [L, Λ] = (k − n) Id sur les k-formes. Donc pour toute k-forme
u, on a

[dhω∧·, [L, Λ]]u = dhω∧([L, Λ]u)−[L, Λ] (dhω∧u) = (k−n) dhω∧u−(k+3−n) dhω∧u = −3 dhω∧u.

Il en résulte, [dhω ∧ ·, [L, Λ]] = −3 dhω ∧ · et (i) s’ensuit.

(ii) On sait d’après la relation de h-commutation (c) du Lemme 3.2.1 que τh = i [d
?

−h, ω∧·]−dh.
Donc, en utilisant aussi (b) du Lemme 3.2.1, on obtient

[Λ, τh] = i [Λ, [d
?

−h, ω ∧ ·]]− [Λ, dh] = i [Λ, [d
?

−h, ω ∧ ·]] + i (d−h + τ−h)
?.

D’après l’identité de Jacobi, on a

[Λ, [d
?

−h, ω ∧ ·]] + [d
?

−h, [ω ∧ ·, Λ]] + [ω ∧ ·, [Λ, d
?

−h]] = 0.

Puisque [ω ∧ ·, Λ] = (k − n) Id sur les k-formes, alors [d
?

−h, [ω ∧ ·, Λ]] = d
?

−h. Or, [ω ∧ ·, [Λ, d
?

−h]] =

[[d−h, ω ∧ ·], Λ]?, donc on obtient

[Λ, τh] = −i [[d−h, ω ∧ ·], Λ]? − i d?−h + i (d−h + τ−h)
?.

De plus, pour une forme u quelconque, on a

[d−h, ω ∧ ·]u = (∂ − h∂̄) (ω ∧ u)− ω ∧ (∂u− h∂̄u) = (∂ω − h ∂̄ω) ∧ u = d−hω ∧ u.

Donc, [d−h, ω ∧ ·] = d−h ω ∧ ·, par conséquent

[Λ, τh] = −i [d−h ω ∧ ·, Λ]? − i d?−h + i (d−h + τ−h)
?

= i τ ?−h − i d
?

−h + i (d−h + τ−h)
? = 2i τ ?−h,

où la deuxième identité provient de la définition de τh en remplaçant h par −h puis en prenant les
conjugués et les adjoints.

Ceci montre (ii).

(iii) D’après l’identité de Jacobi, on a

−[dh, [Λ, dh]] + [Λ, [dh, dh]] + [dh, [dh, Λ]] = 0.

Comme [dh, dh] = 0 (car d2
h = 0), et [dh, Λ] = −[Λ, dh], alors [dh, [Λ, dh]] = 0. En utilisant la

relation de h-commutation (b) du Lemme 3.2.1, c’est à dire [dh, τ
?
−h] = −[dh, d

?

−h], ou de manière

équivalente [τh, d
?

−h] = −[dh, d
?

−h], où la dernière identité est obtenue d’après la première en calculant
les adjoints, les conjugés et en remplaçant h par −h. Autrement dit, on a

[dh, d
?

−h] = −[τh, d
?

−h] = −[dh, τ
?
−h]. (3.15)
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Ceci montre (iii).

(iv) En appliquant la partie (ii) et l’identité de Jacobi, on obtient

[d−h, τ
?
−h] = − i

2
[d−h, [Λ, τh]] = − i

2
[Λ, [τh, d−h]]−

i

2
[τh, [d−h, Λ]]. (3.16)

D’autre part,

[τh, d−h]
(a)
= [d−h, τh]

(b)
= [d−h, [Λ, dhω ∧ ·]]

(c)
= [Λ, [dhω ∧ ·, d−h]] + [dhω ∧ ·, [d−h, Λ]]

(d)
= [Λ, d−hdhω ∧ ·]− i [dhω ∧ ·, d?h + τ ?h ],

où (a) découle de τh et d−h étant des opérateurs de degrés impairs, (b) découle de la définition de
τh, (c) découle de identité de Jacobi, tandis que le dernier terme dans (d) découle de la relation de
h-commutation (b) du Lemme 3.2.1 et le premier terme dans (d) résulte du calcul facile suivant :

[dhω ∧ ·, d−h]u = dhω ∧ d−hu+ d−h(dhω ∧ u) = d−hdhω ∧ u,

pour toute forme u.
Appliquant le crochet avec Λ dans la formule ci-dessus de [τh, d−h], on obtient

[Λ, [τh, d−h]] = [Λ, [Λ, d−hdhω ∧ ·]]− i [Λ, [dhω ∧ ·, d?h + τ ?h ]]. (3.17)

En appliquant à nouveau la formule de Jacobi pour le dernier terme, on obtient

[Λ, [dhω ∧ ·, d?h + τ ?h ]] = −[dhω ∧ ·, [d?h + τ ?h , Λ]] + [d?h + τ ?h , [Λ, dhω ∧ ·]]
= −[dhω ∧ ·, [ω ∧ ·, dh + τh]

?] + [d?h + τ ?h , τh],

= −2 [dhω ∧ ·, (dhω ∧ ·)?] + [d?h + τ ?h , τh], (3.18)

où le premier terme de la dernière ligne est donné par le calcul simple suivant. Pour toute forme u,
on a [ω ∧ ·, dh]u = ω ∧ dhu − dh(ω ∧ u) = −dhω ∧ u. Donc, [ω ∧ ·, dh] = −dhω ∧ ·. Combiné avec
l’identité (i), cela donne [ω ∧ ·, dh + τh] = 2 dhω ∧ ·.

En combinant (3.17) et (3.18), on obtient

[Λ, [τh, d−h]] = [Λ, [Λ, d−hdhω ∧ ·]] + 2i [dhω ∧ ·, (dhω ∧ ·)?]− i [d?h + τ ?h , τh],

qui, à son tour, se combine avec (3.16) pour donner

[d−h, τ
?
−h] = − i

2
[Λ, [Λ, d−hdhω ∧ ·]] + [dhω ∧ ·, (dhω ∧ ·)?]−

1

2
[d?h + τ ?h , τh]−

i

2
[τh, [d−h, Λ]].

Puisque −i [Λ, d−h] = d?h + τ ?h d’après la relation de h-commutation (a) du Lemme 3.2.1, on obtient

−[d−h, τ
?
−h] = [d?h + τ ?h , τh] +

i

2
[Λ, [Λ, d−hdhω ∧ ·]]− [dhω ∧ ·, (dhω ∧ ·)?].

En ajoutant [dh, d
?
h] + [dh, τ

?
h ] aux deux côtés de l’identité ci-dessus, on obtient
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[dh, d
?
h] + [dh, τ

?
h ]− [d−h, τ

?
−h] = [dh + τh, d

?
h + τ ?h ] + S(h)

ω ,

où S
(h)
ω := i

2
[Λ, [Λ, d−hdhω ∧ ·]]− [dhω ∧ ·, (dhω ∧ ·)?]. Ceci montre (iv). �

On peut maintenat énoncer le résultat principal de cette sous-section.

Theorem 3.2.5. Soit (X, ω) une variété Hermitienne complexe. Pour tout h ∈ R \ {0}, on a
l’identité de h-Bochner-Kodaira-Nakano (h-BKN) raffinée sur les formes différentielles en
tout degré :

∆h = [d−h + τ−h, d
?

−h + τ ?−h] + T (h)
ω ,

où T
(h)
ω est l’opérateur d’ordre zéro défini par

T (h)
ω := − i

2
[Λ, [Λ, dhd−hω ∧ ·]]− [d−hω ∧ ·, (d−hω ∧ ·)?].

En particulier, si la métrique ω est Kählérienne, dhω = 0 alors τh = 0 et T
(h)
ω = 0, donc on

obtient

∆h = ∆−h (pour tout h ∈ R) et ∆h = h2 ∆−h−1 (pour tout h ∈ R \ {0}).

La dernière identité découle de la première d’après (3.14).

Preuve. En combinant (iv) du Lemme 3.2.4 avec la formule de BKN du Corollaire 3.2.2, on obtient

∆h + [dh + τh, d
?
h + τ ?h ] + S(h)

ω = ∆−h + [d−h, τ
?
−h]− [dh, τ

?
h ] + [dh, d

?
h] + [dh, τ

?
h ]− [d−h, τ

?
−h].

Comme [dh, d
?
h] = ∆h, alors la dernière formule est réduite à

∆−h = [dh + τh, d
?
h + τ ?h ] + S(h)

ω .

L’identité de h-BKN raffinée découle de cette dernière en conjuguant et en remplaçant h par −h. �

3.2.2 h-∂∂̄-variétés

Le ∂∂̄-lemma standard affirme que toute variété Kählérienne compacte est ∂∂̄-variété. On va
maintenant étudier l’analogue de cette assertion dans notre contexte de dh-cohomologie.

Theorem 3.2.6. Soit (X, ω) une variété Kählérienne compacte. Soit ∆ := dd? + d?d. Pour tout
h ∈ R \ {0}, on a l’identité suivante :

∆ =
(h+ 1)2

(h2 + 1)2
∆h +

(h− 1)2

(h2 + 1)2
(h2 ∆−h−1).
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Preuve. En utilisant (iv) de (3.13) et l’identité évidente ∆h = [dh, d
?
h] pour tout h, on obtient

∆ = [d, d?] =
(h+ 1)2

(h2 + 1)2
∆h +

h2 (h− 1)2

(h2 + 1)2
∆−h−1

+
(h+ 1)h(h− 1)

(h2 + 1)2
[dh, d

?
−h−1 ] +

(h+ 1)h(h− 1)

(h2 + 1)2
[d−h−1 , d?h].

Puisque la métrique ω est supposée Kählérienne, alors d’après le Corollaire 3.2.3 on a [dh, d
?
−h−1 ] = 0

et [d−h−1 , d?h] = 0. D’où le résultat. �

Une conséquence immédiate du Théorèmes 3.2.5 et 3.2.6 est l’énoncé de proportionnalité suivant.

Corollaire 3.2.7. Soit (X, ω) une variété Kählérienne compacte. Pour tout h ∈ R \ {0}, on a les
identités sur les formes différentielles, en tout degrée, suivante :

∆ =
2

h2 + 1
∆h =

2h2

h2 + 1
∆−h−1 =

2

h2 + 1
∆−h.

on fait une pause brièvement pour remarquer que l’énoncé de proportionnalité ci-dessus redémontre,
en conjonction avec le résultat principal de [Pop17], le fait standard que la propriété de Kähler des
variétés complexes compactes implique la dégénérescence en E1 de la suite spectrale de Frölicher.
Encore une autre preuve sera implicite plus bas rassemblant les Théorèmes 3.2.9 et 3.2.11.

Corollaire 3.2.8. (standard) Soit (X, ω) une variété Kählérienne compacte. Alors la suite spec-
trale de Frölicher de X dégénère en E1.

Preuve. On sait, d’après le Corollaire 3.2.7, que ∆h = h2+1
2

∆ pour tout h ∈ R \ {0} en tout degré k.

En particulier, ker ∆h = ker ∆ pour tout h 6= 0. Soit δ
(k)
h > 0 la plus petite valeur propre positive de

∆h : C∞k (X, C) −→ C∞k (X, C) agissant sur les k-formes et soit u
(k)
h ∈ C∞k (X, C) le vecteur propre

normalisé associé tel que son L2
ω-norme ||u(k)

h || égale à 1. Puisque u
(k)
h est orthogonal au ker ∆h, il

est également orthogonal au ker ∆ pour tout h 6= 0. Pour tout h > 0, on obtient

δ
(k)
h = 〈〈∆hu

(k)
h , u

(k)
h 〉〉ω =

h2 + 1

2
〈〈∆u(k)

h , u
(k)
h 〉〉ω ≥

h2 + 1

2
δ(k) ≥ 1

2
δ(k), (3.19)

où δ(k) > 0 est la plus petite valeur propre positive de ∆ : C∞k (X, C) −→ C∞k (X, C) agissant sur
les k-formes. (Alors, δ(k) est indépendante de h.)

Maintenant, d’après le Théorème 1.3 (et son corollaire, Proposition 5.3) dans [Pop17] on sait que
la suite spectral de Frölicher de toute variété Hermitienne compacte (X, ω) dégénère en E1 si et

seulement si δ
(k)
h ne converge pas vers zéro au moins aussi vite que O(h2) lorsque h ↓ 0 pour tout

k. Dans notre cas, puisque la métrique ω est Kählérienne, alors (3.19) montre que pour tout k, δ
(k)
h

reste même uniformément minorée par une constante positive quand h ↓ 0. �

On peut maintenant en déduire l’analogue de la dh-cohomologie du ∂∂̄-lemma standard.
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Theorem 3.2.9. (the h-∂∂̄-lemma) Soit (X, ω) une variété Kählérienne compacte avec dimCX =
n. Pour tout k ∈ {0, 1, . . . , 2n}, tout h ∈ R\{0} et toute k-forme u ∈ ker dh∩ker d−h−1, les conditions
d’exactitude suivantes sont equivalentes :

u ∈ Im dh ⇐⇒ u ∈ Im d−h−1 ⇐⇒ u ∈ Im d ⇐⇒ u ∈ Im (dh d−h−1) = Im (∂∂̄).

Preuve. L’égalité Im (dh d−h−1) = Im (∂∂̄) découle de (iii) de (3.13), or la propriété u ∈ Im (dh d−h−1)
implique évidemment toutes les autres propriétés d’exactitude.

Comme d1 = d et on admet tout h 6= 0, il suffit alors de montrer l’implication “u ∈ Im dh =⇒
u ∈ Im (dh d−h−1)“ pour h 6= 0 quelconque.

Puisque ∆h et ∆−h−1 sont des opérateurs elliptiques auto-adjoints avec d2
h = d2

−h−1 = 0 et la
variété X est compacte, alors d’après la théorie de Hodge on a la décomposition L2

ω-orthogonale (qui
n’exige pas ω d’être Kählérienne) :

C∞k−1(X, C) = ker ∆−h−1 ⊕ Im d−h−1 ⊕ Im d?−h−1 (3.20)

dont laquelle ker d−h−1 = ker ∆−h−1 ⊕ Im d−h−1 .
Soit u ∈ C∞k (X, C) telle que u ∈ ker dh ∩ ker d−h−1 et u = dhv avec v ∈ C∞k−1(X, C). La

décomposition en 3-espaces (3.20) produit une unique décomposition

v = v0 + d−h−1u1 + d?−h−1u2,

où la (k − 1)-forme v0 appartient au ker ∆−h−1 et u1, u2 sont de degrées respectifs k − 2 et k. On
obtient

u = dhv = dhv0 + dhd−h−1u1 + dhd
?
−h−1u2 = −d−h−1dhu1 − d?−h−1dhu2.

En effet, la dernière identité ci-dessus découle de v0 ∈ ker ∆−h−1 = ker ∆h = ker dh ∩ ker d?h (où
l’hypothèse de Kähler sur ω a été utilisé pour garantir la proportionnalité des Laplaciens ∆−h−1 et
∆h – voir Théorème 3.2.5 – d’où l’égalité de leurs noyaux), de l’anti-commutation de dh et d−h−1

(qui est vraie pour toute métrique ω non nécessairement Kählérienne – voir (iii) de (3.13)) et de
l’anti-commutation de dh et d?−h−1 (qui est une conséquence de l’hypothèse de Kähler sur ω via les
relations de h-commutation – voir Corollaire 3.2.3).

Maintenant, u + d−h−1dhu1 ∈ ker d−h−1 or −d?−h−1dhu2 ∈ Im d?−h−1 . D’autre part, ker d−h−1 est
orthogonal à Im d?−h−1 , alors la forme u + d−h−1dhu1 = −d?−h−1dhu2, qui appartient aux deux sous-
espaces, doit s’annuler. En particulier, u = −d−h−1dhu1 ∈ Im (dh d−h−1). �

Le théorème ci-dessus conduit naturellement à ce qui suit :

Définition 3.2.10. Soit h ∈ R \ {0} une constante arbitraire. Une variété complexe compacte
X avec dimCX = n est dite h-∂∂̄-variété si pour tout k ∈ {0, 1, . . . , 2n} et toute k-forme u ∈
ker dh ∩ ker d−h−1, les conditions d’exactitude suivantes sont équivalentes :

u ∈ Im dh ⇐⇒ u ∈ Im d−h−1 ⇐⇒ u ∈ Im d ⇐⇒ u ∈ Im (dh d−h−1) = Im (∂∂̄).
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Notons que lorsque h = 1, dh = d et d−h−1 = d−1 cöıncide (à une constante multiplicative près)
avec dc. La h-∂∂̄-propriété introduite ci-dessus ne nécessite pas la forme u d’être de type pure. dans
les cas h /∈ {−1, 1}, il est destiné à renforcer la ∂∂̄-propriété standard .

Comme la ∂∂̄-propriété standard, la h-∂∂̄-propriété est impliquée par la condition de Kähler et
implique la dégénérescence en la première page de la suite spectrale de Frölicher (cf. Théorèmes
3.2.9 ci-dessus et 3.2.11 ci-dessous). En fait, la dernière implication découle de l’implication bien
connue avec la ∂∂̄-propriété au lieu de la h-∂∂̄-propriété, mais on préfère de donner une preuve
indépendante.

Theorem 3.2.11. Soit h ∈ R\{0} une constante arbitraire. La suite spectrale de Frölicher de toute
h-∂∂̄-variété dégénère en E1.

Preuve. Soit X une h-∂∂̄-variété avec dimCX = n. Pour tout bidegré (p, q), Choisissons une classe
[α]∂̄ ∈ E

p, q
1 (X) et un représentant α de [α]∂̄. On a d1([α]∂̄) = [∂α]∂̄.

De plus, comme ∂̄α = 0, on a ∂α = h∂(h−1 α) + ∂̄(h−1 α) = dh(h
−1 α) ∈ Im dh. En particulier,

∂α ∈ ker dh et d−h−1(dh(h
−1 α)) = ((h2 + 1)/h2) ∂∂̄α = 0, donc dh(h

−1 α) ∈ ker dh ∩ ker d−h−1 . Alors,
d’après l’hypothèse h-∂∂̄ sur X, le dh-exactitude de ∂α = dh(h

−1 α) implique son ∂∂̄-exactitude. En
particulier, ∂α ∈ Im ∂̄, donc d1([α]∂̄) = [∂α]∂̄ = 0 ∈ Ep+1, q

1 (X).
Ceci montre que tous les différentiels d1 sont identiquement nuls, alors Ep, q

1 (X) = Ep, q
2 (X) pour

tout p, q.
En outre, puisque ∂α est ∂∂̄-exacte, alors il existe une (p, q − 1)-forme u telle que ∂α = ∂̄∂u,

donc d2([[α]∂̄]d1) = [[∂(∂u)]∂̄]d1 = 0 ∈ Ep+2, q−1
2 (X) et dr([. . . [[α]∂̄]d1 . . . ]dr−1) = 0 ∈ Ep+r, q−r+1

r (X)
pour tout r ≥ 2.

Par conséquent, tous les différentiels dr avec r ≥ 1 sont identiquement nuls. Il en résulte que la
suite spectrale de Frölicher de X dégénère en E1. �

3.2.3 Cohomologies de h-Bott-Chern et h-Aeppli

On commence par définir les analogues des cohomologies h-tordu de Bott-Chern et Aeppli et par
observer quelques propriétés de base entre eux. Contrairement à leurs homologues standard, ils ne
sont pas définis en un bidegré donné, mais en un degré total donné.

Définition 3.2.12. Soit X une variété complexe compacte de dimension n. Pour tout h ∈ R \ {0}
et tout k ∈ {0, . . . , 2n}, on définit les groupes de cohomologie h-Bott-Chern et h-Aeppli de degré
k par la formule

Hk
h−BC(X, C) =

ker dh ∩ ker d− 1
h

Im (dhd− 1
h
)

et Hk
h−A(X, C) =

ker(dhd− 1
h
)

Im dh + Im d− 1
h

,

où tous les espaces vectoriels impliqués sont des sous-espaces de l’espace C∞k (X, C) des k-formes
lisses sur X.

On observe maintenant quelques propriétés de base de ces espaces qui sont parallèles à leurs
homologues standard.

Lemme 3.2.13. Soit X une variété complexe compacte de dimension n.
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(a) Pour tout h ∈ R \ {0} et tout k ∈ {0, . . . , 2n}, l’application canonique

T
(k)
h : Hk

h−BC(X, C) −→ Hk
h−A(X, C), [α]h−BC 7→ [α]h−A,

est bien définie. De plus, si X est une h-∂∂̄-variété pour h ∈ R \ {0} fixé, alors l’application T
(k)
h

est un isomorphisme pour tout k ∈ {0, . . . , 2n}.
(b) Pour tout h ∈ R \ {0} et tout k ∈ {0, . . . , 2n}, on a les identités suivantes :

Hk
h−BC(X, C) =

⊕
p+q=k

Hp, q
BC(X, C),

Hk
h−A(X, C) =

⊕
p+q=k

Hp, q
A (X, C).

Alors, les dimensions des espaces vectoriels Hk
h−BC(X, C) et Hk

h−A(X, C) sont indépendant de h.

(c) Pour tout h ∈ R \ {0} et tout k ∈ {0, . . . , 2n}, les applications canoniques

Hk
h−BC(X, C) −→ Hk

dh
(X, C) −→ Hk

h−A(X, C), [α]h−BC 7→ [α]dh 7→ [α]h−A,

sont bien définies. De plus, si X est une h-∂∂̄-variété pour h ∈ R \ {0} fixé, alors elles sont des

isomorphismes, en particulier leurs dimensions égales au kème nombre de Betti bk de X, pour
tout k ∈ {0, . . . , 2n}.
Preuve. (a) Soit [α]h−BC ∈ Hk

h−BC(X, C) une classe arbitraire et soit α un représentant arbitraire de
[α]h−BC . Alors dhα = 0 et d− 1

h
α = 0, donc dhd− 1

h
α = 0, d’où α definit une classe dans Hk

h−A(X, C).

Pour montrer que [α]h−A est indépendante du choix du représentant α de la classe [α]h−BC , il faut
montrer que [α]h−A = 0 quand [α]h−BC = 0. Cependant, ceci est évident puisque Im (dhd− 1

h
) ⊂

Im dh + Im d− 1
h
.

Supposons maintenant que X est une h-∂∂̄-variété pour h ∈ R \ {0} fixée. Fixons un k.

Pour montrer que T
(k)
h est injective, supposons que dhα = 0, d− 1

h
α = 0 (i.e. α définit une classe

[α]h−BC) et [α]h−A = 0 (i.e. T
(k)
h ([α]h−BC) = 0). En particulier, α = dhu+d− 1

h
v pour certaines formes

u, v. Alors α−dhu = d− 1
h
v ∈ ker dh∩Im d− 1

h
, donc, d’après h-∂∂̄-hypothèse, on a d− 1

h
v ∈ Im (dhd− 1

h
).

D’autre part, α − d− 1
h
v = dhu ∈ ker d− 1

h
∩ Im dh, donc dhu ∈ Im (dhd− 1

h
) d’après h-∂∂̄-hypothèse.

Par conséquent, α = dhu+ d− 1
h
v ∈ Im (dhd− 1

h
), donc [α]h−BC = 0.

Pour montrer que T
(k)
h est surjective, soit α ∈ C∞k (X, C) telle que dhd− 1

h
α = 0. On doit montrer

l’existence des (k − 1)-formes u, v telles que dh(α + dhu + d− 1
h
v) = 0 et d− 1

h
(α + dhu + d− 1

h
v) = 0.

(En effet, on aura alors [α]h−A = [α+ dhu+ d− 1
h
v]h−A = T

(k)
h ([α+ dhu+ d− 1

h
v]h−BC) avec [α+ dhu+

d− 1
h
v]h−BC est bien définie.) Ces identités sont équivalentes à dhd− 1

h
v = −dhα et d− 1

h
dhu = −d− 1

h
α.

Puisque dhα ∈ Im dh et d− 1
h
α ∈ Im d− 1

h
or les deux formes sont simultanément dh-fermée et d− 1

h
-

fermée. Alors d’après h-∂∂̄-hypothèse elles sont (dhd− 1
h
)-exactes. D’où la surjectivité.

(b) Pour tout h ∈ R \ {0} et tout k ∈ {0, . . . , n}, on a les égalités des sous-epaces de C∞k (X, C)
suivantes :

ker dh ∩ ker d− 1
h

= ker ∂ ∩ ker ∂̄

Im dh + Im d− 1
h

= Im ∂ + Im ∂̄. (3.21)
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En effet, pour toute k-forme α, la relation α ∈ ker dh ∩ ker d− 1
h

est équivalente à h∂α + ∂̄α = 0

et − 1
h
∂α + ∂̄α = 0, leurs différence donne (h + 1

h
) ∂α = 0, donc ∂α = 0 et ∂̄α = 0. L’inclusion

inverse ker ∂ ∩ ker ∂̄ ⊂ ker dh ∩ ker d− 1
h

est évidente. D’autre part, la relation α ∈ Im dh + Im d− 1
h

est

équivalente à l’existence des (k− 1)-formes u, v telles que α = dhu+ d− 1
h
v = ∂(hu− 1

h
v) + ∂̄(u+ v).

Par conséquent, pour toute k-forme α =
∑

p+q=k

αp, q (écrite avec sa décomposition en type-pure),

la condition α ∈ ker dh ∩ ker d− 1
h

= ker ∂ ∩ ker ∂̄ est équivalente à∑
p+q=k

∂αp, q = 0 et
∑
p+q=k

∂̄αp, q = 0,

qui sont équivalentes à αp, q ∈ ker ∂ ∩ ker ∂̄ = ker dh ∩ ker d− 1
h

pour tout p, q. De même, d’après (iii)

de (3.13), α ∈ Im (dhd− 1
h
) = Im(∂∂̄) est équivalente à αp, q ∈ Im(∂∂̄) pour tout p, q. D’où la première

décomposition des espaces vectoriels dans (b). La deuxième décomposition est obtenue de la même
manière d’après la deuxième identité dans (3.21) et d’après (iii) de (3.13).

(c) Les applications sont bien définies, ceci découle à la fois des inclusions ker dh ∩ ker d− 1
h
⊂

ker dh ⊂ ker (dhd− 1
h
) et Im (dhd− 1

h
) ⊂ Im dh ⊂ (Im dh + Im d− 1

h
). La bijection de ces application

lorsque X est supposée d’être h-∂∂̄-variété résulte des applications simples de ces hypothèses, d’après
la preuve de (a) et d’après le lemme suivant. �

Lemme 3.2.14. Si X est une h-∂∂̄-variété, alors toute classe de dh-cohomologie [α]dh (en tout
degré) contient un représentant appartenant au ker dh ∩ ker d− 1

h
.

Preuve. Soit α une k-forme lisse telle que dhα = 0. On souhaite montrer l’existence d’une (k − 1)-
forme lisse β telle que d− 1

h
(α + dhβ) = 0. Cela revient à d− 1

h
dhβ = −d− 1

h
α. Cependant, d− 1

h
α ∈

ker dh ∩ Im d− 1
h
, alors la h-∂∂̄-hypothèse assure que d− 1

h
α ∈ Im (dhd− 1

h
), ceci montre l’existence de

β. �

Rappelons qu’il a été prouvé par Angella et Tomassini dans [AT12] que sur toute variété complexe
compacte X, on a l’inégalité suivante

2bk ≤
∑
p+q=k

hp, qBC +
∑
p+q=k

hp, qA (3.22)

pour tout k. D’après (b) du Lemme 3.2.13, cela se traduit dans notre langage par

2bk ≤ hkh−BC + hkh−A, pour tout k ∈ {0, . . . , 2n} et tout h ∈ R \ {0}, (3.23)

où hkh−BC := dim Hk
h−BC(X, C) et hkh−A := dim Hk

h−A(X, C). (Rappelons qu’on a toujours bk =
dim Hk

dh
(X, C) pour tout k et h 6= 0, voir l’Introduction.) D’autre part, le deuxième résultat de

[AT12] montre l’égalité dans (3.22) pour tout k si et seulement si X satisfait la version (a) du
∂∂̄-lemma (voir l’Introduction).

Corollaire 3.2.15. (a) 2 Soit X une variété complexe compacte de dimension n. Si X est une
h-∂∂̄-variété pour h ∈ R \ {0}, alors X satisfait la version (a) du ∂∂̄-lemma (voir l’Introduction).

2. Ceci est évident d’après la définition, mais on donne un nouvel argument pour montrer la cohérence de plusieurs
résultats entre eux.
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(b) Soit (Xt)t∈∆ une famille holomorphe de variétés complexes compactes. Si une certaine fibre
X0 est une h-∂∂̄-variété pour certain h ∈ R \ {0}, alors les nombres de h-Bott-Chern hkh−BC(t) :=
dim Hk

h−BC(Xt, C) et les nombres h-Aeppli hkh−A(t) := dim Hk
h−A(Xt, C) restent constant au voisi-

nage de X0 :

hkh−BC(t) = hkh−BC(0) et hkh−A(t) = hkh−A(0)

pour tout k ∈ {0, . . . , 2n} et tout t ∈ ∆ assez proche de 0.

Preuve. (a) Si X est une h-∂∂̄-variété pour certain h ∈ R \ {0}, alors d’après (c) du Lemme 3.2.13
on a 2bk = hkh−BC + hkh−A pour tout k. Cela est équivalent à X vérifiant la version (a) du ∂∂̄-lemma
par la discussion ci-dessus et le deuxième résultat principal de [AT12].

(b) D’après (b) du Lemme 3.2.13 on a hkh−BC(t) =
∑

p+q=k

hp, qBC(t) et hkh−A(t) =
∑

p+q=k

hp, qA (t) pour

tout k et tout t. Puisque les nombres de Bott-Chern et Aeppli vérifient la propriété de semi-continuité
hp, qBC(0) ≥ hp, qBC(t) et hp, qA (0) ≥ hp, qA (t) pour tout t assez proche de 0 et tout p, q, on en déduit l’analogue
de la propriété pour les nombres de h-Bott-Chern et the h-Aeppli :

hkh−BC(0) ≥ hkh−BC(t) et hkh−A(0) ≥ hkh−A(t) (3.24)

pour tout t assez proche de 0 et tout k.
D’autre part, puisque X0 est une h-∂∂̄-variété pour certain h ∈ R \ {0}, alors on a 2bk =

hkh−BC(0) + hkh−A(0) pour tout k (cf. (c) du Lemme 3.2.13). Donc d’après (3.24), 2bk ≥ hkh−BC(t) +
hkh−A(t) pour tout k et tout t assez proche de 0. Cependant, on a aussi l’inégalité inverse 2bk ≤
hkh−BC(t) + hkh−A(t) pour tout t et k d’après [AT12] (cf. (3.23)). D’où le résultat. �

3.2.4 Ouverture par déformation de la h-∂∂̄-propriété

On montre maintenant l’analogue suivant pour les h-∂∂̄-variétés du résultat d’ouverture de Wu
pour les ∂∂̄-variétés (cf. [Wu06]).

Theorem 3.2.16. Soit π : X −→ ∆ une submersion holomorphe propre d’une variété complexe X
à valeurs dans une boule ∆ ⊂ CN contenant l’origine. Pour tout t ∈ ∆, soit Xt := π−1(t) la fibre
au-dessus de t. Fixons une constante h ∈ R \ {0} quelconque.

Si X0 est une h-∂∂̄-variété, alors Xt est une h-∂∂̄-variété pour tout t ∈ ∆ suffisamment proche
de 0.

La preuve suivra le modèle de celui donné par Wu dans [Wu06] pour l’ouverture par déformation
de la ∂∂̄-propriété standard. Par souci de cohérence, on va suivre la présentation dans §.4.3 de
[Pop14] où les arguments de Wu et certains de ceux dans [DGMS75] ont été ré-expliqués, tout en
soulignant les changements nécessaires dans notre h-∂∂̄-contexte actuel.

On commence par une terminologie qui correspond à la Définition 4.7. dans [Pop14].

Définition 3.2.17. Soit h ∈ R \ {0} une constante arbitraire. Pour tout k = 0, 1, . . . , 2n donné, on
dit qu’une variété complexe compact X de dimension n donnée satisfait la propriété :

(Ak) si l’application canonique Hk
h−BC(X, C) −→ Hk

h−A(X, C) est injective.
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Cette propriété est équivalente à la propriété

(A′k) ker dh ∩ ker d− 1
h
∩ (Im dh + Im d− 1

h
) = Im (dh d− 1

h
) en tant que sous-spaces de C∞k (X, C).

(Bk) si l’application canonique Hk
h−BC(X, C) −→ Hk

h−A(X, C) est surjective.

Cette propriété est équivalente à la propriété

(B′k) Im dh + Im d− 1
h

+ (ker dh ∩ ker d− 1
h
) = ker(dh d− 1

h
) en tant que sous-spaces de C∞k (X, C).

(Ck) si les applications canoniques Hk
h−BC(X, C) −→ Hk

d− 1
h

(X, C) et Hk
h−BC(X, C) −→ Hk

dh
(X, C)

sont injectives.

Cette propriété est équivalente à l’occurrence simultanée de

(C ′k)(i) Im d− 1
h
∩ ker dh = Im (dh d− 1

h
) et (C ′k)(ii) Im dh ∩ ker d− 1

h
= Im (dh d− 1

h
)

en tant que sous-spaces de C∞k (X, C).

(D′k) si (i) Im dh + ker d− 1
h

= ker(dh d− 1
h
) et (ii) Im d− 1

h
+ ker dh = ker(dh d− 1

h
)

en tant que sous-espaces de C∞k (X, C).

(Lk) si pour toute k-forme u ∈ ker dh ∩ ker d−h−1, les conditions d’exactitude suivantes sont
équivalentes :

u ∈ Im dh ⇐⇒ u ∈ Im d−h−1 ⇐⇒ u ∈ Im (dh d−h−1) = Im (∂∂̄).

La propriété (Lk) est un retraitement de la paire des propriétés (C ′k)(i) et (C ′k)(ii). Comme déjà
mentionné, les équivalences suivantes sont immédiates :

(Ak)⇐⇒ (A′k), (Bk)⇐⇒ (B′k), (Ck)⇐⇒ (C ′k).

D’autre part, les inclusions ⊃ dans (A′k), ⊂ dans (B′k), ⊃ dans (C ′k)(i), (ii) et ⊂ dans (D′k)(i), (ii)
sont toujours vérifiées. L’énoncé suivant est le h-∂∂̄-analogue du fait démontré implicitement dans
[DGMS75] dans le contexte ∂∂̄ standard et fournira un élément clé pour la preuve du Théorème
3.2.16.

Proposition 3.2.18. (le h-∂∂̄-analogue du Lemme 5.15 dans [DGMS75]) Soit h ∈ R \ {0} une
constante arbitraire. Soit X une variété complexe compacte de dimension n. Pour tout k = 1, . . . , 2n,
on a les équivalences suivantes:

(Lk)⇐⇒ (Ak)⇐⇒ (Ck)⇐⇒ (D′k−1)⇐⇒ (Bk−1).

Preuve. Fixons un k ∈ {1, . . . , 2n} quelconque. Compte tenu des explications ci-dessus, il suffit de
montrer les équivalences

(A′k)⇐⇒ (C ′k)⇐⇒ (D′k−1)⇐⇒ (B′k−1).
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Preuve de (A′k) =⇒ (C ′k). Soit u ∈ C∞k (X, C) telle que dhu = 0 et u = d− 1
h
v pour une (k− 1)-forme

v. Alors u ∈ ker dh ∩ ker d− 1
h
∩ (Im dh + Im d− 1

h
). Donc (A′k) implique u ∈ Im (dh d− 1

h
). Ceci montre

(i) de (C ′k). La preuve de (ii) de (C ′k) est similaire avec dh et d− 1
h

inversés.

Preuve de (C ′k) =⇒ (A′k). Soit u ∈ C∞k (X, C) telle que dhu = 0, d− 1
h
u = 0 et u = dhv + d− 1

h
w pour

certaines (k − 1)-formes v et w. Alors

· Im dh 3 dhv = u − d− 1
h
w ∈ ker d− 1

h
, alors dhv ∈ Im dh ∩ ker d− 1

h
= Im (dhd− 1

h
), où la dernière

identité des sous-espaces étant donnée par l’hypothèse (C ′k)(i).

· Im d− 1
h
3 d− 1

h
w = u− dhv ∈ ker dh, alors d− 1

h
w ∈ Im d− 1

h
∩ ker dh = Im (dhd− 1

h
), où la dernière

identité des sous-espaces étant donnée par l’hypothèse (C ′k)(ii).

On obtient u = dhv + d− 1
h
w ∈ Im (dhd− 1

h
). Ceci montre (A′k).

Preuve de (C ′k) =⇒ (D′k−1). Soit u ∈ C∞k−1(X, C) telle que dhd− 1
h
u = 0. Donc :

· d− 1
h
u est une k-forme et d− 1

h
u ∈ ker dh∩ Im d− 1

h
= Im (dhd− 1

h
), où la dernière identité des sous-

espaces étant donnée par l’hypothèse (C ′k)(i). Alors d− 1
h
u = d− 1

h
dhζ pour certaine (k − 2)-forme ζ.

Cela équivaut à u− dhζ ∈ ker d− 1
h
.

On obtient u = dhζ + (u− dhζ) ∈ Im dh + ker d− 1
h
. Ceci montre (D′k−1)(i).

· dhu est une k-forme et dhu ∈ ker d− 1
h
∩ Im dh = Im (dhd− 1

h
), où la dernière identité des sous-

espaces étant donnée par l’hypothèse (C ′k)(ii). Donc dhu = dhd− 1
h
w pour certaine (k − 2)-forme w.

Cela équivaut à u− d− 1
h
w ∈ ker dh.

On obtient u = d− 1
h
w + (u− d− 1

h
w) ∈ Im d− 1

h
+ ker dh. Ceci montre (D′k−1)(ii).

Preuve de (D′k−1) =⇒ (C ′k). Soit u ∈ C∞k (X, C) telle que dhu = 0 et u = d− 1
h
v pour certaine

(k− 1)-forme v. Alors v ∈ ker(dhd− 1
h
) = Im dh + ker d− 1

h
, où la dernière identité des sous-espaces est

(D′k−1)(i). Donc, il existe une (k − 2)-forme w et une (k − 1)-forme ζ telles que

v = dhw + ζ et d− 1
h
ζ = 0.

En appliquant d− 1
h
, on obtient : u = d− 1

h
v = d− 1

h
dhw ∈ Im (dhd− 1

h
). Ceci montre (C ′k)(i).

En inversant les rôles de dh et d− 1
h
, on obtient (C ′k)(ii) de la même manière d’après (D′k−1)(ii).

Preuve de (D′k−1) =⇒ (B′k−1). Soit u ∈ C∞k−1(X, C) telle que dhd− 1
h
u = 0. D’après (D′k−1)(ii), il

existe une (k − 2)-forme v et une (k − 1)-forme w telles que

u = d− 1
h
v + w et w ∈ ker dh.

Donc dhd− 1
h
w = 0, alors d’après (D′k−1)(i) on peut écrire

w = dhζ + ρ avec ρ ∈ ker d− 1
h
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pour certaine (k − 2)-forme ζ et certaine (k − 1)-forme ρ. On obtient ρ = w − dhζ ∈ ker dh (car
w ∈ ker dh). D’où ρ ∈ ker dh ∩ ker d− 1

h
.

En mettant les morceaux ensemble, on a

u = d− 1
h
v + dhζ + ρ ∈ Im d− 1

h
+ Im dh + (ker dh ∩ ker d− 1

h
).

Ceci montre (B′k−1).

Preuve de (B′k−1) =⇒ (D′k−1). Cette implication est triviale parce que Im d− 1
h

+ (ker dh ∩ ker d− 1
h
) ⊂

ker d− 1
h

et Im dh + (ker dh ∩ ker d− 1
h
) ⊂ ker dh.

La Preuve de la Proposition 3.2.18 est achevée. �

Notons que l’occurrence simultanée des propriétés (Lk) pour tout k ∈ {0, . . . , 2n} est une condi-
tion a priori plus faible que la h-∂∂̄-propriété puisqu’elle n’inclut pas l’équivalence u ∈ Im d ⇐⇒
u ∈ Im (dh d−h−1). Cependant, on peut facilement montrer comme conséquence de la Proposition
3.2.18 que ces deux conditions sont en fait équivalentes.

Corollaire 3.2.19. Soit h ∈ R\{0} une constante arbitraire. Soit X une variété complexe compacte
avec dimCX = n. Fixons k ∈ {0, . . . , 2n} quelconque et supposons que pour toute k-forme u ∈
ker dh ∩ ker d−h−1, les conditions d’exactitude suivantes sont équivalentes :

u ∈ Im dh ⇐⇒ u ∈ Im d−h−1 ⇐⇒ u ∈ Im (dh d−h−1) = Im (∂∂̄).

Alors, pour toute k-forme u ∈ ker dh ∩ ker d−h−1, on a aussi l’équivalence “u ∈ Im d ⇐⇒ u ∈
Im (dh d−h−1) = Im (∂∂̄)”.

En particulier, si l’hypothèse est faite pour tout k ∈ {0, . . . , 2n}, alors X est une h-∂∂̄-variété.

Preuve. Puisque l’implication u ∈ Im (dh d−h−1) =⇒ u ∈ Im d est triviale, on doit montrer seule-
ment l’implication inverse pour toute k-forme u ∈ ker dh ∩ ker d−h−1 . Soit u ∈ Im d une telle k-
forme. Alors, d’après l’identité (iv) dans (3.13), u ∈ Im dh + Im d−h−1 , donc u definit une classe
[u]h−BC ∈ Hk

h−BC(X, C) qui correspond à la classe zéro dans Hk
h−A(X, C) sous l’application cano-

nique Hk
h−BC(X, C) −→ Hk

h−A(X, C). Donc par (Ak), qui est vérifiée puisqu’elle est équivalente à
notre hypothèse (Lk) d’après la Proposition 3.2.18, cette application est injective. Par conséquent,
[u]h−BC = 0 ∈ Hk

h−BC(X, C), donc u ∈ Im (dh d−h−1). �

On est maintenant bien équipé pour montrer l’ouverture par déformation de la h-∂∂̄-propriété
des variétés complexes compactes.

Preuve du Théorème 3.2.16. Les arguments sont analogues dans le contexte h-∂∂̄ de ceux donnés
par Wu dans le contexte ∂∂̄ classique. Comme dans [Wu06], l’idée principale est d’exploiter, pour
tout k fixé, l’équivalence

(Lk)⇐⇒ (Ak)⇐⇒ (Bk−1),

C’est à dire la discordance d’un degré entre la caractérisation de la h-∂∂̄-propriété pour les k-formes
en termes de l’injectivité de l’application h-BC→ h-A et en termes de sa surjectivité. Cela provoque
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un argument par induction sur k, puisque la h-∂∂̄-propriété est triviale en degré k = 0 (i.e. pour les
fonctions).

Pour montrer que Xt est une h-∂∂̄-variété pour tout t ∈ ∆ assez proche de 0, supposons qu’on
a la h-∂∂̄-propriété en degré k sur Xt pour les opérateurs dh(t) et d− 1

h
(t) induits par la structure

complexe de Xt pour tout t proche de 0. On va montrer que la même chose est vraie en degré k+ 1.
L’hypothèse h-∂∂̄ sur X0 en degré k implique, d’après (c) du Lemme 3.2.13 et du (b) du Corollaire

3.2.15 respectivement, les identités suivantes :

dimCH
k
h−BC(X0, C) = dimCH

k
h−A(X0, C),

dimCH
k
h−BC(X0, C) = dimCH

k
h−BC(Xt, C) pour tout t proche de 0,

dimCH
k
h−A(X0, C) = dimCH

k
h−A(Xt, C) pour tout t proche de 0.

D’où, dimCH
k
h−BC(Xt, C) = dimCH

k
h−A(Xt, C) pour tout t ∈ ∆ proche de 0.

D’autre part, par la Proposition 3.2.18, l’hypothèse d’induction (Lk) sur Xt est équivalente
à l’application linéaire canonique Hk

h−BC(Xt, C) → Hk
h−A(Xt, C) étant injective (propriété (Ak)).

Comme ce sont des espaces vectoriels de dimension finie de dimensions égales, alors l’application
linéaire Hk

h−BC(Xt, C)→ Hk
h−A(Xt, C) doit aussi être surjective. Il en résulte que la propriété (Bk)

est vérifiée sur Xt pour tout t ∈ ∆ proche de 0. Or, d’après la Proposition 3.2.18, ceci est équivalent
à la propriété (Lk+1), i.e. à la h-∂∂̄-propriété en degré k + 1 sur Xt pour tout t ∈ ∆ proche de 0. �
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Chapitre 4
Stabilité par déformations de variétés admettant
des métriques p-SKT et p-HS

Dans ce chapitre, on suppose que π : X −→ ∆ est une famille analytique complexe de variétés
complexes compactes au dessus de ∆ (voir Définition 5.0.20 du chapitre 5). Donc, par un résultat
d’Ehresmann ([Voi07], théorème 9.3) toutes les fibres Xt := π−1(t), pour tout t ∈ ∆, sont C∞-
difféomorphe à une variété C∞ fixée X.

4.1 Déformations des variétés admettant des métriques plu-

rifermées

Commençons par rappeler quelques notions de base (la Définition 2.2.9 en p = 1) :

Définition 4.1.1. Soit ω > 0 une métrique Hermitienne sur une variété complexe X.

1- ω est dite plurifermée (ou bien SKT) si ∂∂̄ω = 0.

2- ω est dite Hermitienne-symplectique (H-S pour simplicité) (cf. définition in [ST10]) s’il existe
α0,2 ∈ C∞0,2(X,C) telle que

d(α0,2 + ω + α0,2) = 0

ceci est équivalent à l’existence d’une 2-forme réelle C∞ Ω sur X telle que dΩ = 0 et Ω1,1 =
ω > 0.

3- X est une variété plurifermée (resp. H-S) s’il existe une métrique plurifermée (resp. H-S) sur
X.

4- X est dite une ∂∂̄−variété si le ∂∂̄−lemma est vérifié sur X, c’est à dire pour tout p, q et pour
toute (p, q)-forme u C∞ sur X telle que du = 0, les propriétés suivantes sont équivalentes :

u est d-exacte⇔ u est ∂-exacte⇔ u est ∂̄-exacte⇔ u est ∂∂̄-exacte

D. Popovici a montré dans [Pop15], sur toute ∂∂̄-variété, que la métrique plurifermée est équivalente
à la métrique Hermitienne-symplectique. Autrement, on a :
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Lemme 4.1.2. Soit X une ∂∂̄−variété, alors

ω est plurifermée ⇐⇒ ω est Hermitienne-symplectique

Preuve. ⇐=) Toujours vérifié.
Supposons qu’il existe α0,2 ∈ C∞0,2(X,C) telle que d(α0,2 + ω + α0,2) = 0. Alors{

∂α0,2 = 0
∂α0,2α + ∂̄ω = 0

En appliquant ∂ sur l’identité ci-dessus, on obtient ∂∂̄ω = 0.

Inversement, supposons que ∂∂̄ω = 0 et X est une ∂∂̄−variété, alors ∂ω ∈ ker ∂̄. D’autre part ∂ω
est une (2, 1)-forme qui est d-fermée et ∂-exacte , donc d’après le ∂∂̄-lemma ∂ω doit être ∂̄−exacte.
C’est à dire qu’il existe une α2,0 ∈ C∞2,0(X,C) telle que ∂ω = −∂̄α2,0 = −∂α0,2 avec α0,2 := α2,0, on
obtient :

d(α0,2 + ω + α0,2) = ∂α0,2 + ∂̄α0,2 + ∂ω + ∂̄ω + ∂α0,2 + ∂̄α0,2

= (∂ω + ∂̄α0,2) + (∂ω + ∂̄α0,2) + ∂̄α0,2 + ∂α0,2

= ∂̄α0,2 + ∂α0,2.

Il reste à montrer que ∂α2,0 = 0. En effet, on a ∂̄∂α2,0 = −∂∂̄α2,0 = ∂2ω = 0. Alors ∂α2,0 est
une (3, 0)-forme d-fermée et ∂-exacte, donc par le ∂∂̄-lemma elle est ∂̄-exacte. D’où ∂α2,0 = 0. Ceci
montre que ω est H-S. �

Dans la suite de cette section, on va montrer que la propriété Hermitienne-symplectique est
ouverte par déformations holomorphe. Commençons par :

Lemme 4.1.3.

S’il existe une métrique ω0 H-S sur X0, alors il existe une métrique ωt H-S sur Xt pour t ∼ 0, t ∈ ∆

De plus, la métrique H-S ωt peut être choisie et la famille (ωt)t varie de manière lisse avec t.

Preuve. Supposons qu’il existe une métrique ω0 H-S sur X0. Alors il existe α0,2
0 ∈ C∞0,2(X0,C) telle

que

d(α0,2
0 + ω0 + α0,2

0 ) = 0

Posons Ω := α0,2
0 + ω0 + α0,2

0 , on obtient une 2−forme réelle Ω d−fermée sur X0. Donc Ω ne dépend
pas de la structure complexe de la fibre. Soit (Ω1,1

t )t∈∆ une famille C∞ des composantes de Ω de
Jt-type (1, 1), i.e. Ω1,1

t = (Ω)1,1
t , alors (Ω1,1

t )t∈∆ varient de manière C∞ avec t. Donc par continuité
de la famille (Ω1,1

t )t∈∆, la strict positivité de Ω1,1
0 implique la strict positivité de Ω1,1

t pour tout t ∈ ∆
assez proche de 0. Par conséquent, on obtient une métrique ωt H-S pour t ∼ 0 et t ∈ ∆. �

Par conséquent, on obtient
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Conclusion 4.1.4. Soit X0 une ∂∂̄-variété et supposons qu’il existe une métrique plurifermée ω0.
Alors ω0 est H-S sur X0.
Puisque la métrique H-S est ouverte par déformations holomorphes, donc Xt admet une métrique ωt
H-S pour t ∈ ∆ assez proche de 0.
D’autre part, rappelons que toute métrique Hermitienne-Symplectique est plurifermée, donc ωt est
SKT pour t ∼ 0, t ∈ ∆

On obtient le :

Theorem 4.1.5. Si X0 est ∂∂̄-variété et plurifermée, alors Xt est plurifermée pour t ∈ ∆ assez
proche de 0.

D’après le théorème de Wu dans [Wu06], la propriété ∂∂̄-lemma sur les variétés complexes compactes
est ouverte par déformations, autrement dit :

X0 est ∂∂̄-variété =⇒ Xt est ∂∂̄-variété pour t ∈ ∆, t ∼ 0

Par conséquent, on obtient le résultat suivant :

Theorem 4.1.6. Si X0 est une ∂∂̄-variété et plurifermée, alors Xt est aussi ∂∂̄-variété et plurifermée
pour t ∼ 0 et t ∈ ∆.

4.2 Déformations des variétés p-HS et p-SKT

Dans cette section, on va montrer que la propriété p-SKT (i.e. (p, p)−forme Ω réelle C∞ qui est
faiblement strictement positive telle que ∂∂̄Ω = 0 ) sur une variété complexe compacte de dimension
n vérifiant le ∂∂̄−lemma est ouverte par déformations holomorphes.

Lemme 4.2.1. Soit X une ∂∂̄-variété avec dimCX = n. Fixons p ∈ {1, · · · , n− 1}.
S’il existe ω une forme p−SKT, alors ω est une forme p−hermitienne-symplectique.

Preuve. Supposons qu’il existe une forme ω p-plurifermée surX. C’est à dire, il existe une (p, p)−forme
ω réelle C∞ faiblement strictement positive telle que ∂∂̄ω = 0. Notons que ∂ω est une (p+1, p)−forme
d-fermée, d’après le ∂∂̄−lemma, ∂ω est ∂̄−exacte, i.e. il existe une αp+1,p−1 ∈ C∞p+1,p−1(X,C)
telle que ∂ω = −∂̄αp+1,p−1. Puisque ∂αp+1,p−1 est d-fermée, alors d’après ∂∂̄−lemma il existe une
αp+2,p−2 ∈ C∞p+2,p−2(X,C) telle que ∂αp+1,p−1 = −∂̄αp+2,p−2.
On continue jusqu’on trouve l’existence de α2p,0 ∈ C∞2p,0(X,C) telle que ∂α2p−1,1 = −∂̄α2p,0. D’autre
part ∂α2p,0 est d-fermée donc d’après ∂∂̄−lemma elle est ∂̄-exacte. Or, la seule (2p, 0)−forme
∂̄−exacte est zéro, donc ∂α2p,0 = 0.

d(
∑p−1

i=0 α
i,2p−i + ω +

∑p−1
i=0 α

i,2p−i)

= ∂α2p,0 + ∂̄α0,2p + ∂α0,2p + ∂̄α0,2p + ∂α1,2p−1 + ∂̄α1,2p−1 + ∂α1,2p−1

+∂̄α1,2p−1 + · · ·+ ∂αp−3,p+3 + ∂̄αp−3,p+3 + ∂αp−3,p+3 + ∂̄αp−3,p+3

+∂αp−2,p+2 + ∂̄αp−2,p+2 + ∂αp−2,p+2 + ∂̄αp−2,p+2 + ∂̄αp−1,p+1

+∂αp+1,p−1 = 0.

�

Le premier résultat principal de cette section est le théorème suivant.
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Theorem 4.2.2. Soit X une variété complexe compacte lisse de dimension n. On fixe p ∈ {1, · · · , n−
1}. S’il existe ω0 une forme p−HS sur X0, alors il existe une forme ωt p−HS sur Xt, pour t ∈ ∆
suffisamment petit.

Preuve. Supposons qu’il existe ω0 une forme p−HS sur X0, ceci veut dire qu’il existe αi,2p−i ∈
C∞i,2p−i(X,C) pour i = 0, · · · , 2p telles que d(

∑p−1
i=0 α

i,2p−i + ω +
∑p−1

i=0 α
i,2p−i) = 0.

Posons Ω :=
∑p−1

i=0 α
i,2p−i + ω +

∑p−1
i=0 α

i,2p−i la 2p-forme réelle d-fermée. Ω ne dépend pas de la
structure complexe de la fibre.
Soit (Ωt)t∈∆ une famille C∞ de composantes de Ω de Jt-type (p, p), Ωt := (Ω)p,pt , donc (Ωt)t∈∆ varient
de manière C∞ avec t.
Par la continuité de la famille (Ωt)t∈∆, la positivité (au sens de Lelong 5.0.11) de Ωp,p implique la
positivité (au sens de Lelong 5.0.11) de Ωp,p

t pour tout t ∈ ∆ assez proche de 0. En effet :
Supposons que ω0 est une (p, p)−forme faiblement strictement positive de structure complexe J0.
On veut montrer que la (p, p)−forme ωt est faiblement strictement positive de structure complexe
Jt pour tout t assez proche de 0 .
ω0 est faiblement strictement positive, c’est à dire pour tous α1, · · · , αn−p ∈ C∞1,0(X0,C) linéairement
indépendant, on a :

ω0 ∧ iα1 ∧ α1 ∧ · · · ∧ iαn−p ∧ αn−p > 0

Soit (U (1), · · · , U (N)) des ensembles ouverts de X et z1(t), · · · , zn(t) des coordonnées holomorphes

locales sur U
(ν)
t ⊂ Xt. Alors αj(t) =

n∑
k=1

αkj (t)dzk(t).

Posons 0 ∈ U0 :=
⋂

ν∈{1,··· ,N}
{j1,··· ,jn−p}⊂{1,··· ,p}

U
(ν)
j1,··· ,jn−p , U0 est un ensemble ouvert.

S’il existe (z
(ν)
1 (t), · · · , z(ν)

n (t), t) des coordonnées sur U
(ν)
t ⊂ Xt, pour chaque t fixé. Alors : ∀{j1, · · · , jn−p} ⊂

{1, · · · , p}, ∀ν ∈ {1, · · · , N}

ωt ∧ idz(ν)
j1

(t) ∧ dz̄(ν)
j1

(t) ∧ · · · ∧ idz(ν)
jn−p

(t) ∧ dz̄(ν)
jn−p

(t) > 0, if t = 0

Donc, par continuité :

ωt ∧ idz(ν)
j1

(t) ∧ dz̄(ν)
j1

(t) ∧ · · · ∧ idz(ν)
jn−p

(t) ∧ dz̄(ν)
jn−p

(t) > 0

∀t ∈ U (ν)
j1,··· ,jn−p ouvert de ∆. Il en résulte :

ωt ∧ idz(ν)
j1

(t) ∧ dz̄(ν)
j1

(t) ∧ · · · ∧ idz(ν)
jn−p

(t) ∧ dz̄(ν)
jn−p

(t) > 0

∀t ∈ U0 ⊂ ∆, ∀{j1, · · · , jn−p} ⊂ {1, · · · , p}. �

Par conséquent, on obtient :

Conclusion 4.2.3. Si X0 est une variété p-SKT vérifiant ∂∂̄-lemma, alors X0 est une variété p-HS.
Donc Xt est une variété p-HS pour t ∈ ∆ assez proche de 0. Il s’en suit que Xt est une variété p-SKT
pour t ∈ ∆ assez proche de 0.

D’autre part, d’après [Wu06], la propriété ∂∂̄-lemma est ouverte par déformations. D’où le résultat
suivant :
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Theorem 4.2.4. Soit π : X −→ ∆ une famille holomorphe de variétés complexes compactes de
dimension n. Fixons p ∈ {1, · · · , n− 1}.
Si X0 est une variété p−SKT vérifiant le ∂∂̄−lemma, alors Xt est une variété p−SKT vérifiant le
∂∂̄−lemma, pour t ∈ ∆ assez petit.

4.3 Limite par déformations des cônes

Reppelons qu’une (p, p)−forme Ω réelle C∞ faiblement strictement positive est dite p−Hermitian-
symplectic (p−HS) si et seulement s’ils existent αi,2p−i ∈ C∞i,2p−i(X,C) pour i = 0, · · · , 2p telles que

d(

p−1∑
i=0

αi,2p−i + Ω +

p−1∑
i=0

αi,2p−i) = 0

Ω est p−HS ⇐⇒



∂α2p,0 = 0

∂α2p−1,1 + ∂̄α2p,0 = 0

...

∂αp+1,p−1 + ∂̄αp+2,p−2 = 0

∂Ω + ∂̄αp+1,p−1 = 0

Ceci est équivalent à la propriété suivante :

(Ek) : ∂̄αp+k,p−k = −∂αp+k−1,p−k+1 ∀k = 1, · · · , p (4.1)

Maintenant, soit Ω une (p, p)-forme. On définit les cônes Ap(X) et Cp(X) par :

Ap(X) = {[Ω]A/Ω faiblement strictement positive telle que ∂∂̄Ω = 0} ⊂ Hp,p
A (X,R) ⊂ Hp,p

A (X,C)
(4.2)

Cp(X) = {[Ω]A/Ω faiblement strictement positive telle que Ω p-HS} ⊂ Hp,p
A (X,R) ⊂ Hp,p

A (X,C)
(4.3)

Notons que Cp(X) ⊂ Ap(X) et l’ensemble Ap(X) est un cône ouvert convexe. En effet,

Convexité. Soit [Ω]A, [Ω̃]A ∈ Ap(X) et λ > 0, il est clair que Ω + λΩ̃ reste faiblement strictement
positive et ∂∂̄(Ω + λΩ̃) = 0, i.e : [Ω + λΩ̃]A ∈ Ap(X).

Ouverture. Soit [Ω]A ∈ Ap(X), [γ]A ∈ Hp,p
A (X,C) et ε > 0 . On veut montrer que : [Ω]A + ε[γ]A ∈

Ap(X). Notons que ∂∂̄(Ω + εγ) = 0 puisque [Ω]A ∈ Ap(X) et [γ]A ∈ Hp,p
A (X,C).
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Il reste à montrer que Ω + εγ est faiblement strictement positive.
On a, par hypothèse, Ω∧iα1∧α1∧· · ·∧iαn−p∧αn−p > 0 où α1, · · ·αn−p ∈ C∞1,0(X,C) sont linéairement
indépendant. Alors, pour ε > 0 assez petit, on obtient :

(Ω+εγ)∧iα1∧α1∧· · ·∧iαn−p∧αn−p = Ω∧iα1∧α1∧· · ·∧iαn−p∧αn−p+εγ∧iα1∧α1∧· · ·∧iαn−p∧αn−p > 0.

Soit [γ1]A, · · · , [γN ]A une base de Hp,p
A (X,C) et [Ω]A ∈ Ap(X), donc si 0 < εj < ε0 pour j = 1, · · · , N ,

alors [Ω]A +
N∑
j=1

εj[γj]A ∈ Ap(X), car ∂∂̄(Ω +
N∑
j=1

εjγj) = 0 et Ω +
N∑
j=1

εjγj est faiblement strictement

positive. D’où Ap(X) est un cône ouvert.

On montre maintenant que les cônes Ap(X) et Cp(X) sont égaux si les hypothèses (Hk) (4.4),
pour k = 1, · · · , p+ 1, sont vérifiées comme suit.

Proposition 4.3.1. Soit X une variété complexe compacte avec dimCX = n

(i) Si (H1), · · · , et (Hp+1) sont vérifiées, alors on a l’égalité suivante des cônes : Ap(X) = Cp(X),
où

(Hk) : ∀Γ ∈ C∞p+k,p−k+1(X,C) telle que dΓ = 0, Γ ∈ Im∂ ⇒ Γ ∈ Im∂̄ (4.4)

pour k = 1, · · · , p+ 1

(ii) Si Ap(X) = Cp(X), alors (H1) est vérifiée.

Preuve.

(i) Supposons que les hypothèses (H1), · · · , et (Hp+1) sont vérifiées. Soit [Ω]A ∈ Ap(X). Puisque
∂∂̄Ω = 0, alors ∂Ω est une (p + 1, p)−forme d-fermée et ∂-exacte. D’après l’hypothèse (H1),
il existe αp+1,p−1 ∈ C∞p+1,p−1(X,C) telle qu’on a l’équation (E1) : ∂̄αp+1,p−1 = −∂Ω. Soit
αp+1,p−1 ∈ C∞p+1,p−1(X,C) une solution arbitraire de l’équation (E1). D’autre part, on a ∂αp+1,p−1 ∈
C∞p+2,p−1(X,C). Ceci implique que ∂αp+1,p−1 est une (p+ 2, p− 1)-forme d-fermée et ∂-exacte.
Donc, d’après l’hypothèse (H2) on a ∂αp+1,p−1 ∈ Im∂̄, alors il existe αp+2,p−2 ∈ C∞p+1,p−1(X,C)
qui résout (E2) i.e. ∂αp+1,p−1 = −∂̄αp+2,p−2.
On suit le même cheminement jusqu’on trouve l’équation (Ep), par l’hypothèse (Hp), une
solution α2p,0 telle que ∂̄α2p,0 = −∂α2p−1,1 implique que ∂̄∂α2p,0 = 0, donc ∂α2p,0 est une
(2p+ 1, 0)-forme d-fermée et ∂-exacte. Ceci implique que ∂α2p,0 ∈ Im ∂̄, donc ∂α2p,0 = 0.
Par conséquent d(

∑p−1
i=0 α

i,2p−i + Ω +
∑p−1

i=0 α
i,2p−i) = 0, i.e [Ω]A ∈ Cp(X). D’où l’égalité

Ap(X) = Cp(X).

(ii) Considérons l’application linéaire suivante :

Hp,p
A (X,C)

T=∂−→ Hp+1,p

∂̄
(X,C)

[Ω]A 7−→ [∂Ω]∂̄

Montrons que cette application est bien définie. Soit [Ω]A ∈ Hp,p
A (X,C), alors ∂∂̄Ω = 0, i.e

∂̄(∂Ω) = 0, donc [∂Ω]∂̄ ∈ Hp,p

∂̄
(X,C). D’autre part, si [Ω1]A = [Ω2]A, alors il existe une

(p− 1, p)-forme u et une (p, p− 1)-forme v telles que Ω1 − Ω2 = ∂u+ ∂̄v. Donc ∂(Ω1 − Ω2) =
∂∂̄v = ∂̄(−∂v) ∈ Im∂̄. Ceci montre que [∂Ω1]∂̄ = [∂Ω2]∂̄.
Il en résulte que l’application T est bien définie.
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Maintenant, on veut montrer que l’application T est identiquement nulle si et seulement si
l’hypothèse (H1) est vérifiée. En effet, soit Γ ∈ C∞p+1,p(X,C) telle que Γ = ∂Ω, alors ∂̄Γ =
∂̄∂Ω = −∂∂̄Ω. Or Γ est une forme d-fermée de type pure (p+ 1, p), i.e ∂Γ = 0 et ∂̄Γ = 0, donc
∂∂̄Ω = 0.

D’autre part T ≡ 0 équivaut à dire T ([Ω]A) = [∂Ω]∂̄ = 0 ∈ Hp+1,p

∂̄
(X,C), donc ∂Ω ∈ Im∂̄.

Inversement, supposons que pour tout Γ ∈ C∞p+1,p(X,C), dΓ = 0 telle que Γ ∈ Im∂⇒ Γ ∈ Im∂̄.
Alors Γ = ∂Ω implique que Γ = ∂Ω ∈ Im∂̄, donc [∂Ω]∂̄ = 0 = T ([Ω]A). Ceci montre que T ≡ 0.

Puisque Ap(X) = Cp(X), on a alors

Ap(X)∩ kerT = {[Ω]A/Ω faiblement strictement positive telle que ∂∂̄Ω = 0 et ∂Ω ∈ Im∂̄} ⊃ Cp(X).

Donc Cp(X) ⊂ Ap(X) ∩ kerT ⊂ Ap(X). Comme Ap(X) = Cp(X), alors Ap(X) ∩ kerT =
Ap(X).
Donc kerT = Hp,p

A (X,C) ce qui est équivalent à l’hypothèse (H1).

�
On considère maintenant, pour k = 1, · · · , p+ 1, l’application linéaire :

Hp+k−1,p−k+1
A (X,C)

T̂k−→ Hp+k,p−k+1
BC (X,C)

[Ω]A −→ [∂Ω]BC

Cette application est bien définie. En effet :
Supposons que ∂∂̄Ω = 0, i.e. ∂̄(∂Ω) = 0, alors ∂Ω ∈ ker ∂̄ c’est à dire ∂Ω ∈ ker ∂ ∩ ker ∂̄. De plus, si
Ω = ∂u+ ∂̄v avec u et v sont des (p+k−2, p−k+1)-forme et (p+k−1, p−k)-forme respectivement,

alors ∂Ω = ∂∂̄v ∈ Im∂∂̄. D’où l’application T̂k est bien définie.

Considérons l’application linéaire :

Ip+k,p−k+1 : Hp+k,p−k+1
BC (X,C) −→ Hp+k,p−k+1

∂ (X,C)
[Γ]BC −→ [Γ]∂

On a ∂Γ = 0, et ∂̄Γ = 0. Pour montrer que l’application Ip+k,p−k+1 est bien définie, il reste encore à
montrer que la définition est indépendante du choix du représentant de la classe [Γ]BC . En d’autres
termes, il est facile de voir que si Γ = ∂∂̄u avec u une (p+ k− 1, p− k)-forme, alors Γ ∈ Im∂. D’où
l’application Ip+k,p−k+1 est bien définie.
On en déduit :

Remarque 4.3.2. L’application T̂k est identiquement nulle si et seulement si pour tout
Ω ∈ C∞p+k−1,p−k+1(X,C), on a ∂Ω ∈ Im∂∂̄, ceci est équivalent à :

(H̃k) : ∀Γ ∈ C∞p+k,p−k+1(X,C) telle que dΓ = 0, on a Γ ∈ Im∂ ⇒ Γ ∈ Im∂∂̄ (4.5)

⇐⇒ Ip+k,p−k+1 est injective.
⇐⇒ ker Ip+k,p−k+1 = {0}.

Hp+k−1,p−k+1
A (X,C)

g
))

T̂k=∂
// Hp+k,p−k+1

BC (X,C)

Ip+k,p−k+1

��

Hp+k,p−k+1
∂ (X,C)
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où g = Ip+k,p−k+1 ◦ T̂k. On a ker Ip+k,p−k+1 = {[Γ]BC/[Γ]∂ = 0} et Im T̂k = {[∂Ω]BC/Ω ∈ ker ∂∂̄ ⊂
C∞p+k−1,p−k+1(X,C)} ⊂ ker Ip+k,p−k+1.

Inversement, si [Γ]BC ∈ ker Ip+k,p−k+1, alors il existe une (p + k − 1, p − k + 1)-forme Ω telle
que Γ = ∂Ω. Puisque [Γ]BC ∈ Hp+k,p−k+1

BC (X,C), alors 0 = ∂̄Γ = ∂̄∂Ω. Ceci montre que [Γ]BC =

[∂Ω]BC = T̂k([Ω]A). Par conséquent, on toujours :

ker Ip+k,p−k+1 = ImT̂k

De plus, l’hypothèse (H̃k) (4.5) est vérifiée si et seulement si ker Ip+k,p−k+1 = Im T̂k = {0}.
On peut maintenant montrer le résultat suivant :

Theorem 4.3.3. Soient (Xt)t∈∆ une famille holomorphe de variétés complexes compactes avec
dimCXt = n et (ωt)t∈∆ une famille lisse des métriques sur (Xt)t∈∆ pour t ∈ ∆. Si pour tout t
assez proche de 0 on a :

hp+k−1,p−k+1
A (0) = hp+k−1,p−k+1

A (t) := dimCH
p+k−1,p−k+1
A (Xt,C)

hp+k,p−k+1
BC (0) = hp+k,p−k+1

BC (t) := dimCH
p+k,p−k+1
BC (Xt,C)

hp+k,p−k+1
∂ (0) = hp+k,p−k+1

∂ (t) := dimCH
p+k,p−k+1
∂ (Xt,C)

Alors



∆ 3 t HA7−→ Hp+k−1,p−k+1
A (Xt,C)

∆ 3 t HBC7−→ Hp+k,p−k+1
BC (Xt,C)

∆ 3 t H∂7−→ Hp+k,p−k+1
∂ (Xt,C)

sont des fibrés vectoriels C∞. De plus, on a les applications linéaires :

Hp+k−1,p−k+1
A (Xt,C)

gk(t) ))

T̂k(t)=∂
// Hp+k,p−k+1

BC (Xt,C)

Ip+k,p−k+1(t)
��

Hp+k,p−k+1
∂t

(Xt,C)

varient de manière lisse avec t ∈ ∆, où gk = Ip+k,p−k+1 ◦ T̂k.

Preuve. Notons que les opérateurs
∆A,t = ∂t∂

∗
t + ∂̄t∂̄

∗
t + ∂̄∗t ∂

∗
t ∂t∂̄t + ∂t∂̄t∂̄

∗
t ∂
∗
t + ∂t∂̄

∗
t ∂̄t∂

∗
t + ∂̄t∂

∗
t ∂t∂̄

∗
t

∆BC,t = ∂t∂̄t∂̄
∗
t ∂
∗
t + ∂̄∗t ∂

∗
t ∂t∂̄t + ∂̄∗t ∂t∂

∗
t ∂̄t + ∂∗t ∂̄t∂̄

∗
t ∂t + ∂̄∗t ∂̄t + ∂∗t ∂t

∆′t = ∂t∂
∗
t + ∂∗t ∂t

sont elliptiques [Sch07], alors on a les isomorphismes de Hodge :

Hp+k−1,p−k+1
A (Xt,C) ' Hp+k−1,p−k+1

∆A,t
(Xt,C)

Hp+k,p−k+1
BC (Xt,C) ' Hp+k,p−k+1

∆BC,t
(Xt,C)

Hp+k,p−k+1
∂t

(Xt,C) ' Hp+k,p−k+1
∆′t

(Xt,C).
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où Hp+k,p−k+1
∆BC,t

(Xt,C) et Hp+k−1,p−k+1
∆A,t

(Xt,C) sont l’espace des formes harmonique de Bott-Chern et

l’espace des formes harmonique d’Aeppli respectivement et Hp+k,p−k+1
∆′t

(Xt,C) = ker ∆′t.

D’autre part, comme hp+k−1,p−k+1
A (0) = hp+k−1,p−k+1

A (t), hp+k,p−k+1
BC (0) = hp+k,p−k+1

BC (t), et hp+k,p−k+1
∂ (0) =

hp+k,p−k+1
∂ (t) pour tout t suffisamment proche de 0. Alors, d’après Kodaira-Spencer ([K86], théorème

7.4), on a : 

t
HA7−→ Hp+k−1,p−k+1

A (Xt,C) ' Hp+k−1,p−k+1
∆A,t

(Xt,C)

t
HBC7−→ Hp+k,p−k+1

BC (Xt,C) ' Hp+k,p−k+1
∆BC,t

(Xt,C)

t
H∂7−→ Hp+k,p−k+1

∂ (Xt,C) ' Hp+k,p−k+1
∆′t

(Xt,C)

sont des fibrés vectoriels C∞. Rappelons que les applications linéaires T̂k(t) et Ip+k,p−k+1(t) sont
bien définies. Soit ht la projection orthogonale de C∞p+k−1,p−k+1(Xt) dans Hp+k−1,p−k+1

A (Xt,C) et Ft

la projection orthogonale de C∞p+k,p−k+1(Xt) dans Hp+k,p−k+1
BC (Xt,C).

C∞p+k−1,p−k+1(Xt)

ht
��

ft=∂t
// C∞p+k,p−k+1(Xt)

Ft
��

Hp+k−1,p−k+1
A (Xt,C)

T̂k(t)

// Hp+k,p−k+1
BC (Xt,C)

On a Ft◦ft = T̂k(t)◦ht , ft est C∞ et par Kodaira-Spencer [K86] Ft et ht varient de manière C∞ avec

t ∈ ∆. Donc T̂k(t) varie de manière C∞ avec t. Soit Pt la projection orthogonale de C∞p+k,p−k+1(Xt)

dans Hp+k,p−k+1
∂t

(Xt,C).

C∞p+k,p−k+1(Xt)

Pt

))

Ft
��

Hp+k,p−k+1
BC (Xt,C)

Ip+k,p−k+1(t)
// Hp+k,p−k+1

∂t
(Xt,C)

On a Pt = Ip+k,p−k+1(t) ◦ Ft et, d’après Kodaira-Spencer [K86], les applications Pt et Ft sont C∞

avec t ∈ ∆, alors l’application Ip+k,p−k+1(t) est aussi C∞ avec t ∈ ∆. Par conséquent g(t) varie de
manière lisse avec t ∈ ∆. �

On obtient les sections T̂k = (T̂k(t))t∈∆ ∈ C∞(∆, End(HA,HBC)) et Ip+k,p−k+1 = (Ip+k,p−k+1(t))t∈∆ ∈
C∞(∆, End(HBC ,H∂)).

Comme conséquence, on obtient la déformation par limite de Xt vérifiant l’hypothèse (H̃k) (4.5).

Corollaire 4.3.4. Soit (Xt)t∈∆ une famille holomorphe de variétés complexes compactes et (ωt)t∈∆
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une famille lisse des métriques sur (Xt)t∈∆, dimCXt = n, t ∈ ∆.

Supposons que :


hp+k−1,p−k+1
A (0) = hp+k−1,p−k+1

A (t)

hp+k,p−k+1
BC (0) = hp+k,p−k+1

BC (t) ∀t ∼ 0

hp+k,p−k+1
∂ (0) = hp+k,p−k+1

∂ (t)

Si Xt vérifie l’hypothèse (H̃k), ∀t ∈ ∆ \ {0}, alors X0 vérifie aussi l’hypothèse (H̃k) .

Preuve. Rappelons que Xt vérifie l’hypothèse (H̃k) si et seulement si l’application T̂k(t) est identi-
quement nulle.
De plus, si T̂k(t) ≡ 0, pour tout t ∈ ∆ \ {0}, alors par continuité de T̂k(t), on a T̂k(0) ≡ 0 qui est
équivalente à X0 vérifiant l’hypothèse (H̃k). D’où le résultat. �

Par conséquent on obtient la :

Proposition 4.3.5. Fixons p ∈ {1, · · · , n− 1} et soit k ∈ {1, · · · , p+ 1} tels que p+ k ≤ n.

(1) ∀k ∈ {1, · · · , p+ 1}, (H̃k) ⇒ (Hk)

(2) (H̃1) + · · ·+ (H̃p+1) ⇒ (H1) + · · ·+ (Hp+1) ⇒ Ap(X) = Cp(X)

(3) Soit Ap(Xt) = Cp(Xt) ∀t ∈ ∆ \ {0}. Alors :

∀k ∈ {1, · · · , p+ 1}
(H̃1) + · · ·+ (H̃p+1) ∀t ∈ ∆ \ {0}

hp+k−1,p−k+1
A (0) = hp+k−1,p−k+1

A (t)

hp+k,p−k+1
BC (0) = hp+k,p−k+1

BC (t) ∀t ∼ 0

hp+k,p−k+1
∂ (0) = hp+k,p−k+1

∂ (t)


⇒ Ap(X0) = Cp(X0)

Remarque 4.3.6. Dans le cas ou n = 3 et p = 2, k ∈ {1, 2, 3} et 2 + k ≤ 3, k doit être égale à 1.
Donc, A2(X) = {[Ω]A/Ω > 0 telle que ∂∂̄Ω = 0} = GX est le cône de Gauduchon (5.5).
C2(X) = {[Ω]A/Ω > 0 et il existe α1,3 ∈ C∞1,3(X,C) telle que d(α1,3 + Ω + α1,3) = 0} = SGX est le
cône fortement Gauduchon (fG) (5.6). De plus, on a l’équivalence suivante :

A2(X) = C2(X)⇔ X est sGG i.e SGX = GX (Définition 5.0.16 du chapitre 5)

Proposition 4.3.7. Soit p, q ∈ {1, · · · , n} fixés. Si l’implication :

u ∈ Im ∂ ⇒ u ∈ Im ∂∂̄

est vérifiée pour toutes formes de type (p, q), (q, p), (p + 1, q), et (q + 1, p) d-fermées pour tous p, q
tels que p+ q = k. Alors il existe une application linéaire injective canonique :

Hp,q
A (X,C) ↪→ Hp+q

DR (X,C)
[α]A 7→ {α}DR

où α est une forme d-fermée (par hypothèse, une telle forme α existe).
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Preuve. L’application
Hp,q
A (X,C) −→ Hp+q

DR (X,C)
[α]A 7→ {α}DR

est bien définie puisque ∂∂̄α = 0. Alors, par l’hypothèse Im ∂ ⊂ Im∂∂̄, il existe une (p, q− 1)-forme
v telle que ∂α = −∂∂̄v. D’autre part, ᾱ est une (q, p)-forme et ∂ᾱ est une (q + 1, p)-forme ∂-exacte.
Donc, par hypothèse, ∂ᾱ est ∂∂̄-exacte. Alors, par conjugaison, ∂̄α reste ∂∂̄-exacte, i.e. il existe une
(p− 1, q)-forme u telle que ∂̄α = ∂∂̄u. Ceci montre que d(α+ ∂u+ ∂̄v) = 0, c’est à dire, toute classe
de cohomologie d’Aeppli contient un représentant d-fermé.

Soit α une (p, q)-forme telle que dα = 0 et α = ∂u + ∂̄v. Alors ∂α = 0 = ∂∂̄v et ∂̄α = 0 =
∂̄∂u. Notons que ∂u est une (p, q)-forme d-fermée et ∂-exacte, donc ∂u ∈ Im∂∂̄. Il en résulte que
∂u ∈ Im d. Or, ∂̄v est une (p, q)-forme d-fermée ∂̄-exacte. Donc ∂̄v ∈ Im ∂∂̄, alors ∂̄v ∈ Im d. Par
conséquent α ∈ Im d. Il s’en suit que l’application ci-dessus est bien définie.
Injectivité : Pour tout α ∈ C∞p,q(X,C) telle que ∂∂̄α = 0 et α ∈ Im d. On a alors α ∈ Im∂ + Im ∂̄.
Donc l’application est injective une fois qu’elle est bien définie. �

On peut maintenant en déduire ce qui suit.

Corollaire 4.3.8. Fixons k ∈ {0, 1, · · · , 2n}.
(1) Supposons que l’implication

u ∈ Im ∂ ⇒ u ∈ Im ∂∂̄

est vérifiée pour toutes formes d-fermées de types (p, q), (q, p), (p+ 1, q) et (q+ 1, p) pour tous
p, q tels que p+ q = k. Alors il existe une injection canonique :⊕

p+q=k

Hp,q
A (X,C) ↪→ Hk

DR(X,C)

(2) Supposons que (∗k) est vérifiée, où

(∗k) : l’implication u ∈ Im ∂ ⇒ u ∈ Im ∂∂̄ est vérifiée pour toutes formes d-fermées
de types (p, q), (q, p), (p+ 1, q), et (q + 1, p)
pour tous p, q tels que p+ q = k ou p+ q = 2n− k

(4.6)
Alors il existe une injection canonique :⊕

p+q=k

Hp,q
A (X,C)⊕

⊕
p+q=2n−k

Hp,q
A (X,C) ↪→ Hk

DR(X,C)⊕H2n−k
DR (X,C)

D’après Angella-Tomassini [AT12], on a :

2bk ≤
∑
p+q=k

hp,qA +
∑

p+q=2n−k

hp,qA

cette application est un isomorphisme et 2bk =
∑

p+q=k h
p,q
A +

∑
p+q=2n−k h

p,q
A .

Une autre conséquence immédiate est la dégénérescence en E1 de la suite spectrale de Frölicher.
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Corollaire 4.3.9. Si l’hypothèse (∗k) (4.6) est vérifiée pour tout k ∈ {0, 1, · · · , 2n}.
Alors E1(X) = E∞(X) (i.e. la suite spectrale de Frölicher dégénère en E1) (Définition 2.5.1).

Finalement, le résultat ci-dessus (Corollaire 4.3.8) implique le résultat suivant :

Proposition 4.3.10. On a toujours : (∗2p) =⇒ (H̃k) (4.5), pour tout k ∈ {1, · · · , p+ 1}.
Si X0 vérifie les conditions (∗2p) et (∗2p+1), alors :

∀k ∈ {1, · · · , p+ 1}
hp+k−1,p−k+1
A (0) = hp+k−1,p−k+1

A (t)

hp+k,p−k+1
BC (0) = hp+k,p−k+1

BC (t) ∀t ∼ 0

hp+k,p−k+1
∂ (0) = hp+k,p−k+1

∂ (t)
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Chapitre 5
Annexes

Commençons par rappeler la définition d’une (p, p)-forme faiblement strictement positive au sens
de Lelong.

Définition 5.0.11. Lelong (voir [Dem12]) Soit V une espace vectoriel complexe de dimension n et
V ∗ son dual.
Une (p, p)−forme α ∈ Λp,pV ∗ est dite faiblement strictlement positive si pour tout 0 6= τj ∈ V ∗,
1 ≤ j ≤ q = n− p, linéairement indépendant

α ∧ iτ1 ∧ τ̄1 ∧ · · · ∧ iτq ∧ τ̄q

est une (n, n)−forme strictement positive.

Remarque 5.0.12. Toute (1, 1)−forme strictement positive et (n − 1, n − 1)−forme (par dualité)
sont faiblement strictement positive.

Maintenant, on va énoncer le résultat de Michelsohn dans [Mich83] montrant que toute (n−1, n−1)-

forme C∞ strictement positive est la racine (n − 1)ème d’une unique (1, 1)-forme C∞ strictement
positive.

Proposition 5.0.13. Soit X une variété complexe compacte de dimension n. Soit Ω une (n−1, n−
1)-forme C∞ strictement positive. Alors il existe une unique (1, 1)-forme C∞ strictement positive ω
telle que :

Ω = ωn−1

Preuve. Posons C1 := {ϕ ∈ C∞1,1(X,C)/ϕ est strictement positive } le cône des (1, 1)-formes C∞

strictement positive et C2 := {Φ ∈ C∞n−1,n−1(X,C)/Φ est strictement positive } le cône des (n −
1, n− 1)-formes C∞ strictement positive. L’objectif est de montrer que l’application :

C1 −→ C2

ϕ 7−→ ϕn−1

est bijective. Soit (V, J) l’espace vectoriel complexe de dimension complexe n. Pour plus de commo-
dité, on suppose que V est réel.
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Alors, pour tout x ∈ X et pour toute (1, 1)-forme réelle ϕ, on a :

ϕ(x) =
n∑
j=1

λj(x) dzj ∧ dz̄j (5.1)

La forme ϕ est strictement positive si et seulement si λj > 0, pour tout j.
De même pour chaque (n− 1, n− 1)-forme Φ, on a :

Φ(x) =
n∑
j=1

Λj(x) dzj ∧ dz̄j (5.2)

La forme Φ est strictement positive si et seulement si Λj > 0, pour tout j. Donc une (n− 1, n− 1)-
forme Φ (5.2) définie positive est exprimée par :

Φ =
1

(n− 1)!
ϕn−1 avec Λj =

λ1 · · ·λn
λj

, ∀j

Donc λj = λ1···λn
Λj

=
((λ1···λn)n−1)

1
n−1

Λj
= (Λ1···Λn)

1
n−1

Λj
. D’où la bijection. �

Maintenant, on décrit les idées principales de la preuve donnée par P. Gauduchon dans ([Gau77b],
[Gau84]) montrant l’existence et l’unicité d’une métrique de Gauduchon sur une variété complexe
compacte. Pour cela on introduit quelques terminologies ad hoc.

Soit (X, J, g) une variété presque-hermitienne (p.h) connexe, compacte, de dimension réelle 2n, J
une structure presque complexe (voir Définition (2.1.5)) et g une métrique Riemannienne invariante
par J . Notons par ( , ) le produit scalaire ponctuel des formes sur X, < , > le produit scalaire
global des formes sur X et F = g(J ·, ·) est la 2-forme fondamentale.

On appelle une 1-forme θ forme de torsion la trace de la torsion de la connexion de Chern, ou
autrement :

θ = δ F J = Jδ F

où δ est l’adjoint de la différentielle extérieure sur les formes pour le produit scalaire global < , >,
soit encore [Gau77a] dF n−1 = θ ∧ F n−1.

Définition 5.0.14. On dit qu’une structure p.h (X, J, g) est d’excentricité nulle si sa forme de
torsion est cofermée, i.e. δθ = 0.

Le Laplacien complexe opérant sur les fonctions scalaires f est :

L(f) = −(d dcf, F ) ∀f ∈ C∞(X) (5.3)

et l’adjoint formel de L est L∗(f) = −δ(Jδ(fF )). Alors

L(f) = ∆ f + (d f, θ) et L∗(f) = ∆ f − (d f, θ) + δθ.f
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où ∆ := δd+ dδ est le Laplacien Riemannien. En particulier, on a δθ = L∗(1).

Un tel opérateur L est un opérateur de Hopf, c’est à dire un opérateur réel elliptique du second
ordre à coefficients C∞ sans terme d’ordre zéro, i.e. L(1) = 0. Cet opérateur L vérifie la propriété
suivante (Théorème de E. Hopf [Hop27]) sur une variété X connexe compacte : si L(f) est non
négatif (ou non positif) alors elle est identiquement nulle et f est constante.
D’autre part, une structure p.h est d’excentricité nulle si et seulement si le scalaire d’excentricité
(i.e. l’unique scalaire réel f0 vérifiant L∗(f0) = 0 et < f0, 1 >= V ol(X, g)) est identiquement égale à
1 (i.e. f0 ≡ 1).

Soit Lϕ, L∗ϕ et < , >ϕ les éléments correspondants à L, L∗ et < , > relatifs à la métrique

conforme g̃ = ϕ
2

n−1 .g. En utilisant 5.3, on trouve :

Lϕ = ϕ−
2

n−1 . L et L∗ϕ = ϕ−
2n
n−1 L∗ ◦ ϕ2 (5.4)

Theorem 5.0.15. ([Gau77b],[Gau84]) Toute famille conforme de structures hermitiennes sur une
variété complexe compacte X contient une unique (à homothétie près) métrique de Gauduchon si la
dimension complexe n de X est supérieure à 1.

Lorsque n = 1, toute structure presque-hermitienne est Kählérienne, donc d’excentricité nulle
(ddcF n−1 = 0).

Preuve. Soit L le Laplacien complexe défini ci-dessus (5.3). D’après la propriété cité au-dessus
(Théorème de E. Hopf), on a ker L = R dans C∞(X). C’est à dire le noyau ker L de L se réduit
au fonctions constantes. Comme l’indice de L, de L∗ et de ∆ sont égaux, alors l’indice de L est nul.
Donc la dimension du kerL∗ est égale à 1. Or, d’après le théorème de E. Hopf, l’orthogonal du kerL∗

dans C∞(X) est l’image de L ne contient aucune fonction partout non-négative.
Donc f ∈ kerL∗, f 6= 0 =⇒ < f, 1 >6= 0. Alors un élément non nul dans kerL∗ est soit partout

positif soit partout négatif. Il en résulte que L∗ϕ2 = 0 si et seulement si la métrique g̃ = ϕ
2

n−1 .g est
d’excentricité nulle ce qui est équivalent à ddc(ϕ2F n−1) = 0. �

Rappelons qu’une métrique ω (une (1, 1)-forme C∞ définie positive) est dite de Gauduchon si
∂∂̄ωn−1 = 0 et fortement Gauduchon (fG) si ∂ωn−1 ∈ Im ∂̄ (2.2.10). Le cône de Gauduchon de
X introduit dans [Pop15]

GX := {[ωn−1,n−1]A ∈ Hn−1,n−1
A (X,R)/ω est une métrique de Gauduchon sur X} (5.5)

est une cône ouvert convexe dans Hn−1,n−1
A (X,R). Puisque la métrique de Gauduchon existe toujours

[Gau77b], alors GX 6= ∅.

On considère l’application linéaire canonique suivante :

T : Hn−1,n−1
A (X,C) −→ Hn,n−1

∂̄
(X,C)

[α]A 7−→ [∂α]∂̄

Il est facile de vérifier que cette application est bien définie. Le cône fortement Gauduchon est défini
dans [Pop15] par :

SGX := GX ∩ ker T ⊂ GX ⊂ Hn−1,n−1
A (X,C) (5.6)
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S’il n’existe aucune métrique fG, alors SGX = ∅.

Définition 5.0.16. ([PU18a], Définition 1.2) Soit X une variété complexe compacte de dimension
n. On dit que X est une variété sGG si le cône fortement Gauduchon de X coincide avec le cône
de Gauduchon de X, c’est à dire, SGX = GX .

En dimension 2, la notion de Kählérianité est la notion sGG sont équivalentes. Or, en dimension
≥ 3, la propriété sGG est plus faible que la Kählérianité.

Le résultat suivant, donne des descriptions de la propriété sGG.

Proposition 5.0.17. ([PU18a], Lemme 1.3) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) X est une variété sGG.

(ii) l’application T est identiquement nulle.

(iii) On a le cas particulier suivant du ∂∂̄-lemma :
pour toute (n, n− 1)-forme γ d-fermée, si γ est ∂-exacte, alors γ est ∂̄-exacte.

(iv) toute métrique de Gauduchon ω sur X est fortement Gauduchon.

Le Théorème suivant est une caractérisation numérique des variétés sGG en termes de nombre
de Betti b1 := dim H1

DR(X,C) et nombre de Hodge h0,1

∂̄
:= dim H0,1

∂̄
(X,C).

Theorem 5.0.18. ([PU18a], Théorème 3.1) Soit X une variété complexe compacte de dimension
n.

(i) L’application C-linéaire canonique :

F : H1
DR(X,C) −→ H0,1

∂̄
(X,C)⊕H0,1

∂̄
(X,C)

{α}DR 7−→ ([α0,1]∂̄, [α
0,1]∂̄)

est bien définie. De plus F est injective, par conséquent b1 ≤ 2h0,1

∂̄
sur toute variété complexe

compacte.

(ii) L’application C-linéaire canonique :

F ∗ : Hn,n−1

∂̄
(X,C)⊕Hn,n−1

∂̄
(X,C) −→ H2n−1

DR (X,C)

([β]∂̄, [γ]∂̄) 7−→ {β + γ}DR

est bien définie. De plus, F ∗ est le dual de F . Donc F ∗ est surjective.

(iii) On a les équivalences suivantes :

X est une variété sGG ⇐⇒ F ∗ est injective
⇐⇒ F est bijective
⇐⇒ b1 = 2h0,1.

D’après le Théorème 5.0.18 ci-dessus, on peut en déduire que la propriété sGG est ouverte par
déformations holomorphes.
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Corollaire 5.0.19. ([PU18a], Corollaire 1.7) Soit (Xt)t∈∆ une famille holomorphe de variétés com-
plexes compactes (voir la Définition 5.0.20 ci-dessous). Fixons t0 ∈ ∆. Si X0 est une variété sGG,
alors :

(i) Xt est une variété sGG pour tout t ∈ ∆ assez proche de t0.

(ii) h0,1

∂̄
(t) = h0,1

∂̄
(0) et h0,1

BC(t) = h0,1
BC(0)

Preuve.

Xt0 est une variété sGG
(a)⇐⇒ b1 = 2h0,1

∂̄
(Xt0) ≥ h0,1

∂̄
(Xt) = b1 ∀t ∼ t0

⇐⇒h0,1

∂̄
(Xt) = b1

(b)⇐⇒ Xt est une variété sGG ∀t ∼ t0

où (a) découle du Théorème 5.0.18 et les nombres de Hodge h0,1

∂̄
(Xt) varient de manière semi-

continue supérieurement avec t dans ∆ ([KS60], Theorème 4) et (b) résulte du Théorème 5.0.18.

Définition 5.0.20. Soit X une variété complexe et ∆ un domaine dans Cm avec m ∈ N∗.
On dit que π : X −→ ∆ est une famille analytique (holomorphe) complexe de variétés complexes
compactes au dessus de ∆ si π est une submersion holomorphe propre, c’est à dire les conditions
suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout t ∈ ∆, Xt := π−1(t) est une sous-variété complexe compacte de X , i.e. un sous-
ensemble analytique connexe compact de X .

(ii) Le rang de la matrice Jacobienne de π est égal à m en tout point de X .

(iii) Il existe un recouvrement ouvert localement fini {Uj/j = 1, 2, · · · } de X et des fonctions lisses
à valeurs complexe ξ1

j (p), · · · , ξnj (p), définies sur Uj telles que pour tout t, l’ensemble :

{p ∈ Uj −→ (ξ1
j (p), · · · , ξnj (p))/Uj ∩ π−1(t) 6= ∅}

est un système de coordonnées holomorphe local de Xt.
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Déformations holomorphes des structures
complexes

Résumé. Cette thèse est une première étape vers une éventuelle résolution de la conjecture selon
laquelle l’espace des p-cycles relatifs (i.e. contenus dans les fibres) dans une famille holomorphe de
variétés complexes compactes lisses est propre au-dessus de la base. Ceci aurait des conséquences
profondes sur la géométrie des variétés complexes compactes.

Le premier chapitre est consacré à rappeler les notions préliminaires dont nous aurons besoin
par la suite. Au chapitre 2, on étudie les relations entre la propriété sGG des variétés complexes
compactes, définie dans un travail antérieur par D. Popovici et L. Ugarte par toute métrique de Gau-
duchon est fortement Gauduchon, et une dégénérescence possible de la suite spectrale de Frölicher.
Dans la première approche qu’on propose, on montre la dégénérescence partielle en E2 et on introduit
un cône de positivité dans la E2-cohomologie de bidegrée (n− 2, n) de la variété qu’on montre alors
qu’il varie par déformations de la structure complexe de manière semi-continue inférieurement. Dans
la deuxième approche qu’on propose, on introduit un analogue de la propriété ∂∂̄-lemma des variétés
complexes compactes pour toute constante réelle non nulle h en utilisant la déformation partielle
dh, introduite récemment par D. Popovici, de la différentielle standard d de Poincaré. On montre
ensuite, entre autres choses, que cette h− ∂∂̄-propriété est ouverte par déformation. Au chapitre 3,
on montre dans une famille analytique complexe (lisse) de ∂∂̄-variétés complexes compactes que les
propriétés ”p-Hermitienne-symplectique” et ”p-plurifermée” sont ouvertes par déformations. D’autre
part, on montre que les cônes des classes de cohomologies Ap et Cp des (p, p)-formes Ω faiblement
strictement positives telles que Ω est p-plurifermée et p-Hermitienne-symplectique respectivement
sont égaux sur la fibre centrale s’ils sont égaux sur les autres fibres vérifiant d’autres hypothèses.

Mots-clés. Structure complexe, déformations, suite spectrale de Frölicher, h − ∂∂̄-variété, coho-
mologie de h-Bott-Chern, cohomologie de h-Aeppli, forme faiblement strictement positive, forme
p-SKT, forme p-Hermitienne-symplectique, forme p-Kählérienne, métrique de Gauduchon, métrique
fortement Gauduchon
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