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Calcul stochastique 11, applications aux finances

1 Introduction, but du cours, rappels

Les applications en finance sont dans ce cours, une valorisation et une justification du
cours de base de calcul stochastique.

La motivation concrete est la suivante : on suppose que les marchés financiers offrent des
actifs dont les prix dépendent du temps et du hasard ; on peut donc les modéliser par des
processus stochastiques, prix connus en temps continu. On suppose également que I'espace
des états possibles de la nature, €2, est infini, que I'on obtient continuement l'information
sur les marchés et que les échanges peuvent s’opérer a tout instant ( “continuous trading”).
On est ainsi dans une situation ou le modele ad hoc est indexé par le temps ¢, ¢ € [0, T]
ou R, et I'on est amené & utiliser un certain nombre d’outils stochastiques, qui peuvent
d’ailleurs modéliser des situations extremement diverses autres que les finances.



Le plan
(i) Le processus de Wiener ou mouvement Brownien est tel que ses petits accroissements
modélisent bien le “bruit”, 1’alea pur, l'erreur de mesure physique... le cours “calcul
stochastique I” a démontré I'existence d'un tel processus en le construisant explicitement
et a démontré quelques unes de ses propriétés les plus utiles.
Le calcul de Ito permet d’obtenir par intégration des processus stochastiques plus sophis-
tiqués ; la formule de Ito permet de “différencier” une fonction d'un processus stochas-
tique ; et enfin, on a introduit au moins les équations différentielles stochastiques linéaires ;
on en introduira d’autres et on sera également amené a utiliser les martingales et le
théoreme de représentation.
(ii) Le chapitre suivant va utiliser ces différentes notions pour introduire le modele de
marché financier ainsi que certaines notions économiques.
iii) Le troisieme chapitre aborde les changements de probabilité et problemes de martin-
gales. En effet, on se place en théorie financiére en général sous I’hypothese (ou bien I'on
cherche a vérifier cette hypothese !) qu’il existe un espace de probabilité ou les prix sont
tous des martingales, ce qui facilite souvent beaucoup les choses, et correspond de plus a
une hypothese économique importante : 1’absence d’arbitrage que 'on aura défini en (ii).
Donc, on introduit le théoreme de Girsanov, les problemes de martingales et on revient
sur le théoreme de représentation des martingales, c’est a dire que sous des hypotheses
convenables, toute variable aléatoire Fp-mesurable et intégrable est la valeur en 7" d’une
martingale (par exemple, le vecteur des prix sous une probabilité correcte).
iv) La formule de Feynmann-Kac donne une solution sous forme stochastique a 'EDP de
la chaleur ([18] pages 254-275).
(v) On examinera des EDS plus générales liées a des problemes d’optimisation ([18] para-
graphes 5.2,5.7).
(vi) Optimisation de consommation-portefeuille, équation de Hamilton-Jacobi-Bellman
([18] 5.8 A page 371, 5.8 C pages 379-387).
(vii) Couvertures d’options ([18] pages 376-379).
(viii) et si on a le temps, courbes de taux d’intérét ([25]).



1.1 Définitions utiles et rappels

espace de probabilité,
tribu, o-algebre, tribu des boréliens sur R, R%.
filtration, espace de probabilité filtré.
variable aléatoire, processus aléatoire.
notion de trajectoire, cad-lag.

processus adapté a une filtration.

Définition 1.1 Soit X et Y deux processus. On dit que X est une modification de Y
St :

Vi >0,P{X;, =Y} =1.
On dit que qu’ils sont indistinguables si presque surement leurs trajectoires coincident :

P{X, =Y, Vt >0} =1.
Remarque 1.2 La deuxieme notion est plus forte que la premiere.

Définition 1.3 On dit qu’un processus X est “progressivement mesurable” pour la filtra-

tion (Fi,t >0) si vVt > 0,YVA € B(R) :
{(s,w)/0< s <t; Xs(w) € A} € B([0,1]) @ F,
c’est a dire que Uapplication sur ([0,t] x Q,B([0,t]) @ F) : (s,w) — Xs(w) est mesurable.

Proposition 1.4 (¢f [18], 1.12) Si X est un processus mesurable adapté, il admet une
modification progressivement mesurable.

Preuve : voir Meyer 1966, page 68.

Proposition 1.5 (¢f [18], 1.13) Si X est un processus mesurable adapté et admet des
trajectoire cad ou cag, il est progressivement mesurable.

Preuve : On définit

kt (k+ 1)t

b XU (@)= Xo(w) s k=027 - 1

Xgn)<w> = X(k+1)t27n (C()), S E]
Il est clair que I'application (s,w) — X (w) est B([0,t]) ® Fi-mesurable. Par continuité
a droite, la suite X (™ (w) converge vers X,(w) pour tout (s,w) et donc la limite est aussi
B([0,t]) ® Fi-mesurable.



1.2 Notions de convergence
Définition 1.6 Soit P,, une suite de probabilités sur un espace métrique (E,d) muni de

ses boréliens B, et soit P mesure sur B. On dit que la suite P, converge faiblement
vers P si pour tout f € Co(E), P,(f) — P(f).

Définition 1.7 Soit X, une suite de variables aléatoires définies sur (,, A,,P,) a
valeurs dans un espace métrique (E,d,B). On dit que la suite X, converge en loi
vers X si la suite de mesures P, X! converge faiblement vers PX !, c’est a dire si pour

tout f € Co(E), Pu(f(Xn)) — P(f(X)).

- convergence dans LP,
- convergence presque stire,

- convergence en probabilité.
Proposition 1.8 La convergence presque sture entraine la convergence en probabilité.
Proposition 1.9 La convergence dans LP entraine la convergence en probabilité.

- théoremes de Lebesgue : convergence monotone, majorée.

- limite sup et limite inf d’ensembles.

Théoréme 1.10 de Fatou :

P(liminf A,)) < liminf P(A,,) < limsupP(A,) < P(limsup A,).

Théoréme 1.11 de Borel-Cantelli :

> P(A,) < oo = P(limsup A,) = 0.

1.3 Espérance conditionnelle

Définition 1.12 Soit X wariable aléatoire de l’espace L'(Q, A, P) et B un sous tribu de
A. Ep(X/B) est l'unique variable aléatoire de L'(B) telle que

VB € B, /B XdP = /B Ep(X/B)dP.

Corollaire 1.13 i X € L2(A), || X|2 = | Ep(X/B)|2 + | X — Ep(X/B)|2.



1.4 Temps d’arrét

C’est une notion relative a un espace de probabilité filtré.

Définition 1.14 Une variable aléatoireT : (Q, A, F;, P) — (R, B) est un temps d’arrét
si pour tout t € R ’événement {w/T(w) <t} € F.

Exemples :
- une constante est un temps d’arrét,

- si O est un ouvert de A et le processus X continu, alors
To(w) = inf{t, X;(w) € O}

est un temps d’arrét, appelé le temps d’atteinte.

Définition 1.15 Soit T un temps d’arrét de la filtration F; L’ensemble Fr = {A €
A, AN{w/T <t} € F; est appelée la tribu arrétée en T.

Proposition 1.16 Soit X un processus progressivement mesurable et T un temps d’arrét
pour la filtration Fy. Alors Uapplication w — Xrp,)(w) est Fr-mesurable et le processus
t — Xyar est progressivement mesurable.

Preuve : en exercice.

Définition 1.17 Le processus X ,r s’appelle le “processus arrété en T'” souvent noté X 7.

1.5 Martingales

(cf [28] pages 8 & 12 ; [18] pages 11 a 30.)

Définition 1.18 Soit un processus X réel adapté. C’est une martingale (resp sur/sous)
St

(i) X; € LYQ, A, P),Vt € RT,
(1i) Vs < t, B[ X/ Fs] = Xs. (resp <,>.)

Lemme 1.19 Soit X une martingale et ¢ une fonction convexe telle que o(X,,) € L', V¥n,
alors p(X) est une sous-martingale ; si p est concave, alors (X)) est une sur-martingale.

Preuve en exercice.



Définition 1.20 On dit que la martingale X est fermée par Y € L' (Q, A P) si X; =
E[Y/F].

Proposition 1.21 Toute martingale admet une modification cadlag (cf [28])

Théoréme 1.22 de convergence des martingales : Soit X une sur (ou sous)-martingale

cad telle que sup, E[|X;|] < oo. Alors limy ., X; eziste presque stirement et appartient a
LY (Q, A P).

Si X est fermée par Z, elle lest aussi par lim;_.o, Xy notée X qui vaut E[Z/ V>0 F].

Définition 1.23 Une famille de variables aléatoires {U,,a € A} est uniformément
intégrable si

lim sup/ |Uy|dP = 0.
{lUa|zn}

n—oo

Théoreme 1.24 On a les équivalences
(i) La famille {U,,a € A} est uniformément intégrable
(i1) sup,, E[|U,]] < 00 et Ve,36 > 0: A€ A et P(A) < § = E[|U,]14] < e.

Théoreme 1.25 Soit X une martingale cad uniformément intégrable ; alors la limite

Y presque sire de X, quand t tend vers linfini existe et appartient a L*. De plus X, =
E[Y/F).

Théoreme 1.26 Soit X une martingale. X est uniformément intégrable si et seulement
5%

)X, converge presque siirement vers Y appartenant a L' quand t tend vers linfini et
ge presq pp q
{X;,t € R} est une martingale.

ou

(ii) X; converge vers Y dans L'.
(preuves en exercices. )

Théoréme 1.27 de Doob : Soit X une sous-martingale cad de variable terminale X o et
deuz temps d’arét S et T, S < T. Alors :

Xs < E[X7p/Fs]P — presque sirement.

Preuve : pages 19-20 de [18].



Définition 1.28 (page 33 [28].) Soit X un processus cadlag adapté. On dit que c’est
une martingale locale sl existe une suite de temps d’arrét T,, croissant vers l'infini
telle que pour tout n le processus arrété XT"l{Tn>0} soit une martingale.

La technique qui consiste a arréter un processus en un temps d’arrét convenable permettra
de récupérer des martingales uniformément intégrables donc facilement utilisables. On
obtient des résultats vrais pour tout n puis I’on passe a la limite en utilisant les théoremes
de Lebesgue (convergences majorées ou monotones). C’est pourquoi 'on a introduit ces
deux outils : temps d’arrét et martingales locales. L’ensemble de ces derniéres sera noté

Mige.

Théoréme 1.29 (cf [28], th. 44, page 33) Soit M € M, et T temps d’arrét tel que MT
est uniformément intégrable.

(i) S <T = M? uniformément intégrable.
(1i) My, est un espace vectoriel réel.

1) st MS et M* sont uniformément inté mbles, alors M A est uniformément
g
mtégmble.

Notation :
Mt* = sup |Ms| ) M :Sup|Ms|'
0<s

0<s<t

Théoréme 1.30 (cf [28], th. 47, page 35) Si M € My, telle que E[M]] < ooVt, alors
M est une “vrare” martingale.
Si de plus E[M*] < 0o, alors M est uniformément intégrable.

Preuve
i) Vs < t,|M,| < M; élément de L'. La suite T,, At est croissante vers t et
t

E[MTn/\t/fS] - MTn/\S'

On passe a la limite presque stre dans cette égalité et le théoreme de convergence dominée
permet de passer a la limite dans L*.

(i) M est donc une martingale et M* est dans L!. Le théoréme de convergence des mar-
tingales montre la convergence presque sure de M, vers M. Il reste a montrer I'uniforme
intégrabilité (se servir de la définition équivalente de 1'uniforme intégrabilité).

Définition 1.31 Soit X un processus : on dit qu’il est progressivement mesurable si
Vt, Uapplication (w, s) — Xs(w) est Fy @ Byg—mesurable.

St X est cad ou lad adapté, alors il est progressivement mesurable.

S1 X est progressivement mesurable, alors il est adapté.

Pour les processus cad ou lad, adapté équivaut a progressivement mesurable.



2 Modele financier en temps continu.

(d’apres [7] chap 12.1 & 12.5) Les prix aussi sont continus : on suppose qu’il n’y a pas de
sauts.

2.1 Constitution du modele

On se place en horizon fini : t € [0, 7]

On est sur un espace de Wiener, espace de probabilité filtré : (2, A, (F;, t € [0,T]),P).
De plus, on suppose que Fy = {0, Q}, Fr = A.

Il existe un bien de consommation périssable

Sur le marché, il y a N+1 actifs financiers de prix p, semi-martingales sur (2, A, (F;, t €
[0,77),P) dont on peut vendre et acheter des quantités réelles, mais il n’y a pas de cotts
d’échange.

Le premier actif est & taux sans risque, type caisse d’épargne (bond, en anglais) :
dp) = pirdt, r >0, p8 =1.

\ . ~ n . . ,
C’est & dire que p? = €. On note p" = ’;)—0 les prix actualisés.

Il y a I agents économiques ayant acces a l'information F; au temps t. Pour tout
i=1,---,I,lei—eme agent dispose de ressources ¢}, € R au début et ¢}, € L (Q, Fr,P)
a la fin, et de méme consomme ¢} € R* au début et ¢ € L (2, Fr,P) alafin. In’y a
ni ressource ni consommation intermédiaire. Une alternative a ce modele est de supposer
que les ressources sont recues en continu et que les agents consomment également en
continu, et la donnée est alors celle de vitesses de consommation et de ressource, dont on
supposera que ce sont des processus adaptés intégrables en temps sur [0, 7.

2.2 Stratégies d’échange

Une stratégie est un portefeuille 8, processus & valeurs dans RV, 6" représentant la part
du portefeuille investie dans le nieme actif financier. Les conditions a imposer sont celles
qui permettent au processus réel [(f,dps) d’étre bien défini : cette quantité représente
le gain issu de I’échange.

Définition 2.1 Une stratégie admissible 6 est un processus progressivement mesurable
a valeurs dans RN sur (Q, (F),P) stochastiquement intégrable par rapport au vecteur
P

Par exemple, on peut prendre comme dans le cours de calcul stochastique I : 8 F locale-
ment borné.



On note leur ensemble P*(p). Selon les besoins du probleme a considérer, on peut étre
amené a étre plus exigeant sur la définition de “admissible” (on ajoute la condition : le
processus 6.p est minoré par une constante) comme on le verra dans le paragraphe 2.5 et
dans I’exemple qui conclut ce chapitre. Dans le chapitre 3 on utilisera ’ensemble

t ,
L*(p) = {1 progressivement mesurable et Vt,/ veld(p, p)s < oo p.s.}
0

Pour déterminer sa stratégie, I’agent a besoin d'un critere pour classer entre eux les
résultats obtenus a 'aide de cette stratégie, a savoir la consommation rendue possible a
I’aide de la richesse atteinte. Donc, sur 'ensemble des consommations, noté
X C R x LY(Q, Fr,P), on définit ce qu’on appelle une relation de préférence complete,
continue, croissante et convexe définie ci-dessous ; on en construira une plus tard (cf
proposition 2.17) ; cette notion differe d’une relation d’ordre : cette relation est réflexive
et transitive mais il manque I'antisymétrie.

Définition 2.2 Une relation de préférence (notée <) est dite compléte si pour tout cq
et co de X, on a ou bien ¢; < ¢y ou bien ¢y < ¢q

FElle est dite continue si Ve € X, {d € X, ¢ <c} et {¢ € X, ¢ <} sont des fermés
de X muni de la topologie produit.

FElle est dite croissante si ¢’(0) > ¢(0) et ¢p(w) > cr(w), Vw implique ¢ < ¢'.

Elle est dite convexe si ¢’ et ¢’ < ¢ alors pour tout a € [0,1], ac’ + (1 —a)c” < c.

Définition 2.3 Une stratégie est autofinangante si elle est admissible et si de plus pour
tout t € R, la valeur du portefeuille, a savoir V,(0) = (0, p;), vérifie la relation :

Vi(6) = (m) = G o) + [ (00, dny).

Remarque: Ceci s’interprete de la maniere suivante : la variation de la valeur du porte-
feuille vient uniquement de la variation des prix !

Ceci est peut-étre plus clair en discret :

Vili — Vi = <‘9t+17pt+1> - <0tapt> = <0t+lapt+1 - pt>

équivaut a :
<‘9t+17pt> = <0t7pt>'

Le portefeuille se fait de ¢ a ¢ + 1 par réorganisation interne sans utiliser de ressources
extérieures et sans faire de consommation de richesse.



On suppose en général que les prix sont des exponentielles stochastiques (ainsi sera-t-
on assuré qu’ils restent positifs !!)
Hypothese : Vn, il existe une semi-martingale z" telle que :

pi = &(x"),t € [0, T].

Concretement, les processus des prix sont solution d’équations différentielles stochastiques
linéaires de la forme dp} = pl'dx} avec :

dr} = o7} ") dW] + b (t)dt,n =1,---, N;da? = rdt.

Théoreme 2.4 Soit 0 une stratégie admissible. FElle est autofinancante si et seulement
si la valeur actualisée du portefeuille Vi () = e "'V,(8) vérifie :

7(0) = Vi (0) +/Ot<es,dﬁs>.

Preuve en exercice, a ’'aide de la formule de Ito.

Définition 2.5 On dit que 0 est une stratégie d’arbitrage si elle est admissible, aut-
ofinancante et vérifie :

(0o, p0) <0 et (07, pr) > 0 presque stirement et # 0 avec une probabilité > 0,
ou

(1) (6o,po) <O et (0r,pr) > 0 presque surement.

De fait, on peut se contenter pour définition de

(2) (6o,p0) = 0 et
(07, pr) > 0 presque sturement, et > 0 avec une probabilité > 0

Proposition 2.6 Lorsqu’il existe un actif sans risque, s’il existe une stratégie admissible,

autofinancante 0 vérifiant (1), on peut construire une stratégie admissible, autofinangante
vérifiant (2).

Preuve : exo 1 feuille 1.
Si (0, po) = a < 0, on définit une nouvelle stratégie qui va vérifier cette derniére propriété
(2) :

0" =0"n=1,---,N; 0°%)=60°(t) —ae " Vvt € [0, 7).
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Alors, en t = 0,

N
(0, po) = 60, p + > _(05,05) = (B, po) —a =0
1

et (0, pr) = (Or,pr) — ae™" el > (O, pr) > 0. Donc, (0%, pr) est presque stirement
positif strictement. O

Définition 2.7 Un marché sans stratégie d’arbitrage est dit viable.

2.3 DMesure de prix d’équilibre ou : probabilité neutre au risque

Définition 2.8 FEtant donné un systéeme de priz (p°,---,p™) comportant lactif sans
risque po une mesure de prix d’équilibre (ou probabilité neutre au risque) sur
(Q, F;) est une probabilité Q équivalente a P telle que les priz actualisés e "'p", notés

~n

p", sont des QQ-martingales locales.

On note Q, leur ensemble. (En anglais on dit : risk neutral probability measure.)
L’hypothese du modele est : Q, est non vide.

Cette hypothese est tres forte, et il est vraisemblable qu’elle est rarement vérifice sur les
marchés financiers réels. Lorsque les prixz sont des semi-martingales exponentielles quidées
par un mouvement brownien vectoriel, on verra les conditions assez contraignantes pour
qu’il existe une telle probabilité (cf l'exemple donné au paragraphe 2.6 ).

Sous cette hypothese, on choisit alors ) € Q,, ; elle n’est pas forcément unique, mais la
plupart des résultats sont indépendants de I'élément choisi dans cet ensemble Q,,.

Proposition 2.9 Soit Q une mesure de priz d’équilibre (probabilité neutre au risque).
Pour toute stratégie 6 admissible autofinancante élément de P*(p), la valeur actualisée
du portefeuille est une Q—martingale locale.

Preuve en exercice.

A Taide d’une telle probabilité neutre au risque (), on va donner des conditions suff-
isantes pour qu'un marché soit viable.

Théoréme 2.10 (cf[7], 12.2 et sq.) (1) Si pour toute stratégie admissible autofinancante,
Vi(0) est une Q—surmartingale, alors le marché est viable.

(2) Si toute stratégie admissible autofinancante élément de P*(p) est telle que V,(0) >
0 dt ® dP presque sirement, alors le marché est viable.

Preuve : (1) Le fait que V() soit une Q—surmartingale s’écrit :
Vs <t, Eq[Vi(6)/F] < Vi(0).
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En particulier puisque la tribu initiale Fq est triviale, pour s = 0,
Eo[Vr(0)] < Vo(6) cest a dire (6, po).

Supposons qu’il existe une stratégie d’arbitrage : (6o, po) = 0, (07, pr) > 0.

Donc Eg[Vir(#)] < 0 et puisque Vi(8) = e "0y, pr) > 0, Vp(8) = 0 et la stratégie 6
ne peut étre d’arbitrage.

(2) Puisque la stratégie 0 est autofinangante,

Ti(0) = (Bo.0) + [ (05, dis).

La proposition 2.9 montre que f/t(e) est alors une ()—martingale locale. Comme elle est
positive, c¢’est une surmartingale (cf la preuve du lemme 3.8) et 'on est ramené a (1) pour
conclure. 0

2.4 Ensemble budgétaire et équilibre

On fixe encore ici ), mesure de prix d’équilibre et l'on précise ’ensemble X des objectifs :

X =R* x L1 (Q, Fr, P).

Définition 2.11 Pour un systeme de prix p et un processus de ressource e, on appelle
ensemble budgétaire [’ensemble de consommations sous ensemble de X :

Ble,p) = {ce X,c=(c(0),¢(T)) : 30 admissible autofinancante telle que V.(0) € M(Q),
c(0) = e(0) = (o, po), (T') = e(T) + (0r,pr)}

Une alternative est de considérer au lieu de ¢(T') = e(T) + (07, pr) comme objectif, la
quantité u(Vr(6)) avec u fonction croissante concave.

Définition 2.12 On dit que l'on est en situation d’équilibre (equilibrium en anglais)
pour un ensemble donné d’agents économiques de ressources {e',i = 1,---, 1} si pour tout
i il existe une stratégie 0° vérifiant :

I
(1) Yn=0,---,N, Vt€[0,T], > 6.(t) =0 p.s.
=1

(2) 6" est optimal dans B(e',p) pour l'agent i.

Le premier point veut dire que le marché est “clair”. Le second sous-entend ’existence
d’une relation de préférence sur B(e’, p) C X que 'on va définir un peu plus tard.
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Définition 2.13 On dit que la consommation ¢ est simulable (“attainable”, en anglais),
s’il existe un processus de ressource e tel que e(T) =0 et ¢ € B(e, p).

Clest & dire qu'il existe une stratégie 6 autofinancante telle que V.(6) € M(Q) et (8y, po) =
e(0) — ¢(0) et (O, pr) = c(T).

On note C(p) le sous-ensemble de X des consommations “simulables” dans le marché p.

On va maintenant définir sur C'(p) une fonctionnelle de prix qui permettra d’induire sur X
une relation de préférence relativement “naturelle” et qui donnera un sens a ’optimalité
dans (2) de la définition 2.12.

Définition 2.14 Soit ¢ : C(p) — R telle que ¢(c) = ¢(0) + (0o, po). On appelle ¢ la
fonctionnelle de prix.

Comme précédemment, cela veut dire qu’il existe une ressource e(0) telle que ¢ € B(e, p)
et ¢(c) = e(0), c’est a dire le prix initial d’'une consommation simulable.

Proposition 2.15 L’application ¢ est bien définie et coincide avec o(c) = c(0)+e~"T Egc(T)).

Preuve : Les hypotheses assez fortes sur C/(p) montrent que V;(6) = e "V;(6) est une
Q-martingale avec ¢(T) = Vip(0) et @(c) = ¢(0)+Vy(6). Donc, Eg[Vi(8)] = Vo(h) = Vi (6).
Soit Egle ™ ¢(T)] = Vy(0) et 'on a bien ¢(c) = ¢(0)+e"7 Eg[c(T)]. Le résultat ne dépend
donc pas de la stratégie choisie pour traduire 'appartenance de ¢ a B(e, p). O

Proposition 2.16 (cf [7] th.12.6 p.304) La fonctionnelle de prixz est une forme linéaire
positive continue pour la topologie de la norme produit sur C(p).

Preuve :exo2 feuille 2.
Il est clair que ¢ est positive implique (c) = ¢(0) + e ™" Eg[c(T)] positive et de méme
cette expression est linéaire en c¢. Enfin, la continuité se déduit de la majoration :

p(e)| < e(O)] + (D)1

car e"T < 1. O

Proposition 2.17 La fonctionnelle p admet une extension i sur l’espace vectoriel R x
LY Q) qui est une forme linéaire positive continue, et l'on définit alors la relation de
préférence, sur C(p), attendue par :

c1 < ¢y sip(er) < P(ew).
Preuve : On définit ¢ sur C(p) par :
b(a,Y) = a+ Eg[Y]e™"
qui a bien les propriétés demandées et prolonge ¢ grace a la proposition précédente. O

On peut en proposer d’autres : une communément utilisée est ¢ — ¢(0) + Epllog(c(T')]
a condition que log(c(7T') soit intégrable.....
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2.5 Marché complet

Cette notion est tres liée aux propriétés de représentation prévisible des martingales.

Définition 2.18 On dit qu’un marché est complet sous la probabilité Q) pour le systéeme
de priz p st l’ensemble de consommations simulables sur le marché si

C(p) =R" x LL(Q, Fr, Q).

On cherche dans ce paragraphe a caractériser les marchés complets, ou du moins a mettre
en évidence des conditions suffisantes de complétude mais dans le cas ou, comme
annoncé ci-dessus, on ajoute une contrainte a ’admissibilité :

0 est admissible si 6 est localement borné et s’il existe une constante a € R telle que
Vi(0) > —a dt ® dP presque strement.

Théoréme 2.19 Une consommation de X est simulable si et seulement s’il existe un
processus vectoriel o € P*(p) tel que :

Eole ™ e(T)/F) = e Ele(T)] + [ (o, dpy)

Preuve : Si ¢ est simulable, rappelons encore une fois qu’il existe une ressource initiale
e(0) et une stratégie 6 admissible et autofinangante telle que la valeur du portefeuille V. (6)
est une @Q—martingale qui vérifie V4(0) 4+ ¢(0) = €(0), et ¢(T') = (07, pr).

Puisque 6 est autofinangante, dVi(0) = (8, dp,). .
Or ¢(T) = (07, pr) soit Vp(0) = e T¢(T) ; puisque V() est une martingale :

~ ~ t

Vi(0) = BolVa(0)/F] = V(6) + [ (0..dp.)
et Vo(0) = Eq[Vr(6))-

On a ainsi identifié le processus « cherché comme étant la stratégie 6 sur les coor-
données de 1 a V.

Réciproquement, si « existe, on définit la stratégie

. N
0" = n=1, N ; 00 = e Eg[e(T)) +/0 (e dps) — (07, 57

1

On vérifie que cette stratégie permet effectivement a la consommation ¢ d’étre simu-
lable.
Exercice : vérifier que cette stratégie proposée 6 est effectivement admissible autofi-
nancante. O

Proposition 2.20 L’ensemble Q, des mesures de priz d’équilibre est conveze.

Preuve : en exercice.
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2.6 Un exemple

On suppose que le systeme de prix, outre I'actif sans risque, est donné par :
py =&(z"),t € [0,T],

avec : ’
day = o (t)dW{ +b"(t)dt,n = 1,-- -, N;da) = rdt.

On suppose que la matrice o est de rang plein dt@dP presque stirement, et plus: oo* > ol
ot a > 0. Les coefficients b, o, r sont déterministes et bornés sur [0, 7] x €.

2.6.1 Le marché est-il viable ?

C’est a dire, y a-t-il absence de stratégie d’arbitrage 7

On définit pour stratégie admissible les processus progressivement mesurables 6 a valeurs
dans RY*! F-localement bornés et comme dans le paragraphe précédent on ajoute une
condition d’admissibilité :

(0,p) >0, dt ® dP presque sturement

c’est a dire que le petit épargnant peut a chaque instant réaliser son portefeuille. On peut
alors montrer :

Proposition 2.21 Le marché est viable des qu’il existe une mesure de prix d’équilibre.

Dans ce contexte “viable” veut dire qu’il n’existe pas de stratégie d’arbitrage qui soit
F-localement bornée et vérifie

((A,p) > 0, dt ® dP presque strement.

Preuve : c’est une conséquence du (2) du théoreme 2.10. En effet, s'il existe une mesure
de prix d’équilibre, V(0) est une martingale locale ; I'admissibilité de 6 implique que

V(8) > 0. O

Il s’agit donc de montrer dans cet exemple qu’il existe une mesure de prix d’équilibre,
donc de chercher @ équivalente & P telle que p € M,.(Q). Or, on a vu

dpy = pi[(be — 7)dt + 0. dWS].

Les coefficients sont bornés, donc on a que p = E(f adW + (b — r)dt) est bien défini et
il suffit de trouver @ qui fasse de [odW + [(b — r)dt une martingale locale. Supposons
N = d, alors o; est inversible Vt et ’'on peut définir le processus

t|—>ut: —0'171(1)25—74)
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dont il est facile de voir qu’il vérifie fOT |lus||*ds < +o00 presque strement. Alors le pro-
cessus L = E(u.W) est une martingale locale ; on verra dans le chapitre suivant (cf 3.1)
que dans cet exemple, u vérifie la condition de Novikov et qu’alors il existe () équivalente
aP, Q=LP, L=E&@uW) telle que:
W=W+ /ail(b— r)dt
0
est un Q—mouvement brownien et p = ([ odW) € Mu(Q).

Remarque 2.22 On peut trouver des hypotheses moins fortes pour l'existence de Q).

2.6.2 Le marché est-il complet ?
Soit la probabilité @ définie ci-dessus et le Q—mouvement brownien W. Le processus
u = —0o"(b—r) est déterministe, donc la filtration naturelle de W et celle de W sont les

mémes ; on peut appliquer le théoreme de représentation des martingales sur 1’espace de
probabilité filtré (Q, (F,t € [0,T]), Q) : tout objectif se représente

t -
Eole " er/F] = Eole " Ter] + /O eIV,

Or, par construction, dW = o 1p~1dp et le marché est complet en utilisant la stratégie
0=o0"1p1o. a

La aussi, on peut prendre des hypotheses moins fortes sur le processus u.

Remarque 2.23 Sid > N et o surjective, on n’a pas unicité du vecteur u qui permette
d’écrire odW + (b — r)dt = odW. Dans ce cas, le marché n’est pas complet et l’ensemble
Q, est en bijection avec 'ensemble o' (r —b).

Exercice : dans ce modele avec d actions et un N-mouvement brownien, quand est ce
que le marché est viable ? complet 7
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3 Changement de probabilité et probleme de mar-
tingales

La motivation de ce chapitre est la suivante : les martingales, et les martingales locales,
sont des outils puissants, et cela vaut donc la peine de modéliser la réalité en sorte que
les processus en jeu soient des martingales, au moins locales. Ainsi, pour I'application
du calcul stochastique aux finances, les données sont celles d'un jeu de processus qui
modélisent 1’évolution dans le temps des prix des actions en cours sur le marché financier,
et 'on peut légitimement se poser la question : est ce qu’il existe un espace de probabilité
filtré (Q, F;,P) sur lequel les prix sont des martingales ? Précisément, existe-t-il une
probabilité P qui donne cette propriété ? D’ou les deux problemes abordés dans ce
chapitre :

- comment passer d'un espace de probabilité (Q, F,P) a (2, F, Q) de fagon simple, y

a-t-il une densité % 7 comment se transforme alors le mouvement brownien 7 et c’est le

théoreme de Girsanov,

- étant donnée une famille de processus adaptés sur l'espace probabilisable filtré
(Q, F;), existe-t-il une probabilité P telle que tous ces processus soient des martingales
sur l'espace de probabilité filtré (2, F;, P), et c’est ce que 1'on appelle un probleme de
martingales.

On se place donc a priori sur un espace de probabilité filtré (2, F;,P) sur lequel est
défini un mouvement brownien de dimension d, B, By = 0. La filtration est cadlag et 'on
note M(P) les martingales relatives & (£, 5, P). Précisément, on prend F = Fy VvV F5

3.1 Théoréme de Girsanov

([18] 3.5, p 190-196 ; [28] 3.6, p 108-114)
Soit X un processus mesurable adapté dans P(B) c’est a dire que pour tout 7" :

/OT | X, ||? ds < +o00 P p.s.
On peut donc définir la martingale locale X.B et son exponentielle de Doléans :
£(X.B) = expl [ (X:dBL 2 || X, | ds)),
solution de I'équation différentielle stochastique
(3) dZ, = Z,X}dB} ; Zy =1,
qui est aussi une martingale locale.

Sous certaines conditions, £ (X.B) est une “vraie” martingale, donc Z > 0, dt ® dP
presque strement, alors pour tout ¢, E[Z;] = 1, ce qui permet d’effectuer le changement
de probabilité équivalent sur la tribu (F;, t € [0,T]) : Q; = Z;.IP c'est a dire si A €
(Fi, t€10,T]), Qu(A) = Ep[laZy.
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Théoréme 3.1 (Girsanov, 1960 ; Cameron-Martin, 1944) Si le processus Z = E(X.B)
solution de (3) appartient o M(P), alors si Qp = Zp.P, Iéquation suivante dans R? :

~ t
Bi= B~ [ Xds, t<T
0
définit un d—mouvement brownien sur (§, (Fi)o<t<r, Q1)

La preuve nécessite un lemme et une proposition préparatoires.

Lemme 3.2 Soit () une probabilité absolument continue par rapport a P et Z élément
de M(P) définie par Z; = EP[%/}}]. Soit 0 < s <t < T et une variable Y aléatoire
Fi—mesurable dans L*(Q), alors

Z.Eq(Y/)F.) = Bp(Y Z,)F.).

Il s’agit en quelque sorte d’une formule de Bayes.
Preuve :

Remarquons d’abord que Y € LY(Q) = ZY € [}(P) et que le membre de gauche de
I’égalité est une variable aléatoire F,-mesurable. Soit A € F,, il vient :

Ep(1aEq(Y/Fs)Zs) = Eg(14Y)

car sur Fy, @ = Z,P. Puis :
Eq(14Y) = E(14Y Z})

par définition de @ sur F; et ceci pour tout A ce qui permet d’identifier E(Y Z;/F) avec
le produit Z;Eq(Y/Fs) comme 'espérance conditionnelle attendue. O

Remarque 3.3 Le lemme montre que M € M(Z.P) implique Z.M € M(P). La réciproque
est vraie lorsque les probabilités Q) et P sont équivalentes.

Proposition 3.4 Soit T'> 0 et un processus X de dimension d tel que E(X.B) € M(P).
(i) Soit M € M, .(P) nulle en 0, alors :

loc

- t . .
N, = M, — /0 Xid(M, B, € M, (Q),

0 Q = E(X.B)P. )
(ii) Soit N € M, (P) nulle en 0, et N, = N; — [3 X!d(N, B*), alors :

<M7N>t: <M7N>t

ot les crochets sont chacun calculés sur leurs espaces de probabilité respectifs.
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Preuve : on prend une suite de temps d’arrét 7T, croissant vers l'infini telle que sur
{(t,w), t < T,(w)} les processus M, [ || X||*ds, (M), sont bornés (ceci est possible : tous
ces processus sont continus). Les égalités recherchées étant trajectorielles, on pourra
toujours a la fin faire tendre n vers l'infini.

(i) Supposons donc M, X, E(X.B), (M) bornés. On obtient par I'inégalité de Kunita-
Watanabé (cf Calcul Stochastique I) :

t ) t )
[ X, B < ) [ X ds
0 0

donc M est aussi bornée.

Par la formule d’intégration par parties, on obtient :
. t . A t . St , .
E(XBYM, = [ E,(X.B)(dM,— XM, B),)+ | NLE(X.B)XidBi+ [ €(X.B)Xid(M, B,
0 0 0

qui se simplifie et montre que &(X.B)M, € M(P). On tire par ailleurs du lemme 3.2 :

E[&(X.B) M,/ F,)

ET[Mt/fs] = SS(XB)

Ces deux derniers faits montrent que M € M, (Q).

(ii) Soit alors une deuxieme martingale N et I'on applique encore la formule de Ito
au produit de P semi-martingales M N (la encore on localise pour que N et (N) soient
également bornés) :

N - (), = [ "NL(dN, — Xid(N, B?).) + / "N (dM, — / "Xid(M, BY,)
= [N, + Noddd,) — (VXM B+ NLXLA(N, ).
puis on Iapplique a nouveau au produit de ceci avec &(X.B) ce qui donne :
E(X.B)(MyN, — (M, N),) = /0 t £.(X.B)[M,dN, + N,dM, — (N, X'd(M, B*), + M,X'd(N, B"),)]
+ /0 t(MuNu — (M, N),)&,(X.B)X.dB’ + /0 t £.(X.B)X!(M,d(N, B%), + N,d(M, B),
ce qui donne apres simplification :
E,(X.B)(M,N,— (M, N),) = /0 ' (X B)(MudNot NydM, )+ /0 (VLN (M, N))Eu(X.B) X dB!

c’est a dire que ce processus appartient & M(PP) et le lemme 3.2 montre que :

Er[M,N;, — (M,N);/F,)] = M,N, — (M, N), P et Q p.s.
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C’est exactement dire que le crochet de M et N sous @ coincide avec celui de M et N
sous P. 0

Preuve du théoréeme de Girsanov : la démonstration classique consiste a utiliser
le théoreme de Lévy (calcul stochastique I). Il suffit donc de I'appliquer au processus
B sur Pespace de probabilité filtré (9, (F;, ¢t € [0,T]),Q). On applique la proposition
précédente &8 M = N =B i=1,---,d.

(1) BZ S Mlcoc<Q>7Vi = 17 te '7d'

(i) (B, B); = (B, B); = tl,
et le théoreme de Lévy permet de conclure. O

Proposition 3.5 Sous les hypothéses du théoréme de Girsanov (c’est a dire que E(X.B)
est une martingale), pour toute Q-martingale locale continue N, il existe M, P—martingale
locale continue telle que :

N=M-— /X;d(M, B,
0

Preuve en exercice (a rédiger) : utiliser la proposition 3.4 pour donner la forme de M si
elle existe et appliquer le lemme 3.2 &Y = M, Z, ! apres avoir calculé Y par Ito.

On peut regarder maintenant les choses dans un ordre “inverse”, c’est a dire chercher,
lorsqu’il y a des probabilités équivalentes, le lien entre les martingales sous I'une et I'autre
probabilités et par rapport a la méme filtration.

Proposition 3.6 Soit P et QQ deux probabilités équivalentes sur (Q, (Fy, t € [0,T])) et
la martingale continue uniformément intégrable Z, = E[;%/]—"t]. Alors M € Mj,.(Q) <
MZ e M, (P).

De méme, M € M"(Q) & MZ € M"“(P).

Preuve : Soit une suite de temps d’arrét (7,,) localisante pour M : si l'on reprend la
preuve du lemme 3.2, il vient :

(4) Er[Mpr, | F] = ET[ZtA?:T”/FS]

Alors le fait que M7 € M(Q) implique que (MZ)™ € M(P).

Réciproquement, il suffit de prendre une suite de temps d’arrét localisante pour ZM
et d’appliquer a nouveau (4).

Théoréme 3.7 de Girsanov-Meyer (th 20 page 19 [28]) : Soit P et Q) deux probabilités
équivalentes, Z; = E[%/}}] et X une semi-martingale sur (0, F,P) de décomposition
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X = M + A. Alors, X est aussi une semi-martingale sur (Q, F,Q) de décomposition
X=N+C, ou

t t
N:M—/ Z7d(Z. M), ; C:A+/ Z-1d(Z, M),
0 0

Preuve : (i) puisque A est un processus a variation finie, il est clair qu’il en est de méme
pour C, puisque leur différence en est un.

(ii) On applique la proposition 3.6 & N et pour ce faire, on calcule le produit NZ par
Ito sous P.

A(NZ), = NdZy + Z,(dM, — Z;'d(Z, M),) + d{Z, N,

Or, N est une P-semi-martingale de partie martingale M : son crochet avec Z coincide
avec celui de M avec Z ce qui permet la simplification : d(NZ), = N,dZ; + ZdNy, et
montre que NZ est une P-martingale locale donc N une ()-martingale locale. O

3.2 Condition de Novikov

(cf [18] pages 198-201.)

Tout le paragraphe précédent est fondé sur I’hypothese que le processus E(X.B) est
une vraie martingale. On doit donc donner des conditions sur X pour que cette hypothese
soit réalisée. De facon générale, £(X.B) est au moins une martingale locale avec pour
suite localisante par exemple :

t
T, = inf{t > 0, / | E(X.B)X, ||? ds > n}
0

Lemme 3.8 £(X.B) est une surmartingale et c’est une martingale si et seulement si
pour tout t >0 on a E[&(X.B)] = 1.

Preuve : Toute martingale locale positive est une surmartingale. Comme E[Ey(X.B)] =
1, il suffit que pour tout ¢ > 0 on ait E[€;(X.B)] = 1 pour que £(X.B) soit une martingale.
]

Proposition 3.9 Soit M une martingale locale continue pour P et Z = E(M) telle que
Elexp 1(M)¢] < oo pour tout t > 0. Alors pour tout t > 0, E[Z,] = 1.

La preuve utilise un changement de temps c’est a dire :
T(s) =1inf{t >0, (M); > s}

alors le processus s — W, = My, est un mouvement brownien. On introduit pour b < 0
la famille de temps d’arrét :

Sy = inf{s >0, W, —s = b}

et 'on étudie la martingale arrétée en S,. (voir le détail de la preuve, assez longue et
délicate dans [18], pages 198-199, a rédiger a titre d’exercice.)
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Corollaire 3.10 (Novikov, 1971) : Soit X un processus mesurable adapté tel que :
1t 9
E[expi/ | Xs ||¥ ds] < oo pour tout t >0
0
alors £(X.B) € M(P).

Preuve : on applique la proposition a la martingale locale M = X.B dont le crochet est
(M); = [5 || X, ||* ds. Donc pour tout t > 0 on a E[&(X.B)] =1 et le lemme 3.8 montre
le résultat attendu. O

Pour terminer ce paragraphe, voici un exemple de processus X € P(B) ne vérifiant pas la
condition de Novikov, tel que £(X.B) € M .(P) mais n’est pas une “vraie” martingale :

Soit le temps d’arrét 7 = inf{1 >t > 0,t + B? =1} et

2
X,=——"Bilyen : 0<t<1, X, =0.
t (1—t)2 td{t<ry = 1

(i) Montrer que 7 < 1 presque sturement et donc que fol X2dt < oo presque slirement.
2

(ii) Appliquer la formule de It6 au processus t — (f—tt)g ; 0 <t < 1 pour montrer que :

/1XdB 1/1X2dt— ! 2/7[ ! L p2ar < -1
o U2 o T =T o (1=t (-t

(iii) La martingale locale £(X.B) n’est pas une martingale : on déduit de (ii) que son
espérance est majorée par exp(—1) < 1 ce qui contredit le lemme 3.8 ; cependant pour
tout n > 1et o, =1 — (1/y/n), le processus £(X.B)" est une martingale.

3.3 Théoreme de représentation des martingales

(cf Protter [28], pages 147-157.)

Pour plus de généralité, on suppose ici T' = +o0.

L’objet de ce paragraphe est de montrer qu’'une classe assez large de martingales peut

s’écrire (se “représenter” par) X.B. On étudie les martingales de M p > 1, qui de plus
1

sont nulles & Porigine et vérifie (M)3 € LP. Plus précisément, on se place sur 'ensemble
défini comme suit :

Hy(P) = {M € Mj,.(P) ; My=0, sup|M,] € L'}.
t

On peut montrer que cette définition est équivalente a :

HE(P) = {M € MC.(P); My—=0, (M)% € I}

loc
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grace a 'inégalité de Burkholder :

1
Isup Ml < ll (M), < Cyll sup (3] > 1.

De plus, cet espace est contenu dans I’ensemble des martingales uniformément intégrables,
grace a l'inégalité )

1Mol < 2v2[|(M)2 1.
(th 10.19 page 276 [13]) On a en particulier pour p = 2 :

sup E[M;] = sup E[(M)i] = E[{M)o] < co.

On note ’ensemble des processus stochastiquement intégrables par rapport a la martingale
M :

t
L*(M) = {1 progressivement mesurable tel que Vt, / Y2d(M), < oo presque strement}.
0

Cet ensemble n’est pas directement comparable avec 1’ensemble P*(M), (cf. le chapitre

2) mais P*(M) C L}, .(M).

Définition 3.11 Un sous-espace vectoriel F de HE est appelé sous-espace stable si
pour tout M € F et pour tout temps d’arrét T alors MT € F.

Théoréme 3.12 Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de HY. Alors les assertions suiv-
antes sont équivalentes :

(i) si M € F etVt >0, VA€ F, (M — M")14€F.

(i) F' est un sous-espace stable.

(i1i) si M € F et H borné € L*(M) alors H.M € F.

(iv) si M € F et H € L*(M) N LP3(Q,dP; LA(R*,d(M))), alors H.M € F.

Preuve : Puisque £;(M) C L£*(M) N LP2(Q,dP; L*(R*,d(M))), 'implication (iv) =
(iii) est immédiate.

(iii) = (ii) : il suffit de prendre pour tout temps d’arrét 1" le processus borné H; =
Lio,r(t). Alors,

t
(HM), = /0 Lo (s)dMs = Mz € F,

c’est a dire que M7 est un élément de F.

(ii) = (i) : soit ¢ fixé, A € F; et M € F. On construit le temps d’arrét T(w) = ¢ si
w € A et l'infini sinon. Il s’agit bien d’'un temps d’arrét puisque A € F;. Par ailleurs,
d’une part :

(M —MY1, = (M —M"siwe A, cequi équivaut a T'(w) =t

= 0 sinon ,
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et d’autre part :

M—-M" = (M—-M)siweA,

0 sinon ,

ce qui veut dire que (M — M")14 = M — M?. Or F est stable, donc M et MT € F, donc
(M — M")14 € F pour tout t > 0, soit la propriété (i).

(i) = (iv) : soit H € S, c’est a dire un processus simple qui s’écrit :

H = HO + Z Hl'l}ti,ti+1}

ou H;, =14,,A; € F,. Alors

H.M = Z lAi(Mti-H - M,,) = Z 14, (M — Mti)tiﬂ

qui appartient a F' par (i). L’intégrale stochastique étant linéaire on obtient que pour
tout processus simple X, X.M € F qui est un espace vectoriel. On procede ensuite par
limite puisque S est dense dans L£*(M) N L*(dP ® d(M)) (cf calcul stochastique I) O

Définition 3.13 Soit A un sous-ensemble de H3. On note S(A) le plus petit sous espace
vectoriel fermé stable contenant A.

Définition 3.14 Soit M et N € H2. On dit que M et N sont orthogonales (M _LN) si
E[M,N,] = 0.

St M et N sont des martingales locales, on dit qu’elle sont fortement orthogonales
(M{N) si MN € Mipep.

Remarquons que puisque par définition M N — (M, N) est une martingale locale, la forte
orthogonalité équivaut au fait que le crochet (M, N) = (M, N)q est constant. On a donc
de fagon naturelle (dans H32) que la forte orthogonalité de martingales de carré intégrable
implique lorthogonalité ; la réciproque est fausse : considérons M € HZ et Y une variable
de Bernoulli indépendante de M. Soit N =Y M.

Montrer en exercice que M est orthogonale a N mais que I'orthogonalité n’est pas forte.

Pour A sous-ensemble de H2, on note AL son orthogonal, et A" son orthogonal fort.

Lemme 3.15 Soit A un sous-ensemble de Hz : Al est un sous-espace vectoriel fermé

stable de H2.

Preuve : (i) fermé : soit une suite M™ € A" de limite M dans H2 et soit N dans A :
pour tout n, M"™N est une martingale. D’autre part, pour tout ¢t > 0, par les inégalités
de Kunita-Watanabé et Cauchy-Schwarz

E[[(M™ — M, N),|] < \/E[(M" — M),|E[(N),]
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qui converge vers zéro. Donc (M™ N); — (M, N); dans L?. Or, pour tout N et tout
t, (M",N); =0, et par conséquent (M, N), =0 et M est orthogonale a N.

(ii) stable : soit M € A" et T un temps d’arrét : (M7, A) = (M, A)T = 0 donc
MT e AT. O

Lemme 3.16 Soit deuz martingales de H3. on a les équivalences suivantes :

i)M et N fortement orthogonauz, noté M 1 N,

(
(12)S(M) + N
(¢49)S(M) T S(N)
(1v)S(M)LN

(

v)S(M)LS(N)

Preuve en exercice.

On a en corollaire le résultat suivant : (théoreme 36 page 150, [28])

Lemme 3.17 Soit A un sous ensemble fermé stable de martingales de H3 ; alors 'orthogonal
fort et l’orthogonal faible sont les mémes sous espaces.

Preuve du lemme : soit M fortement orthogonal a tout X € A, alors il est orthogonal :

Al c At

Réciproquement, soit M € Aet N € At. comme A est stable, I’espace stable engendré
S(M)c Aet N L S(M). Or, N1 M, donc d’apres le lemme 3.16, N € AT. D’ou lautre
inclusion A+ C AT et la conclusion du lemme. O

Théoréme 3.18 Soit M -+ M™ € H3 telles que pouri # j, M'tM?. Alors, S(M*,---, M™) =
(S0 HIM s Hi € £5(M) N L2(dP ® d(M?))}.

Preuve : on note Z l'ensemble de droite. Par construction et par la propriété (iii)
des ensembles fermés stables, si Z est fermé, c’est un sous-espace stable. On considere
I’application :

L (MYNLAHQ X RT dP @ d(M?)) — H2
(HY) +— S H'.M

i=1
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On vérifie sans peine qu’il s’agit d’une isométrie en utilisant que pour i # j, M*t M7 :
I3 HM =3 B 3= 3B P

Donc I'ensemble 7 image par une isométrie d'un fermé est fermé donc stable et contient
donc S(M?, .-+, M™).

Réciproquement, d’apres le théoreme 3.12 (iv), tout ensemble fermé F' stable contenant
les M contient les H*.M*® donc T. O

Définition 3.19 Soit A C HZ. On dit que A a la propriété de représentation
prévisible si :

I={X=> HM, K M€ A H € L(M)NL*(dP®d{M"))} =Hg.

i=1
faire le lien ici avec le marché complet tel que défini dans le chapitre 2.

Proposition 3.20 Soit A = (M',---, M™) C HZ avec M* 1 M7 i # j. Si tout N € HE
fortement orthogonal a A est nul, alors A a la propriété de représentation prévisible.

(corollaire 3 page 151, [28])

Preuve : le théoreme 3.18 montre que S(.A) est 'ensemble Z défini ci-dessus. Soit alors
N € IT = S(A)T. A fortiori, N est orthogonal & A, donc N = 0 par hypothese, c’est a
dire que Z' = {0} ; donc, par le lemme 3.17, Z+ = 0.

Par ailleurs, notons que l'application sur HZ x H2 dans R définie par (M, N) — E[M, N,]
est un produit scalaire (preuve en exercice). Si donc F est un sous espace vectoriel fermé
de HZ, alors H32 se décompose en F + F*. Ici, T+ = {0}, ce qui montre bien que Z = H3.
O

Ces propriétés d’orthogonalité et de représentation sont liées a la probabilité sous-
jacente. Il faut donc voir ce qui se passe lorsque 1'on change de probabilité.

Définition 3.21 Soit A C H2(P). On note M(A) lensemble des probabilités sur Fu,
absolument continues par rapport a P, égales a P sur Fy, et telles que A C HA(Q).

Dans le cadre de ce cours, Fy est la tribu triviale, mais on n’est pas obligé de faire cette
hypothese dans la fin de ce paragraphe.

Lemme 3.22 M(A) est conveze.

Preuve en exercice.
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Définition 3.23 ) € M(A) est dite extrémale si

Q=a1+(1—a)Q2,a€cl0,1],Q;, € M(A)=a=0 ou 1.
Une condition nécessaire de la propriété de représentation prévisible :

Théoréme 3.24 (théoréme 37 page 152 [28])
Soit A C HG(P). Sp(A) = H§(P) implique que P est extrémale dans M(A).

Preuve : th. 37 page 152 dans [28]. On suppose que P n’est pas extrémale et donc s’écrit
a@Q1+(1—a)Qq avec Q; € M(A). La probabilité @); < %]P’ admet donc une densité par rap-
port & P majorée par 1. On note Z la P-martingale bornée définie par Z, = EIP’[%/-E] :
Z — Zy € HE(P). Remarquons que P et Q; coincident sur Fy montre que Zy = 1. Soit
X € A : cest donc une martingale pour P et pour )1, donc ZX est une martingale
pour P ainsi que (Z — Zy)X = (Z — 1)X ce qui montre 'orthogonalité de Z — Z; a tout
X donc a A donc & S(A). Cet ensemble étant H2(P), Z—1 = 0et P = Q; est extrémale.O

Un début de réciproque :

Théoréme 3.25 (théoréme 38, page 152 [28])
Soit A C HE(P) et P est extrémale dans M(A). Si M € ME(P) N AT alors Vt, M, = M.

Preuve : On peut supposer My = 0 quitte a remplacer M par M — M,.
Soit ¢ un majorant de la martingale bornée M et supposons qu’elle n’est pas identiquement
nulle. On peut donc définir

My My
dQ = (1 — Q—C)dP et dR=(1+ Q—C)dIP’.
Alors P = %(Q + R), Q et R sont absolument continues par rapport a P et sont égales
a P sur Fy puisque My = 0. Soit X € A C HZ(P) : d’apres la proposition 3.6 (et
parce que M est bornée donc uniformément intégrable), X € H2(Q) si et seulement
si (1 —4t)X, € H3(P). Or X + M donc on a bien cette propriété et par conséquent
X € H(Q). Donc Q, et de méme R, € M(A).

Ainsi y aurait-il une décomposition de IP ce qui contredit I’hypothese : M est nécessairement
nulle.

Théoréme 3.26 (théoréme 39 pages 152-153 [28])
Soit A = (M',---, M™) C HA(P) avec M" 1 M7 i # j. P est extrémale dans M(A)

implique que A a la propriété de représentation prévisible.
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Preuve : par la proposition 3.20 il suffit de montrer que si N € Hz(P) N AT, alors N est
nulle. Soit une telle martingale N et une suite de temps d’arrét T,, = inf{t < 0; |N;| > n}.
La martingale N™ est bornée, dans A" ; P est extrémale. Le théoreme 3.25 montre que
NTn est nulle pour tout n, et donc N = 0 et on applique le critere de la proposition 3.20.
O

On a maintenant ’application suivante.

Théoréme 3.27 (théoréme 42 page 155 [28])

Soit B un mouvement brownien de dimension n sur (S, (F,t € [0,T]),P). Alors pour
tout M € ./\/llci, il existe un vecteur (H',i =1,---,n) progressivement mesurable, unique
presque surement sur [0, T] x Q tel que :

M, = Mo+ Y _(H'.B"),t € [0,T).

=1

Preuve en exercice : c’est une application du théoreme précédent aux composantes du
mouvement brownien dont on montre que P est I'unique (donc extrémal) élément de
M(B). Pour ceci, on suppose qu’il existe Z € L(P) telle que Q = Z.P € M(B), c’est a
dire que B est a la fois une P et une ()-martingale ; on en déduit que Z = 1.

: . : 2 N
Donc on sait représenter les martingales de H3(P). Pour M € M., on se ramene au
cas précédent en localisant.

Corollaire 3.28 Sous les mémes hypothéses, soit Z € LY (Fu,P), alors il existe un
vecteur (H',i = 1,---,n) progressivement mesurable tel que :

Z = E[Z] + znj(Hi.Bi)oo.

i=1

Preuve : on applique le théoreme a la martingale M, = E[Z/F]. O

3.4 Probleme de martingales

(d’apres Jacod [17], pages 337-340.)

Rappelons le probleme qui a motivé ce chapitre : on dispose d'un ensemble de prix dont
I’évolution est modélisée par une famille de processus continus adaptés sur un ensemble
de probabilité filtré (Q, A, (F;,t € RY),P), en fait des semi-martingales. Existe-t-il une
probabilité @) telle que toute cette famille soit contenue dans M _.(Q) ? C’est ce que
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I'on appelle un probleme de martingale. On suppose ici (mais c’est de toute fagon en
général le cas !) que A = F, et que la filtration est la filtration complétée régularisée a
droite de la filtration naturelle engendrée par le processus brownien réunie a une tribu G
indépendante du mouvement brownien.

On rappelle la définition de 1'orthogonalité forte pour martingales locales :

Définition 3.29 On dit que M et N martingales locales sont orthogonales fortes, noté
M 1 N, si MN est une martingale locale nulle en 0.

Remarquons que ceci équivaut au fait que le le crochet (M, N) est un processus constant.

Définition 3.30 Soit X' une famille de processus continus adaptés sur (2, B,F;). On
appelle solution du probleme de martingale associé a X’ toute probabilité P telle que
X C M§,.(P). On note M(X) cet ensemble de probabilités et Sp(X) est le plus petit espace
stable fermé de HY(P) contenant {H.M,H € L*(M), M € X}.

Rappel : on note Q, = {Q ~P : p € M;,(Q)}. La différence avec M(p) est que dans
Q, toutes les probabilités sont équivalentes a P. On a Q, C M(p).

Proposition 3.31 M(X) est conveze.

Preuve en exercice (cf. Jacod [17], paragraphe 11.1.c, pages 343 et sq) .

On note Mc(X) les éléments extrémaux de cet ensemble.

Théoréme 3.32 (cf th. 11.2 de [17] page 338.) Soit P € M(X) ; on a les équivalences :

(i) P e M.(X)

(it) H'(P) = Sp(X U {1}) et Fo = (0,Q), P presque sirement

(i13) VN € MY (P)NXT, N =0 et Fo = (0,Q), P presque sirement.
(i43') YN € MP*(P)NXT, N =0 et Fy = (0,9), P presque sirement.

Corollaire 3.33 De plus, les trois assertions du théoréeme sont équivalentes a

(w){Q € M(X), Q ~P} ={P},
({Q € M(X), Q << P} ={P},

Preuve :
(i)=-(iii) Soit M une martingale bornée, (donc dans H!(P) par Burkholder) et nulle en
0, orthogonale fortement & tout élément de X soit (M, X) =0, VX € X.
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Puisque X U {1} engendre par hypothese ’ensemble H!(P), tout N € H'(P) est limite
dans H!(PP) de processus Ny de la forme Ny +>°; H;. X;. Donc, si T, = inf{t : (M); > n},

(M, N — N}z, [l1 < V/nl[N — Nl

qui converge vers 0 et comme pour tout k, (M, Ni); = 0 par hypothese sur M, il vient
pour tout n, (M, N)7, =0 et M est ainsi orthogonale & tout élément de H!(P). Comme
M est bornée, elle est aussi élément de H'(P), donc orthogonale & elle-méme, donc nulle.

(iii)=(ii) Soit d’abord M € H* N Sp(X U {1})!. En particulier, M est orthogonale
aux constantes, donc nulle en 0. Ainsi M € HZ N XT. Soit la suite de temps d’arrét
T, = inf{t : |M;| > n} : M™" est une martingale bornée orthogonale & X donc nulle par

(ii).
Ainsi H? N Sp(X U {1})" = {0}. Or dans l'espace de Hilbert H?, on a vu que
S uU{1ht =S u{1})*: donc H? C Sp(X U{1}).

Puisque H? est dense dans H!, la double inclusion
H?> C Sp(xu{l}) c H'

montre (ii).

(cf [17] page 117, (4.11) et (4.12))
(ili")=-(iii) de fagon évidente. On obtient la réciproque par localisation. (exercice)

(i)=(iii) On a P extrémale dans M(X). Soit Y une variable aléatoire Fj-mesurable
bornée et N’ une martingale bornée, nulle en zéro, orthogonale a tout X. On pose
N =Y — E[Y] + N'. Remarquons que pour tout ¢t > 0, Ep(N;) = 0. Posons alors

N N
=||N|leo; Z1=14+—; Zy=1——.
a =[N ! + 2a 2 2a
Il est clair que E(Z;) =1,72; > % > 0, et donc les mesures Q; = Z;IP sont des probabilités
équivalentes a P dont la demi-somme est P.

Du fait que Y est Fyo-mesurable et N’ est orthogonale & X VX € X, N est aussi or-
thogonale a X VX € X, et NX est une P- martingale. Donc Z, X = X + ]\272( est également
une P- martingale. En utilisant la proposition 3.6, X € M{ (Q;) et Q; € M(X) ce qui
contredit 'extrémalité de P sauf si Ny = 0,Vt > 0 c’est a dire ala fois Y = E[Y] et N' =0

ce qui montre (iii).

(iii)=(i) Supposons que P admet la décomposition dans M(X) : P = aQ; + (1 — a)Qs.
Donc () est absolument continue par rapport a P et la densité Z existe, majorée par %,
d’espérance 1 et puisque Fy = (0,12), Zy = 1 presque surement : Z — 1 est une martingale
bornée nulle en zéro.
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Par ailleurs, pour tout X € X, X € M7 (P)NMj,.(Q1) puisque P et Q; € M(X).
Mais toujours la proposition 3.6 montre que ZX € M5, (P) et (Z — 1)X € M§ (P) cest
a dire que Z — 1 est orthogonale & tout X et ’hypothese (iii) montre alors que Z —1 =0,
ce qui veut dire que Q1 = P qui est donc extrémale.

(v) =(iv) est évident.

(iv)=-(iii) se montre comme (i)=-(iii), preuve qui ne nécessite pas que X ait une pro-
priété particuliere.

(i))=-(v) Supposons qu'il existe P’ # P dans M(X) qui soit absolument continue par
rapport & P. Soit Z la martingale densité de P’ par rapport 4 P : P’ = ZP avec Z
P-martingale d’espérance 1, égale a 1 en zéro puisque Fy est triviale. Tout X de X est
dans M§ (P) N M (P") mais la proposition 3.6 dit que ZX € M¢ (P), donc (Z —1)X €

foe0(P), c’est & dire que Z — 1 est orthogonale a X donc & S(X U{1}) = H'(P). Si par
localisation on borne cette martingale, la martingale arrétée est orthogonale a elle-méme,
donc nulle.

Remarque 3.34 Si X' est un ensemble fini X de processus continus, et que Sp(XU{1}) =
HY(P), alors on a exactement

Sp(XU{l}) ={My+ H.X,H € L'( L*(Qx)), My € L' (Fo)}

ot la norme de Hilbert-Schmidt est définie par |H|3, = J5° X, H'H/d(X", X7). En
effet, Uapplication de L'(Q; L*(Qx))} dans Hy, F : H — H.X est une isométrie :

{My+ HX)} = F(L'"F) x L*(L*(Qx))

3.5 Application

Pour I'étude de I’ensemble des probabilités neutres au risque d’un marché, on va main-
tenant appliquer les résultats précédents - concernant le probleme de martingales- a
'ensemble de processus X = {p',---,p™}. C'est un cas ou1 X est fini et, en particulier,
on va pouvoir utiliser le corollaire 3.33.

Proposition 3.35 (cf [7], corollaire 12.4) Si pour QQ mesure de prixz d’équilibre, [’ensemble
My(Q) est 'ensemble stable So({p} U {1}), et si Fy est la tribu triviale, alors Q) est
l'unique mesure de prix d’équilibre.

Preuve : en exercice (c’est (ii) entraine (iv)).

On a par définition l'inclusion Sg({p} U1) € H'(P) C My(Q). Donc I'hypothese
implique 1’égalité et le résultat est une conséquence des équivalences du corollaire 3.33
(17 = iv). O
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Proposition 3.36 Si Q, = {Q} alors Q est extrémale dans M({p}).

Preuve : ce n’'est pas tout a fait l'implication (iv) = (i) car Q, est contenu dans
I'ensemble M ({p}) et non forcément égal. Mais la démonstration est analogue.

Supposons qu’il existe Q1 et Qo dans M({p}), (alors p € Me(Q1) N Mioe(Q2)) et
A €0,1] tel que @ = AQ1 + (1 —\)Q> ; alors @ < Q. Par ailleurs p € M;o.(Q). Comme
D € Mie(@Qr) avec Z = %, par la proposition 3.6 on obtient que Z.p € M,.(Q). Soit
s <tet A, € F,, et une suite de temps d’arrét (T},) telle que (p™) soit bornée (possible
par continuité de p). De la suite d’égalités

Eq, [AsptTn] = Eq [AsztptTn] = Eq [ASZSﬁZ"] = Eq, [AsDs]
on tire que p € Mo.(Q1). L'unicité de @) dans Q, montre que ()3 = @ et @) est bien
extrémale. O

Corollaire 3.37 Si Q, = {Q} alors M;,.(Q) C {a+ H.p, a € R, H € L*(R",Qx)}.

Preuve : la proposition montre que @ est extrémale dans M ({p}). Donc la propriété
(i) du théoreme 3.32 est vraie et implique (ii), c’est a dire So({p} U {1}) = H(Q) et
Fo est triviale. Soit alors M € M,.(Q). 1l existe une suite croissante de temps d’arrét
T, — T telle que pour tout n, M’ € H'(Q) = So({p} U {1}), donc pour tout n il existe
u™ € L*(p) tel que :

t
M = M, + /0 (™, dp).
Par ailleurs, My, o converge presque stirement vers M,. Mais puisque My, ot = Eg[Mr/Fr, atl,
|Mr,ne| < EQl|Mr|/Fr,nel,

et Mr, s converge vers M; dans L. Le corollaire 4.23 de Jacod page 124 :

“si N € Me(P) et H, € P*(N) est une suite telle que H,.N converge pour la
topologie o(L', L) vers X € L'(IP), alors il existe H € P*(N) telle que H.M € M et
HM,=X"
dit qu’alors il existe u stochastiquement intégrable par rapport a p tel que

t
M, = My +/0 (s, ds).

On a finalement, pour résumer, le résultat suivant :

Théoreme 3.38 Soit () une mesure de priz d’équilibre. Lorsque Fo est la tribu triviale
(tribu des Q—négligeables), on a les équivalences :

(i) Le marché est complet relativement au systeme de priz {p}.

(1) Qp = {CQ}

(11i) My(Q) C {a+ H.p, H € LQ(Q],;),CL € R}.
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Preuve : (ii) implique (iii) est le dernier corollaire.
L’équivalence de (i) et (iii) est le théoreme 2.19 et la définition d’un marché complet.

(iii) implique (i) : Si My(Q) C {a+ H.p, H € L*(Q;),a € R}, alors on a a fortiori
H'(Q)={a+ Hp, He L Q) acRNH(Q),

c’est a dire la propriété (ii) du théoreme 3.32, donc (iv) du corollaire 3.33 est vraie, soit

Q, ={Q}. O

Exercice : reprendre 'exercice 3 de la feuille 1 pour trouver des conditions sur les prix
pour que le marché soit complet.

3.5.1 Exemple

On reprend le marché vu en fin de chapitre 2 ; on a une deuxieme maniere de montrer qu’il
est complet. D’apres le théoreme 3.38 il suffit de vérifier que 9, = {Q} Soit donc Q' € Q,,
Q' = ZP avec Z € My;(P). D’apres le théoreme de représentation des martingales, il
existe un processus z tel que dZ; = z;dW;. Or d’apres la proposition 3.6 :

pEM(Q) <= Zpe M(P).
On calcule par la formule de Ito6 :
d(Zﬁ)t = Zt-ﬁt [O'tth -+ (b — T)dt] -+ ﬁtztth -+ ﬁtZtO'tdt.

On tire du fait que Z.p € M(P) I'égalité Z;p;(b—r)+ pyzi00 = 0 dt ® dP presque sturement.
Or p > 0. On peut simplifier cette égalité et en tirer

2 = Zyuy avec uy = —a; (b — 1),

c’est & dire que Z est identique a L et Q' = @ et le marché est complet. O

Remarque 3.39 Sid > N et o surjective, on n’a pas unicité du vecteur u qui permette
d’écrire cdW + (b — r)dt = odW. Dans ce cas, le marché n’est pas complet et l’ensemble
Q, est en bijection avec ’ensemble o' (r —b).
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4 Equation de la chaleur, formule de Feynman-Kac

Il s’agit d’obtenir une facon de représenter la solution d’équations aux dérivées partielles
sous forme stochastique. Le type basique de ces équations aux dérivées partielles est
I’équation de la chaleur :

1
(5) O = §8§xu; u(0,z) = f(x);t e Rf, z € R.

Plus généralement, on cherche a résoudre
1
O+ ku = §Au;u(0,az) = f(x);t e RS,z € RY,

ou A est le laplacien.
Une solution est a priori une fonction de classe C'*? sur une partie de Rt x R.

4.1 Equation de la chaleur

([18] 4.3, p 254)

Si u(t,x) est la température au temps ¢ et a la position = d'une barre, elle vérifie (5)
avec f(z) la température au temps 0 et a la position z. On peut vérifier que la densité
de transition par rapport a la mesure de Lebesgue A d'un processus de Markov gaussien,
p(t; x,y), vérifie cette équation :

de<Wt)< ) . 1 e_(x;ty)Q
MNdy) VT

p(tyz,y) =

(a vérifier en exercice : feuille 4, exo 1)

— )2 )2
I = ( 1 (z—y) B 1 )67(%@»7
V2t 2t V2mt3/2
r—y 1 T —y
Oup = ——— 1 0pap = =2 + (——)°P.
Soit
“ Lo—y, 1. 1
51510:5[( : )—g]ngﬁp-

Si maintenant f est une fonction borélienne réelle telle qu’il existe a > 0 :
R e~9*| f(x)|dz < oo, la fonction u définie sur ]0,1/2a[xR par u(t,z) = E,[f(W]) =
IR f(y)p(t; z,y)dy est de classe C et vérifie (5). Voir le corrigé du probleme 3.1 dans [18]
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page 277. On prend évidemment le couple (¢, x) dans un compact ([to, t1] CJ0,1/2a[x[0, M]),
et si |f(x)| < e™”, on s’en sort en utilisant la majoration

2 2, = 4 2,

[\.)

4.2 Cas multidimensionnel, probleme de Cauchy

[18] 4.4 A, pages 267 et sq.
On généralise le probleme précédent avec

1
(6) Ou+ ku = §Au;u(0,x) = f(z);t e R,z € R%
On peut faire le changement de fonction (transformée de Laplace)

Zo(x) = / e u(t, z)dt.
0
Si limy o e~ u(t, ) = 0, formellement :

—Aza = 2/ My (¢, x)dt = /OO e (Opu + ku)dt =
0

ety +/ U + k)udt = +/ (o + k)udt,
D’ou l'on tire la formule de Kac :
00 1
(a+k)zo = / e (o + k(x))u(t,x)dt = f(z) + éAza.
0

Proposition 4.1 Si u est solution de (6) et si lim; .o e “u(t,z) = 0, et |0lu(t,x)| <
Kell#l* ;=12 alors z, est solution de

%Aza =(a+k)za — f
qui est une équation elliptique a une seule variable.
Preuve en exercice. Formellement, z, a la méme différentiabilité que x — u(t, z) et
02 20(x) = /OOO e 02 u(t,x)dt.

Une condition suffisante est de trouver une majoration uniforme des intégrands e ~*0,u(z, t)
et e 9% u(x,t) par des fonctions intégrables.
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Théoréme 4.2 de Feynman (1948)-Kac (1949) : Soit f € C(R*,R),k € C(R*,R"), g €
C([0, T[xR% R). Soit alors le probléme de Cauchy :

1
(7) -0+ kv = §AU +g;;0(T,x) = f(x);t € [0,T[, 2 € R
Siv e C*([0,T] x R4 R), et si il existe K > 0,a €]0, 5[ tels que

() mazo<i<r|V(t, )| + mazo<i<r|g(t, z)| < Ke'l*l* ve e RY,

alors

o(t,2) = Eu[f (W) exp(— /OT_tk(WS)ds) +/0T_tg(t+s,WS))eXp(— [ kW) duyds

et c’est l'unique solution de (7) ayant cette régularité.

Remarque 4.3 On pourrait penser que cette proposition de fonction v est toujours solu-
tion ; le probleme est qu’elle n’est pas forcément de classe C'? ni ne vérifie la condition

(%)-

Preuve : Sachant que v est de classe C'1? on applique la formule de It entre 0 et s (A ¢
fixé) :

v(t+s,WS)eXp(—/08 E(W,)du) = wo(t,z) +/08 Ov(t + u, Wu)exp(—/ou kE(W,)dv)du
. /Osv(t+u,Wu)eXp(—/Ouk(WU)dv)k:(Wu)du
+ /0 D0(t + u, W) exp(— /Ouk:(WU)dv)qu

1 s U
+ 5/ Av(t + u, W,,) exp(—/ k(W,)dv)du
0 0
En utilisant (7), on simplifie pour obtenir :

o(t,2) = v(t + 5, W) exp(— /Osk(Wu)du)—ir/Osg(t—Iru, W,) exp(— /Ouk(Wv)dv)du

a une martingale locale pres. On prend donc une suite de temps d’arrét localisante
T, = inf{t, ||W;|| > nv/d} croissante et on prend I'espérance sous P, (c’est a dire que
Wy = z, P, presque stirement), de I’égalité ci-dessus au temps S,, = inf(7,,,T —t) :

Tn
u(t,z) = Ey[v(t + To, W, ) exp(— /0 (W, )du) Ly, <pi]+
T—t
B [o(T, Wr_s) exp(— /0 (W) du) g, w7 i+
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LB, /O " ot + 1, W) exp(— /0 " B(W,) do)du].

Le troisieme terme converge vers la quantité attendue si g est positive (convergence mono-
tone) ou vérifie la condition du théoreme (convergence majorée);

Le deuxieéme terme tend vers la quantité attendue (convergence majorée).

On montre que le premier terme tend vers 0 : en effet, il est majoré par

Ke"“" P {T, <T —t}.
Or I'événement

T, <T—t}= > < dn? ¢ ? < n?
(T =T =t} ={ max [Wil" <dn’} CU{ max |Wi"<n’}

ce qui se voit en passant aux complémentaires... Puis il est connu (voir la loi du maximum
du brownien par exemple pages 95 et sq dans [18]) que

. 22 a2
P{ max |W;| <n} = e~ Tdr < 2e D

2 [e'e]
s€[0,T—t] \ 2 /V;i_t

ce qui montre la convergence vers 0.

O

La condition de majoration par une exponentielle est vérifiée des que les fonctions ont
une croissance au plus polynomiale.

Corollaire 4.4 Sous les mémes hypothéses, si [’équation parabolique
1
(8) Opu + ku = éAu +g; u(0,z) = f(z),
admet une solution de classe C12, alors cette solution est unique et de la forme :

u(t,2) = BLFW) exp(— [ KOW)ds) + [ (T =t s, W) expl— [ k(W) duyds).

C’est ce qu’on appelle la formule de Feynman-Kac ; on pose v(t,x) = u(T —t, x), alors
—0w + kv = 1Av+ g,v(T,z) = f(x) devient (8) et on applique le théoréme 4.2.

L’interprétation est, lorsque g = 0, que la fonction v donne la température au temps
t et au point x dans un milieu qui ne conduit pas parfaitement la chaleur mais la dissipe
a la vitesse k.
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4.3 Cas réel

(cf [18] 4.4 B pages 271 et sq.)
On peut résoudre avec des hypotheses correctes 'équation (6) en explicitant z,, la trans-
formée de laplace de la solution.

Définition 4.5 On dit que f est continue par morceaux au sens ou elle admet une
limite a droite et a gauche en tout point et un nombre fini de discontinuités dans tout
intervalle compact.

Théoréme 4.6 (Kac, 1951)
St f et k sont continues par morceauzx, k > 0, et s’il existe o > 0 tel que pour tout x

o 17+ y)le Y2y < o,

alors N t
Za (.T) = E:B [/ f(Wt) eXp_at_fo k(WS)dS dt]
0

est C% par morceaux et vérifie

1
(a+k)zq = §Zg + f.
Remarque 4.7 On peut remplacer Uhypothese [p |f(x + y)]e"y‘mdy < 00 par
EL[J5° | f(Wy)|emtdt] < oo car par une transformée de Laplace
S| " 2 1
—at —x* /2t 34 __ —|z|v2a
e Ye dt = e
/0 vV 2mt V2«
et en utilisant le théoreme de Tonelli

h 1 2/2t 1 _ivae
Em[/o e | f(W2)dt] :/R /R+ e—atlf(:chy)!ﬁe—y/ dtdy:/R"f(Hy)’ﬁe \y|\/_dy.

Preuve : on utilise 'opérateur “résolvante” GG, pour g continue par morceaux et vérifiant
[1g(x+y)|e V22 dy < 0o pour tout  :

(Gag)(w) = Bl aWemat] = <= [[ 7=V Tg(y)y
qui vérifie
(9) (G7ag)(x) = =29(x) + 2a(Gag)(x).
En effet,
—(z—y)V2a

(Gog)(z) = \/% /_ ;e g(y)dy+\/% /x T e mavaa gy

(Gag) (@) = = [ e Vigyydy 4 [ e g )y,

— 00 T

(Gag)'(z) = —29(x) + 2a(Gag)(x).

et le lemme suivant :

T

38



Lemme 4.8 (/18] pages 272-273) Si f et kz vérifient [ |g(x + y)|e” V2 dy < oo, alors

Go(lkz|)(x) <00 ; Guolkz) = Gof — 2.

Preuve : la premiere assertion est conséquence de I’hypothese.
On développe le processus & variations finies exp( 5 k(W,)du) — 1 entre 0 et ¢, puis on le
multiplie par exp(— fi k(W,,)du) ; il vient :

t t t
0 g/ k(W,) exp(—/ k(W) du)ds = 1 —exp(—/ k(W) du) < 1
0 s 0
Par ailleurs,

G (@) = #(a) = ol FOW)e (1~ expl(— || k(W )du)dt] =

= B[ rwe e [ KW esp(— [ KW, )du)dsd]

On utilise successivement le théoreme de Fubini et la propriété de Markov pour obtenir :

S

= B[R e el [ KOW.)deldryds] =

S

Gof(2) = 2(e) = Ef[ [ k(W)(exp[-at - [ BV du] (V) dt)ds] =

(%

= [T BRI W) expl= [ R(Wo)duldv)ds] =
= B[ e RWEL[ T F(Wers)e ™ expl [ k(Wep)duldo/FJds) =

- Ex[/ooo e k(W) 2(Wy)ds = Ga(k2) ().

Preuve du théoreme 4.6 (suite) : on applique la relation (9) a la fonction f :

(Gaf)@) = Eul [~ e FW)dt], (G7of) () = ~2f (1) + 20(Guf) ).

Puis on l'applique a la fonction kz tout en utilisant le lemme qui donne que G, (kz) =

Gof — 2z
(Gok2)" () = (Gof)' (x) — 27 () = —2kz(x) + 2a(Gof — 2)(2).
La différence de ces deux relations donne bien
2" = =2f +2kz + 2az.

Donc, z, c’est a dire z, de la proposition 4.1, est de classe C? par morceaux puisque f et
k sont continues par morceaux et vérifie I’équation différentielle de la proposition 4.1.
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En conclusion, I'équation différentielle dont est solution z admet une solution unique,
a savoir pour tout z, la transformée de Laplace de u(.,z) qui ainsi est de classe C* par
morceaux. O

Par inversion de la transformée de Laplace, il vient a z fixé :

-1 n—lnn -
%jwﬁanﬂz(n/t, z),

(10) u(t, z) = lim
ce qui permet de contréler la régularité de u. Par ailleurs, avec | f(z)| < e et a < 1/2T,
u(., ) est continue sur [0, 7.

Preuve de la relation (10) : On considere que la suite de droite est E[u(Y,, ) avec Y;
une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre (1/t).
Puis on applique la loi des grands nombres.
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5 Equations différentielles stochastiques ; lien avec
les EDP

Le but de ce chapitre est d’étudier les EDS guidées par un mouvement brownien d—
dimensionnel W de la forme

(11) dXt = b(t,Xt)dt+ O'(t,Xt)th,t € [O,T],

(12) Xo = mn,variable aléatoire indépendante de W, a valeurs dans R".

I1 est bien entendu que pour tout (¢, x) b(t,z) est un vecteur et o(¢,z) une matrice.

5.1 Définition d’une solution

([18] 5.2, p 284-290)

On se place toujours sur I'espace de probabilité filtré (2, F,P) sur lequel est défini W,
mouvement brownien de dimension d, avec F la filtration complete et continue a droite
engendrée par W et une tribu initiale indépendante de W.

Définition 5.1 Un processus adapté sur l’espace de probabilité filtré (Q, F,P) est appelé
solution forte de I'’EDS (11) si

IS TG, X+ o ]12(s, Xo)]ds < +o0,
C Xy = Xo + [y b(s, Xs)ds + o (s, Xs)dW;, P presque sirement.

Dans cette définition, 'unicité est trajectorielle : en effet, si X et Y sont deux solutions
fortes de (11) telles que Xy = Yy, et

P{w: Xi(w) =Y (w), Vt} =1,

alors il y a unicité forte.
Ezemple : soit en dimension 1, (n =d = 1)

dX; = b(t, Xy)dt + dW,
avec b borélienne, lipschitzienne en z uniformément en temps, ou décroissante en sa
deuxiéme composante, alors on a une solution forte. En effet, si X! et X? sont deux
solutions, elles vérifient :
t
X! - X2 = /0 (b(s, X1) — b(s, X2))ds

qui se majore avec la propriété de Lipschitz de b :

t
X - xp < [ KIXE - X2
0
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et on peut conclure avec le lemme de Gronwall (ci-dessous en exercice).

Avec autre hypothese, comme b est décroissante, Ve, y, [b(t, ) — b(t,y)](x —y) < 0,
alors si l'on calcule le carré :

t
(X! = X2)2 =2 [ (X! = X2)(b(s, X2) = bls, X2))ds < 0
0
d’ou 'égalité des deux solutions.

Lemme 5.2 de Gronwall : Soit une fonction g telle que
t
0< g(t) < alt) +5/ g(s)ds,0 <t < T,
0
alors g(t) < a(t) + B f§ a(s)ePt=9ds, 0 <t < T.

Preuve en exercice.

00 [ gls)ds) = (9(0) = 5 [ gls)ds)e™

0

On utilise 'hypothese pour majorer ceci par a(t)e™? et donc en intégrant 1'inégalité :

t t
0< e*ﬁt/ g(s)ds < / afs)e P ds
0 0

et on utilise une deuxieme fois 'hypothese pour conclure. a

5.2 Théoréme de Ito

[18] 5.2 B, pages 286 et sq.

Lorsque o = 0, on est ramené a une équation différentielle ordinaire, et on s’inspire des
méthodes classiques pour la résolution de 1’équation différentielle stochastique, a savoir
I'itération de Picard.

Théoréme 5.3 d’unicité : ([18] th 2.5 page 287)
On suppose que les coefficients b et o sont localement lipschitziens sur RY, ¢’est & dire
qu’il existe pour tout n une constante réelle K, telle que pour tout x et y dans la boule
B(0,n) on a

1b(t,2) — b(t, )| + ot 2) — ot y)]| < Kallz — y]|.

Alors léquation (11) admet au plus une solution forte.
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Preuve en exercice : elle utilise le lemme de Gronwall. On suppose donc que X et
Y sont deux solutions fortes de (11) de méme condition initiale . On définit la suite de
temps d’arrét

T, = inf{t : || X¢|| ou [|Y|| > n}.

Cette suite tend presque stirement vers 'infini et on calcule
tATy tATn
XP =y = [0 X0 = b, Yo)ds + [ (o(s, Xo) = ols, Y)W,
0 0

et on majore la norme dans L? de X; " — Y, " en utilisant entre autres la propriété de
Lipschitz.

nf(t,Th)
(Xf =¥yt = [T - Y 0, XI) — b, V) +
0
inf(t,Th) T T 9 )
+ / lo(s, X;™) —o(s, Y, ™)||*ds + une martingale
0
t
I =Y < @K+ K2 [ X - Y s,

et I'on conclut avec le lemme de Gronwall : pour tout n, X1» —YI" = 0 presque stirement,
d’out 'unicité forte. O

Il faut ajouter des hypotheses pour avoir aussi l'existence. Par exemple, 1’équation
X, =1+ [5 X2ds explose en t = 1 puisqu’il s’agit de X, = ﬁ, et on n’a pas de solution
sur [0, 1].
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Théoréme 5.4 d’ezistence ([18] th 2.9 page 289)

Supposons que les coefficients b et o sont globalement lipschitziens sur RY, et satisfont des
conditions de croissance au plus linéaire : il existe une constante positive K telle que pour
toutt > 0,z ety dans R",

[b(t, x) = b(t,y)|| + [lo(t, z) —o(t,y)|| < K|z —y||
(13) b(t, 2)[1* + llo(t, 2)|* < K (1 + [l
Alors il eziste un processus X adapté sur (2, F,P) qui est une solution forte de (11).

De plus, X est de carré intégrable : pour tout T > 0, il existe une constante C' ne
dépendant que de K et T telle que

(14) E|X|* < C(1+ Elln||*),¥0 <t < T.

Preuve : le principe est fondé sur l'itération de Picard et de la convergence de la suite
récurrente ainsi obtenue.

t t
X = 77+/ b(s,Xf)der/ o(s, XFyaw,,
0 0
et donc la différence X/ — XF = AF + MPF avec
t t
At = [ (b, XE) = bls, XE)ds 5 M = [ fo(s, XE) = (s, XET)]dW,,
0

0

Alors
1 XF — XPI1P < 2] AF|)7 + 2| Mf|)?

Un lemme en exercice : probleme 2.10 page 289 de [18] qui est corrigé page 388 :

Lemme 5.5 VI' > 0,3C > 0, dépendant de T et K telle que les itérations de l’algorithme
ci-dessus vérifient

(15) E[IXF?] < €1+ Ellln]*])e".

Preuve du théoreme : Tout d’abord, le lemme et les hypotheses sur les coefficients (13)
montrent que pour tout k, b(s, X,), (s, X,) sont de carré intégrable et en particulier, M*
est une vraie martingale.

On lui applique I'inégalité maximale de martingale :

t t
Elmazoc,< | MEIP] < GEL [ [lo(s, XE)=a(s, X1 |2ds] < CoR? [ B XE-XE | ds.
- - 0 0
Par ailleurs,
t
mazocs<i|| A2 < K2t/ 1% — X512,
- 0
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Donc, avec une constante du genre C' = 2K?(Cy + T),
Blmaros,a| X5 = XH < € [ Bk - x4 |Pds,
Si l'on itere cette majoration, il vient :
Blmaroe,c X5 -XEP) < € [ € [ BIXE-X5 Pauds < OF Blmarucz X1l

Par 'inégalité de Bienaymé-Tchebicev, il vient :

1
2k+1

tk

P{max0§5§t||X§+1 - Xf” > k!

} S 2k+10k C*

ot C* = E[mazo<i<r| X} — n|]?]. C’est une série convergente, par le lemme de Borel-
Cantelli, il vient presque stirement

1
ok+1

}=10

lim sup{TrLazch§8§t||X£Cle - Xf“ >

Donc, X*, suite de Cauchy dans C[0,T], converge en probabilité, vers une trajectoire
continue, uniformément sur tout compact de R*. Puis le lemme de Fatou montre que

Elim inf (| XF))*] < liminf E[||XF]*] < limsup E[|XF]*) < Elim sup([|X7(])?).
Par le lemme 5.5, & la limite, E[|| X;||?] < C(1+ E[||n||*])e“".
Notons qu’ainsi, ||X;|| intégrable est presque strement fini.
Il reste a vérifier que cette limite vérifie bien toutes les conditions de la définition :
. par construction, X, = 7 presque sturement ;

en utilisant la croissance au plus linéaire des coefficients et le fait que || X;|| est
continu donc presque stirement borné, on obtient [ [|b(s, X,)| + 02(s, X)]ds < +o0,

. enfin, on fait tendre k£ vers l'infini dans la définition récurrente pour obtenir X; =
Xo + [3b(s, X,)ds + o (s, X;)dW,, P presque sirement. Il y a un travail pour pouvoir
appliquer le théoreme de Lebesgue (probleme 2.11 de [18] corrigé page 388).

O
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Exercice (Proposition 2.13 [18] page 291, Yamada-Watanabé, 1971) :
En dimension 1 les hypotheses pour 'unicité peuvent étre affaiblies pour le coefficient o
de diffusion.

lo(t, ) —o(t,y)] < Az —yl)

ot1 h est une fonction strictement croissante de R* dans R*, h(0) = 0,Ve > 0, J5 h~2(u)du =
+00.

Indications : les propriétés de h donne

- 'existence d’une suite (a,), ag = 1, décroissante vers 0, telle que [, h™?(u)du = n,

et d’une suite de fonctions p,, continues, a support dans [a,,, a,_1] et vérifiant 0 < p,(z) <

#@), d’intégrale 1.

Puis on pose pour tout n i, (x) = O‘x‘ I3 pn(u)dudy qui est impaire et de classe C? ; (1,,)

forme une suite décroissante ; |¢ (x)| < 1, ¥, est aussi majorée.

Alors on calcule par Ito ¥, (X} — X?) si Pon a deux solutions fortes.

Théoréme 5.6 de comparaison ([18] prop 2.18 page 293)
Sur ’espace de probabilité filtré (2, F,P) on suppose qu’il existe deuz solutions X' et X?
aur EDS en dimension 1

. . t A ¢ ,
(16) X :X5+/ bl(s,X;)ds+/ (s, X)dW,,i = 1,2,
0 0

avec les conditions suivantes :

. les coefficients b' et o sont des fonctions continues réelles sur R™ x R, b est lips-
chitzienne en x uniformément sur RT,

ot x) — o(t,y)| < h(lx —y|) ou h est une fonction strictement croissante de R™
dans RY, h(0) = 0,Ve > 0, J§ h~%(u)du = +oo0,

. X < X presque sirement,
LUt x) < Bt ),V0 <t < T,V réel,

. le coefficient b* est localement lipschitzien sur R,
alors
P{X]! < XZV0O<t<T}=1.
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Preuve : Les hypotheses font qu’il existe pour chacune des équations au plus une solution
forte, X', X?, de carré intégrable sur 2 x [0,t] pour tout ¢ et donc on a également

t .
E[/ lo(s, X)|2ds < oo.
0

Soit un découpage de [0, 1], (a,,) ou a, est décroissante et ag = 1 et telle que, vues les
propriétés de h, [y h™?*(x)dx = n (voir I'exercice ci-dessus).

Pour tout n, on introduit une fonction auxiliaire p, a support dans [a,, a, 1] telle que
0 < pu(@) < -

On pose alors ¢, (z) = [y [ pn(u)dudyl,>o. Cette fonction est de classe C?,0 < ¢/, (x) <
1, 0 < ¢, (z) = pu(x) et lim, ¢, (x) = 2t (exercice).
®§¢%@=ﬁwdwwﬁy§1;OS%W@ZpM@Sn@@)

On pose A; = — X7 et on calcule par Ito

Gu(Ar) = bu(Lo) +/ O (AL) (B (5, X1) =07 (5, X2))ds-+ = /gb” A (0! (5, X =07 (s, X2))ds
a une martingale pres.

Puisque X} < X2 et ¢/, >0, le premier terme est négatif.
Et comme ¢, (z ) = pu(x) < nhg(x et |o(t,z) —o(t,y)| < h(|x —yl), le troisieme terme

est majoré par
1t 2 t
— | ———h*(A,)ds = —.
2/0 nh?(Ay) (As)ds n

Le deuxiéme terme se récrit :

/ 6 (A (B (s, X1) — B2(s, X2))ds =

/ & (A (0 (s, X1) — bi(s, X2)) ds+/ & (D) (0 (s, X2) — b2(s, X2))ds
dont le deuxieme terme a droite est négatif par hypothese et le premier majoré par

K [3(A)Tds, (si Ay < 0,00 (A) =0, et si A, > 0, [5 ¢ (As) (b (s, X}) — b%(s, X2))ds <
K [y Afds.)

Finalement il vient
t t
Elpn(8)] -~ < K [ B(8,)"]ds.

On fait tendre n vers I'infini pour obtenir (avec Fatou)

t
+]gK/EA+
0

et on conclut par Gronwall : E[(A;)*] =0, c’est a dire X! < X? presque sirement. O
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On trouve dans Protter [28] une preuve alternative (page 269) : On pose

t
U =X2— X! N, = / (0(s, X2) — (s, X' )U-LdW,, C,
0

t
Oy = a2z} +/0 (B%(s, X2) — b(s, X1))ds.

On voit facilement que U; = Cy + [f U,dN, ce qui est une équation différentielle stochas-
tique linéaire dont I'unique solution est

Uy = &(N)[xg — x5 + EH(N)dC,.
Soit ’application lipschitzienne
K o (B*(t, & (N) + X}, X2) — b (t, X})).

on remarque que K(0) = b%(¢, X}, X2) — b'(t, X}) > 0. Soit V; = & H(N)U;, = a2 —
xy + JsETYN)AC, : K(V;)dt = dC;. On obtient 1'équation différentielle ordinaire V; =
22— xf+ [§ETL(N)k(VL)ds, Vo =0, si V s’annulle en T, V. > 0, V est donc croissante et
reste positive. Comme ’exponentielle est positive, U 'est aussi. a

5.3 Lien avec les EDP

(cf [18] 5.7 pages 363 et sq.)
Dans cette section, on utilise une solution de ’'EDS étudiée avec condition initiale X; = z :

(17) Xt — g4 / b, Xo)du + o (u, X)W,
t

avec des hypotheses analogues aux cas précédents : les coefficients sont continus, de
croissance au plus linéaire en espace, tels que il existe une solution a I’équation, unique
en loi, c’est a dire solution faible : il existe une probabilité P, sur '’espace de Wiener
(€2, F) sous laquelle

. X est F—adaptée continue, & valeurs dans R

. si S, =inf{t: |X;| > n}, X5 vérifie les conditions (ii) et (ii) des solutions fortes.
La limite croissante des temps S, s’appelle le temps d’explosion. On a P,-presque
stirement, pour tout n

tASh

tASh
Xins, = + / b(u, Xy )du + / o (u, X,)dW,
t t
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5.3.1 Probléme de Dirichlet

Soit D un ouvert de RY.

Définition 5.7 Un opérateur différentiel A = 3=, ; aivj(x)(?fj d’ordre 2 est dit elliptique
en T St

V£ € Ril, Zai,j(x)@ﬁj > 0
2

Si A est elliptique en tout point de D, on dit qu’il est elliptique dans D.
S7il existe 0 > 0 tel que

V¢ e RY, Zai,j(x)fifj > 5€l)?,

on dit qu’il est uniformément elliptique.

Le probléme de Dirichlet est celui de trouver une fonction u de classe C? sur D ouvert
borné, de valeur f sur 0D, et vérifiant dans D :

Au — ku = —g

avec A elliptique.

Proposition 5.8 (Proposition 7.2, page 364 [18])
Soit u solution du probleme de Dirichlet (A, D) et X solution de (17) avec l'opérateur
A=353,,0000(2)0%+V.b(z) ; Tp le temps de sortie de D par X. Si

pour tout x € D, alors pour tout x € D,
Tp Tp t
u(@) = B [f(Xp,) exp(— [ K(X)ds)+ [ g(xi)exp(= [ k(X.)ds)d).

Preuve en exercice (probleme 7.3 de [18], corrigé page 393).
Remarquons d’abord que la continuité de X fait que X, € 0D.
Indication : montrer que

tA\Tp tATp s
M :tHu(XMTD)eXp(—/O k(Xs)ds)+/0 g(X,) eXp(—/O k(X,)du)ds, t > 0

est une martingale uniformément intégrable pour P, : on calcule E,(My) = E,(My) ; sur
{t < Tp}, on fait la différentielle de Ito6 de M et on utilise que sur D, Au — ku + g = 0.
My = u(z) xar Xy = x sous P,,

tATp
th = eXp(—/O k(XS)dS>[AU(Xt/\TD)dt+VU(XtATD)U(t, Xt/\TD)th_'_g(Xt/\TD)_k(Xt/\TD)u<Xt/\TD)d
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les fonction Vu et o sont continues donc bornées sur le compact D, donc le deuxiéme terme
ci-dessus est une martingale, de plus les autres termes se simplifient puisque Au—ku+g =
0 et pour tout t, E,[M;] = u(x).

Cette martingale est uniformément intégrable car bornée dans L2, on peut faire tendre
t vers l'infini et appliquer le théoreme d’arrét puisque E, [Tp] < co. a

Remarque 5.9 (Friedman, 1975)
Une condition suffisante pour avoir Uhypothese (18) est 31,3 = ajy(x) > a > 0. Cette
condition est plus forte que lellipticité, mais moins forte que l"uniforme ellipticité dans

D.

on pose : ) B
b* = max{|b;(z)|,x € D},q = min{z;, x € D},

on choisit v > 4b*/a, h(z) = —pexp(vay),xr € D, p a choisir plus tard. Alors h est de
classe C*, et —Ah(z) se calcule et se minore :

8(b*)2 B g

* [ Z9] ( *)2 vq
b pe ™ > ———pe”? > 1.
« (6% (6%

1
—Ah(z) = (G au +vbi(z))ue" = (

On choisit alors p assez grand pour que —Ah(z) > 1; x € D, h et ses dérivées sont
bornées dans D, et on peut appliquer Ito a h

MXP) = ) + | " AR(X,)ds + / M GR(X o (X dW,.

On en tire

tATp
tATp < h(z) — h(XT?) = — /0 AR(X,)ds

a une martingale uniformément intégrable pres. Donc E. [t A Tp] < 2||h||s et Don fait
tendre ¢ vers 'infini.
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5.3.2 Probléme de Cauchy et représentation de Feynman-Kac

On retrouve I'analogue du précédent chapitre, plus précisément un analogue de la formule
de Feynman-Kac. ([18] 5.7 B)

Théoréme 5.10 (théoreme 7.6 page 366 [18])
Soient T > 0,L > 0, A\ > 1, des fonctions continues

f R =R, g:[0,T]xR* =R, h:[0,7] x R" - RT,

telles que
@)1 f(2)] < LA+ [[2]*) ou f >0,
(i)lg(t, 2)] < L(1 + [l2]|™) ou g > 0.

Soient par ailleurs b et o telles que la solution faible de I’équation différentielle stochastique

associée existe et soit unique.
Soit v solution du probléme de Cauchy dans C**([0,T] x RY,R), (A, = 100%0? + bV )

—0w +hv=Aw + g, (t,z) €[0,T] x RY,

et 30 > 0,30 > 1+ o(t,2)] < M(L+ |Ja]|*), (t,2) € [0,T] x R
alors si (t,x) € [0,T] x RY,

u(t,z) = By o [f(Xr) exp(— /t (s, X.)ds) + /t " g(s, X)) exp(— /t " h(u, Xo)du)ds].
En particulier, quand une telle solution existe, elle est unique.
Preuve [18] page 367 : on applique la formule de It6 a

s +— v(s, X;) exp|— /ts h(u, X,)du]

entre t et T ; on pose T,, = inf{s > ¢, || X;|]| > n} AT et on opére comme dans les preuves
précédentes.
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6 Optimisation de stratégies consommation-portefeuille.

(d’apres [27] chap 4, [18]chap.5.8 pages 371 et sq., [21] chap. 5)

6.1 Constitution du modele de marché
Rappel : les prix sont continus, on suppose qu’il n’y a pas de sauts. Le premier actif est
a taux sans risque, type caisse d’épargne (bond, en anglais) :

dpg = p??“tdt, ry > 0, pg =L

t n . . ’
C’est & dire que p? = eJorsds De plus, on note R; = 1/p? et p" = % les prix actualisés.
Pour les N actifs risqués on fait I’hypothese suivante :
Hypothese : Vn, il existe une semi-martingale x" telle que :

pi = &(x"),t € [0, 7.

Concretement, les N processus des prix sont solution d’équations différentielles stochas-
tiques linéaires de la forme dp}' = p}dx} avec par exemple :

da} = ol (t)dW} + b (t)dt,n =1,--+,N,j =1, -+, d;dz} = r,dt,

ou W est un d-mouvement brownien, b,r et o sont des processus adaptés tels que les
intégrales aient toutes un sens.

6.1.1 Le marché est-il viable ?

Il s’agit de montrer dans ce modele qu’il existe une mesure de prix d’équilibre, donc de
chercher @) équivalente a P telle que p € M,,.(Q). Or, on a par la formule de 1t6

dpr = Pel(be — 1¢)dt + 0, dWi].

Supposons que les coefficients sont bornés, donc on a que p = E([ adW + (b — r)dt) est
bien défini et il suffit de trouver une probabilité @ qui fasse de [odW + (b — r)dt une
martingale locale. Supposons N = d et o, inversible, alors on peut définir le processus
vectoriel

0, = —o; (b —1y).

A partir d’ici, chaque fois que cela est nécessaire, r; désigne le processus vectoriel dont les
N coordonnées sont égales a r;.

Si 0 vérifie (par exemple) la condition de Novikov alors il existe @) équivalente a P, Q) =
LP, L =E&(0.W) telle que:

W=w = [ gt
0
est un Q—mouvement brownien et p = E([ odW) € Me(Q).

o2



Remarque 6.1 On peut trouver des hypotheses moins fortes pour l'existence de (). De
fait, il suffit de supposer que L = E(6.W) est une martingale strictement positive, ot 0
est tel que dt @ dIP presque surement o0; = by — ry, ou 0 est un processus adapté tel que
o(t,w)l(t,w) = b(t,w) — r(t,w), dt @ dP presque sirement.

6.1.2 Le marché est-il complet ?

D’apres le théoreme 3.38 que 'on a vu dans le chapitre précédent, il suffit de vérifier que
Q, ={Q} Soit donc Q' € Q,, Q' = Z.P avec Z € My;(P),Z > 0. D’apres le théoreme de
représentation des martingales, il existe un processus ¢ tel que dZ; = Z;¢;dW;. Or d’apres
la proposition 3.6 :

peEMQ) <= Zpe M(P).

On calcule par la formule de It6 :
d(Z.p)t = Zy-PelowdWi + (b — 1)edt] + pr Z1¢1dWy + pr Zydrodlt.

On tire du fait que Z.p € M(PP) 'égalité Z,;p,[(b;—7r¢)+ ¢r0¢] = 0 dtQdP presque siirement.
Or Z.p > 0. On peut simplifier cette égalité et en tirer

(*) o1y = —(b—1);.

Des que o est inversible, on a ¢ = 6, c’est a dire que Z est identique a L et Q' = Q et le
marché est complet.

Ainsi, en 'absence d’opportunité d’arbitrage, il y a équivalence entre la complétude
du marché et I'unicité de la solution de (x).

Remarque 6.2 Sid > N et si by — r appartient a ['image de oy, on n'a pas unicité du
vecteur 0 qui permet d’écrire odW + (b — r)dt = odW. Dans ce cas, le marché n’est pas
complet et lensemble Q,, est en bijection avec l’ensemble o~*{r1 — b}.

Ezercice lorsque d < N, montrer qu’il existe une opportunité d’arbitrage.

6.2 Stratégies d’échange

Rappel : une stratégie est un couple portefeuille-consommation (6, ¢), ou 6 est processus
a valeurs dans RV 6" représentant la part du portefeuille investie dans le nieme actif
financier. Les conditions a imposer sont celles qui permettent au processus réel [(0,, dps)
d’étre bien défini : cette quantité représente le gain issu de ’échange. La consommation est
donnée par sa vitesse ¢, processus F —adapté positif tel que presque sturement fOT csds < 00.
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Définition 6.3 Une stratégie admissible est un processus a valeurs dans (RV T R™)
sur (Q, Fy, Q) de premiéere composante stochastiquement intégrable par rapport au vecteur
prix, de deuxieme composante intégrable en temps, et tel que la richesse qui découle de
cette stratégie est dt ® dP—presque siurement minorée par une constante réelle. Pour
résumer : 6 doit étre telle que 'intégrale stochastique 0.p est une semi-martingale dt ®
dP—presque sturement minorée par une constante réelle. Si Q) et une probabilité neutre
au risque, une condition suffisante (outre bien sir la minoration) est que 6 € L(p, Q).

Définition 6.4 Une stratégie admissible est autofinangante si de plus pour toutt € R,
la valeur du portefeuille :

Vi(6) = (0m) = G po) + [ (60, dny).

Remarque: Ceci s’interprete de la maniere suivante : la consommation est exactement
financée par les ressources et la variation du portefeuille !

6.2.1 CNS d’admissibilité

On se place sur un marché sans opportunité d’arbitrage, ) étant une proba neutre au
risque.

Le petit épargnant suit la stratégie 6 et consomme a la vitesse ¢; au temps t. A l'instant
t sa richesse est :

Xy = ‘4(9) = <‘9t>pt>'

Si # est autofinancante,

dXt = <6t, dpt> — Ctdt.
Soit
dXt = Qtpt'r’tdt + Z 925 pt dW] + bn< )dt] — Ctdt.

On peut réutiliser X; = (0;, p) et noter 7" = 67'p}, n > 1 la quantité de richesse sur l'actif
n ; alors 2pY = X, — 3, wh.
D’ou l'on tire :
dX, = (Xyry — ¢;)dt + Z o™ () dW] + (b"(t) — 7)dt]

soit sous la probabilité neutre au risque définie plus haut () = L.IP :

dX, = (Xyr, — ¢)dt + Z o (t)dW7 ]
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avec Xy = x, équation différentielle stochastique dont la solution est :
t ~ t
Xt = pg[ﬂf +/ Rs(ﬂ-sa Udes> - / RSCSdS].
0 0

exercice : se vérifie avec la formule de Ito
On a grace a cette formulation une CNS pour que la stratégie (,c) soit admissible

dans le cas d'un marché complet.

Proposition 6.5 Pour toute stratégie admissible (7, c), la consommation actualisée “ob-
jectif” fOT Rgcqds vérifie

. T
(%) Eq[Xr +/ Rgcsds) <z
0

Réciproquement, dans un marché complet, la consommation actualisée “objectif” fOT Rgycyds
étant fixée, il existe un portefeuille w tel que (m,c) est une stratégie admissible qui permet
de simuler (atteindre) Xr en partant de x.

Preuve : en exercice. C.N. [18] page 374. .
Soit une stratégie (7, ¢) admissible autofinancante : alors la richesse actualisée X; > a, et

- t t -
X, +/ Ryeyds = x +/ Ry(m, 0, dW,)
0 0
est une (F,Q))—martingale locale minorée donc c’est une surmartingale

5 T
Eq[Xr +/ Rgceds]) < x.
0

C.S. [18] proposition 8.6 page 375.
Réciproquement, si la condition (*) est vraie, on pose D = Xr+ fOT Rycqds et
M, = Eg[D/F:] qui est une (F, Q)—martingale uniformément intégrable donc, en marché
complet, on a 'existence d’un porte-feuille de couverture admissible. O

Sinon, attention ! le théoreme de représentation est a priori valable seulement dans
la filtration propre du brownien...Dans ce cas, on repasse sous la probabilité de départ

P=2Z'Q:

M, = Z;lEP[ZTD/]:t]
et I'on représente sous IP la (F,P)—martingale uniformément intégrable Ep[ZrD/F] :

t .
Z,M, = Ep|ZrD/F] = Eq[D] + / Yidw?
0

Tout calcul fait, on obtient la représentation de M; comme Eq[D]+ I 1AW, et Dexistence
d’un portefeuille admissible 7 est soumis a la possibilité d’identifier le processus d-vectoriel
Y ci-dessus au processus »_, 0'; (t)mi, c’est & dire au fait que ce processus Y soit presque
stirement dans I'image de la transposée de o et que I'on trouve une image réciproque qui
ait les bonnes propriétés de mesurabilité et intégrabilité.
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6.3 Politiques optimales dans le cadre d’un marché complet sans
arbitrage

[18] 5.8.C pages 379-381.
On est ramené alors au probleme suivant : le petit épargnant juge de la qualité de sa
stratégie par ce que les économistes appellent 1'utilité ; il cherche a maximiser :

(¢, X7) — Bp] /0 Ui ds + Us(Xy)]

ou les fonction d’utilité U; sont positives, strictement concaves, strictement croissantes et
de classe C''. On peut également supposer que U/(oo) = 0,U/(0) = +oo,3c : Ul(x) =
0,Vz >c,c € R

Il s’agit d’un probleme d’optimisation sous contrainte :

T . T
(19) sup {EIP’[/ Ui (cs)ds 4+ Us(X7)] sachant Eg[Xr +/ Rgcgds]) < x.
(¢, XT) 0 0

Ceci se résout par la méthode de Lagrange. Soit :
£101XCQXR+—>R

définie par :
T T ~
L(e, X)) = E]p[/o Us(e,)ds + Us(X7)] — A(EQ[/O Rycyds + Xr] — 1)

ou C; = LY([0,T] x ,dt x dQ) et Cy = L'(Q). On obtient par exemple par le théoréme
de Kuhn et Tucker (point selle) des conditions suffisantes pour qu’un couple (cx, X*)
soit optimal. Une fois ¢* connue, on en déduit un portefeuille optimal par la CNS de
la proposition 6.5. En marché complet, 1'unicité de la mesure () assure directement
I'existence d’un processus prévisible u tel que la martingale Eg [XT + fOT Ryctds/Fy) se
représente par rapport au ()— mouvement brownien W o x+ fot udes et un portefeuille
optimal est alors donné par :

* 0 _—1
Ty = PgOg Us.

Proposition 6.6 Soit la fonction de valeur du probleme

T
V(x) = sup E[/O Ui(cs)ds + Us(X7°)], = X5,
(m,c)

ot (m,c) décrit l’ensemble des stratégies admissibles, et soit
D(z) ={(c,Y):z = EQU(;[ e s heds + e Jo TSdSY]}, alors

V)= sw B[ " Un(eg)ds + U (V).

¢,YED(x)
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Preuve : [18] prop 8.16 page 380.

O
On étudie le cas ou U; = U, Uy = 0 et on ajoute des hypotheses sur L () = L.P) en sorte
que l'intégrabilité des processus en cause soit assurée, selon le choix de U : on suppose
par exemple

(%) Yy >0,RLI(yRL) € L'[0,T] x Q,dt ® dP),

ou R =e Jorsds,

On introduit les fonctions auxiliaires suivantes :

T t s
I=U)"'; Xy EQ[/ e~ Jo ST (yLge™ Jo rudtgs)).
0

On vérifie 1(0) = ¢,I(o0) = 0,U o I(y) — yI(y) > U(a) — ya, conséquence de la for-
mule des accroissements finis et de la concavité : U(a) —U o I(y) < (a — I(y))U' o I(y).

On pose Y = (X)~! qui existe d’apres 'exercice qui suit.
Ezercice : montrer que X est continue strictement décroissante sur un intervalle [0, d] C
=+
R".

Théoréme 6.7 Soitx > 0 et supposons que X soit finie sur R} . Alors, ¢t = ](y(:v)Lsefo ruduy
est une consommation optimale.

Preuve : [18] th. 8.18 page 381.
Dans ce cas, X; = 0 : on consomme tout au fur et a mesure. ]
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Dans le cas de deux fonctions d’uitlité on introduit

T
L;=(U)™"; X:yw— Ep|LrRely(yLrRy) —i—/o L,R,I(yL,Rs)ds)]

et le travail est analogue.

6.4 Résolution dans le cas a coefficients constants

[18] 5.8.D page 381 et sq, [5] section 4.6.
Tous les coefficients du modele sont constants, la matrice o est inversible, § = o~1(b—r1).
On considere 'opérateur différentiel d’ordre 2

Af(t2) = ~00f(2) + 2D, (L) — 074202, 1 (1, 2)

Soit une fonction d'utilité U et I = (U’)~! On fait ici 'hypothese qu’il existe des fonctions
de classe 12, G et S solution des EDP

AG=UoI,G(Ty)=0; AS(t,y) =yl(y),S(T,y) =0,y >0,
et que toutes les fonctions G, 9,G, S, 9,5 vérifient : il existe M > 0, A > 0 tels que

max H(t,y) < M(1+y* +y™).

0<t<T
On peut alors montrer
Proposition 6.8 Soit H de classe C'? solution de I’EDP
1
_atH<t7 y) + TyayH - 5”0”23/2852H = g(ta y)7t € [07 T]a Yy > 07 H(T7 y) = 07
ot g est une fonction positive, et H vérifiant il existe M > 0, A > 0 tels que

< A -2
dnax H(ty) < M(1+y"+y™).

Alors H admet la représentation

H(t9) = B[ gls, YI)ds]

o Y =y et
dYS = Y (—rds + §dW,).
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Preuve en exercice : I'indication est d’appliquer la formule de 1t6 & H (s, YY) entre ¢ et
T. (probleme 8.19, page 382, corrigé page 394 [18])

On applique ceci aux fonctions G et S ci-dessus pour obtenir (g sera respectivement
Uoletyr—yl(y)):

G(t,y) = E[/tT Uo I(Yi¥)ds) ; S(t,y) = E[/tT YEVT(YEY)ds).

Si on revient maintenant au probleme d’optimisation dans ce cas, (avec seulement U
utilité de la consommation), on vérifie que la fonction X qui sert a trouver le parametre
de Lagrange est telle que y X (t,y) = S(t,y). Si YV est la fonction inverse de y — X (t,y),
il vient finalement

oo =1Vt 2)Y™)

Si I'on reporte ceci dans la fonction de valeur il vient :

V(t,z) = G(t,Y(t,z)),t €[0,T],z > 0.

Exercice : appliquer ceci a la fonction d'utilité U = log .
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6.5 Couverture d’une option

Dans le cas d'un marché complet, toujours par le théoreme de représentation, on peut
également assurer ce que l'on appelle la “couverture” d’une option. Il s’agit d'un actif
financier fondé sur une action de prix S, mais c¢’est un droit que I’on peut exercer a terme
de deux fagons :

- une option call de valeur terminale (St — K)™,

- une option put de valeur terminale (K — Sy )",
K étant le prix d’exercice de 'option et T le terme (ou : maturité). Concretement, on
achete au temps 0 le droit d’acheter au prix K méme si le prix Sy est au dessus (call) ou
le droit de vendre au prix K méme si le prix St est en dessous (put). Mais pour trouver
le “juste prix” de ce contrat, il faut que le vendeur de I'option puisse honorer le contrat,
donc placer la somme obtenue en vendant le contrat en sorte de pouvoir (au moins en
moyenne) au temps 1" payer I'acheteur.

Définition 6.9 On appelle “juste priz” de l'objectif H (fair price, en anglais) le plus petit
x > 0 tel qu’il existe une stratégie (m,c) admissible et autofinangante réalisant la richesse
X™¢ avec Xp° = H, X[ =

Par exemple pour option “call”, Uobjectif est ¢y = (S — K)™, et le vendeur du contrat
cherche a le “couvrir”.

Notons Ry Xp 'objectif actualisé et supposons que le marché admet une probabilité
neutre au risque (). On suppose bornée la prime de risque 6.

Lemme 6.10 (cf [18] page 377)
Soit Xp € LP(Q, F,P),p > 1. La quantité Eq[RrXr] est finie et c’est un juste priz pour
lobjectif Xrp.

Preuve : Ceci est la condition suffisante vue précédemment pour qu’il existe 7 admissible
autofinancante permettant d’atteindre I'objectif.

Pour montrer que c’est fini, si Q = Z7P, on calcule Z, 1/p+1/q = 1.
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Formule de Black et Scholes

On revient au modele simple d’'un actif sans risque de taux r et d’un actif risqué .S;
guidé par un mouvement brownien réel W de tendance b et de volatilité o > 0. Ce marché
est viable et complet avec 'unique probabilité neutre au risque

Q= LyP,dLy = —Lyo (b —r)dW,,t € [0,T], Ly = 1.

Définition 6.11 On appelle option d’achat (“call”) le contrat suivant : l’acheteur paye
en 0 une somme q qui lui donne la possibilité d’acheter au temps 1 l'action au priz K sans
en avoir l'obligation. Si en T, St > K, il exerce son droit et gagne St — K —q. Sinon, et
s’il n’exerce pas son droit, il aura perdu q. Globalement, il gagne (Sp — K)* — q.

On appelle option de vente (“put”) le contrat suivant : [acheteur paye en 0 une
somme q qui lur donne la possibilité de vendre au temps 1 [’action au prix K sans en
avoir l'obligation. Si en T, St < K, il exerce son droit et gagne K — St —q. Sinon, et s’il
n’exerce pas son droit, il aura perdu q. Globalement, il gagne (K — St)™ — q.

Le probleme est alors de trouver un prix “équitable” (fair price), q, entre 'acheteur et le
vendeur de ce contrat.

Pour ce faire, on fait 'hypothese que le portefeuille de couverture de cet objectif, 6,
est tel qu’il existe une fonction C' de classe (1,2) telle que la valeur est :

(20) Vi(0) = C(t, Sy).
Par ailleurs, 6 est le couple (a,d) et on a
t
1) VilO) = aiSP + di: = (B0, po) + [ Oudp.
On a deux manieres de calculer la différentielle de cette valeur que 1’on identifie :
1
dVi(0) = 0,C(t, Sy)dt + 0,.C(t, Sy)dS; + §a§20(t, S,)S2odt,
apartir de (20) et a partir de (21 :

L’identification donne deux équations, en sus de (21) qui n’est autre que C(t, S;) :

1
22 @C t, St + bStaaCC t, St + _8220 t, St 520'2 = TatSO + dtStb
9 T t t
3mC(t, St)StO' == dtStO'.
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On obtient ainsi le portefeuille :

C(t, Sy) — S10,C(t, Sy)
S7

Reste a trouver la fonction C' solution de 'EDP, obtenue en utilisant la premiere équation

de (22) :

(23) dt = &BC(t, St) , Ay =

1
0,C(t,x) + rz0,C(t,x) + §6§2C'(t, r)z’o? = rC(t, ),
C(T,z)=(z— K)",z € R".

On peut remplacer S; par z € RT car c’est une var lognormale donc & support dans tout
R™. Ceci se résout par la formule de Feynman-Kac. On pose

dYs = Yy(rds + odWs), Y, = .
Alors Y, = zexplo(W, — X;) — (s — t)(20% +1)] et
C(t,2) = Bl 0 (Ve — K)']

est la solution attendue, le portefeuille étant donné par les équations (23). La célebre
formule de Black-Scholes permet un calcul explicite de cette fonction, en posant ¢ la
fonction de répartition de la loi gaussienne standard :

Clt, ) = wp (k’g(x/ D C_Hrtge >)_K6r@% <log<m/K> LTt >> |

Le prix initial ¢ de 'option est alors donné par C(0, ).

De fait, on résout plutdt avec le changement de (variable,fonction) :

r=¢eyeR; D(t,y) =C(t,e¥)
qui permet de se ramener au probleme de Cauchy

0.D(t,y) + rd,D{t,y) + 505Dt y)o” = rD(t,y),y € R,
D(T,y) = (e’ = K)",y € R,
associé a 1’équation différentielle stochastique :
dXs =rds+odWy,s € [t,T],X; =y.

C’est exactement ce que 'on a vu en 5.3.2, avec g = 0. Donc,

D(t,y) = Ble "X — K)*],

d’ou la formule explicite car la loi de X7 est une gaussienne.

Le prix au temps ¢ est O(t, S;) = Ege[ "= (eXr — K)* /F;] dont le calcul est simple :
la loi de X7 sachant F; est une gaussienne de moyenne S; + r(T" — t) et de variance
o?(T —t).
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