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��� h �� f �_ ��� �� ('���(��� )�'����� B
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� �� ��'�� ��o� � $����! �'�� � h'�(�

St = S0 + bt + σBt.

^�j�  ���  (���'�� $ � w� jt �� sj#'��� e

dSt = St(bdt + σdBt), log(St) = log(S0) + (b −
1

2
σ2)t + σBt.
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$'�� j���,,,, �' j'((���, ��� �_���y�� $ ��� � � j�� ��'� �_��� (��������
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p, �� h �� ��l� j'($������ %�� �� ��� ���%��� �� �'�� $��� ����$��� ��� |��� $�'��h�� ��'� ��� ������� ���� f ('����� � ��$��� �j� ����� ��c,,,}! ���
j �j��� �� ���%�� |�� ��� Xi

�'�� ����$��� ���  �'�� V ar(X̄n) = 1

n

∑

i V ar(Xi)
!

�� V ar(X̄n) = 1

n

∑

i V ar(Xi)
!  �'�� ���

Xi
�'�� d�') ��(��� �'� j'������! ��y��$��� ���� � �� �� j � d ������} �� �'�� $��� � � )���! �� ���%�� ��� �'��y

����(�,

&� �('���! �� ��� �������� �� �� �'��� %���%��� h ��� %�� �� �'����� $ � k���
�����(��� ��� j'��j����j�� e �'�� h ��'�� $ � �c�($�� �_#n$'�#o�� %�� � 
� ���� �� $'���h������ �'�� k��� (��'��� f �'�� ���� �� $ � ��� j'��� ���
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h��y���� ��d ����  l� �_������ ��� ��� ��d��� �_ �)��� d�, ^�j� j'����$'�� f
�_')��d ��'� %�_'�� ���  d���� �� �� $ � ���j�����  � ����'�� �� ���� �$'��y��'�_  ��'�����,v���� �c�($�� e �_�c�����j� �_��� $�') )����� �'�� � %����� �'�� ��� $��c ����y��� �� $�'j����� %�� �_ $$���� �( ����d ��_ |j'��� �� �� ��$�� �j�} �($��%���_ )���j� �_'$$'������� �_ �)��� d�! j_��� f ���� � $'���)����� �� d d���  ��j
��� $�') )����� ����j��(��� $'������  ��j ��� ��j#���� ����� �� ��d ����,,,, j�
%�� $'�� $�')�o(�! j � '� ('���� %��! �� j � �_ �)��� d�! �� n  �($'���)�����
�_')����� �� $��c �_�%����)��! j_��� f ���� �_�($'���)����� �� h ��� ��� �j# �d��,

��� ��� ����	��
� �� ��� �������������
+, � j�  �c ( �#�( ��j����! %�� ��'���y�y'� � ^'($�� ���� �� j� %��`� ����� �� ����! �� ��()�� %�� � j����  j������  (�� �� ������j� $���z� ���

( �%�� �� ��j#��j#� �� ( �#�( ��%��� %�_�� �cjo�,,,, ��  $$ � �� %�� ���l� �j���� �� �'�� $��j�$���� ��� ��� ('�o��� %�� �'��  �'�� j����! ( �� � ����� ����l�� �� $� ��%��, ���  ��j�'�� � �'������ e &�j'�� �� 	 �'�� �c$'� ��
��� �� ��� $�'h����'����� ��� ������ �� %�_���� ��� �� �_')�����  ��j �'��%��
�� �)� �j �� � �j �'� |��� ��� '$��'�� $ ��������� (� ��()��y�y��,,,̀ � ������_ ��j�'�� �� �'��%��}, q� $�)��j �_ i'��! $���� ��� �'���! ����$#'��,,,
j� �'n ��! &�j'�� ���� ��� e a�� $�� �� $ ����j�! �'�� l����'�� �� ����d��
j�� ������ �� �� �'�� �'�� ���'n'�� �� $ $��� � ��( ��� $�'j# ����, �� ���
$�'h����'����� �� �� d�� e a( �� j'((��� � j_��� ��'$ )� � � �� h �� �� $�'l���
 �����z��, w��� ���! '� $��� �� $'��� � %�����'� |�� j�� ��� )��� ���j��� f
('��������} �� � j�'n �j� � �� �� ('�o�� |̀ � $����  � �j���'_ �� � h'�(���
w� jtysj#'���} (k(� �_�� ��� h �c! �� ���� $ � f �� ������ $���%�� �� � ��

", �� h ��! &�j'�� �	! $ � �c�($��! ��� %�� $'�� �� $�'���� �� j��h j'((���� �������� �� j�����_! �� �_ d�� �_�� ('�o�� %��  �� �� ��j������ )� �j'�$ $���
�� �� � ��! '� ( �%�� �� �'����� $'�� �� j'���z���! ��� �'�� ��'$ j'($��c�� f
�($��(�����, � �� ���  d���� �'�� $'����� $ � ��� $�����'� �����)��! ')��d y��'� �� ������ �! �� h �� h ��� �� $��c � �� � ��j'���, �� j���� � �'�'������ �'#�
s�� |d�� �� �� #��d� h����} f � ����� �� &�j'�� |$ p(} e a�� ('�o��  j���
��� ( �j#��! ��� ( �j#�� ������� ��� ('�o���, v���� �� �'��� �c ( �j#��
�(��d��� �� ��� d��� |�� ('��� j��� ���} ��j'������ %�� wys �� ( �j#� $ �,
x'�� j��� ��� j � �� ���%��!|�����(���� � ���! �c��k(��} �� ('�o�� ��� h �c
�'��� �m�s h �c, � �� � ����� � ��'� $'�� � %����� j�� ( �j#�� '�� �(��d�
��� %�� wys  �� �� $� |���} �� ���� j'���j��(��� �� $��c,

�, �'�j!  ��j j���� ��) �j#� �� $�'�����! �� ��� ���j��� �� �_n ����'���� �� $��(�o�� d���� ��'�! `� �_ � ���! j_�� �� $'�� j'����� ��� ���%��� f � # ����
'� f � ) ����! ��� �� �'�d ���(�! $��� �� �_���  d� �� j'����� ��� ���%��� ��
� �� ��'�� %�'���������! �'��� #'� ����,,, ^_��� ������ ��o� j'($��%��, ��
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��� �� %�_�� (���� �� ��� ��� �� e a%� �� `� �� j'($����� $ � �� $�'����! `�
�_ j#o�� $ ��, q�� ��� ����� (���� �� ���,,,,�� h ��! �� h �� )��� �� j'�� ��j��
%�� �� ���%�� ~��' �_�c���� $ �! �� ���%�� �� ���$ � �� $ �, �� �������l ��! ���
 d���� '�� j��  �'�� ������ �� ���%�� �_'g �� �cjo� �� j'�l �j�  �'�� %�� ��
���%��  ��(���� ('��� %�� j� %�_��� j�'n ����! j � ���� $'���h������ j'������
���  j��h� ��'$ ��$��� ���,{, ��  ���� $�')�o(�! ���  ���� ���$'�� )����� ��� l� �j���� ��� � ����y
 ���! $'����� $ � ��j#�� ^m���� |& ��c��! �'�`'��� � `'�����  j ��(��
��� �j���j��} e ��� �%� ���_ |��� ( �#��c � �� ��� � ���� �� ( �j#�} �� �'��
$ � ���$'�� )��� �� �� � j���� ��� ���)$��(��_ �� �� � h ������ �� q�#( �!
( �� ��� ) �%����� '�� �'�d��($� $�'l�� �� � ���� ��'�  ��j ��� $�'l�� �cy'�)�� ���, �,^, (�� �� j ��� e

y � ������)���'� ��)����� �� j������ f ��� d��� %�� ��� ���� ��j $ )��� ��
��()'�����!

y ��� h� ����!
y ��� �������� �� �������� �� �������� �� j�� �j�� |jh, ������ ��'�}!
y �_�����$'�� )����� ���  d��j�� �� �'� ��'� |�� h �� j'���� �_�����k� j �`�d� �� $ ����}!
y �_ )���j� �� ����lj ��'� ��� ��h'�( ��'�� ��� ���  j��h� ��������,

�� ��� �� ���()� )�� %�� ��� $����� ����  � ���%�� �� ('�o�� |j_��� f ������� ���%��� ���  �c ��h ��� ��� ('�o���} �'�� a� �� j'((��� (�����  ��j��� '** (���� ��� �� �'�� ��� �� ��$��j� ��'� ��̀ f ����d������ $ � ��� ) �%���
��$��� `������ "**u,� q�� $�'����� �� (����$�����! ��'$ ����! '� �_ $ �  ���~
�� �'�����! �� �� ��($� $'�� ��j ��)��� ��� �'��� �c $�'�����,,,,

���#�� ���' e ���c �j'�'(����� �� ^#�j d' '��,,,, j'��� �� %�� � j�'��y
� �j� ��� �($����� �'� ��()'�����  ��� $ ���j���o��(��� h'��� ����� "**"
�� "**u � �� ��� ����'��� 'g ��� $�k�� '�� ��� �������� �� $��� d� �� �'()��
�� ������ f ��� ���������'�� l� �j�o���  ����� %�� ��� ) �%��� |��� h'���
�_����������(��� $ � �c�($��} e j�� ��ddo�� %�� ��� ) �%��� '�� $�'l�� ��
( �%�� �_�c$������ �� j�� �'��� �c  j#������ $'�� ���� ������  � $��c h'��
��� �($����� %�_����� � � ���� h� d����,

�� ��j'�� e aq ��d�� ��'� (�� ��� d ���yh'�� f � ������ ��'� ��� �($�������� $��� ���%���, �� $ ���j�����! j# %�� �($������� �� �'��  ���d��� �� �j'��
��� � ) �� �_��h'�( ��'�� ����l )���! �� �� ��� ��j'(( ��� �� �� $ � ����������� $�k�� %�� '�� �� �j'�� �� ('��� �� '"* $'����, ^� �j'�� �� ��  �)��� ���!
'� $��� �'�j j'($ ��� ��� �($����� �'�� �� �j'�� ��� `����  �y������ '� `������ ����'�� e � ����� ��i����j� �� %�� j��c %�� $ ����� j� ����� '�� ���c h'��
$��� �� j# �j� �_k��� ��������,��! %� �� '� �i�j��� j���� j'($ � ��'�! '� j'��� �� %�� ��� �($�����`����  �y������ �� �����  ��'���� '�� "p $'�� j��� �� $��� �� ���%�� �� �� ��'�y
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��� �� �'�y��()'����(��� %���%���  ����� $��� � �� | �'�� %�_�� $���j�$�
��� �� ���� �� $�� (��������  � ��$ ��} e ��� ) �%��� h �� ���� )� �j'�$ $���
 ������'� f )��� j#'���� �� f j'���z��� ��� j������ $'�� ��� $�k�� �'�� ����� ��y
� ���� d ���� � ���$'�� )����� %�� j��c ��� $�k�� %�_����� $��� ���� $'��'��
�j'���� h j���(���, �'�� j�� ��ddo�� %�� ��� #���� ��'�� �� j�� �����o��� ��y
( ���� �'�� j'�������, ����� � ������ �� ��($�  �c ) �%��� �� � ���� �� $���
$'���)�� �� ����'��j�� $'�� �����  j��'�� ����!  �c ��$��� �� j'����)� )��,
�'�� ����%�� %�_����� �'�� j $ )��� �� �� h ���,�
p, ��� ���� �������� ��� ��� j���� �� x#���$ x�'���� %�� �� )��� �� $ � ��o��
 ��j ��� �od��� j'���� � $'�����'�, q�� l�(�� %�� ���$�j���� j�� �od��� �'�� ly
� ��(��� ��� � �� d���, s� $ � �� �od���! �'�� �� ('��� $'���� d ��(���!� ('� �� �_��� $ � �$'�� ���, �� (k(� �� � )'���� ��� j'($�o��(���
����d����! ��� ) �%��� $'�� h ��� �� ( c�(�( �� $�'l� h'��! '�� h ��! ��
$�� �_�($'��� %�'�! ��� ���%��� '�� ��� $��� � �� ��� $�'$'���'� � �� j'(y
(��� (�����  ��j ��� h'��� �� �������, �� h ��! �� ��j�'� ���'$ )� � $'�� k���
�� �_  �� �� �� k��� �j'��� � � �� �� (k(� ��($� �� n  �� �� �() ���(���
��� ����(�� ��'�� %��  ��j'�� d� j�� $� ��%��� �'�������! ) ���� ��� ���
$�'l�� f j'��� ���(�!  ��j �� '�)�� �'� � ��� ���%��� ��j'���� $ � ��� l�(�!�_�j'�'(�� ������,,,,

x�'���� |$ d� '(} j'�j��� %�� � j'()�� ��'� ��
y  )���j� �� ��d�� ��'�!
y ��d� � ��'� ��� $�k�� #n$'�#�j ����!
y )���� �((')���o��!
y  �d(��� ��'� ��� ��)$��(�� �_#n$'�#o%���!
y ��� ����j���� �'������ ���  d��j�� �� �'� ��'��!�� �'�� � �� ���  ()� �j� �� j�$����� �cj������!  j'����� f �_ j������ j����
��� ) �%��� �� �� j�����, x � �� ( �#�( ��%��� � �� �'�� j�� ,,,,�����������(���
��  $$ � �� d ��� h'�j���,,,

', x'��� �'���d�� $ � �, w��m���qq� |�^  �_�v� q����} e ��� )�� �� ���
�����$����� '�� ��� j'�� (���� $ � ��� �� �� ��'�� ���� )��� |jh, ��� �������
�� j����� %�� �� ����'����� #'�� )�� � �} �� ��� ^��  ���� ��o� ���� )���,
q�� ( �j#�� $��������� ��� ���j���� ���j������� f h'����� f �_�j'�'(�� ���
%���j'�%�� �̀ ���� � ����_,
u, q� d'�������� �� � w �%�� �� �� �j� ^#����� � &���m �'���d�� ��
h �� %�� ��� j'�� ��� �j�� �� j'($����j�� �� ������� j'�j��� �� ��� �������ly
j ��'�� �� ���� � �� �'��� ������ ���� h j�  �c ���%��� ��j'����, q�� �� )y�����(���� l� �j���� �_'�� $ � $�'j��� f ���  � �n�� ��� ���%��� ���� ((���
(��������� �� '�� �c d���(��� $������d�� ��� )���lj�� f j'��� ���(�,
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��� ���	������
�� (_ )����� � $'�� ( j'�j����'� �'�� � #'������ �� &�j'�� �� 	 �'��!��j#�� m'j ��! ^#����� � &'n�� �� ���#�� ���'! %����� f ���� ���� ��� j#'���

��̀ f �����,
&�j'�� e � j���� �_��� $ � ���  �c ('�o���! ���� �� ��� $ � �'� $���

���'��� �� ����'���� �� �� �'��� �c ('�o���, q j���� $�'j# ��� |�� � �� ���
%�� �_'� �'��� �� j���� j�! j_��� ('� %�� �_ `'��� ��} �� ��� $ � ������ $ �
��� $��� d� ��� ������ ��'� ��� ( �#�( ��%��� �� $ � ���� ��$$�����'� ( ��
$ � ��� (�������� �������� �j� |jh, j� %�� �� h �� �� ����' ( �� j�� ��$$'��
$��� �� �'����� l )��� �'�j ('��� �� j�� ��'�� ��j��� ����} �� ��� (��������
��d�� ��'�,

m'j �� e �� h �� ��(���� �_�� d� ��� $�'����� �������! ������ j'���� ��� $ �y
 ��� l�j �c! ��d��� �� h'�j��'���(��� ��� h'��� �� $����'� $'�� ��� ')��d�� f
 d�� ��� �� �'�d ���(� |j_��� f ���� $�� ����� ���  ����y���'�� ��'$ � $����! $ �
��� h� �� �� �� �� j��'�� � � �� d� ����� ��h�}, ^��'��  ���� �� � x��m�qy��v��! q� ^ $�� ���(� �'� �! "**p,^#����� � &'n�� �'���d�� �_�($'�� �j� �� � �� ��$ ���j�! $���� %�_��
j'������� j�'��� �� ��� �� �� �� �� �_�� )���  ��'�� �� � ��j������ �_�� ���cy (�� h'�� (��� � �� � ��d�� ��'� l� �j�o��,

���#�� ���' e a�� $ n�� |)� �j'�$} ('��� ��� ) �%����� '� ��� � c��
|)� �j'�$} $��� ��� �� j��� ���(��� �'�# �� )��  � $'��� �� ��� ('� � |� ��
(k(� $ ���� ��� j'������ ��'�� �_�%����}! j�� ��� ��y�� �'(( d� )�� �� $'���
�� ��� �� �_��j j��� �j'�'(�%��! j'((� �� �'()���c �j'�'(����� �� ��dy
do���� � �  y�y�� �� ���%�� �� ��j'�� d�� ��� $��� � �������c �� �� � ����� ���
�� �_���'��� � �� � l� �j� � s �� �'���, � �� j� ��� �� $���%�� ��� )'���
j#'��,�
��l�! `� �� ������� $ �  � $� ���� �� �'�� �'���� j���� j�� ��'� e
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