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Introduction

L’hypothése simplificatrice d’absence de mémoire des chaines de Markov fait d’elles une classe
de processus stochastiques trés riche, suffisamment riche pour susciter, plus de 100 ans aprés son
apparition, 'intérét des probabilistes.

L’étude asymptotique d’une chaine de Markov constitue un sujet de recherche trés actif au sein de
la communité probabiliste, notamment la convergence de la chaine vers sa mesure de probabilité
stationnaire, quand elle existe et est unique. Le temps de mélange ¢,ix(g) associé a une chaine de
Markov est le temps mis par la distance & I’équilibre de cette chaine pour atteindre une certaine
valeur € > 0. tmix(€) est alors le temps & attendre pour que cette chaine soit "bien mélangée",
suivant une certaine tolérance €. Dans la suite, on notera tyix := tmix(1/4).

Nous nous concentrerons sur des chaines de Markov & espace d’état fini 2, de noyau de tran-
sition P, irréductibles, réversibles, apériodiques et de mesure stationnaire w. Autrement dit, P
sera un opérateur auto-adjoint pour un produit scalaire particulier. Une étude spectrale de cet
opérateur semble alors pouvoir nous fournir des informations importantes sur la chaine de Mar-
kov. En effet, une valeur liée au spectre de P apparait naturellement. Notons A := max{|vp| :
vp valeur propre de P différente de 1}. A\, := 1 — X est le trou spectral associé & P et tye := )\—1* est
le temps de relaxation de cette chaine. On a alors une borne pour la distance & 1’équilibre de la chaine

dans un espace de Hilbert particulier : 3 [Pt(z,y) — m(y)|” 7(z) < 7(y)(1—7(y))e~ 2/t (obtenue
e
en choisissant f = 1,,y €  fixé, dans [0}, relation (12.8) p. 163]), ce qui donne tout son sens & tye1.

Les notions de temps de mélange et de temps de relaxation sont centrales dans ce projet car elles
sont étroitement liées aux phénoménes de cutoff et de pre-cutoff.

Une chaine de Markov & espace d’état fini présente le phénoméne de cutoff lorsque sa distance a
I’équilibre d est proche de 1 jusqu’au temps de mélange puis chute brutalement vers 0 en une période
négligeable devant le temps de mélange, appelée la fenétre de cutoff (voir Figure 1). Le terme cutoff
a été formulé pour la premiére fois par David Aldous et Persi Diaconis en 1986 [I].

Le phénoméne de pre-cutoff est plus souple. Une chaine de Markov & espace d’état fini présente le

phénomeéne de pré-cutoff lorsque le temps ¢, mis par sa distance & I’équilibre d pour passer de 1 a



0 vérifie tpc/tmix < 00 (voir Figure 2).
tt‘“‘f = 00 est une condition nécessaire pour

re

La "condition produit" (P) tmix X Ay = 0o c’est-a-dire

qu'une chaine de Markov (finie, irréductible, réversible et apériodique) présente un cutoff. (P) est
également connue pour étre une condition nécessaire pour qu’une chaine présente un pre-cutoff.
Yuval Peres fait dans un premier temps de (P) une condition suffisante pour qu’une chaine "suffi-
samment réguliére" présente un cutoff. Une hypothése aussitot réfutée, en 2004, par David Aldous
grace a un contre-exemple connu [5, p. 270].

Plus récemment, Hubert Lacoin [4] prouve que (P) n’est pas une condition suffisante pour qu’une
chaine générale présente un cutoff. Sa démarche est la suivante : Sachant que (P) est nécessaire
pour qu'une chaine de Markov présente un pre-cutoff, si (P) était une condition suffisante pour que
cette chaine présente un cutoff, alors le phénoméne de pre-cutoff impliquerait un cutoff. Hubert
Lacoin construit donc une chaine sans cutoff mais présentant un pre-cutoff.

Le théme de ce projet est donc I’étude des phénomeénes de cutoff et de pre-cutoff, avec pour guide
la condition produit. Nous montrerons d’abord qu’elle n’est pas forcément suffisante puis nous
regarderons quelques hypothéses supplémentaires & faire sur les chaines de Markov pour que la
condition produit soit suffisante. Ainsi la premiére partie de ce rapport présentera les différents
outils nécessaires a la compréhension des notions de temps de mélange et des phénoménes de
cutoff et pre-cutoff. Dans la deuxiéme partie, nous construirons un exemple de chaine ayant un
pre-cutoff mais ne présentant pas de cutoff fortement inspiré de celui de Lacoin, montrant que
la condition produit n’est pas toujours suffisante. La troisiéme et derniére partie a pour objectif
de présenter brievement quelques résultats positifs sur la condition produit, c’est-a-dire de voir a

quelles conditions cette derniére est suffisante pour obtenir le cutoff.
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FIGURE 2 — Un exemple de pre-cutoff sans cutoff. On a (¢mix — tmix/2) /tmix = 1/2 < o0



Partie 1

Présentations des notions et

théorémes importants

1.1 Quelques propriétés intéressantes de la distance en varia-

tion totale

Toutes les variables aléatoires considérées sont définies sur le triplet (X, F,P).

La collection P(€2) désigne I’ensemble des parties de ’ensemble € fini.

Définition 1.1.1. Pour tout ensemble §) fini, on pose Mq := {\ : X mesure de probabilité sur (2, P())}

On munit Mq de la distance drv, appelée distance en variation totale définie par

drv(uv) = max [u(4)~v(4)] ()€ Ma x Mq

Remarque 1.1.2. I est parfois plus commode de voir que dpy (p,v) = Amg(}él)(u(A) —v(A)).
€
En effet si pour un A € P(2) on dry (p,v) = |(A) —v(A)], alors on a dpy (u,v) = |u(A®) —v(A°)]

et comme pu(A) —v(A) = —(u(A°) — v(A°)), le résultat suit.
Remarque 1.1.3. En considérant [’événement B := {z € Q : u(z) > v(z)}, on montre aisément

que dry (p,v) = 3 ;ﬂlu(w) —v()].

Définition 1.1.4. Soit X = (X(t))ier+ une chaine de Markov d’espace d’état ) fini, irréductible,
réversible et de mesure invariante . Notons (F),_,, le semi-groupe de Markov associé a X.

On définit la distance d, appelée distance a ’équilibre en variation totale pour la chaine X par



d(t) := meaé(HPt(x, ) =wllrv vt € RT

Définition 1.1.5. Soit X = (X(t))ier+ une chaine de Markov d’espace d’état Q fini, irréductible,

réversible et de mesure invariante w. Notons (P;) _ . le semi-groupe de Markov associé a X .

teER

On définit la distance d par

d(t) := max || Pi(z,") = Po(y, )lrv vt € RT

Proposition 1.1.6. Soit X = (X(t));er+ une chaine de Markov d’espace d’état Q fini, irréductible,
réversible et de mesure invariante w. Notons (P,g)tE]RJr le semi-groupe de Markov associé a X.
Notons I9(t) := {f € l1(w) : 7(f) = 0}. Soit P; 'opérateur linéaire sur 19(w) tel que

Pif:x€eRT — Pf(z) :=> Pi(x,y)f()
yeN

= [P S iy ()
1 (7T

ott L(I9(r)) est 'ensemble des applications linéaires de 19(7) a valeurs dans 19(r).
Rappelons que dans le cas d’une chaine de Markov irréductible, w(z) > 0 pour tout z € Q.
En effet, puisque pour tout z,y € Q, P(y,x) > 0 alors par définition de 7, 7(z) = nP(x) =

> m(y) Py, z) > 0.
ye

Soient x,y € € fixés. On définit sur € I'application f, , par

1, 1,

Few = 20y " 70

Lemme 1.1.7. Pour toute fonction f € I9(r), il existe a,, > 0 tels que

[= j{: Q&nyf&g

z,yeN

Preuve. On se donne f € 19().
Il parait naturel de découper f en deux parties : d’un coté les valeurs positives, de 'autre les valeurs

négatives

reQt



avec y, m(x)f(z)= > — (7(y)f(y)) et on QF := {z: f(z) >0} et Q :={y: f(y) < 0}.

zeQ+ yeQ-
Nous allons donc nous intéresser aux deux ensembles de points (7 f)T := {m(z;) f(x;),x; € Q7,31 <

xy < Yet {m(y) f(wi), i €Uy <yp <0 1
Pour obtenir la combinaison linéaire & coefficients positifs attendue, une construction possible est

la suivante :
— Si la premiére valeur de f est strictement positive, alors on prend m(x1)f(z1).

— Si7w(z1)f(z1) < —7(y1) f(y1), alors on écrit :
11961 _ ]lyl ]lyl

f :W(irl)f(‘rl)(ﬂ,(xl) ﬂ_(yl)) + (W(yl)f(yl) + ﬂ-(‘rl)f(ml))ﬂ_(yl)—’_
1, 1,

zeQt\{z1} yeQ~\{y1}

c’est-a-dire

f =) F@1) far g + (70 F (1) + 7(a0) f (“”w]ifﬁ) i

S @@= - S (—rw)fw)
()

zeQt\{z1} yeQ~\{v1}

Puis on prend 7(y1) f(y1) + 7(z1) f(z1) et on compare cette valeur & mw(x2) f(z2) et ainsi

de suite. Puisque > w(x)f(x) = >. —(n(y)f(y)), on obtiendra bien une combinaison
reQt yeQ—
linéaire des f; , avec des coefficients o, qui seront soit strictement positifs, soit nuls

par construction.

— Siw(x1) f(z1) > —7(y1) f(y1), alors on écrit :
]lyl ]1271 ]1$1

f =7r(y1)f(y1)(7r(y1) - w(ml)) + (m(y1) f (1) + ﬂ(x1)f(x1))ﬁ(x1)+
S @5 Y e
zeQ+\{z1} yeQ\{y1} Y
c’est-a-dire
=) £0) o+ (o)) + o) ) 2

S @@= - Y (—rm)fw)

()
zeQt\{z1} yeQ~\{y1}



Puis on prend m(y1)f(y1) + m(x1)f(x1) et on compare cette valeur & 7(y2)f(y2) et ainsi

de suite. Puisque Y w(z)f(x) = Y. —(n(y)f(y)), on obtiendra bien une combinaison
zeQt yeQ—
linéaire des f, ., avec des coeflicients oy, qui seront soit strictement positifs, soit nuls

par construction.
— Si la premiére valeur de f est strictement négative, alors on prend 7(y1)f(y1) et le raisonne-
ment est analogue.

Voici un exemple de cette construction pour Q = {1,2,3,4,5,6}. La premiére valeur de f est

strictement positive.

Ci-dessus le graphe de l'application qui a x associe 7(z)f(z) sur Q. Ici, 1 = 1,20 = 3,25 = 4 et
Y1 =2,y2 =5,y3 = 0.
On a

1, 13 1, 1o 15 1g

=20 ) TR TR w6) 2R




Le graphe ci-dessus illustre la construction expliquée précédemment. On regroupe les batons ayant

la méme couleur et on obtient finalement

f=rlao+ fos+ fi5+2fs6

Remarque 1.1.8. On voit que la maniére de construre la combinaison linéaire n’est pas unique. En

effet, puisque la moyenne de f par rapport a la mesure 7 est nulle, c’est-a-dire que > w(x)f(z) =
zeQt
S = (n(y)f(y)), on peut découper les bitons d’une maniére quelconque tant qu’on associe une
yeQ—
valeur de (7 f)T a une valeur de (mf)

Preuve de la proposition m Dans un premier temps, montrons qu’il existe f € 19(n) telle

que
_ Pifliix
d(t) = 1P f 1y ()
I £1l2y ()
Prenons les z,y € € tels que
d(t) = [|P(x,-) = Pi(y, ) lrv vt € RT

Soit fy 4 la fonction définie dans le lemme Il est évident que f,, € 19(7). De plus, on a

||f$7y||l1(7r) = Z

z€Q




Enfin

w(2)Pi(z,2) 7(2)Pi(z,y)

1Pt foylltnmy = D -
o () (y)
Mais par réversibilité de X, nous avons
P, P,
TERED) _ paz) o TELEY)

m(x)

m(x)

soit finalement

1P faylliy () = 21 P (2, ) — Pe(y, )llrv
d’ou
||Ptf-777y||l1(7r)
| £ ll12 ()

Pour terminer, il faut montrer que

= ||Pi(x,) = Pily, v = d(t)

_ P, fllix
||le1(7r)

Pour cela, on se donne f € [9(r). D’aprés le lemme m il existe a , > 0 tels que

f = Z az,yfx,y

z,yeN

vVt e RT

On a alors

||f||l1(7r) =2 Z Qz,y

z,yeN

On a également par linéarité de 'opérateur P; et par inégalité triangulaire

1Pl € D @yl Pefoyllnm =2 Y auyllPi(@,) = Poly,)llrv

z,y€N z,yeN
ou encore
1P fllymy <2 aayd(?) Vvt € RY
z,ye)

d’ou

Pl -

m S d(t) vVt € R+
£l o)

10



Ce qui achéve la preuve

Remarque sur la preuve de la proposition [1.1.6

Notons M, := {\ : X mesure signée sur (2, P(Q2)) telle que A(2) = 0 et |A[(2) < 1}.

Une autre fagon, finalement assez liée & la preuve ci-dessus, de démontrer la proposition [I.1.6] est

d'utiliser un argument de dualité entre 1 (7) et M.

En effet, en remarquant que d(t) = sup ||uP: — vPB||rv [B, 4.4 Standardizing Distance from
n,vEMa
Stationarity], on a

d(t) = sup
n,veEMa

(’“‘_”)Pt
2

= sup [[AR,
I AEM,

La deuxiéme égalité est vraie car si (A, )nen est une famille de parties de © quelconque, Y | (43%) (An)‘ <
neN

1< ooet ‘(%H Q) = sup{ > ‘(%) (An)| : (Ap)nen partition de Q} <1 (car p et v sont des
neN

mesures de probabilité).

C’est-a-dire par réversibilité de la chaine

d(t) = sup
AEM

P2

™

ll(ﬂ')

d’ou en posant f := % (vue & présent comme une application de  a valeurs dans R)

d(t) = sup 1Pef iy ()
Fe @)l flliy (m<1

et puisque pour toute fonction f € I9(w), f/|flli () est de norme I1(7) égale a 1, par linéarité de
Py

- [P fl]2y ¢
d(t) = sup 1P fll1y ) = el (m)
FE @) flly (my=1 feld(n) £ ey (o)
Proposition 1.1.9. d et d sont liées par la relation suivante :
d(t) < d(t) < 2d(t) (L1)
et d est sous-multiplicative :
d(t +u) < d(t)d(u) (1.2)

11



On déduit de ([1.2]) par une récurrence immédiate que pour tout entier m > 1 et pour tout ¢ > 0,
d(mt) < d(t)™ d’ol (en combinant avec (1.1)))

d(mt) < 2™d(t)™ (1.3)

Preuve. Commencons par (1.1)). Pour I'inégalité de gauche, on écrit, pour A € P(2) quelconque
et pour x € () fixé

Py, A) — (A)| = | Y w(y)Pu(x, A) = Y w(y) Py, A)| < d(t) vt € RY
yeN yeN

car 7 est la mesure invariante de la chaine et par inégalité triangulaire.

D’on

[P (z,-) = mllrv < d(t) vt e RT

L’inégalité de droite découle directement de I'inégalité triangulaire. En effet, pour tout z,y € Q

1Pe(2, ) = Pey, ey = [P, ) =7+ 7 = Pi(y, )l 7v vt e RT

Le résultat est obtenu en prenant dans un premier temps le max sur = puis le max sur y.
Démontrons & présent . Soit s € R*. D’aprés |5, Proposition 4.7, p. 50|, on a

IP.(e) = Poly v = min B(X £ Y) (1.4
ou C est 'ensemble des couplages de Ps(x,-) et Py(y, ).
Notons (X, Ys) le couplage réalisant le minimum dans . X, et Y, sont donc deux variables
aléatoires de X a valeurs dans Q. Remarquons que lapplication qui & w € 2 associe Pi(w, A) est
P(2)-mesurable, A € P(Q).

Alors par théoréme de transfert et grace a la propriété de semi-groupe de (P;)scr+, on a

B(P(X,A) = [

A Py(z,dw)Pi(w, A) = Pirs(z,A) et E(P(Ys, A)) = / Py(y, dw)Py(w, A) = Piys(y, A)

Q

On peut alors voir que pour tout A € P(2)

|Prys(z, A) = Piys(y, A)| S E[|P(X, A) = Pi(Y, A)]

Mais

12



|P:(Xs, A) — Py(Ys, A)| = |Pi(Xs, A) — Pi(Ys, A) [T x, 2v,y < Cz(t)ﬂ{xsysys}
d’otut selon ce qui précéde

|Prys(w, A) — Prys(y, A)| < d(t)d(s)

ce qui achéve la démonstration.

13



1.2 Distance de Hellinger : Quelques propriétés et liens avec

la distance en variation totale

Définition 1.2.1. Pour tout ensemble Q fini, on munit Mg de la distance d , appelée distance de

Hellinger définie par

@ (nv) =[S0 (V@) ~ Vi) Vnv) € Ma x Mo

zeN

On définit également Uaffinité de Hellinger I par

I(p,v) = Z\/u(x)u(x) Y(p,v) € Mg x Mq

zeQ

I est évidemment lie & d™ et sera trés utile pour la suite.

Proposition 1.2.2. V(u,v) € Mg x Mg

dTV(M’V) < dH(:“?”) <v 2dTV(:“7V)

Preuve. Pour la premiére inégalité, on écrit

drv (o) = | (Zmu) - u<w>|) -3 (Zwm VI (Vi) + mx»)

e zeQ

donc par inégalité de Cauchy-Schwarz

1 > IWalz) = V(@) (Vo) + Vi) | < ldH(/w)QZ V@) + V@)
4 4

e e

mais on a

Z (\/M(JU) + \/l/(.r)>2 <24 QZx/u(x)u(x) <242 Zu(x) Zy(a:) =4

zeQ €N zEQ €N
ou la derniére inégalité provient de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Pour la deuxiéme inégalité, on a évidemment (u(z) A v(z))? < p(z)v(x) done

I(p,v) 2 Y plz) Av(z)

e

On pose B := {z € Q: p(x) > v(z)}. Remarquons que

14



dry () = 5 3 ((A5)(@) + (i) (@) + 3 3 (1= Whp)(a) + 1~ (ullpe) ()
xEQ €N

c’est-a-dire

drv(p,v) =1-Y p(z) Av(z)

z€Q

Finalement

I(p,v) > 1 —dry(p,v)

En remarquant que

dH(M, V)2 =2-2I(p,v)

on obtient

2dTV(/u‘7 V) > dH(.ua V)2

ce qui est le résulat attendu.

Définition 1.2.3. Soit X = (X(¢));er+ une chaine de Markov d’espace d’état Q fini, irréductible,
réversible et de mesure invariante . Notons (P;), .. le semi-groupe de Markov associ¢ a X. On
définit la distance d™ par

d™(t) := sup d? (Py(z,-), ) vt € RT
zEQ

Proposition 1.2.4. (Hubert Lacoin, 2015)
Pour tout t € Rt
d™(2t) < 18(d™(1))*/*
(voir la remarque pour comprendre pourquoi exposant 5/4 est important).

Posons pour tout ¢t € Rt

u:=d"(t) et d*(2t) ;== d"¥ (Py(z, ), 7) = 51618 d(Py(z,-), )

Puisque P;(z, ) < m et Py (x, ) < 7, si on pose

15



- dPt(l',) L dPQt(Z‘,')
dm g dm

alors on a le lemme suivant :

Lemme 1.2.5.
| (Vo 1) wtan) = 02 et [ (Vo) ~1) () <o

Preuve. Commengons par I’égalité. Comme Vy € Q, 7(y) > 0, on a

2

d'H(2t)2 _ Z ( PQt(xvy) _ 1) W(y)

= ™(y)

mais par définition, Py (z,y) = ¢'(y)7(y), d’ou

e =Y (Ve -1) =)

yeQ

c’est-a-dire

2n) = [ (Vo) —1) mtin)

Pour I'inégalité, on obtient de maniére analogue

a" (B = [ (Vo) - 1) ()

et comme Vr € Q, u? = d"(t)2 > d(P(x,-),7)?, on obtient le résultat attendu.
Preuve de la proposition Nous séparons la preuve en deux cas.

Voici d’abord deux relation intéressantes.

En combinant les propositions et (1.1), on obtient

M) < a1y < it (1.5)

et donc en utilisant la sous-multiplicativité de d (proposition (1.2))

d(2t) < d(t)* < 4d™(t)? (1.6)

Premier cas : u > 1. C’est évident. Par définition de la distance de Hellinger,

d® (p,v) < V2 Y(p,v) € Mg x Mq

Deuxiéme cas : u <1

16



Soit 6 € (0,1). Montrons dans un premier temps que

/Q 1909) — 11 gyt —1/5uny 7 (dy) < 124> (17)

Remarquons que par décroissance sur [2, +00) de Papplication qui & x associe ‘ ‘/ffﬂ

,si g > 2 alors

lg—11< (3+2v2) |5 - 17

alors que si g € (0,2)

lg = 1P < (V2+1)%yg - 1P

et comme |g — 1|]l{y:|g(y)—1\2u“} < Ui5|g — 1|21{y:\g(y)—1|2u5}5 on obtient finalement

1901 gy mln) < 0 (34224 (V24 12) [ Va1 g1 500y 7(d)

c’est-a-dire

/ng(y) — UL gylg(y)—1]5usym(dy) < 12070

d’apres le lemme [T.2.5]
Décomposons maintenant g — 1 de la maniére suivante

= (g = Do) -11<usy b h2 2= (g = Do) -112u)

puis afin de centrer ho, posons

T i= (9 = Do) -1j<usy + (k) et ha = (9 = Dlgyig()-12u) — 7(h2)

et on a bien

g—1=h1+hy

Décomposons maintenant g’ — 1 de la maniére suivante

}_lll = Pt}_Ll et }_1/2 = Pt}_LQ

ce qui nous permet d’écrire que
g—1= 71,1 + 71,2

17



En effet, pour tout z € Q

Pilg = 1)(z) = ZPt(Z,y)P;((xg;y) —1

yeN )

Pi(zy) _ Pi(y.)

mais =) () bar réversibilité de la chaine, d’oit
1 Pyy(z,x)
Pi(g—1 =——) P, P, 1=\ 9
t(g )(Z) W(.T)Z t(zvy) t(y7x) 7T(.’17)
ISy
et en utilisant de nouveau la réversibilité, on obtient
Pg—1)(z) =g -1
On conclut en utilisant la linéarité de P;.
On a, d’apreés I'inégalité triangulaire et (|1.7))
[B2llty ey < 20B2ll1y () < 2407°
donc en utilisant la proposition puis (1.5
1h2llty ey < d(B)llRallry () < 48u>~°
On a évidemment d’aprés (|1.7))
1h1lloo < [1hlloo + 1ol r) < u® 4+ 12027° < 130
caru < letd <1.
d’otl
171 lloo < 11 ]loe < 13u’ (1.8)
Enfin, remarquons que
lg" = 1l () = 2| Poe(, ) — 7|y
ce qui permet d’écrire que
lg" = Uiy () < 2d(2t) < 2d(2t) < 8u? (1.9)

o la premiére inégalité découle directement de la définition de d(2t), la deuxiéme vient de la

proposition (1.1) et la derniére est obtenue grace a (1.6)).
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Nous sommes maintenant prét a borner d”(2t)2. De nouveau, nous découpons les intégrales en deux

parties.

Remarquons d’abord que

(Vo =1 <y —1P

et puisque u > 0, on a

|g/ - 1|2]l{y:|g(y)—1\<26u5} < 26u6|gl - 1|

d’ou

/{2(\/57 — 121 (yrg0) -1 <26u0} W) (dy) < 260°]|g" — 11, () < 208u*T°

@aprés (9). (CT0) et (1),

Pour borner le deuxiéme membre, remarquons que

(Vg —1)?2<|g -1

que

Liygm)-11226usy < Il{y:|ﬁ'2\213u6}

et enfin que

‘9/ - 1‘]]'{y:|77,/2|213u5} < (‘h2| + HBl||oo)]l{y;|ﬁ’2\213ué} < 2%2‘
d’aprés ((1.8).

Ainsi

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

/Q(\/y* D2y 1g00)—1>26us} (W) (dy) < /Q2|7l;(y)|ﬂ{y:\ﬁ;|z13u6}(Zl)”(dy) < QHE/ZHh(w)

et d’apres (1.13]), (1.14) et (1.15]), on obtient

/Q(\/?— 12 (W)L 1y g () -1 32651 ()T (dy) < 96u°

Finalement d’aprés (1.12)) et (1.16)

d™(2t)? = / (Vg — 1)2(y)m(dy) < 96u~° 4 208u>*+?
Q
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Puisque u < 1 et § < 1, si nous voulons maximiser I’exposant, nous devons choisir § = %

Donc

d*(2t) < V304(d™(¢))*/* < 18(d™ (1))

Ce qui achéve la preuve.
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1.3 Quelques propriétés intéressantes de la distance de sépa-

ration

Définition 1.3.1. Soit X = (X(¢))er+ une chaine de Markov d’espace d’état Q0 fini, irréductible,

réversible et de mesure invariante w. Notons (P;) . le semi-groupe de Markov associé & X. On

teR
définit la distance d°, appelée distance de séparation pour la chaine X par

s ‘— max _ Pt(Qj?y) —1— min Pt(x7y)
) = max (1 () ) LR T

Proposition 1.3.2. La distance de séparation est sous-multiplicative, c’est-a-dire que pour tout
t,u € RY

A (t +u) < d°()d* (u)

Remarque 1.3.3. Pour tout t € RT,d*(t) > 0. L’égalité a lieu s’il existe t € RT tel que pour tout

x € O, Py(x,-) = . Nous allons exclure ce cas.

Lemme 1.3.4. Soit x € Q fizé. Pour tout t € R, il existe une mesure de probabilité Pt(x, \) sur
(Q,P(Q)) telle que

Pu(,") = (1= ()7 + d*(O)Py(x, )
et telle que m = P, ((P;)y n'est pas un semi-groupe).

Remarque 1.3.5. Cette relation a une interprétation probabiliste. En effet, pour tout t € RT, e(t)
est une variable aléatoire sur X suivant une loi de Bernoulli de parameétre d*(t). Pour tout t € R,
les €(t) sont indépendantes.

Considérons pour tout t € R le couplage (X (t),Y (t)) obéissant auz regles suivantes :

X = (X(t)ert et Y = (Y(t))ier+ sont deuz suites de variables aléatoires. Pour tout t, X (t)

et Y (t) sont définies sur le méme espace X et & valeurs dans Q.

Partant d’un état = € Q, la loi de la variable aléatoire X (t) est la mesure Po(X(t) € -) et la
loi de la variable aléatoire Y (t) est la mesure P (Y (t) € -).

A un temps t quelconque, si e(t) = 0, X saute vers un état y € Q avec probabilité m(y).

A un temps t quelconque, si e(t) = 1, X saute vers un étaty € Q avec probabilité P, (Y (t) = y).

Autrement dit, pour tout y € Q et pour tout t € Rt

Po(X (1) =y) = (1 - d&*(t)m(y) + @ (OPL(Y (1) = y)
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c’est-a-dire en posant P, (Y (t) € ) := Py(x,-)

Po(X () =y) = (1= d*()m(y) + d°(t) Pe(x, y)
Le but du lemme est finalement de trouver, pour tout t, une mesure pt(x, -) (qui est en réalité
la loi de Y (t)) de sorte que (X(t),Y (t)) soit un couplage de Py(x,-) et Py(x,-).

Preuve.
Pour tout t € R*, on définit

= Pla,)-(1—d@)r
Py(x,-) = yes (1.17)

Py(x,-) est une mesure de probabilité sur (2, P(Q)) et 7 = 7P,.

Pour tout A € P(Q), Py(x, A) > 0 par définition de d*(t) et P;(z,-) est évidemment une mesure sur

(©2,P(2)).

De plus,

P(z,Q) — (1 —d*(t))mw(£2)
d*(t)

Enfin remarquons que pour tout y € €2, et pour x quelconque fixé dans (2

() Py(, y) — m(x)(1 = d*(t))7(y)

=1

Pi(z,9Q) =

m(2)Py(x,y) =

ds(t)
d’ou
w(y) — (1 —d*(t))w

zeQ
Ceci étant vrai pour tout y € 2, on obtient le résultat voulu.
Preuve de la proposition D’aprés le lemme on a pour tout u,t € R* et pour tout
Y,z € Q
{ Pya,z) = (1= d*(t)n(z) +d*(t)Pi(x, 2)
Pu(zy) = (1—d*(u))m(y) + d*(u)Pu(z,y)

d’ott en multipliant la premiére relation avec la deuxiéme et en sommant sur z

D Pil@,2)Pu(z,y) = m(y)—m(y)d® (w)+d* (u) (1 P,) (y)—d* (1)d* (w) (x P) (y)+d° (£)d* (u) Y _ Pyl 2) Pu(=

zeQ z€Q

mais puisque 7P, = 7, on a
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Pryu(w,y) = m(y) (1 — d*(0)d* (w) + d*(0)d* (u) Y _ P(w, 2) Pulz,y)

z€Q

c’est-a-dire

soit encore

ce qui achéve la preuve.
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1.4 Phénomeéne de cutoff et de pre-cutoff

1.4.1 Cas d’une suite de chaines simples

On considére une suite de chaines de Markov (X"),en dont le n-éme terme X" = (X"(t))er+
est une chaine de Markov d’espace d’état €2, fini, continue & droite, réversible, irréductible et de
mesure invariante m,. On note (P/");cr+ le semi-groupe de Markov associé a X".

Comme précédemment, voici des distances intéressantes associées a la chaine de Markov X" :

Pour tout n € N

dp(t) := max |[|P](x,-) — mpllry vt € RT
zeQ(n)
d(t):= sup d? (P! (x,-),mp) vt e RT
z€Q(n)
P P
d; (t) := max (1 - t(m,y)) =1— min M vt € RT
z,y€R(n) 7Tn(y) z,y€Q(n) Tp (y)

Définition 1.4.1. Soit a € (0,1). On définit le temps de mélange t...(a) de la suite de chaines de

mix

Markov (X™)nen pour la distance en variation totale par

to.(a) = inf{t: d,(t) < a}

miT
On note t7,. = t0..(1/4)

Définition 1.4.2. Soit a € (0,1). On définit le temps de mélange t7(a) de la suite de chaines de

Markov (X™)nen pour la distance de séparation par

t%(a) := inf{t : di(t) < a}
ty =t5(1/4)
Définition 1.4.3. La suite de chaines de Markov (X™)nen présente un cutoff pour la distance en

variation totale si pour tout € € (0,1/2]

tomiz (€)
lim —™—r =1 1.18
Définition 1.4.4. La suite de chatnes de Markov (X™),en présente un cutoff pour la distance de

séparation si pour tout € € (0,1/2]

lm =)y (1.19)



Voici un résultat assez intuitif que nous ne démontrons pas :

Proposition 1.4.5. La suite de chaines de Markov (X™),en présente un cutoff pour la distance

en variation totale (respectivement pour la distance de séparation) si et seulement si

1 st c<1
. noy
nlgr()lodn(ctmiz) = { 0 s oes1 (1.20)
respectivement si et seulement si
1 s c<1
lim d; (ct?) = (1.21)
n—00 0 st c¢c>1

Définition 1.4.6. La suite de chaines de Markov (X™),en présente un pre-cutoff pour la distance
en variation totale si

t;nniac(g) (122>

lim sup lim sup < 00

e—=0+ mn—+4oco t:];”z(l — 8)

Définition 1.4.7. La suite de chaines de Markov (X™),en présente un pre-cutoff pour la distance

de séparation si
tn
lim sup lim sup G < 0 (1.23)
es0+ n—otoo (1 —¢)

Remarque 1.4.8. On peut voir que

. Iy
lim sup lim sup L(E) = lim sup lim sup M

e—0+ mn—+oo t’fmm(l - 5) k—+0c0 n—+oo t’fmx(l - 5k)

pour toute suite (e)ren Strictement positive qui converge vers 0.
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1.4.2 Cas d’une suite de chaines sur un espace produit

Soit (X™)nen la suite chaines de Markov définie dans la sous-partie précédente.

On considére & présent une suite de chaines de Markov (Y™),en dont le n-éme terme Y™ =

(Y™(t))ser+ est une chaine de Markov d’espace d’état Q(n) := Q,, x --- x §,, définie par
—_—

n

Y™(t) = (XT(t), ..., X2 (t)) vt € RT

ou les chaines X7 = (X7 (t))s,..., X = (X(¢)): sont n copies indépendantes de la chaine X™ =
(X" ()

Notons (QF);cr+ le semi-groupe de Markov de Y.

Etant donné que les n chaines X7, .. . X sont indépendantes, que chacune de ces chaines a respec-
tivement (P/*);egr+ et m, pour semi-groupe de Markov et pour mesure invariante, on a pour tout
teRT

QY (x,) = P (x1,)® - @ P*(zp, ") Ve = (21,...,2,) € Qn) (1.24)

et

rOQp = 2" (1.25)

Qn

n

On note p, =
De maniére analogue que pour la chaine simple, nous pouvons définir les distances suivantes pour

la chaine produit :

Dat) = e [QF () — il Vi€ R (1.26)
D (t):= sup d(Q(x,-), un) vt € RT (1.27)
zeQ(n)
Di(t):= max (1 - Qt(my)) S i GE@Y) Vvt € RY (1.28)
z,y€Q(n) ,un(y) z,y€(n) /f"n(y)

Proposition 1.4.9. Pour tout t € RT, les distances D}t et dI* sont liées par la relation suivante

1= 3 (020)° = (1- ja@0)?) (1.29)

Preuve. Rappelons la définition de I'affinité d’Hellinger. Pour deux mesures p et v de probabilité

sur  fini
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= S V@) (@)

zeQ

Soit z = (z1,...,2,) € Q(n). On a pour tout t € R™

dH(Q?(:ZT, ')7”11)2 =2- QI(Q?(SC, ')a ,U'n)
Cependant d’aprés et (| - on a

I(QY (), pn) = Z \/P (@1, 1) - PP (@0, Yn)Tn (Y1) -+ Tn(Yn)
(Y15+-,Yn ) EQ(N)
c’est-a-dire
n
HQp (@, ), ) = [T D VP @i yi)ma(y)
i=1y; €Qy
d’ou

De plus, remarquons que

z€Q(n) z€Q(n)

2
2
(DIH(1)” = ( sup dH(Q?(mr),un)> = sup d(Q}(x,"), un)?
ce qui grace a (|1.30]) et (1.31)) permet d’écrire

(DX (t) *2*21_[ inf I(PP(x;,-), )

:I:En

soit encore

et finalement

ce qui achéve la démonstration.
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Proposition 1.4.10. Pour tout t € R™, les distances D3 et d5 sont liées par la relation suivante

Dy(t) =1 (1—d3(1)" (1.32)

Preuve. En utilisant, (1.24)) et (1.25)), on a, pour tout ¢ € RT et pour tout x = (1,...,%,),y =
(Y1,---,Yn) € Qn)

Qi y _HP" i, 1)
tn(y =1 ba(vi)
d’ou
max <1 _ @i@y) ): 1- ﬁ min L@V ﬁ(l — &5 (1)
2€9(n) tin(y) i€ in (i) Pl
soit

Dy(t)=1—(1—d,(®)"
ce qui achéve la preuve.

Définition 1.4.11. Soit a € (0,1). On définit le temps de mélange T, (a) de la suite de chaines

miz

de Markov (Y7)en pour la distance en variation totale par

T"..(a) :==inf{t: D,(t) < a}

On note T, =17 . (1/4)

mix mix

Définition 1.4.12. Soit a € (0,1). On définit le temps de mélange T (a) de la suite de chaines de

Markov (Y7)jen pour la distance de séparation par

T7(a) :=inf{t: D;(t) < a}

Tr =T (1/4)

S

Définition 1.4.13. La suite de chaines de Markov (Y™),en présente un cutoff pour la distance en
variation totale si pour tout € € (0,1/2]
Tia(€)

i __mizlm) 1.33
L (1.33)

miz
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Définition 1.4.14. La suite de chaines de Markov (Y™),cn présente un cutoff pour la distance de
séparation si pour tout € € (0,1/2]

li — - =1 1.34

n-rioo TH(1 — 2) (134)

Proposition 1.4.15. La suite de chaines de Markov (Y")nen présente un cutoff pour la distance

en variation totale (respectivement pour la distance de séparation) si et seulement si

1 s1 ec<1
lim D, (cT},.) = (1.35)
n—oo 0 st c¢c>1
respectivement si et seulement si
, 1 s c<1
lim D2 (cT™) = e (1.36)
n—o0 0 st c¢c>1

Définition 1.4.16. La suite de chaines de Markov (Y™),en présente un pre-cutoff pour la distance
en vartation totale si
T
lim sup limsup —"™—— < o0 1.37
e—0+ n—+oo T::”I(]- - 5) ( )
Définition 1.4.17. La suite de chaines de Markov (Y™),en présente un pre-cutoff pour la distance

de séparation si

73(e)
limsup limsup ———— < 1.38
el s -

Dans le théoréme qui va suivre, nous allons évoquer le terme "triviale" pour qualifier une chaine de
Markov. Par triviale on entend par exemple une chaine X = (X (¢)); de semi-groupe de Markov (P;);
d’espace d’état Q = {z}. Notons 7 sa mesure invariante. Il est évident que pour tout ¢, P;(x,-) =1
et m = 1. Ainsi pour tout ¢, d(¢t) = 0. Il vient de méme que pour tout ¢, Q:((x,...,z),") = 1 et
p = 1. Donc D(t) = 0 pour tout t.

Théoréme 1.4.18. (Hubert Lacoin, 2015)
Pour toute suite de chaines de Markov (X™)nen non triviales vérifiant les propriétés définies dans

la sous-partie précédente, on a, pour tout € € (0,1/2]

. ()
limsup — 22—~ _ <2 1.39
noto Tpg(l—e) = (1.39)

et

. T"(¢)
1 3 — s <9 1.40
AP TRl —e) (1.40)
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Corollaire 1.4.18.1. Pour toute suite de chaine de Markov (X™),en non triviale vérifiant les
propriétés définies dans la sous-partie précédente, la suite (Y"™)nen admet un pre-cutoff pour la

distance en variation totale et pour la distance en séparation.

Preuve. La preuve est immédiate. En effet, le théoréme dit en particulier que

"
lim sup lim sup L(E) <2< o0

e—=0+ n—+oo T;?nx(l _5)
et

Tn
lim sup lim sup & <2<

e—0+ n—+oo TS"( —5)

Preuve du théoréme [1.4.18, Commengcons par (|1.40).
Pour tout ¢ € (0,1/2) et pour tout n, I'inégalité
T3 (1—¢e) <T](e)
est toujours vraie.
Montrons alors qu’il existe « < 0 tel que pour tout € € (0,1/2) et pour n assez grand
th(n®) TP —e) STHe) < t,(n*) (1.41)

Posons

A, = {a<0:(1—na)"§s et 1—(1-n?)"<e, Vee(0,1/2) }

D’aprés la proposition [1.4.10, pour montrer qu’il existe o < 0 satisfaisant ((1.41)), il suffit de montrer
que A,, est non vide pour n assez grand.

Remarquons que comme « < 0
(1 _ na)n — log(1—n%) _ e—n“+1+o(n“+1)

et donc si @ > —1 alors lim (1 —n®)" = 0.
n—-+o0o

De méme
(1 _ n2o¢)n — enlog(lfnz(’) _ efn2o‘+l+o(n2a+l)

et donc si a < —% alors lim 1— (1 — nza)n =0.
n—-+4oo

Ce qui prouve que pour n assez grand
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et bien évidemment A,, est non vide.
Soit o € (—1,—1/2). D’aprés la proposition on a
d (2t5,(n®)) < d (t;,(n®))* < n*

donc

th(n*®) < 2t (n®)

d’out selon (1.41)), pour tout € € (0,1/2) et pour n assez grand

tn(n®) < TP —e) < T{(e) < 27, (n”)

c’est-a-dire pour tout € € (0,1/2),

Tn
lim sup A <2
n—-+oo Tg( _3)

Montrons a présent ((1.39)). L’idée est la méme. Il s’agit de trouver a < 0 tel que pour tout € € (0,1/2)
et pour n assez grand

tn < Thia(1 =€) < Tpin(e) <t (1.42)
oil t,, := inf{t : d¥(t) < n} et t/ ;= inf{t : dl*(t) < 18n5*/4}.

2
Remarquons que pour toute fonction réelle a > 0, sup a(z)? = (sup a(x)) ce qui permet, d’aprés
x x
la proposition d’écrire
D, (t) < D (t) < \/2D,(t) (1.43)

Posons

1 " n
Al = {a<0: (12712“) <e et 17<17162n5a/2) <e, Vee€(0,1/2) }

D’aprés la proposition [1.4.10[ et (1.43]), pour montrer qu’il existe a < 0 satisfaisant (1.42)), il suffit
de montrer que A/, est non vide pour n assez grand.

Remarquons que comme « < 0

(1 - 1n) _ o ioB(1-bn®) bt ()

De méme
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n _ 5a/2 _ 5a/2 5a/24+1
(1 _ 162n5a/2) — enlog(l 162n ) —c 162n +o(n )

et donc si a < —2 alors lim 1 — (1 —162n%%/2)" = 0.
2 n—+o00

Ce qui prouve que pour n assez grand

(—1/2,-2/5) C Al

et bien évidemment A/, est non vide.

Soit & € (—1/2,—2/5). D’aprés la proposition [1.2.4] on a

d™(2t,) < 18(d™(t,))>/* < 18p°/*

donc

t, < 2t,

d’ott d’aprés (1.42)), pour tout £ € (0,1/2) et pour n assez grand

by < Th(l—2) < T,

m

ix(s) S 2t7l
c’est-a-dire pour tout € € (0,1/2),
Thix(€)

limsup —2%— <2

n—>+0£) Thix(l—€) ©
ce qui prouve finalement le théoréme [1.4.18
Remarque 1.4.19. L’exposant 5/4 de la proposition est tres important dans la preuve que
nous venons de faire. En effet, si nous remplacions 5/4 par 0 < v < 1, nous n’arriverions pas a

trouver un o > 0 satisfaisant puisque « devrait alors satisfaire o > —1/2 et a« < —1/27y ce

qui est évidemment impossible.

32



Partie 2

Un exemple de suite ayant un

pre-cutoff sans avoir de cutoft

2.1 Construction de I’exemple

Hubert Lacoin a montré que la condition produit n’est pas forcément suffisante en exhibant un
exemple de suite de chaines de Markov ayant un pre-cutoff mais ne présentant pas de cutoff [4, 3. An
example without cutoff |. En particulier, son exemple montre que la borne 2 dans le théoréme|[1.4.18

est optimale.

FIGURE 2.1 — Graphe de lim D,(t). La borne 2 est en effet obtimale car pour tout £ €
n—oo
(0,e~ 1), T (e)/T7 (1 —¢) =2n/n=2.

» © mix
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Nous allons construire une variante trés proche de ’exemple proposé par Hubert Lacoin permettant
de répondre a la question suivante : de quelle maniére la géométrie de la chaine influence-t-elle le
comportement de sa distance a 1’équilibre ?
Soit Gy, := (V,, Ey) un graphe fini tel que :

— Vi, ={A0,A1,...,As,} est 'ensemble des sommets de G, et |V,,| = 5n + 1.

Notons A := Ay, B := A3, C := Ay et D := As,.
— E,, est ensemble des arétes de G, et |E,,| = 5n + 2.
— Il y a un chemin de 5n arétes reliant les 5n + 1 sommets.

— Il y a deux arétes supplémentaires : une aréte reliant directement B et C' et une autre aréte

reliant directement C et D.

Soit (X™),en une suite de chaines de Markov dont le n-¢me terme X™ = (X™(t));cg+ est une chaine
de Markov d’espace d’état V;,, de sous-groupe de Markov (P]*);cr+ et de mesure sationnaire .

Voici une illustration du graphe G,, o nous avons indiqué les taux de transition de la chaine X" :

En
A m o« o

\i/ N

3n n n

FI1GURE 2.2 — Le graphe G,, avec les taux de transition de la chaine X™. De A vers D, sur le chemin
rouge, X" saute toujours avec un taux égal & 1 sauf au point B ot X" saute sur Ag,4+1 avec un
taux égale & 1/n et au point C ot X" saute vers Ay, 41 avec taux 1/4. Au point B, X™ peut sauter
avec taux 1 — 1/n directement vers D en empruntant le chemin bleu. Au point C; X™ peut sauter
avec taux 3/4 directement vers D en empruntant le chemin vert.

De D vers A, sur le chemin rouge, X™ saute toujours avec un taux égal a ¢, := 2" sauf au point
D ou X" peut sauter avec taux &/, directement vers B en empruntant le chemin bleu ou sauter avec

taux &, directement vers C' en empruntant le chemin vert.
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Remarque 2.1.1. Prendre €, exponentiellement petit rend les calculs plus commodes. De plus,
avec cette construction, nous avons bien une suite de chaines de Markov continues, irréductibles
mais pas nécessairement réversibles. Nous choisissons alors €], et &, de sorte que pour tout n € N,
X™ soit réversible. Notons (QF)ier+ le générateur infinitésimal de X™. On alors m,QF =0 d’ou

1 1

Ta(B) - = 2 = (D) - (e2)*" et ma(C)- 7 = ma(D) - (€4)"

N

et pour que X" soit réversible, il suffit que

Wn(B)Q;L(B7D) = Wn(D)Q;L(DvB) et ﬂ'n(C)Q?(C’ D) = Wn(D)Q?(Dvo)

soit finalement

e =4n—1)272" et &,=3.2""

Notons (J;);en la suite des temps de saut de X™. J; dépend bien str de n. Afin de ne pas charger
les notations, nous écrirons J* = J;.

Rigoureusement, on a Jy = 0 et pour tout ¢ > 1

Ji=inf{t > J; 1 X(t) # X(Ji21)}

Posons pour tout n > 1

Sii=Ji—Jiy

S; est alors le temps passé par X™ dans l'état X™(J;—1).
Notons Q7 (k) le k—eéme élément diagonal de Q7. En utilisant la définition donnée dans [6, p. 87-88|,

le processus (X" (J;))ien est une chaine de Markov discréte de matrice de transition II telle que

(A, A) = 1y

En

(A, A;) = T Enl{l:k_l} +1 n Enll{l:k_H} VEk & {3n,4n,5n}
(B, A) = 1 ingnﬂ{z::an} + %ﬂ{zzsnﬂ} + 11116/:]1{12571}
(G, 4) = 7 _ingn]l{l:4n—1} + 114_/;]1{1:4%1} + 1?;{;1{1:571}
(D, A) = (Wiﬁ]l{z:m—n + En_iﬁﬂ{z:%} + En_"_iﬁﬂ{l:i’)n}
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De plus, conditionnellement & X™(Jy),..., X™(J;—1), les variables aléatoires Si,...,S; sont iid et
suivent une loi exponentielle respectivement de parameétre Q(X™(Jy)), ..., Q(X™(J;—1)). Dans notre
cas, le temps passé en A suit une loi exponentielle de paramétre 1, le temps passé en D suit une loi
exponentielle de paramétre ¢,, + ¢/, + &, et enfin le temps passé dans un état « différent de A et D
suit une loi exponentielle de paramétre 1 + ¢,,.

Soit (Y")nen la suite de chaines de Markov définie & partir de (X™),en comme dans la section 4.2.

Rappelons alors que la chaine Y™ a pour espace d’état 'espace produit V(n) :=V, x --- X V,.
—_———

Le but du prochain théoréme est de montrer que (X™),cn présente un cutoff mais qu (Y"™)hen
n’est présente pas. (Y™),ecn présente bien sir un pre-cutoff d’apres

La clé de la démonstration, trés inspirée une nouvelle fois de celle d’Hubert Lacoin, est que D,
(respectivement d,,) peut-étre exprimée en fonction de la loi du temps d’atteinte de I'état D :=
(D, ..., D) (respectivement de 1’état D).

—

n
Bien str le choix du chemin pour atteindre D (respectivement D) est trés important. La probabilité

1/n
1122 €

que la chaine X™, une fois arrivée en B, continue sa route le long du chemin rouge est
qui décroit assez rapidement vers 0 quand n tend vers 'infini.

n . _ __(n 1/n kr 1=1/n \n—k et
En revanche P(#{X! empruntant le chemin rouge } = k) = (k)(1+27"2) (1_‘_27”2) = G
Donc, pour n assez grand, la probabilité qu’au moins une des coordonnées X* de la chaine Y, une

fois arrivée en B, continue sa route le long du chemin rouge est e~ > % =1-e1x0,63.
E>1
Ainsi, contrairement & la chaine X", dont la probabilité d’emprunter le chemin rouge entre B et D

est négligeable pour n assez grand, au moins 1'une des coordonnées X de la chaine Y™ empruntera
le chemin rouge entre B et D avec une assez forte probabilité pour n assez grand. Le comportement

de D,, en sera donc fortement affecté ce qui explique I'absence de cutoff pour la suite Y™.

Théoréme 2.1.2. La construction précédente vérifie les propriétés suivantes :

1) La suite neN présente un cutoff en un temps proche de 3n.
;) L ite (X ssent t t he de 3

(i) La suite (Y™)nen ne présente pas de cutoff et

5n(l+0(1)) si ac(0,1—e /)
me(@) =< 4n(1+0(1)) si a€(l—e V41 —et)
3n(l+o(l)) si a€(l—et1)

Remarque 2.1.3. ( est bien vérifiée. En effet, d’apres le théoréme on a

li T:rlncz;(a) <
msup —————

g§2 Va € (0,1)
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2.2 Preuve du théoréme 2.1.3

Avant de démontrer le théoréme[2.1.2] nous allons énoncer quelques propriétés vérifiées par les suites
(X™)nen et (Y™),en puis démontrer un lemme.
La mesure invariante de la chaine de Markov X", m,, charge presque uniquement D et la mesure
invariante de la chaine de Markov Y, u,, charge presque uniquement D.
En effet, puisque 7,Q} =0, on a :
T(4Ai) £ = e "im, (D) si i€{0,...,3n}
(A3 =i, (D) si i€ {3n+1,...,4n}
n(A;) =i, (D) si i€ {4n+1,...,5n}

On a alors
5n—1
m ({A0") = D mu(Ai) = Apma(D) (2.1)
i=0
ol
5n 2n—1 n—1
A, = 4nz el +4 Z el + Zsﬁ, (2.2)
1=2n =n =1

Mais comme 7, est une mesure de probabilité,

T ({Ai}i05") + (D) = 1

donc d’aprés (2.1))

Ap
(D) =1- 17 (2.3
Il s’agit maintenant de montrer que 7 fzn _ 0(2—"2).
En effet,
An L An27nt _gpamntan® gy gesnan® gy gontan® L oon® g

=2
1+ A, 4n2-onP—n? _4n2-2n% 4 4 x 2-3n% _ 4 x 2-n® 4 2-nP-n? 9 9-n? _ 9

d’otu, pour tout 1 > 0 et pour n assez grand

A, 1 2
< — —-n .
1+An_(n+2)2 (2.4)

et finalement, d’apreés (2.3)) et (2.4) , on a

2

(D) =1 - 02 (2.5)
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Enfin, puisque p, = 7&"

» An An
ou k, = nigs o <n1+An)
ou encore
pin(D) =1 = ky + o(kn)

donc d’apreés ([2.4)),

2

fin(P) =1 —0(m27") (2.6)

Enfin, d’aprés la remarque et puisque pour tout £ € P(V,,),E = (EN{D}UEN{D}°), on
a, pour tout ¢t € Rt

dn(t) = max P (mn(EN{D}) = P{"(z, EN{D} + mn(EN{D}°) — P*(x, EN{D}"))

Si EN{D} =@ alors D ¢ E et donc 7,(E) < m, ({4;}"5"). Dot d’aprés (2.4)

d,(t) < 7 ({A;1"~1) — mi in Pz, EN{D}°) <, ({4;,}°"~1) = 02~
(t) < m ({Ai}257) genvriEergy(gn)t(m {D}) <m, ({A:}201) =0(2™™)

Donc nécessairement E N {D} # & et finalement d’apreés ([2.5))

dn(t) = 7o (D) — min PP (z, D) =1 — 0(2™"") — min P"(z, D) (2.7)

eV, €V,

De maniére analogue, on a

D,(t)=1—0n2""")— min Q}(x,D) (2.8)
xeV(n)

Définissons 7, := min{t > 0: X"™(t) = D} et T,, := min{t > 0: Y"(¢) = D}.
P, :=P(:|Xo = z) et Qx :=P(:|Yp = x) sont deux mesures de probabilité sur (X, F).
Lemme 2.2.1. On a les deux propriétés suivantes :

(i) La suite de fonctions (d, —Pa(Tn > -)),cn converge uniformément vers 0.

(ii) La suite de fonctions (Dy, — Qa(Tn > -)), ey converge uniformément vers 0.
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Preuve. Nous allons seulement démontrer (i) car la preuve de (i¢) est analogue.
Calculons dans un premier temps la probabilité que la chaine X™ ne fasse aucun backtrack (dépla-
cement en direction de A) avant d’avoir atteint D.

Par propriété de Markov simple, on a, pour tout € V,, (notons x = A4;,i < 5n)

1 on—i 27712 o —(5bn—1) 2=’ +O(n 2—n? )
PI(XJl :Ah""Xan—i :D): <1+E ) = <1H2n2> —e 142-n2 142-n?

(2.9)
Donc pour n assez grand, la chaine X™ ne fait, P, — p.s, pas de backtrack.
De plus, sachant qu’il n’y a pas de backtrack, Ss,_;1 suit une loi exponentielle de paramétre

En e, +&p, dou

Py (Ssn—iy1 > 6n) = e OnEntentén) (2.10)

Ainsi grace a et , on peut dire que pour n assez grand, partant d’un sommet x € V,,, la
chaine X™ ne se déplace qu’en direction de D tant que D n’a pas été atteint. Une fois D atteint, X"y
reste un temps exponentiellement long. On a donc { X" ne backtrack pas avant d’avoir atteint D} =
{X™ ne backtrack pas avant un temps linéaire en n}.

Autrement dit, pour tout n > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N

P, (7, < t) < Pz, D) + g Vt < 6n (2.11)
et puisqu’on a toujours P}*(z, D) < P, (7, < t) alors
|PI(z, D) — Pylra < t)] < g Yt < 6n (2.12)

Il nous faut maintenant montrer que P (7, <t) = wrrelgl P.(mn, <1t).

Soit X™4 une chaine de Markov de distribution initiale 4 sur V,, et X™? une chaine de Markov
de distribution initiale 6, sur V,, « € {A;,..., B} fixé. Les deux chaines sautent en méme et si
elle se croisent, alors elles restent ensemble pour toujours. X™#4 ne pourra donc jamais dépasser
X% Pour tout t < 67, la loi de X™4(t) est évidemment P/*(A,-) et celle de X™*(t) est bien str
PP(a, ).

Ce couplage permet ainsi de voir facilement que

Pa(r, <t) < Pu(r, < 1) Vz € {4,...,B} (2.13)

Fixons maintenant x € {As,t1, ..., Asn—1}-

Rappelons que, sachant que X ne backtrack pas avant d’avoir atteint D, S, (1 +&,)S2,...,(1 +
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€n)Ssn et (14 &,)S; pour tout ¢ suivent une loi exponentielle de parameétre 1.

Par construction, partant de A et sachant que X™ ne backtrack pas avant avant un temps inférieur
3n+1

a 6n, 7, est minoré par S; + . Sy alors que partant de x et sachant que X™ ne backtrack pas
k=2
2n
avant un temps inférieur & 6n, 7, est majoré par ) .S; et donc
k=1
3n+1 2n
Pa(r, <t) <P <51 + ) S < t> <P (ZS;c < t> < Pu(r, < 1) (2.14)
k=2 k=1
Les expressions (2.13)) et (2.14]) permettent de conclure que P (7, <t) = mi‘}l P, (7, <1).
zeVy
On a en particulier, en utilisant ([2.12))
min PP (2, D) — Pa(r, < t)‘ < Vit < 6n (2.15)
€V, 2

Finalement

[Pa(mn > 1) = dn(t)] =

in P (2, D) — Pa(7, < t)+1— min P*(z, D) — d, (¢
i PP (0,D) < Pa(r, 041 mip P, D) -, (0)

Par inégalité triangulaire puis en utilisant ([2.15) et (2.7]), on a, pour tout n > 0, il existe N’ € N
tel que pour tout n > N’

Pa(rn > t) — dn(t)] < | min PP (z, D) — Pa(ry < t)|+|1 — min PP (z, D) — dn(t)] < 242 =
zEV, zEV, 2 2
(2.16)
Maintenant, si ¢ = 6n, nous savons par construction, que, partant de A et sachant que X™ ne
5n
backtrack pas avant avant un temps inférieur a 6n, 7, est majoré par S; + »_ Sy d’ou, pour tout
k=2
A€ (0,1/6)
5n AS1+ 32 as
Pa(rn >1) <P <51 + Sk > 6n> =P (e = > 0| < Ao (2.17)
k=2
5n
AS1+ >0 ASk . . . . .
ou Y(A) :=1logE | e k=2 et ou la derniére inégalité est obtenue par inégalité de Markov.
Par indépendance des variables Sy, ..., Ss,, on a
1EASI+5§AS’“ log(1 — A) — (50 — 1) log ( 1 A 5nlog(1 — A
k=2 J— _ _ _ [ ~ — _
ogE (e og(1 —A) = (5n — 1) log T3 277 ) we —Omlos(1 =)
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Mais Papplication qui a X associe 5log(1 — A) + 6\ est positive sur (0,1/6) donc

lim 6771(5 log(1—=A)+6X) _ 0
n—oo
et finalement d’apres (2.17)
lim Pa(ry > t) =0 (2.18)

D’aprés (2.7)), on a, pour n assez grand

dn(t) = dp,(6n) = max(1 — P2 (z, D)) — O(2™™")

zeVy,

Mais

1- Pgtn(va) = IP%(Xgn 7é D) = Px(Tn > 6”)

car nous avions dit précédemment que pour n assez grand, la chaine X™ ne pouvait pas avoir atteint
D et avoir quitter D en un temps linéaire en n. Donc si X§, # D, nécessairement D n’a pas été

atteint au temps 6n. Ainsi

max(l — Pg,(z,D)) =1 — minP, (1, <6n) =1—Puy(r, <6n) =Pas(r, > 6n)
zeVy, eV,

car nous avions montré que, si X™ ne backtrack pas avant le temps 6n, P4 (7, <) = minP, (7, <t)

€V
pour tout t < 6n mais le résultat reste évidemment vrai si ¢t = 6n.

Finalement, en utilisant (2.18])

lim d,, (6n) = 0 (2.19)

n—oo

Enfin,grace a 1] et l , on peut conclure que pour tout n > 0, il existe N e N tel que pour
tout n > N

PA<Tn > 6”) < % et dn(Gn) < Z

d’ou, par inégalité triangulaire et décroissance de d,, et de P4(7, > ), pour tout ¢t > 6n

|dp(t) = Pa(tn > t)] < du(t) + Pa(n > t) < dn(6n) + Pa(rn > 6n) < g + Z = g (2.20)
et donc en combinant (2.16) et (2.20)), on a, pour tout 7 > 0 et pour tout n > max(N’, N)
no.,n _ n
|dn(t) =Pa(m > ) < 5 +5 =0 vt eR



ce qui achéve la démonstration.

Preuve du théoréme Nous allons utiliser des notations plus commodes pour certains
événements. Ainsi CR = {X™ empreinte le chemin rouge}, CV = {Arrivé en C, X™ empreinte le
chemin vert} et CB = {Arrivé en B, X™ empreinte le chemin bleu}

Commengcons par ().

Soit s > 0. On a par construction

1 3 -1
Pa(rn > 3ns) =Pa(ry, > 3ns|CR)4— +Pa(r, > 3ns|CV)4— +Pa(r, > 3n5|C’B)L
n n n
Mais puisque Pa(7, > 3ns|CR) < 1 et Pa(7, > 3ns|CV) < 1, il nous faut uniquement savoir
comment P4 (7, > 3ns|C'B) se comporte quand n tend vers Uinfini.

Par construction, nous savons que, conditionnellement aux événements C' B et{ X™ ne backtrack pas

3n+1
avant d’avoir atteint D} et partant de A, 7, = S1 + > Sk.
k=2
Si s < 1, alors pour tout A € (521,0)
3n+1 5n
AS1+ 3" ASk
Pa(1, > 3ns|CB) =P (51 + Z Sk > 3ns> =1-P|e £ s s (2.21)
k=2
Mais par inégalité de Markov et par indépendance des variables S1, ..., S3n4+1
AS+ 32 as ~log(1—X)—: )\
. 1+k§2 k S e)\3ns <e log(1—X)—3n log(l 1+2_n2) A3ns

et —log(1 — A) — 3nlog (1 - #) ~ —(3n+1)log(1 - N).

142" ) 0o

Mais l'application qui & A associe log(1 — A\) 4+ As est positive sur (5;1 , O) donc

lim e—Bn(log(l—>\)+/\s)—log(1_>\) —0
n—oo

et finalement, en passant a la limite dans (2.21)), on obtient

li_>m Pa(ry, > 3ns|CB) =1 (2.22)

Si s > 1, alors pour tout A € (0, *1)

S

3n+1 in
AS1+ > ASk .
Pa(r, > 3ns|CB) =P <Sl + Z Sk > 3ns> =Ple 2" 5 ghans (2.23)
k=2
Mais par inégalité de Markov et par indépendance des variables S1, ..., S3,4+1
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5n
AS1+ >0 ASk —log(1—X)—3n log(lf A )7)\3715
k=2 e 1t2-n

e > e)\3ns S

et —log(l — ) — 3nlog (1— A ) ~ —(3n+1)log(l—A).

142777 ) oo

Mais Papplication qui & A associe log(1l — A\) 4+ As est positive sur (O, 571) donc

S

lim 673n(10g(17)\)+)\s)710g(17)\) =0
n—o00

et finalement, en passant a la limite dans (2.23)), on obtient

lim P(7, > 3ns|CB) =0 (2.24)
n—oo
Ainsi, en utilisant le () du lemme puis les relations (2.22)) et (2.24) on obtient

1 si s<1
lim d,,(3ns) =
n—00 nl ) { 0 si s>1

ce qui prouve que la suite (Xn)neN présente un cutoff vers le temps 3n.
Démontrons maintenant (7).

Soit s > 0. On a par construction

1 3
nlPa(m, > 3ns) =Pa(r, > 3ns|CR)Z +Py(ry > 3ns|CV)Z +Pa(r > 3ns|CB)(n—1) (2.25)

En conditionnant par le fait que X™ ne backtrack pas avant d’avoir atteint D, sachant C'R et
4n—+1
> Sj et sachant CB et
k=2

5n
partant de A, 7, = S1 + >_ Sk, sachant C'V et partant de A4, 7,, = S1 +
k=2
3n+1
partant de A, 7, = S1+ > Sk.
k=2
Donc en procédant exactement comme dans la preuve de (), on a

Sis< g, en prenant cette fois A € (38325,()) de sorte que 5log(l — A) + 3\s > 0, alors

li_>m Pa(r, > 3ns|CR) =1

Sis> g, en prenant cette fois A € (0, 3‘;5) de sorte que 5log(1 — A) + 3As > 0, alors

le Pa(r, > 3ns|CR) =0

3s—
3s

Sis < %, en prenant cette fois A € ( 4,0) de sorte que 4log(1 — A) + 3As > 0, alors
lim P4 (7, > 3ns|CV) =1
n—oo
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3s—4
S

Sis> %, en prenant cette fois A € (0, 3 ) de sorte que 4log(1 — A) + 3As > 0, alors

ILm Pa(r, > 3ns|CV) =0

Si s < 1, en prenant cette fois A € (5_1,0) de sorte que log(1 — A) + As > 0, alors

S

lim P4 (7, > 3ns|CB) =1
n—roo

Si s > 1, en prenant cette fois A\ € (0, S_l) de sorte que log(1 — A) + As > 0, alors

S

lim P4(7, > 3ns|CB)(n—1)=0
n—oo

car une décroissance exponentielle ’emporte sur une croissance linéaire.
Donc en passant a la limite dans (2.25)

oo sios<l
1,3 4
. T+2 si 1<s< 3
lim nP4 (7, > 3ns) =¢ * ‘11 o :’:,) (2.26)
n—00 1 S1 3 <s < 3

o

: 5
s1 §> 3
A présent, si on note 7, ; := min{t > 0 : X*(¢t) = D}, alors 7, ; et 75, ont évidemment la méme loi

et on a

{Tn < 3ns} = ﬂ{Tm < 3ns}

i=1
donc par indépendance des variables aléatoires X;*,i =1,...,n, on a
Qu(Tn >3ns)=1— (1 —Pa(r, > 3ns))" (2.27)

Si s < 1, on a, par concavité de la fonction log

(1 . PA(Tn > an))n _ enlog(l—]P’A(Tn>3ns)) < e—nIP’A(Tn>3ns) —5 0

n—oo
Si s > 1 alors d’apreés le (i) du théoréme , lim P4 (7, > 3ns) = 0 ce qui nous permet d’écrire

n—oo

(1 o ]PA(Tn > 3ns))" — n log(1-Pa (7, >3ns)) _ 6771]P>A(T7L>3n5)+0(1)

Ainsi en utilisant ([2.27) puis le (#4) du lemme on obtient
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1 si s<1
_ l—e bt si 1<s< i
lim D,,(3ns) = i L 4 35
n—00 1—e si 3<s<3g

: 5

0 si §> 3

en donc la suite (Y"),en ne présente pas de cutoff et le théoréme est démontré.

3n 4n 5n

FIGURE 2.3 — Graphe de lim D, (¢). On obtient 2 paliers distincts entre 0 et 1.
n—r oo

Remarque 2.2.2. Notonsl, le nombre d’arétes constituant le chemin rouge et t,, le nombre d’arétes
séparant A du premier point & partir duquel A;, peut-étre atteint sans emprunter le chemin rouge.
Dans notre exemple, 1, = 5n, A;, =D et t, =3n, Ay, = B.

Il est important que 1, = ct,, ¢ > 0. En effet si ce n’était pas le cas, la suite (Y™)pen pourrait
par "malchance"” présenter un cutoff. Si par exemple l, = n® + n, c’est-a-dire que le graphe G, a
n?+n+1 sommets et n?2 4+ n arétes rouges. On ajoute une aréte supplémentaire reliant directement
les points A,z et Apzyy(le dernier point du chemin rouge). On a bien sir t, = n*. G, a donc
n? +n+1 sommets et n? +n + 1 arétes. Alors les suites (X™)nen et (Y™ )nen présente un cutoff

au temps t, = n?.

Remarque 2.2.3. On voit dans la preuve du théoréme a quel point le lemme |2.2.1] est im-
portant. Mais la clé de la preuve de ce lemme est la relation suivante :

;21&11[?90(7'” <t) =Py, <)
A est en fait le point du graphe mazimisant le temps d’atteinte de D.
Posons I, = ain et t, = agn a; > 0 de sorte que la suite (Y™),en ne présente pas de cutoff d’apres
la remarque [2.2.3 Compte tenu de la structure du graphe, A est le point du graphe mazimisant le

temps d’atteinte de A;, (D dans notre exemple) si et seulement si ty, > l,, — t,, c’est-a-dire
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a
gy
az

Dans notre exemple, Z—; = % et dans celui de Lacoin, Z—; = 2.

Si est vérifiée on a en fait pour tout a € (0,1)

.
lim sup iz (@) a

P T a) T a

(2.28)

Ainsi pour toute suite de graphe (Gp)nen ayant la méme structure que précédemment et telle

que soit vérifiée, le théoreme est verifié.

Remarque 2.2.4. Le théoréme[2.1.3 reste vrai pour la distance de séparation. L’idée est de montrer

que pour n assez grand, la différence entre la distance en variation totale et la distance de séparation

est négligeable.

Lemme 2.2.5. Soit M une mesure de probabilité sur (X, F), (E,

Jnen une suite de variables aléa-

toires sur X iid suivant une loi exponentielle de paramétre 1 et P, une variable aléatoire sur X

suivant une loi de Poisson de parameétre a > 0. Alors pour tout entier j > 1

M (zj:Ek < a> =M(Z% = j)
k=1

Preuve. On a par définition

al~le~a

d J
(T =) -

De plus,
d d ak ak
—M(2, — 2 oma L oma
1M Pazd) =30 25 K€ Z
k>j k>j—1 k>j
d’ou
d al~le—a al—le—@
—M(Z, > j) = — = -
aa™ ) (= D! I'()
donc

J
M(ZEk ga> =M(Z, > j)+c
k=1

Mais par convention, & est la fonction nulle sur X, E, > 0M — p.s et j > 1 donc
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ce qui achéve la preuve.

Lemme 2.2.6. Pour n assez grand, pour tout x,y € V, \ {D} et pour tout an < t < fin avec
0<a<3<p,ona

Ptn(],‘7y) Z ﬂ-n(y)

Preuve. Commengons par le cas ot z = A;y. Soit y € V,,\{A, D} fixé. Alorsil existe d € {1,...,5n—
2} tel que y = Agq1 (c'est-a-dire qu’il y a d arétes rouges séparant x et y).

Nous avons

Pl (z,y) > Py (A1) (2.29)

ol {Ad,[O,t]} := {X™ fait exactement d sauts dans l'intervalle de temps [0, ¢] entre = et y }

Py (Agjo,) =Po(Xy, = A2,..., Xy, =yet Jg <t < Jgp1)

Posons M :=P,(-| X, = Aa,..., Xy, = y).

Si d < 3n — 1 alors en utilisant la propriété de Markov simple, on a

1 d
Py (Aajo.) = M(Ja <t < Jata) <1+2n2)

N

Mais rappelons que Y S = Jy et que sous M, les variables aléatoires (1—1—2*”2)51, e (1—|—2’”2)SN
k=1

sont iid et suivent une loi exponentielle de paramétre 1. Ainsi d’aprés le lemme [2.2.5] on a

d!

) d
d d+1 1 + 2—n t 2
M(Jy <t < Jge1) =M <Zs’f <t< Z&) — ueﬂf(wz )
k=1 k=1

et

((1+2—"2)t>d . d
e—t(l+2’") A

d' n—o0o Ee
car an <t < fn et au pire, d dépend linéairement de n et est donc battu par 27" en passant a la
limite.

De plus pour n assez grand
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ﬁe—t > (an)?
d! d!

Si3n —1<d< 4n — 1 alors de la méme fagon, on a

e—,Bn Z e—Bn

d—1
1
Py (Aafoy) =n "M(Jg <t < Jas1) ( )

1+42-n?
et
1 1td t
_ < N "
n M(Jd <t< Jd+1) o n d!e

De plus pour n assez grand

d d
71%67t > n*l (CZL') efﬁn > efﬁnflogn > 6*”(5+1)

Sidn — 1 < d < 5n — 2 alors de la méme fagon, on a

n

d—1
1 1
P (Aapon) = 3, M(Ja ST < Jas) <1+2—nz>

et

1,
~ ——e
n—oo 4n d!

1
—M <t
™ (Jd <t < Jd+1)

De plus pour n assez grand

1t _, 1 (an)?

Sl et Y

4n d! “4n d
donc d’apreés (2.29)), on a, pour n assez grand

e—,@n > e—Bn—log4n > e—n(ﬂ+4)

Pl (z,y) > max (6_5”, eB+D) e—n(ﬁ+4)) — o

Mais nous savons que pour tout y € V,, \ {4, D}, il existe K > 0 tel que

Taly) < K27

Finalement, nous avons montré que pour tout y € V,, \ {4, D}

Ptn(Alay) > 7"'n(y)

Il semble évident que A; peut-étre remplacé par z quelconque différent de A et de D tant que =
appartient au segment [A1, y]. Si ce n’est pas la cas, alors pour x € V,, \ {4, D} fixé nous montrons

de maniére analogue que tout y € V,, \ {4, D}
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Py, ) = mn(2)

et par réversibilité de la chaine X™, on obtient le résultat voulu.

Le cas ou z et y peuvent valoir A est & traiter & part car le temps passé en A suit une loi exponentielle
de paramétre 1 et non pas de paramétre (1 + 2_”2>.

L’idée est la suivante :

Si d est le nombre d’arétes rouges entre A et y, alors Sp, (1 + 2’”2) Soy. ., (1 + 2*"2) Sa+1 suivent

une loi exponentielle de paramétre A et par inégalité de Markov

M(Jy <t < Jgpp) >1—era — epat1(N)

ol

N
¥S1+ 32 vSk
on(7) =logEy [e = -t

et A < 0et N >0 sont a ajuster de sorte que pq(\) et wg41(\) puissent s’écrire respectivement
sous la forme —nf(\) et —ng(\') avec f(A), g(A') > 0, ce qui est possible comme nous l’avons déja
vu & plusieurs reprises (voir la preuve du théoréme m pour un exemple).

Concluons maintenant l'explication de la remarque [2:2.4}

D’aprés le lemme puisque pour tout z, P;*(z,-) et m, sont des mesures de probabilité, on a

nécessairement pour n assez grand et pour tout an <t < fn
Pl'(z,D) < m,(D)
Autrement dit

Pl Pr(x, D
min —t (‘T’y) _ 1 (xa )

yeVn mn(y) 7 (D)

d;(t) =1— min Bi'(@, D)
z€V, (D)
et comme m,(D) =1 — 0(2’”2) alors selon , la différence entre la distance en variation totale
et la distance de séparation est négligeable.
Finalement, nous venons de montrer qu’en ajoutant une aréte allant directement vers D au graphe
d’origine de Lacoin et en choisissant judicieusement le nombre d’arétes du graphe (voir la re-

marque [2.2.3)) et les taux de saut, nous ajoutons un palier supplémentaire entre 0 et 1 au graphe
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de la distance a I’équilibre. On a ainsi exhibé un exemple pour lequel la condition produit n’est pas
suffisante et pour lequel la géométrie du graphe influence beaucoup le comportement de la distance

a l’équilibre. On peut méme se permettre de choisir le nombre de paliers entre 0 et 1 :

_/

tn ln - tn

En considérant le graphe G, ci-dessus, en choisissant bien les taux de saut et en prenant en compte

la remarque la suite (X, )nen présentera un cutoff au temps ¢, tandis que la suite (Y, )nen,

elle, n’en présentera pas. Enfin, D,, aura exactement k paliers entre 0 et 1.
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Partie 3

Quelques résultats positifs a propos

de la condition produit

3.1 Valeurs propres et noyau de transition

Comme nous 'avons dit dans 'introduction, la condition produit fait intervenir les valeurs propres
de la matrice de transition d’une chaine de Markov sur un espace fini. Nous allons donc a présent
nous intéresser aux propriétés spectrales d’un tel opérateur.

Voici d’abord quelques définitions trés importantes :

Définition 3.1.1. Soit X = (X(t))ten une chaine de Markov réversible, irréductible d’espace d’état

Q fini, de matrice de transition P et de mesure invariante w. Soit f € R®. On définit
Ex(f) := Qf(l“)?f(d:tf) et Var(f) := Ex[(f — Ex(f))%]

Soit 1 < p < co0. Pour tout f,g € R®, on définit

(f,9)x :=Ex(fg) et |fllp = E[IfI"])”

(-, ) est un produit scalaire sur R et || - ||, est une norme sur R?.
Posons LP .= {f € R : ||f|l, < oo} et LP :={[f]: f € LP} ou [f] ={g €eR%:g= f7- p.s}
Ainsi défini, (LP,| - ||,) est un espace vectoriel normé et (L%, (-,-)x) est un espace de Hilbert.

Rappelons que P; est opérateur linéaire de LP & valeurs dans LP tel que P, f(z) = > Pi(z,y)f(y)-
ye
Ona P, = P.
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Voyons dans un premier temps comment, grace aux valeurs propres de P, le temps de relaxation
trel apparait naturellement.

Par réversibilité de X, on a immédiatement (P;f, g). = {f, Pig)x pour tout f,g € L? pour tout
entier t > 1. Autrement dit, P, est auto-adjoint et est donc diagonalisable dans une base orthonor-
mée (f17 R flﬂ\) de vecteurs propres, f; € L. Notons Pf; :== \;f; (c’est-a-dire P.f; := Al fi ) et
ordonnons ses valeurs propres (qui sont toutes réelles) ainsi : A\; > Ao > ... > Ajg) > —1. Alors

fi =1, A\ =1 et son sous-espace propre est de dimension 1, d’ou I'inégalité stricte.

12| 12
Soit f € R Alors on a bien stir f = Y. (f, fi)nfi = Ex(f)f1 + > (f, fi)=fi- Donc par linéarité de
i=1 i=2

P, on a

2]

Pof =Ex(f)+ D (], fi)eAlSi

i=2
1l vient immédiatement que ||Pyf — Ex(f)[2 < A2 ||f = Ex(f)l7 = (1 — \)*Varg(f) ou A :=
II_1>842X‘/\7;|. Ay := 1 — X est appelé le trou spectral de X. Finalement en posant t.e := /\i (le fameux

te?nps de relaxation), on obtient

VVare (P f) = | Pof = Ex(f)ll2 < e7*/"</Vary(f)

On savait déja que P.f — E.(f) [B]. Mais ¢, apparait comme le temps & partir duquel la variance

de P, f est majorée par e~ ! fois la variance de f.

Définition 3.1.2. Soit X = (X(t))ten une chaine de Markov irréductible, réversible d’espace d’état
Q et de matrice de transition P. On dira de X qu’elle est lazy, littéralement feignante, si elle peut
rester sur un état x avec une probabilité supérieure a 1/2, pour tout x € Q. Autrement dit, pour
tout © € Q, P(xz,z) > 1/2.

Remarque 3.1.3. Supposons que X est lazy et notons P pour matrice de transition et X\; les

valeurs propres de P, i = 1,...,|Q|. Alors pour tout i = 1,...,|Q|,\; > 0. En effet, puisque la

chaine est lazy, il existe un matrice stochastique P irréductible telle que P = (]5 +1)/2. Donc si

fi est un vecteur propre de P associé S\i, alors ﬁ est un vecteur propre de P associé a la valeur

propre A; = (1 + ;\1)/2 Puisque pour tout 1, |5\,| < 1 alors \; > 0. Ainsi, \ :== Igagc\)q =Xy etle
1 1

trou spectral devient A\, := 1 — Xo. Le temps de relaxation devient alors t,e := SV v

Posons pour tout f € R E(f) :== (I — P)f, )n-

Proposition 3.1.4. Soit X = (X (t))ien une chaine de Markov réversible, irréductible d’espace
d’état ) fini, de matrice de transition P et de mesure invariante w. Notons Ao la plus grande valeur
propre de P différente de 1. Alors
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£(f)

1— X = min &(f)= min —% 3.1
= g ED= R (3.1)

fLlxfrillflla=1 Flxf1:f7#0

De plus
&)
1— )X = — 3.2
? ;relﬁe% Vars(f) (3:2)
Varx (£)7#0

Preuve. Commengons pas . Remarquons que la deuxiéme égalité découle directement de la
premiére. En effet, pour tout f € R®, f := f/||f|l2 est de norme 1 et £ (f) =E(H)/IfI3

En gardant les mémes notations que précédemment, on a (I—P)fa = (1—X2) f2 donc E(f2) = 1—a.
Toujours par définition, fo L f1 et || f]]2 = 1. Ainsi, le minimum est bien atteint.

Soit f € R telle que f L f, et ||f||2 = 1. Rappelons que f; est la fonction constante égale & 1 sur

12|
Q donc f L, fi signifie que E(f) =0, dou f = > (f, fi)xfi- D’apreés le théoréme de Pythagore,
i=2

12|
|l fll2 =1 c’est-a-dire > (f, fi)2 = 1. Nous avons alors
i=2

12 12

E) =D AL f2Ef) = (f f)a(1=X) = 1= X

i=2 =
Terminons par . On a pour toute constance ¢ et pour tout f € RQ, E(f +¢) = E(f). En
particulier, £(f — E.(f)) = £(f). Donc d’aprés (3.1)

l—d= min &) _ g EUE() o EU)

= min
rere |flI3 jere [If —Ex(f)IIF  rer® Varq(f)
FLnf1if#0 FEER (1) Varz (£)#0

Ce qui termine la preuve.

Remarque 3.1.5. Si la chaine est lazy, alors selon la remarque on peut remplacer 1 — Xy
par 1/t dans la proposition|3.1.4. Si la chaine n’est pas lazy, on pourra néanmoins se contenter
de linégalité suivante : pour toute fonction f € R telle que Var,(f) # 0,

1 £(f)

< Y7
tret = Varg(f)

Proposition 3.1.6. Soit X = (X (t))ien une chaine de Markov réversible, irréductible d’espace

(3.3)

d’état ) fini, de matrice de transition P et de mesure invariante w. Notons Ao la plus grande valeur

propre de P différente de 1. Alors

-1
>
L=~ |
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En particulier, si X = (X(t))teN une chaine de Markov réversible, irréductible, lazy d’espace d’état
Q fini, de matrice de transition P et de mesure invariante & alors en notant Ao la plus grande

valeur propre de P différente de 1

1 2] —1
= >
1—(2h—1) 1€2]
c’est-a-dire
- Q] -1
Frel > 2 (3.4)
€2

On pourra consulter [2] Proposition 3.8 p. 80| pour une preuve.

Nous pouvons définir a partir de la mesure de probabilité m une mesure "conditionnelle" : Soit

A C Q fixé. Pour tout E C Q,m4(F) := "(Tr’?gf).

Proposition 3.1.7. (Basu, Hermon et Peres, 2017)

Soit X = (X (t))ten une chaine de Markov réversible, irréductible d’espace d’état Q fini, de matrice
de transition P et de mesure invariante w. Soit A C Q non vide et B := Q\ A. Notons k = |B].
On définit Pz comme la matrice de transition de la sous-chaine de X restreinte o l’ensemble B.

Supposons de plus que cette sous-chaine est irréductible.

(i) Pp a k valeurs propres réelles telles que 1 — % >y >V > 2 2> M

k
(i) Il existe ay,...,ar > 0 vérifiant > a; =1 tels que pour tout t > 0

1=1
k
Pry(Ta>1t) = aiy} (3.5)
i=1
(i4i) Pour toutt >0
A\
P, (Ta > 1) < (1 - m) <e (3.6)
rel

Preuve. Commengons par (7). On peut définir sur R? le produit scalaire (f, g)r, := Y. f(z)g(z)7p(z).
zEB

Pp est auto-adjoint pour ce produit scalaire par réversibilité de la chaine X donc diagonalisable dans
une base orthonormée (gi,...,gx) de vecteurs propres, g; € L. Notons Pgg; := 7;g; et ordonnons
ses valeurs propres (qui sont toutes réelles) ainsi : v1 > 75 > ... > 7%. Comme nous avons dit plus
haut, Ppg est irréductible et a bien-str ses coefficients positifs. Dans ces conditions, le théoréme de
Perron-Frobenius s’applique et nous dit que le rayon spectral de Pg, pp := 1r£1?<xk|’yi|, est une valeur
propre de Pp dont le sous-espace propre est de dimension 1. Ainsi p =1 > 0 et v1 > |vk| > —7k-
Finalement, v; > v > ... > 9 > —m.

On peut montrer, de maniére analogue a la preuve de la proposition 3.1.4] que
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e(f

= min
f=ris1e:rerR\(0} || f113

~—

(f)

I=—m= (3.7)

min
f=f1plp;fER\{0}
I fll2=1

Nous pouvons aussi démontrer (3.7)) en remarquant que 1 — ~; est la plus petite valeur propre de

la matrice I — Pg et en appliquant le théoréme min-max de Courant-Fischer :

. <(IﬁPB)g?g>7rB
1—7v = min max
GeF geG;g#0 <979>7r3

ott F:={G sevde RP : G = Vect(f), f € RF}.

Mais comme pour tout a € R et pour tout f € RZ,

(U-Pp)afiaf).y _ (I-P)fip,f)
(af.af)rp — (flp,flB)x

. E(f)
min Trn2
F=F1s1m:fer2\{0} || f]13

Soit f € R%\ {0} telle que f = f|zlp. En notant E.,(f) := 3. f(x)7p(x) , on obtient par
€N

Zon a

17"}/1:

inégalité de Cauchy-Schwarz :

ETI'B(f)2 = <f‘B7 1>72rB S <f‘Bﬂf‘B>7TB = Eﬂ’B(fz)
D’ou par bilinéarité de (-,-)x, on a Varr(f) = [|f[3 — Ex(f)* = ||} — 7(B)*Exs(f)* = | I3 -
7(B)?E,, (f?). Ainsi
m(B)?
™(B)
Remarquons que {f € R?: f = f|zlp, f € R%\ {0}} C {f € R?: Var,(f) # 0} donc d’aprés la
relation on a

Vary(f) > || f]13 - 1113 = m(A)IF113 (3-8)

: £(f)
min
F=f1p1pifeR?\{0} Varr (f)
Mais d’aprés 1) pour tout f € {f €R®: f = fiplp, f € R?\{0}}, % < m De plus, on
sait que £(f) =5 > (f(z) — f(y))*m(2)P(x,y) > 0 [5, lemme 13.6]. Donc d’aprés 1'

z,yeN

1/trel <

ce qu’on voulait démontrer.
k
Montrons (i¢). Remarquons que si on trouve une telle décomposition, alors nécessairement, > a; =
i=1

k
1. En effet, P, (T4 > 0) = > a; et Pr, (T4 > 0) =1 car mp est la mesure initiale.
i=1
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Pour tout entier ¢, on a Py, (T4 > t) = Y wp(x)Py(Ta > t) = > np(x)P, (T4 > t) car pour tout

e TEB
x € AP, (T4 >t) =0. Donc

Prp(Ta >1t) ZT{'B (Vi <t,X; € B) = Z mp(x)(Pp)(z,y) = Z mg(z)(Pg)ly(z)
reB r,yeB r,yeB
Décomposons (Pg):1, dans la base orthonormée (g1, ..., gx).
k k k
(Pp)ily = _;((PB)Jyagi)ngi = ;@y, (P)igi)rngi = 22719 (y)7B(y)gi

1=
La deuxiéme égalité est vrai car Pp est auto-ajoint pour ce produit scalaire et la troisiéme est vraie

car (Pg)igi = 7{g;. Ainsi

Prp(Ta>1t) = Z Z%gz y)gi(x ZGZ%

z,yeB
owa; = ) mp(x)mp(y)gi(r)g:(y)-
z,yeB
La preuve de (ii7) est immédiate. En effet en utilisant (i7) puis (i) pour majorer les +;, on a

k t
7(A)
Pry(Ta>1) <> a; (1 - ”(A)) < et V>0

i—1 rel
ou la derniére inégalité provient de la concavité du log, ce qui termine la preuve.

Gréace a la relation (3.6, on peut montrer(voir [3, Lemme 3.5]) que pour tout ¢ > 0 et pour tout
A C Q non vide

Pr(Th > t) < w(A%)e " e (3.9)

Définition 3.1.8. (Condition produit)
Soit (X™)nen une suite de chaines de Markov telle que pour tout n le n-éme terme X™ = (X" (t))ten
est une chaine irréductible, réversible, d’espace d’état §2,, fini, de matrice de transition P™ et de

mesure invariante w,. On note t. et t"

~.1 les temps de mélange et de relaxation associés a la chaine

. . o . L.
X"™. On dira que (X™)nen vérifie la condition produit st lim = = oo, ou de maniére équivalente,

n—o00 “rel
51 tn el T O(tmzr)

3.2 Temps d’atteinte de grands ensembles et hit,-cutoff

Définition 3.2.1. Soit X = (X (t))ien une chaine de Markov irréductible d’espace d’état Q, de

semi-groupe de Markov (Py)ien et de mesure invariante .
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Soit A C Q. On note T4 :=1inf{t > 0: X, € A} le temps d’atteinte de ’ensemble A.
Soit a,e € (0,1). Posons py(a,t) := max  P,(Ta >1t) et pa,t) = max pz(a,t).

ACQm(A)>a
Enfin, on définit

hite () ;== min{t > 0: py(a,t) <e} et hity(e) := min{t > 0: pla,t) < e}

Remarque 3.2.2. Grice a la propriété de Markov simple, on a la sous-multiplicativité de hit,
c’est-a-dire que pour tout o, e, € (0,1) hity(e0) < hity(e) + hity (0).

Voici une inégalité pratique reliant la notions ci-dessus avec le temps de mélange.

Proposition 3.2.3. Soit x € Q,« € (0,1) fizés. Alors pour tout € € (0,1), on a

hiti—o((a 4+ ) A1) < tpmia(e)

Preuve. Soit € € (0,1). Posons ¢ := tyix(g). Soit A C Q tel que 7(A) > 1 — a. On a évidemment
p(1 —ayt) < 1. Deplus, Pp(Ty <t) =P,(Fi <t:X;, € A) > P, (X, € A). Mais par définition
de t et de la distance en variation totale, P, (X; € A) —w(A) > —e dou P, (T4 <t) > 1—a —e.
En prenant le max sur 'ensemble des A tel que 7(A) > 1 — « puis le max sur le z dans 2, on a

p(1 — o, t) < a+¢e. Finalement

p(1—a,t) <(a+e)Al
ce qui implique par définition de hit;_o((cv +€) A 1) que hit;_,((a+€) A1) < ¢

Corollaire 3.2.3.1. Soit m > 1 fizé. Pour tout a € (0,1), il existe k € N tel que

hit,, (1 - 3) < ktomn

m
Preuve. En remplacant a par 1 — « et en prenant € = mT_la dans la proposition on a
hite (1 — 2) < tmix (%a). Pour obtenir le résultat voulu, il suffit, par définition du temps de
mélange, de trouver k € N tel que d(ktmix) < mT’loz (ot d est la distance définie la premiére partie).

Mais puisque d(ktmix) < 2Pd(tmix)® < 27F (d’abord d’aprés (1.3) puis par définition de #y), il

suffit de trouver k € N tel que 27% < %_104. Par croissance du log,, on voit qu’il suffit de prendre

= o (75|

Définition 3.2.4. Soit (X™),en une suite de chaines de Markov telle que pour tout n le n-éme

terme X™ = (X"™(t))ten est une chaine irréductible, d’espace d’état 2y, de semi-groupe de Markov

57



(P/)ten et de mesure invariante m,. On dit que (X™),en présente un hity-cutoff si pour tout
e €(0,1/4)

hit (€) — hit" (1 — €) = o (hit" (1/4))

Nous allons maintenant énoncer une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite présente

un hit,-cutoff.

Proposition 3.2.5. (Basu, Hermon et Peres, 2017)
Soit (X™)nen une suite de chaines de Markov telle que pour tout n le n-éme terme X™ = (X" (t))ten
est une chaine irréductible, réversible, lazy d’espace d’état §2, fini, de matrice de transition P™ et
de mesure invariante m, vérifiant la condition produit. Alors les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) 1l existe oo € (0,1) tel que (X™)nen présente un hit,-cutoff.

(ii) Pour tout o € (0,1), (X™)nen présente un hity-cutoff .

De plus il existe ky, ko > 0 tel que pour n assez grand

k™ < hat"(1/4) < kat” Va € (0,1) (3.10)

mix — mix

et si (i) ou (ii) est vérifice, alors

Bit2(1/4) ~ hit})5(1/4) Va € (0,1) (3.11)

voir [3, proposition 3.6 p. 1463-1464].

Continuons avec une comparaison asymptotique :

Proposition 3.2.6. (Basu, Hermon et Peres, 2017)
Soit (X™)nen une suite de chaines de Markov telle que pour tout n le n-éme terme X™ = (X" (¢))ten
est une chaine irréductible, réversible, lazy d’espace d’état 2, fini, de matrice de transition P™ et
de mesure invariante m, vérifiant la condition produit. Alors pour tout e € (0,1/4]
hit’ll/Q(Ss/Z) <tna(e) < hit?/2(€/2) (3.12)
et
ity o (1 — €/2) < th,,(1 —€) < hit} (1 — 2¢) (3.13)

voir [3, proposition 1.8 p. 1452] et pour la preuve, voir [3, p. 1462-1463].

Voici une proposition trés importante que nous allons démontrer :
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Proposition 3.2.7. (Basu, Hermon et Peres, 2017)

Soit (X™)nen une suite de chaines de Markov telle que pour tout n le n-éme terme X™ = (X" (¢))ten
est une chaine irréductible, réversible, lazy d’espace d’état §,, fini, de matrice de transition P™ et
de mesure invariante m,. Supposons que la condition produit ne soit pas vérifiée. Alors pour tout
a < 1/2,(X™)nen ne présente pas de hity-cutoff.

Preuve. Soit m € RT tel que m < 4 et a € (0, m/4]. Commengons par montrer qu’il existe k. € N
tel que hit),(£/2) > k. pour tout € € (0, 1). En effet, supposons que la loi initiale de la chaine X™ est
0z, avec mp(x,) < 1—ca. Posons A := Q\z,. Alors m(A) > aet P, (Th > ko) =Py, (Vi < k., X' =
Tp) = (P”(:vn,xn))ks > 27F< o1 la deuxiéme égalité est obtenue par propriété de Markov simple.
Pour obtenir le résultat voulu, il suffit que 27% > /2. Par croissance du log,, on peut choisir
k. = ||logy(e)|]. Ainsi, p(a, k.) = max max P, (T% > k.) > 275 > /2, exactement ce
= [og @)l Ainsi, plavk) = | max  max Py, (T} > ko) 2 274 = o/
que nous voulions.

Enfin, d’apreés le corollaire , hit), (1 — %) < Hlog2 (mfla) H "

m mix*

Finalement, pour tout 0 < ¢ < a/m

hit? (<) L logs(e)1)
hit? (1 — €) = Mog, (2=La)[] ¢ (3.14)

mix

n
mix

Nous pouvons supposer ici que 7. ne tend pas vers 'infini quand n tend vers Uinfini. En effet,

si ¢, tendait vers Uinfini, (3.14) n’aurait aucun intérét. En faisant tendre € vers 0 dans (3.14)),
la quantité de droite tend vers l'infini et ainsi (X™),ecn ne présente pas de hit,-cutoff pour tout
a<m/4.

. . ope . , PR . e
Supposons maintenant que lim ¢7; = oco. La condition produit n’étant pas vérifiée, on a lim 5t
n—oo nN— o0 “mix

e(n)

oo donc il existe une sous-suite ( jj(ln>> extraite de (
neN
)

n
trel

T

mix

@(n)
)neN telle que Z;f(‘m < C,C > 0.

mix mix

On a donc lim tfc(ln = oo. La chaine X" étant réversible, P" est diagonalisable dans une base
n—oo

orthonormée de vecteurs propres. Notons Ay la plus valeur propre de P" différente de 1 et P, f3 =
@ (n)

ey
Abfe, f3 e R\ {0}. On alors que (/\5(”))

Pour éviter de trop charger les notations, nous n’écrirons plus la dépendance en n.

= (1 - 1/tfe(ln)>tﬁ(iX) > e~ ¢ pour n assez grand.
Posons A :={y € Q: fo(y) < 0}. Supposons dans un premier temps que 7(A) > «. Soit x € Q tel
que fa(x) = gleaé(fg(y) =: L. Puisque Ay < 1 et que E;(f2) = E;(Pf2) = AE,(f2) alors E.(f2) = 0.
De plus L > E(f2) donc L > 0.

Supposons que Xg = z. Fj = 0(X;,j < k). On définit Ny := )\Q_kf(Xk) et My = Nynr,. Alors
(Ni)ken et (Mg)gen sont des (Fy)ren-martingales. En effet :

Ny, est bien stir Fj-mesurable et intégrable. Notons que P fao(X%) := E(f(X1)|Xk) = E(f(Xk+1)|Fk)

par propriété de Markov simple.
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On a E(Nps1|Fk) = A" 'E(f(Xeq1)|Fr) = A ¥ Pfa(Xe) = A" f2(Xk) = N Enfin, (Mj)en
est une martingale arrétée définie a partir de (Nj)ren, donc est une (Fy)gen-martingale.
Maintenant, puisque Mylir,<x} = N1y Lir,<ky < 0 car A2 > 0 et par définition de A et puisque
Mk]l{TA>k} = Nk]l{TA>k} < )\Q_kL car Ay > 0 par définition de L, on a My < )\Q_kL]l{TA>k}
(bien que non nécessaire, nous conservons Ly, car nous cherchons a minorer P, (T4 > k)).
De plus, comme (Mjy)ren est une martingale, E, (M) = E,(My) = E.(No) = f2(z) = L. Donc
L< )\Q_kLlP’x (T4 > k) pour tout k. Puisque L > 0 alors pour tout a > 0, on obtient :

P, (Ta > atmix) > Mg > e79¢ (3.15)

On cherche maintenant a. > 0 tel que pour tout € € (0,1), hit,(e/2) > actmix. Pour cela, il suffit
que p(a, actmix) > €/2. Mais par définition, p(a, actmix) > Py (Ta > actmix). Done d’aprés , il
suffit que =% <. a. = C~!|loge| convient.

On suppose a présent que 7(A) < a. Alors 7(4A°) > 1 —a et A° = {y € Q: —fa(y) < 0}.
Mais puisque P(—f2) = A2(—f2) alors la démonstration précédente est toujours valable, il suffit de
remplacer A par A¢ et fy par —fy. Seule la conclusion change : on obtient pour tout € € (0,1),
hit1_(g/2) > aetmix. Puisque nous voulions plutdt minorer hit, (e/2), il suffit de choisir « tel que
hit, (£/2) > hit;_(c/2) c’est-a-dire tel que 1 — @ > a donc o > 1/2 (et donc m = 2).

On obtient ainsi quelque chose de plus satisfaisant : Pour tout 0 < & < a/2, en utilisant de nouveau

le corollaire [3.2:31]

hit,, (8) > | 10g(8) |tmix _ | 10g(8)|
(i =) > O o (3) fm. ~ 0 [log; (5]

En faisant tendre € vers 0 dans (3.16]), la quantité de droite tend vers l'infini et ainsi, pour tout

(3.16)

a < 1/2, la suite (X™),en ne présente pas de hit,-cutoff.
Nous sommes maintenant préts & démontrer un théoréme affirmant que pour certaines suites de
chaines de Markov, la condition produit est "presque" suffisante pour que ces suites présentent un

cutoff.

Théoréme 3.2.8. (Basu, Hermon et Peres, 2017)
Soit (X™)nen une suite de chaines de Markov telle que pour tout n le n-éme terme X™ = (X" (t))ten
est une chaine irréductible, réversible, lazy d’espace d’état 2, fini, de matrice de transition P™ et

de mesure invariante m,. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (X™)nen présente un cutoff.
(i) Il existe o € (0,1/2] tel que (X™)nen présente un hit,-cutoff.

(14i) Pour tout a € (1/2,1), (X™)nen présente un hity-cutoff et la condition produit est vérifiée.
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La condition "presque" suffisante dont nous parlions est I'implication (iii) = (4).
Preuve. L’équivalence entre (ii) et (iii) est quasiment immédiate.
Supposons (7). Il existe donc o € (0,1/2] tel que (X™),en présente un hit,-cutoff. En prenant la
contraposée de la proposition [3.2.7 on obtient que la condition produit est vérifice. Cela implique
donc, d’aprés la proposition que pour tout a € (0,1), (X™)nen présente un hit,-cutoff, ce qui
est vrai en particulier pour tout « € (1/2,1), c’est-a-dire ().
Supposons (ii7). La condition produit est donc vérifiée et pour tout a € (1/2,1), (X™),en présente
un hit,-cutoff. Donc d’aprés la proposition ceci est vrai pour tout « € (0,1). En particulier,
il existe a € (0,1/2] tel que (X™),en présente un hit,-cutoff, c’est-a-dire (ii).
Montrons maintenant que (7) et (i7) sont équivalentes.
Supposons (7). Alors (X™),en présente un cutoff et donc la condition produit est vérifiée (puisque
nous avions dit dans l'introduction que la condition produit est nécessaire pour avoir un cutofl).
Montrons que (X™)nen présente un hity /o-cutoff. Pour tout € € (0,1/4), on a

hity/5(2e) — hit} /5 (1 — 2¢) < hit})5(3e/2) — hit}/5 (1 — 2¢) < t1.(e) — thi(1 — )
otl la derniére inégalité est obtenue en soustrayant a (3.12). Mais puisque (X™),en présente
un cutoff et que 7, (1—¢) < ¢7; . on obtient que ¢7; () —tr, (1—€) = o(t,, ). Enfin d’apres (3.10),
il existe k1 > 0 tel que kit},;, < hity(1/4). Finalement, hit}/,(2¢) — hit} /(1 — 2¢) = o(hit, (1/4))
pour tout £ € (0,1/4) d’ou le hit; /o-cutoff. Enfin, la proposition permet de conclure qu’il y a
hit,-cutoff pour tout « € (0,1), donc pour un certain a € (0,1/2] c’est-a-dire (ii).
Supposons (7). Alors il existe o € (0,1/2] tel que la suite (X, )nen présente un hit,-cutoff. En
prenant la contraposée de la proposition [3.2.7] on obtient que la condition produit est vérifiée.
Donc (X, )nen présente un hit, jo-cutoff d’aprés la proposition En divisant par ,
on a, pour tout ¢ € (0,1/4]

n. hit? 5 (/2
R RE P
thix(1—¢) 7 hit}/y(1 —&/2) neo

car (X;)nen présente un hit) jo-cutoff et que hit},,(1/4) < hit}/,(e/2).
Donc pour tout € € (0,1/4],

Pour € € (1/4,1), on a

1< tmix(‘g) < tmlx(1/4)
T (1 —8) T (1= 1/4)

On conclut ainsi que la suite (X, )nen présente un cutoff, c’est-a-dire (7).
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3.3 Un exemple de suite de chaines Markov pour laquelle la

condition produit est suffisante pour obtenir le cutoff

Pour conclure ce rapport, nous allons énoncer puis démontrer un théoréme affirmant que la condition
produit est parfois suffisante pour qu’une suite de chaines de Markov présente le phénoméne de

cutoff.

Théoréme 3.3.1. Soit (X")nen une suite de chaines de Markov telle que pour tout n le n-éme
terme X™ = (X" (t))ten est une chaine réversible, lazy, d’espace d’état V,, sur un arbre fini T, =
(Va, En) avec |V,| > 3. Notons P™ la matrice de transition de X" et m, sa mesure invariante. Si

la condition produit est vérifiée pour (X™)nen alors cette suite présente le phénomene de cutoff.
On peut affiné le théoréme précédent :

Théoréme 3.3.2. (Basu, Hermon et Peres, 2017)
Soit X = (X(t))ten une chaine de Markov réversible, lazy d’espace d’état V' sur un arbre fini
T = (V,E) avec |V| > 3. Notons P sa matrice de transition et m sa mesure invariante. Alors pour

tout € € (0,1/4]

tmzw(e) - tmzz(l - 5) S 35 5_1treltmiz

En particulier, si (X™)nen est une suite de chaines de Markov telle que pour tout n le n-éme terme
X™ = (X"(t))1en est une chaine réversible, lazy, d’espace d’état Vi, sur un arbre fini T,, = (V,,, E,)
et que la condition produit est vérifiée, alors cette suite présente un cutoff avec une fénétre de cutoff
égale o /7 7.

Ainsi le théoréme [3.3.2] implique le théoréme [3.3.1] et nous donne une précision intéressante : la
fenétre de cutoff. Nous ne démontrons néanmoins pas ce théoréme dont la preuve se trouve dans
[3, p. 1473-1474].

Commengons par quelques définitions : Soit T := (V, E) un arbre fini. V est 'ensemble des sommets
de cette arbre et E est 'ensemble des arétes de T'. Soit X = (X (t))ten une chaine de Markov lazy
d’espace d’état V' sur T'. Notons P sa matrice de transition. On a alors P(z,y) > 0 si et seulement
si {z,y} € E (c’est-a-dire x et y reliés par une aréte) ou z = y (et dans ce cas P(z,y) > 1/2). X
est irréductible et notons 7 sa mesure invariante. Gréace a la structure d’arbre, X est réversible.
En effet, puisqu'un arbre est un graphe connexe n’ayant aucun cycle, le critére de Kolmogorov

s’applique.

Définition 3.3.3. Soit v € V. Notons € (T,v) l’ensemble des composantes connexes de T \ {v}. v
est un sommet central (littéralement central-vertex) de T si pour tout C € €(T,v), m(C) < 1/2.
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Al AS

FIGURE 3.1 — Exemple d'un arbre T = FIGURE 3.2 — Composantes connexes de T \
(V,E),veV. {v}.

Les figures et illustre la définition ci-dessus : les arbres A; = (V;, E;),i = 1,2,3 sont les
composantes connexes de Parbre T \ {v}. On suppose que v est un sommet central de T donc
3

‘L_JlVi =V\{v}etVinV; =0,i#j,i,j=1,2,3. De plus pour tout i € {1,2,3},7(V;) < 1/2.

Remarque 3.3.4. I existe toujours un sommet central mais il y en a au plus 2.
Nous allons énoncer un lemme avant de démontrer le théoréme. On fixe un sommet central ¢ de T.
Notons T le temps d’atteinte de ¢. Posons enfin pour tout € € (0, 1)

Te(e) = min{t : Py (T, > t) <eVx e V}

Lemme 3.3.5. Pour tout 0 < § < e <1, il existe un entier s > 0 tel que

Te(€) < hity2(e) < Te(e —0) + s

Preuve. Commengons par 'inégalité de gauche. Fixons € € (0, 1). Soit € V quelconque. Notons
C, la composante connexe de T'\ {c}. Par définition de v, 7(C;) < 1/2. Ainsi A, := V \ Cy est
tel que m(Ay;) > 1/2. Soit ¢ tel que p(1/2,t) < e c’est-a-dire tel que P, (T4 > t) < & pour tout
A C V vérifiant 7(A) > 1/2. En particulier, P, (T4, > t) < e. Cependant, par définition du sommet
central ¢, en partant de x, nous sommes forcés de passer par ¢ pour atteindre A, et ce qui donne

P.(T. >t) <P,(T4, >t) <e. Finalement nous venons de montrer que pour tout ¢ € (0, 1)

{t:p(1/2,8) < e} C {t:Po(T, > t) <eVa e V}

ce qui donne le résultat voulu par définition de 7.(g) et hity .
Démontrons & présent 'inégalité de droite. 11 suffit de trouver s > 0 tel que p(1/2,7.(¢) + s) < €.
Soit A C V tel que w(A) > 1/2 fixé et x € V. Remarquons que pour tout t,u > 0,P, (T4 > t+u) <
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Po(T. >t) + Po(Ty > u). Eneffet, Po.(Ta >t +u) =P (Ta >t +u,Te >t) + Pp(Ta >t +u, T, <
1) <Pu(Te >t)+Pp(Ta >t+u,T. <t). Siz € A, lerésultat est immeédiat. Si x ¢ A alors puisque
m(A) > 1/2 et m(C;) < 1/2 ce qui implique que A ne peut-étre contenu dans C,,\{z} ainsi partant de
x, par définition du sommet central ¢, il est indispensable de passer par ¢ avant d’atteindre A. Donc
par propriété de Markov forte appliquée au temps d’arrét T,, P, (T4 >t + u, T, < t) < P.(Ta > u)

ce qui prouve la remarque. En particulier, par définition de 7.(¢ — §), on a pour tout u > 0

Po(Th >7(e—0)+u) <P (T >7e(e—06)) + Po(Ta >u) <e—§+P(Ta > u)

On voit donc qu’il suffit de trouver s > 0 tel que P.(T4 > u) < 6. si ¢ € A alors le résultat est
immeédiat. Supposons donc ¢ € A. Par définition du sommet central ¢, il facile de voir que 1’on peut
trouver 17 et Ty tels que T\ {c} = T4 UT5 et Ty et Ty sont chacun 'union de certaines composantes
connexes de T\ {c} avec n(1T1),n(T2) < 2/3 et w(1T3 N A) > 0. Ainsi en posant A; := AN T,
on peut supposer que 7(A;) > 1/4 (quitte a partitionner d’une autre fagon). Posons également
B :=T,U{c}. Puisque Ay C Aet ¢ ¢ A, on a bien-str P.(T4 > u) < P.(T4, > u) pour tout u > 0.
Toujours par définition du sommet central ¢, partant de n’importe quel point b € B, nous sommes
contraint de passer par ¢ pour atteindre A;. Donc pour tout u > 0
Po(Ta, > u) < Py, (Ta, > u) = w(B) ' Pu(Ta, > u) < l;zgh)e‘“’fli)

ou la derniére inégalité est obtenue grace a .

On a donc

3/4
e tre
m(B)

Puisque 1 — w(c) < 7(Te) + 2/3 et n(B) = =(T3) + w(c), on a w(B) > 1/3. Ainsi en posant
5 1= [4tre1 |log (5%)H, onaP.(Ty >s) <P.T4, > s) <. Finalement, nous avons trouvé s > 0
tel que pour tout z € V' et pour tout A C V tel que m(A) > 1/2, Pp(Ta > 7c(e — ) +s) < 0 ce qui

IP)C(TAl > u) <

signifie, en maximisant sur les ensembles A C tel que m(A) > 1/2 puis sur les € V' que pour tout
0<d<e<1,p(1/2,7.(¢ —J) +s) < e ce qui donne le résultat voulu par définition de hity 5 (e).

Voici un dernier lemme avant de démontrer le théoréme :

Lemme 3.3.6. Soit x € V et e € (0,1/4]. Posons t, := E,(T.). Si on p := max t, et ke ==
T€

VAe  ptrer alors Te(€) — To(1 — €) < 26 < 32vVe Mt el

Pour la preuve, voir [3, p. 1473].

Preuve du théoréme Notons ¢,, le sommet central de I'arbre T, pour tout entier n.
Montrons que la suite (X™),en présente un hity o-cutoff. Pour cela, fixons ¢ € (0,1/4]. Puisque
0<e/2<e<1—e<1alors grace au lemme [3.3.5] (avec § = £/2) on peut écrire
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hit])5(e) < e (£/2) + 50 (3.17)

et

hit?/z(l —e)>1.,(1—¢)>71, (1 —¢/2) (3.18)

En soustrayant (3.18]) a (3.17) puis en appliquant le lemme [3.3.6) on obtient

hit} /5 (e) — hity)o(1 —¢) < 7, (e/2) — 7, (1 — €/2) + sn < 324/(2/€)tmixtrel + 5

c’est-a-dire
2
log (95) H (3.19)

Mais puisque (425?61 ’10g (%)H < 4 ’10g (%Eﬂ + 1 et selon 1) tn, > 2|‘|/“/—|1 > 4/3 > 1 car
|[V| > 3, alors en divisant par ¢}, dans

mix

hit} o (e) — it} o (1 — ) < 324/(2/e)tm, 47, + {415;;1

mix “rel

hit?,, () — hit" (1 — ¢ tn tn 2
BBy (2 (2] 1)

car (X, )nen vérifie la condition produit.

Nous avons finalement montré que pour tout e € (0, 1/4]; hit}/5(e) — hit7)5(1 — €) = o(t};). Mais
d’aprés la proposition il existe k1 > 0 tel que pour n assez grand, ki7", < hit](1/4). Donc
e € (0,1/4], hit}/5(e) — hit}/5(1 — ) = o(hit,(1/4)). Autrement dit, (X,)nen présente un hity) -
cutoff, ce qui implique que la suite (X, ) en présente le phénomeéne de cutoff d’aprés le théoréme

(en utilisant I'implication (i) = (4)).

Remarque 3.3.7. La structure d’arbre sur laquelle est définie la suite (X, )nen joue un role es-
sentiel dans la preuve de ce théoréme, en particulier pour obtenir la relation . En effet cette

derniére n’a aucune raison d’étre vérifiée pour des suites de chaines de Markov quelconques.
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