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Curriculum Vitae

Adresse personnelle :

Téléphone :
Date de naissance :

Situation de famille :

Fonction :

Adresse :

Nationalité :

Patrick HILD

225, chemin de Beauvoir, 73290 La Motte Servolex
04 79 26 13 22

23/02/1971

Marié

Maitre de Conférences a 1I’Université de Savoie
Laboratoire de Mathématiques, UMR CNRS 5127,
Université de Savoie, 73376 Le Bourget du Lac.
Tél: 04 79 75 87 65 Fax: 0479 75 81 42

E-mail : hild@univ-savoie.fr

Francaise

Cursus

19982001 : Maitre de Conférences a 1I’Université de Savoie.

1997-1998 : Allocataire MESR et Moniteur & I’Université Paul Sabatier de Toulouse

(Univ. Toulouse 3). These de Mathématiques Appliquées soutenue a I’Université

Paul Sabatier le 8 janvier 1998.

1996-1997 : Service National (12 mois). Scientifique du contingent au Laboratoire

de Mécanique et Technologie a 'ENS Cachan.

1994-1996 : Allocataire MESR et Moniteur & ’Université Paul Sabatier.

1993-1994 : DEA de Mathématiques Appliquées a I'’Université Paul Sabatier.

Activités d’enseignement

1998-2001

(00/01 : 112h en premier cycle, 60h en second cycle, 60h en troisieme cycle)
(99/00 : 72h en premier cycle, 60h en second cycle, 77h en troisieme cycle)
(98/99 : 72h en premier cycle, 65h en second cycle, 62h en troisieme cycle)

— DESS d’Ingénierie Mathématique a I’Université de Savoie.

x Cours et travaux pratiques sur le code de calcul par éléments finis CASTEM.

* Travaux dirigés d’optimisation.

— Maitrise de Mathématiques a I’Université de Savoie.

x Cours et travaux dirigés de discrétisation des équations aux dérivées par-

tielles.

x Travaux dirigés de calcul différentiel et optimisation.



— Ecole Supérieure d’Ingénieurs de Chambéry (ESIGEC).
* Travaux dirigés de mathématiques (Analyse) en premiere année.
— DEUG a I'Université de Savoie.

* Travaux dirigés de mathématiques (Analyse et Algebre) en deuxieme année.
* Travaux dirigés de mathématiques (Analyse et Algebre) en premiére année.

1997-1998 : Travaux dirigés de mathématiques (Analyse et Algebre) en premiere
année de DEUG dans le cadre du monitorat a 1'Université Paul Sabatier (64h).

1996-1997 : Travaux dirigés de mathématiques (Analyse fonctionnelle) en licence
de mécanique a I’Université Paris 6 / ENS Cachan (20h).

1994-1996 : Travaux dirigés de mathématiques (Analyse et Algebre) en premiere
année de DEUG dans le cadre du monitorat a I'Université Paul Sabatier (64h/an).

Encadrement d’étudiants de 2°™°¢ et 3°™° cycle

Co-encadrement avec I. Ionescu d'un étudiant en these (financé par une allocation
de recherche) étudiant la stabilité et la non-unicité de problemes de contact et de
frottement a partir de septembre 2001.

Encadrement du projet de trois étudiants du DESS d’Ingénierie Mathématique pen-
dant la période allant de fin janvier a fin mars 2001.

Encadrement du projet de quatre étudiants du DESS d’Ingénierie Mathématique
pendant la période allant de fin janvier a fin mars 2000.

Encadrement du projet de trois étudiants du DESS d’Ingénierie Mathématique pen-
dant la période allant de fin janvier a fin mars 1999.

Encadrement du projet d’une étudiante de Maitrise de Mathématiques de I’'Université
de Savoie pendant le second semestre de I"année 98/99.

Domaines de recherche

Méthodes par éléments finis pour les problemes de contact avec ou sans frotte-
ment : méthodes primales, méthodes mixtes, méthodes non conformes, méthodes
avec joints.

Estimateurs d’erreur et optimisation des calculs pour les problemes de contact avec
ou sans frottement.

Problemes d’existence, d'unicité et de non-unicité pour le modele de contact avec
frottement de Coulomb.

Méthodes de joints pour le fluide de Bingham et étude du fluide de Bingham non
homogene.



Diffusion de la recherche

15 articles parus ou acceptés dans des revues avec comité de lecture.
2 articles soumis dans des revues avec comité de lecture.

9 publications dans des actes de congres avec comité de lecture.

8 communications orales a des congres.

7 communications orales a des journées thématiques.

11 communications orales a des séminaires de laboratoires (ou groupes de travail)
extérieurs.

Activités administratives

Responsable du DESS d’Ingénierie Mathématique de I’Université de Savoie depuis
septembre 2001 (promotion de 31 étudiants en 2001/2002).

Réalisations diverses

BQR a I'Université de Savoie : “Modélisation numérique du contact 3D” en 1999.

Organisation du colloque “Instabilité du Frottement” a I'Université de Savoie, 27-29
septembre 1999 (20 conférences d’une heure + session posters) avec R. Hassani et
L. Tonescu.

Organisation du Séminaire Junior du Laboratoire MIP a 1’Université Toulouse 3
(hebdomadaire) avec M. Fournié et S. Genieys, 1995-1996.

Connaissances linguistiques

Allemand : lu, écrit et parlé couramment.
Anglais : lu, écrit et parlé.

Espagnol : scolaire.
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Synthese des activités d’enseignement,
administratives et de recherche.

1 Activités d’enseignement

1.1 Université de Savoie (1998-2001)
1.1.1 DESS d’Ingénierie Mathématique

L’enseignement et I'implication dans le DESS d’Ingénierie Mathématique constitue une
de mes activités prépondérantes : 62h équivalent TD (eq. TD) en 98/99, 77h eq. TD en
99/00, 60h eq. TD en 00/01.

Les enseignements que je dispense dans cette filiere sont :

e (1998-2001) Travaux dirigés d’optimisation. Dans le cadre du module d’optimisation,
les étudiants effectuent en plus des travaux dirigés deux travaux pratiques d’une
durée de un mois chacun. Ce travaux visent a mettre en ceuvre numériquement les
algorithmes d’optimisation et les méthodes par éléments finis pour un probleme issu
de la mécanique des solides et de la mécanique des fluides. Ces TP sont présentés
par les étudiants lors d’une soutenance orale de 10mn.

e (1998-2001) Cours et travaux pratiques sur un code de calcul par éléments finis.
Il s’agit de familiariser les étudiants avec le code de calcul industriel CASTEM
2000 du CEA que j’avais fait installer a I’Université de Savoie a ’automne 1998.
Apres un cours bref destiné a acquérir les notions indispensables pour démarrer la
programmation sur un code de calcul, les étudiants effectuent des travaux pratiques
de difficulté croissante. Il est a noter que la combinaison des TP d’optimisation
et des TP de code de calcul est tres instructive pour les étudiants. Le fait d’avoir
programmé de bout en bout leur simulation par éléments finis dans le premier cas
leur donne plus de recul et de sens critique lorsqu’ils interpretent les résultats fournis
par le code de calcul industriel.

e (1998-2001) Encadrement et responsable d’étudiants dans le cadre de leur projet
a I’Université de Savoie pendant la période allant de fin janvier a fin mars. Les
projets sont choisis par les étudiants a qui je propose des sujets de calcul scientifique
comprenant la lecture d’une ou de plusieurs références (généralement des articles).
Cette étude est toujours suivie d’une partie appliquée passant par un travail de
programmation le plus souvent effectué avec le code CASTEM 2000. Ce travail
est présenté lors d’'une soutenance orale de 30mn. Les projets que j’ai proposé et
encadré ces trois dernieres années sont:

— R. Collado (98/99) : méthodes d’éléments finis non conformes pour les fluides
de Bingham.

— A. Defunti (98/99) : approche numérique de I'optimisation topologique.
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— H. Razafimahatratra (98/99) : modélisation mathématique et numérique du
contact unilatéral avec frottement de Coulomb.

— N. Galley (99/00) : estimations d’erreur a posteriori en élasticité.

— A.-S. Noe (99/00) : optimisation topologique (dans la continuité du projet de
A. Defunti).

— C. Moreau (99/00) : maillages éléments finis incompatibles en élasticité.

— V. Queguiner (99/00) : contact unilatéral et frottement de Coulomb (dans la
continuité du projet de H. Razafimahatratra).

— T. Kamagne (00/01) : modélisation et simulation de problemes de plaques.

— T. Roche (00/01) : optimisation topologique pour les problemes de plaques et
de coques.

— B. Trinquier (00/01): déformation thermo-élastique d'un cube.

Début avril, les étudiants partent effectuer leur stage en entreprise pour une durée
de 4 a 5 mois. Il a été décidé récemment d’apporter un suivi régulier a plusieurs
de ces stages afin d’aider les étudiants lorsque leur sujet est dans notre domaine de
compétences mais aussi afin de nouer des liens avec les entreprises. Pour ma part,
j'encadre deux étudiants cette année : G. Miguet effectue un stage intitulé “étude
des parametres s’exercant dans I’évolution d’une fracture tibiale traitée par un clou
centro médullaire” en lien avec 'hopital de Moutiers et S. Cohade est en stage chez
Michelin a Clermont-Ferrand ou il s’occupe de 'amélioration de la modélisation du
contact dans un code de calcul éléments finis.

1.1.2 Maitrise d’Ingénierie Mathématique et Maitrise de Mathématiques Pures

L’enseignement que je dispense en Maitrise de Mathématiques (entre 60h et 65h eq.
TD par an) correspond a deux branches appliquées des mathématiques : les méthodes
d’approximation des équations (discrétisation) et les méthodes de résolution des équations
approchées (optimisation et algorithmique).

e (1998-2001) Travaux dirigés de discrétisation des équations aux dérivées partielles.
On étudie du point de vue théorique les deux méthodes d’approximation des équations
les plus répandues : méthodes de différences finies et méthodes par éléments finis.
Le TD est complété par deux travaux pratiques (un pour chaque méthode) que les
étudiants effectuent sur une durée de 6 semaines environ pour chaque TP.

e (1999-2001) Travaux dirigés d’optimisation. On présente les techniques de base de
I'optimisation qui seront approfondies et appliquées sur machine pour les étudiants
désireux de poursuivre en DESS. Le TD est complété par un devoir a la maison.

e (1998-1999) Encadrement du projet de L. Verjus ayant pour titre “Problemes de
proximité de matrices”.
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1.1.3 DEUG STPI

1.2

1.3

1.4

(1998-2001) Travaux dirigés de mathématiques (Analyse et Algebre) en seconde
année. J'effectue les TD de mathématiques pendant toute la seconde année de
DEUG STPI (sciences et technologies pour 'ingénieur) a un groupe de TD unique
(72h). Dans cette activité, une de mes priorités consiste a faire progresser les
étudiants en ayant le souci de présenter les mathématiques de manieére aussi concrete
que possible tout en préservant la rigueur.

(2000-2001) 11 s’agit d'un TD de premiere année de DEUG STPI ayant lieu au
second semestre et correspondant a 20h. Le TD est effectué dans le méme esprit
que pour les étudiants de seconde année.

ESIGEC (1998-1999)

Travaux dirigés de mathématiques (Analyse) en premiére année d’Ecole Supérieure
d’'Ingénieurs de Chambéry. (20h)

Université Paul Sabatier / Toulouse 3, (1994—-1996) et (1997—
1998)

Travaux dirigés de mathématiques (Analyse et Algebre) en premiere année de DEUG
dans le cadre du monitorat a 'Université Paul Sabatier (64h/an).

Ecole Normale Supérieure de Cachan et Université Pierre
et Marie Curie/ Paris 6, (1996-1997)

Travaux dirigés de mathématiques (Analyse fonctionnelle) en licence de mécanique
a I’Université Paris 6 / ENS Cachan. (20h)

Activités administratives

Responsable du DESS d’Ingénierie Mathématique de I’Université de Savoie depuis
septembre 2001 (promotion de 31 étudiants en 2001/2002).

Membre élu du conseil du Laboratoire de Mathématiques.

Obtention d’'un BQR a I’Université de Savoie : “Modélisation numérique du contact
3D” en 1999. Financement obtenu : 50KF.

13



3 Activités de recherche

Le sujet général de mes recherches est 'analyse mathématique et la simulation numérique
en mécanique des solides. Je m’intéresse plus particulierement aux problemes de contact
et de frottement entre solides. Avant de présenter mes activités de recherche apres la
these de doctorat, je rappelle ci-apres les principaux résultats obtenus dans ma theése [Th]
intitulée “Problemes de contact unilatéral et maillages éléments finis incompatibles”.

Notations.

Mes publications sont signalées comme suit :

e [la] — [15a] désigne les articles parus ou acceptés,

e [16s] — [17s| désigne les articles soumis,

e [18p] — [19p] désigne les travaux en préparation,

o [20c] — [28c| désigne les publications dans les actes de congres.

Les références externes sont numérotées comme suit :

o [29] — [119].

Résumé du travail effectué dans la thése de doctorat

Dans ma these effectuée sous la direction de P. Laborde au Laboratoire de Mathématiques
pour I'Industrie et la Physique (UMR CNRS 5640) a 1'Université Paul Sabatier, je me
suis intéressé a ’analyse mathématique et a la simulation numérique par éléments finis
de problemes de contact entre solides lorsque les maillages ne sont pas en vis a vis sur la
zone de contact. On parle alors de maillages “incompatibles” ou “non-coincidants”.

Le sujet était motivé par le fait que les problemes de contact et d’'impact représentent
depuis longtemps une part significative du calcul de structures non linéaire en con-
texte industriel et que les méthodes d’éléments finis y sont d’un usage courant pour
I'approximation numérique du probléeme (voir ouvrages généraux : [82, 75, 118, 109]).
Dans ce contexte, un point essentiel réside dans 1’élaboration de méthodes numériques
qui prennent en compte les conditions de contact de maniere convenable car, dans ce
type de probleme, la gestion du contact occupe une proportion importante du temps de
calcul. Une cause prédominante, et souvent inévitable, est que les maillages des solides
déformables sont fréquemment incompatibles sur la zone de contact. La difficulté majeure
qui en découle réside dans la gestion des noeuds du maillage dans cette zone. Aussi, la
question de la définition des conditions de contact unilatéral sur des maillages incompat-
ibles est d'un intérét certain.

Nous avons d’abord considéré (avec F. Ben Belgacem et P. Laborde) des modeles de
contact simples faisant intervenir des discrétisations indépendantes de solides élastiques
avec maillages incompatibles sur la zone de contact. Le premier modele étudié a été le
contact bilatéral (ce probleme est linéaire et peut étre mis sous la forme d’une équation
variationnelle : il prend en compte seulement le glissement des solides I'un sur l'autre).
Dans ce cas, nous avons considéré plusieurs approches, en particulier les méthodes intro-
duites en [40] et plus généralement étudiées en [41] (voir aussi [36]) sous le nom de “mortar
method” (“méthode de joints” en francais) et appliquées dans le cas d’un solide élastique
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en [96]. Cette méthode de décomposition de domaines prenant en compte les maillages
incompatibles assure I'obtention de résultats théoriques de convergence des solutions par
éléments finis (voir [3a]).

La prise en compte du contact unilatéral est effectué dans [la] ; ce probleme est non
linéaire et peut étre modélisé par une inéquation variationnelle [61, 85, 108, 68, 69, 73].
Ce modele prend en compte, en plus du cas bilatéral, la possibilité de décollement des
solides. Cette étude a été complétée pour des hypotheses de régularité plus générales
dans [5a]. A notre connaissance, il s’agit du premier résultat de convergence pour une
inéquation variationnelle faisant intervenir des maillages incompatibles (voir aussi I’étude
[38] considérant d’autres hypotheses de régularité et [74] pour le cas compatible). Ces
travaux ont également fait I'objet de communications a des congres : [20c], [21¢].

Par la suite, j’ai obtenu en [2a] une extension des techniques précédentes pour un
modele incorporant en plus du contact unilatéral des conditions de frottement simples ;
ces résultats pouvant étre étendus a des conditions de frottement plus classiques [34].

3.1 Résumé des travaux de recherche apres la these de doctorat

Je présente maintenant les deux parties principales de mon activité de recherche apres la
these :

e Analyse de méthodes par éléments finis pour les problemes de contact et de frottement,
e Controle de la qualité des calculs pour les problemes de contact et de frottement.

Ce résumé des travaux de recherche est complété par la présentation d’une étude des
fluides viscoplastiques de type Bingham.

3.1.1 Analyse de méthodes par éléments finis pour les problemes de contact
et de frottement

Dans cette partie, je résume les résultats obtenus lors de travaux réalisés pour la plu-
part en collaboration sur I’analyse mathématique et 'implantation numérique de diverses
méthodes par éléments finis en mécanique du contact. Les études contenues dans cette
partie concernent les compléments liés au sujet de these et réalisés apres la soute-
nance, puis les méthodes par éléments finis mixtes et les méthodes par éléments
finis quadratiques pour les probléemes de contact unilatéral en élasticité, les méthodes
par éléments finis non conformes pour traiter les problemes de contact avec mail-
lages non-coincidants en élasto-viscoplasticité ainsi que les études d’unicité et de non-
unicité pour les problemes de contact unilatéral avec frottement.

Avant tout, nous présentons ci-apres les équations du contact d’un solide déformable
Q2 dans R™,(n = 2,3) sur un socle rigide indéformable. Le bord I' du solide comporte
3 parties: ' =T p ULy Ul ou I'p, 'y et I'e sont disjoints deux a deux. Le champ
de déplacements est connu sur la partie de mesure non nulle I'p (on peut par exemple
supposer que le solide est encastré sur I'p). La partie I'y est soumise a une densité de
forces notée F € (L*(T'y))". La partie restante 'c est la “zone de contact” avec le socle
rigide.

Le solide € est soumis & une densité volumique de forces f € (L*(©2))". On note n le
vecteur normal unitaire sortant de {2 et on désigne par p > 0 le coefficient de frottement
(supposé constant sur I'c pour simplifier).
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Le probleme de contact avec frottement de Coulomb consiste a trouver un champ
de déplacements u : 2 — R” et un champ de contraintes o : ) — .7, vérifiant les
équations et conditions (1)—(8) :

o(u)=Ee(u) dans Q, (1)
divo(u)+ f=0 dans (, (2)
o(un=F surly, (3)

u=0 surlp, (4)

ol .%, désigne l'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R", la notation
e(u) = (Vu+ (Vu)T)/2 représente le tenseur des déformations linéarisé, £ est le tenseur
d’ordre quatre symétrique et elliptique de 1’élasticité linéaire et div représente 1'opérateur
divergence des fonctions a valeurs tensorielles. En résumé, les équations (1), (2), (3) et (4)
désignent respectivement la relation de comportement, I’équation d’équilibre, la condition
de Neumann et la condition de Dirichlet.

Afin d’introduire les équations sur la zone de contact, nous adoptons les notations
suivantes sur I'c : © = u,n + u,; (u, : déplacement normal, u; : déplacement tangentiel)
et o(u)n = o,(u)n+o(u) (0,(u) : contrainte normale, o (u) : contrainte tangentielle).
Les équations modélisant le contact unilatéral sur I'c deviennent :

u, <0, (5)
on(u) <0, (6)
on(w) u, =0, (7)

ou (5), (6), (7) désignent respectivement la non-pénétration dans le socle, la condition
de signe sur la contrainte normale et la condition de complémentarité (dans le cas ou
ces trois conditions sont remplacées par “u, = 07, on dit que le contact est bilatéral).
Lorsque n = 2, on peut écrire oy(u) = o,(u)t ol t est un vecteur unitaire tangent fixé.
Les conditions de frottement de Coulomb sur I'c s’écrivent :

u =0 = |oy(u)| < plon(u)],

u #0 = oy(u) = —,u|on(u)|‘z_i| (8)

Dans le cas sans frottement (i.e. p = 0), les conditions de contact unilatéral (5)—(7)
demeurent inchangées et la condition de frottement (8) se résume a o;(u) = 0.

La formulation variationnelle de (1)—(8), obtenue par Duvaut et Lions [61] consiste a
trouver w vérifiant :

ue K, a(u,v —u) + j(u,v) — j(u,u) > L(v —u), YveK, 9)

ou

a(u, v) = /Q(Ss(u)):s(v) i, Lv) = /Qf.v i+ [ P

sont définis pour tous u et v dans P'espace de Sobolev standard (H'(£2))™ et les notations
- et : représentent les produits scalaires dans R" et .7, respectivement. Dans (9), K est
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le cone convexe fermé des déplacements admissibles satisfaisant les conditions de non-
pénétration :

K = {'UE (H*Y(Q))™; v =0sur I'p, v, <0 sur FC}. (10)

La fonctionnelle j(.,.) donnée formellement par

jlu,v) = / 4l (w)] 1] dT (11)

traduit le frottement. Dans le cas sans frottement, la fonctionnelle (11) disparait dans (9)
et le probleme de contact unilatéral admet une solution unique selon [65, 66] et d’apres
le théoreme de Stampacchia [43]. Notons que le cas ou le socle rigide est remplacé par un
solide déformable conduit a des équations similaires.

Le premier résultat d’existence pour le probleme (1)—(8) a été obtenu dans [106] suivi
par diverses améliorations et généralisations [80, 81, 62| prouvant 'existence pour des
coeflicients de frottement petits. Il n’existe a 'heure actuelle pas de résultat d’unicité, ni
d’exemple de non-existence ou de non-unicité pour ce probleme.

La loi de frottement “non-locale” de Coulomb régularisant les contraintes normales est
introduite en [60] et étudiée en [59, 50, 82]. Ce procédé de régularisation introduit dans le
modele de Coulomb permet d’obtenir I'existence pour tous les coefficients de frottement
et I'unicité pour des coefficients de frottement petits : [60, 59, 50, 82]. Le méme type de
résultat (existence pour tout coefficient de frottement et unicité pour des coefficients petits
est obtenu en [87, 88] pour le modele de “compliance normale” introduit initialement en
[107] (voir aussi [99]). Finalement, remarquons que les conditions suffisantes d’unicité
(frottement petit) obtenues pour ces deux modeles régularisés ne s’accompagnent pas de
conditions suffisantes de non-unicité ou bien d’exemples de non-unicité.

A la suite de cette breve présentation du contact avec frottement, je résume les
résultats obtenus.

Compléments concernant le sujet de these et réalisés apres la soutenance : [4al, [7a]

Dans I'annexe de ma these, je me suis intéressé a 'optimalité de la convergence des
méthodes par éléments finis pour le probleme de contact unilatéral sans frottement. Ces
estimations sont obtenues & l’aide d’une adaptation du lemme de Falk : [63, 48, 49].
Dans 'analyse de la convergence se pose la question d’approcher les fonctions de K défini
en (10) par des fonctions de type éléments finis. Plus précisément, on est ramené a la
recherche d’un opérateur a valeurs dans un espace de fonctions de type éléments finis sur
I'c, conservant la positivité et donnant de bonnes approximations dans des normes duales
intervenant dans l'analyse. J’ai proposé des solutions pouvant raisonnablement laisser
penser que les analyses de convergence de la these étaient limitées par 1'utilisation de cer-
tains opérateurs. Ce pressentiment s’est transformé apres la soutenance en une certitude
: j’al montré en [4a] a I'aide de contre-exemples que certains opérateurs intervenant dans
I’analyse de la convergence du probleme de contact unilatéral discrétisé ne possedent pas
de propriétés d’approximation optimales. Il est a noter que ce résultat a une portée plus
générale que le cadre spécifique de I'étude des maillages incompatibles de la these.

Les simulations numériques correspondant aux différentes études théoriques ont con-
stitué une part importante dans ma these. Apres la soutenance, cette étude numérique a
été complétée pour faire I'objet de la publication [7a].
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Méthodes par éléments finis mixtes pour les problemes de contact unilatéral : [12a]

Dans cette étude réalisée en collaboration avec P. Coorevits (Université de Picardie
Jules Verne), K. Lhalouani et T. Sassi (INSA de Lyon), on propose et on étudie différentes
méthodes variationnelles mixtes [110] en vue d’approcher par éléments finis les problemes
unilatéraux intervenant en mécanique du contact. La formulation considérée consiste a
trouver u € V et A € M tels que

a(u,v) + b(\,v) = L(v), VveV,
bl — A\ u) <0, Yae M,

ot V = {v € (H'(Q)?* v = 0sur I'p}, M est un cone convexe de formes linéaires
positives sur I'c (A représente —o,(u)) et b(a, v) désigne formellement ch a v, dI'. Les
conditions de contact discrétisées peuvent étre exprimées en utilisant des multiplicateurs
de Lagrange soit continus et affines par morceaux comme dans cette étude, soit disconti-
nus et constants par morceaux [76, 75, 97] dans la formulation en point-selle du probléeme.
On établit plusieurs estimations d’erreur a priori pour ce type d’approximation et on com-
pare numériquement les taux de convergence des différentes méthodes afin de valider les
résultats théoriques. Notons aussi que cette étude se termine par une annexe incorporant
une estimation d’erreur en norme (L?(2))? (pour les champs de déplacements dans le cas
le plus simple de contact unilatéral) qui & notre connaissance est la premiere (voir [39, 105]
pour des estimations d’erreur L? concernant des inéquations variationnelles).

Méthodes par éléments finis non conformes pour le contact en élasto-viscoplasticité :
[10a], [16s], [24c], [26¢]

Ce volet est directement dans la continuité des études menées dans ma these. Il s’agit
de généraliser les résultats obtenus dans la these pour les solides linéaires élastiques au cas
des solides élasto-viscoplastiques dont la relation de comportement est du type [55, 78] :

o =~Ee(u)+G(o,e(u)) dans Q x (0,7),

ol la fonction constitutive GG satisfait des conditions de Lipschitz. Ce travail est réalisé
en collaboration avec J.-R. Fernandez et J.-M. Viano de I’Université de Saint Jacques de
Compostelle (Espagne). On y considere une inéquation variationnelle d’évolution [113,
111] modélisant le contact quasi-statique entre solides élasto-viscoplastiques. Le probleme
est approché en la variable espace par deux méthodes par éléments finis non conformes
permettant la prise en compte de maillages non-coincidants sur la zone de contact et par
un schéma implicite en temps. On effectue 'analyse numérique de ce type d’approximation
pour aboutir a des taux de convergence théoriques satisfaisants (voir [70] pour I'analyse
dans le cas conforme). Finalement, des essais numériques utilisant un algorithme adapté
[115, 116, 46, 64] illustrent les possibilités offertes par ce type de méthode.

Méthodes par éléments finis quadratiques pour les problémes de contact unilatéral : [15a]

Cette étude est réalisée en collaboration avec P. Laborde de I'Université Paul Sabatier
de Toulouse et concerne 1'utilisation d’éléments finis quadratiques pour simuler le probleme
de contact unilatéral entre solides élastiques (voir les études [44, 45, 83, 35] concernant les
éléments finis quadratiques pour des problemes gouvernés par des inéquations variation-
nelles). L’intérét d’utiliser de tels éléments finis est de pouvoir espérer une amélioration de

18



la précision des calculs par rapport aux éléments linéaires lorsque la régularité du probleme
le permet [84, 104]. Nous considérons une formulation mixte du probléeme dans laquelle
les inconnues sont les champs de déplacements et la contrainte normale. Nous proposons
une formulation par éléments finis dans laquelle les éléments sont quadratiques. La condi-
tion discrétisée de non-pénétration est soit une condition de non-pénétration exacte, soit
une condition nodale. Dans les deux cas, nous étudions la convergence des solutions par
éléments finis et nous obtenons des estimations d’erreur a priori. Finalement, des simula-
tions numériques confrontent I'approche quadratique avec 'approche linéaire et justifient
I'intérét des éléments quadratiques pour certains problemes convenablement déterminés.

Etude de conditions de non-unicité pour le probleme de contact avec frottement de
Coulomb : [17s], [27¢]

Ce travail effectué en commun avec R. Hassani et 1. Ionescu de I'Université de Savoie
concerne les conditions de non-unicité pour le probleme continu de contact unilatéral avec
frottement de type Coulomb. Il est a noter que I'étude mathématique de ce probleme
présente des difficultés considérables soulevées il y a trente ans et demeurant irrésolues :
seuls quelques résultats tres partiels ont été établis (voir le début de la présente section
3.1.1). L’approche choisie dans cette étude consiste non plus & concevoir le probleme de
maniere classique sous sa forme variationnelle (9) mais de faire intervenir un probleme
spectral annexe du type suivant : trouver A € C et 0 # ® € (H'(2))? tels que

o(®)=CEe(P), div o(®) =0 dans Q,
o(®)n=0 sur 'y, P®=0 surlp, ®, =0 surlg,
o (®) = Aoy, (®)  sur T'e.

L’étude de ce probleme se ramene, apres régularisation de la contrainte normale, a I’'étude
du spectre d'un opérateur compact. Ceci permet alors d’exhiber, sous certaines conditions
(en particulier I'existence d’une valeur propre réelle découlant de [90], ou bien [56, 57]), une
infinité de solutions au probleme initial. Ce résultat constitue une contribution inédite a
I’étude de la non-unicité du probleme de contact unilatéral avec frottement de Coulomb.
Un résultat de convergence des solutions du probleme spectral discrétisé par éléments
finis [67, 100, 31] et reposant sur les techniques de [89] est présenté. De plus, des essais
numériques par éléments finis viennent corroborer les résultats théoriques.

Conditions d’unicité et exemple de non-unicité pour le probleme de contact avec
frottement de Coulomb discrétisé par éléments finis : [14a]

Il s’agit d’'un probleme qui m’est particulierement cher depuis plusieurs années déja
mais que je n’ai jamais réussi a entamer raisonnablement jusqu’a il y a peu de temps. La
question qui m’intéresse concerne 1'unicité du probleme discrétisé de contact unilatéral
avec frottement de Coulomb (I'unicité du probléeme continu est également un probleme
ouvert, mais est beaucoup moins simple, cf. travail mentionné précédemment). On sait
que le probleme discrétisé par éléments finis admet toujours une solution [71, 72, 75] et que
cette solution est unique si le coefficient de frottement est assez petit. Notons aussi qu’'un
résultat de convergence de solutions discretes vers une solution du probleme continu est
démontré dans [71]. Jusqu’a présent, il semblait que la condition d’unicité du probleme
discret (i.e. la condition de petitesse du coefficient de frottement) soit essentiellement
fonction de la taille des mailles, mais de mauvaise maniere : ceci sous entend que lorsque

19



la taille des mailles devient petite, on perd tres rapidement toute condition d’unicité. J’ai
donc souhaité étudier ce probleme en détail afin de savoir si la perte de l'unicité était
réelle ou bien due a un défaut de 'analyse mathématique. Les résultats obtenus prouvent
que la taille des mailles influe de maniere négligeable sur les conditions d’unicité. Par
ailleurs, je montre sur un exemple tres simple (un élément fini) que le probleme discret
peut admettre une, plusieurs ou une infinité de solutions et que le nombre de solutions
décroit dans certains cas lorsque le coefficient de frottement augmente. Ces résultats
completent les études déja existantes dans un contexte de dimension finie (utilisant en
particulier des systemes de ressorts) : [79, 86, 30, 33].

3.1.2 Controle de la qualité des calculs pour les problemes de contact et de
frottement

Cette seconde partie concerne I’'étude d’estimateurs d’erreur a posteriori en mécanique du
contact frottant et leur couplage avec des procédures d’adaptation de maillages dans le
but de controler et d’optimiser les calculs. Cette étude a été initialisée pour les problemes
de contact sans frottement lors de mon séjour a I’Ecole Normale Supérieure de Cachan
pour mon service national.

La motivation pour ce type d’étude est que la méthode par éléments finis est couram-
ment utilisée dans le calcul numérique de problemes d’ingénierie et qu'une tache im-
portante consiste a évaluer numériquement la qualité des simulations en utilisant des
estimateurs (a posteriori) d’erreur. En élasticité, de nombreuses approches conduisant a
différents estimateurs d’erreur ont été développées. En particulier les estimateurs intro-
duits dans [32] basés sur la mesure des résidus des équations d’équilibre, les estimateurs
liés au lissage des contraintes [119] et les estimateurs reposant sur le concept d’erreur en
relation de comportement [91, 93] ainsi que sur la construction de champs admissibles
[94]. Signalons que la référence [114] est un recueil plus complet des estimateurs d’erreur
en élasticité.

Estimateurs d’erreur a posteriori pour les problemes de contact unilatéral : [6al, [9a],
22¢], [23¢]

Ce travail, réalisé en collaboration avec P. Coorevits et J.-P. Pelle (ENS Cachan) con-
cerne la recherche et I’obtention d’estimateurs d’erreur pour le contact. Nous avons choisi
d’entamer 1’étude par la recherche d’un estimateur d’erreur “en relation de comporte-
ment”. Les estimateurs d’erreur mesurant les résidus des équations d’équilibre avaient été
étudiés [117, 47] pour une formulation pénalisée du contact unilatéral ramenant ainsi le
probleme a une équation variationnelle.

La définition et I’étude de ’estimateur d’erreur pour le probleme de contact unilatéral
le plus simple (un seul solide élastique en contact sans frottement avec un socle rigide,
sans pénalisation) est détaillé en [6a]. La discussion sur le choix (primordial) d'une ap-
proximation adéquate des conditions unilatérales ainsi que les premiers essais numériques
sont effectués dans cette référence. Dans [9a] on étudie la délicate généralisation aux
maillages incompatibles de cet estimateur et on propose un cadre permettant d’évaluer
(théoriquement et pratiquement) tout calcul par éléments finis entre solides élastiques
avec maillages incompatibles. Les essais numériques correspondants sont réalisés : cal-
cul effectif des erreurs et couplage avec une procédure d’adaptation de maillages efficace
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étudiée en [52, 53, 92, 51]. Une partie de ces travaux a également été présentée lors de
communications dans des congres [22c¢], [23c|.

Estimateurs d’erreur a posteriori pour le contact avec frottement de Coulomb : [13a],
[25¢], [28¢]

Il s’agit, dans cette étude effectuée plus récemment avec P. Coorevits (Université de
Picardie Jules Verne) et M. Hjiaj (Université de Lille), d’étendre les résultats précédents
au probleme de contact avec frottement de Coulomb (pour le probleme de frottement
régularisé par compliance, voir [95]). Bien que nous obtenons un estimateur d’erreur
prenant en compte cette non linéarité de frottement supplémentaire, une nouvelle étude
(par rapport au cas sans frottement) plus fine de la méthode par éléments finis doit
étre effectuée dans le but de prouver I'existence de solutions. Nous proposons ainsi une
méthode par éléments finis mixtes a trois champs et nous étudions ses propriétés afin
de pouvoir calculer effectivement ’estimateur. L’information donnée par les estimations
d’erreur est ensuite utilisée conjointement avec une technique d’adaptation de maillages
destinée a fournir a I'utilisateur un outil certifiant une qualité de calcul choisie au préalable
tout en minimisant les cotits de calcul.

Un travail en cours avec P. Coorevits [18p] consiste a généraliser ces travaux au cas
tridimensionnel.

3.1.3 Etude des fluides de Bingham

Ces études concernent les fluides viscoplastiques de type Bingham qui ont pour lien prin-
cipal avec les travaux précédents d’étre gouvernés par une inéquation variationnelle du
type [61, 68, 98] : trouver le champ de vitesses u défini dans 2 C R? vérifiant

u € Hy(Q), IU/QVU.(VU — Vu) dQ+/Qg(]Vv| — |Vu|) d
Z/f(v—u) i, Woe HI(Q), (12)
Q

ol p > 0 représente la viscosité, g > 0 est le seuil de plasticité du fluide et f traduit la
chute linéaire de pression dans le cylindre de section 2. De nombreuses études ont été
menées pour l'inéquation (12) : régularité des solutions [42], propriétés qualitatives fines
des solutions [101, 102, 103] et approximations par éléments finis [68, 112].

Ici, je m’intéresse a deux problemes : l'extension de la méthode de décomposition
de domaines des éléments finis avec joints a ce modele et la recherche de conditions de
blocage pour un fluide de Bingham non homogene.

Extension de la méthode des éléments finis avec joints a une inéquation variationnelle
modélisant ’écoulement d’un fluide de Bingham : [8a], [11a]

Dans le cadre de la these, la méthode des éléments finis avec joints [41] a été étudiée
pour une inéquation variationnelle. Je me suis ensuite intéressé a ’extension du domaine
d’application de cette méthode, permettant entre autres de raccorder les maillages incom-
patibles, a de nouveaux probléemes physiques régis par des inéquations. Il est apparu que
I'inéquation modélisant ’écoulement du fluide de Bingham pouvait se préter a I'analyse
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mathématique de convergence d’une telle méthode par éléments finis tout comme d’autres
problémes issus de la mécanique des fluides I'avaient été auparavant [29, 37, 58].

Etude de la condition de blocage pour une fluide de Bingham non homogene : [19p]

Ce travail entamé plus récemment est effectué avec 1. Ionescu, T. Lachand-Robert
(Université de Savoie) et I. Rosca (Université de Bucarest). Nous nous intéressons a
I'écoulement d’un fluide de Bingham dont le seuil de plasticité est non homogene (i.e.
g = g(z),z € Q), contrairement aux références antérieures [61, 68, 78, 77, 101]. Le seuil
de plasticité hétérogene est une hypothese essentielle dans la récente modélisation des
glissements de terrain réalisée dans [54]. La partie intéressante sur laquelle nous nous
sommes focalisés ensuite et qui constitue le point principal de cette étude concerne la
propriété de blocage pour ce type de fluide. En effet, ce fluide reste immobile si les
sollicitations extérieures f ne sont pas assez importantes. La recherche des sollicitations
extérieures “minimales” telles qu'un flux apparaisse revient a trouver la relation liant f
et g lorsque

/grw\ dQZ/fv &, Yo H(Q).
Q Q

Des résultats encourageants ont été obtenus et la recherche d'un algorithme numérique
adapté fait actuellement 1'objet de nos recherches.
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3.2
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3.2.1 Publications dans des revues avec comité de lecture

[1a]

[2a]

[3a]

[4a]

[5a]
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F. BEN BELGACEM, P. HIiLD and P. LABORDE, Approzimation of the unilateral
contact problem by the mortar finite element method, C. R. Acad. Sci. Paris, t.324,
Série I, 123-127, 1997.
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frottement, C. R. Acad. Sci. Paris, t.324, Série I, 707-710, 1997.
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99-123, 2000.

[8a] P. HILD, Approzimations par éléments finis non conformes pour les fluides de Bing-
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P. Coorevirs, P. HILD and J.-P. PELLE, A posteriori error estimation for uni-

lateral contact with matching and nonmatching meshes. Comput. Methods Appl.
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[10a] J.R. FERNANDEZ, P. HILD et J.M. VIANO, Résolution numérique d’un probleme de
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P. Coorevirs, P. HIiLD and M. HJtAJ, A posteriori error control of finite element
approximations for Coulomb’s frictional contact, SIAM J. Sci. Comput., Vol. 23,
No. 3, 976-999, 2001.
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[14a] P. HILD, On finite element uniqueness studies for Coulomb’s frictional contact
model, a paraitre dans Appl. Math. Comp.

[15a] P. HiLD and P. LABORDE, Quadratic finite element methods for unilateral contact
problems, a paraitre dans Appl. Numer. Math.

II. Articles soumis pour publication

[16s] J.R. FERNANDEZ, P. HiLD and J.M. VIANO, Numerical approzimation of the
elastic-viscoplastic contact problem with non-matching meshes. Rapport interne du
Laboratoire de Mathématiques n° 01-0la (janvier 2001). Soumis & Numer. Math.

[17s] R. HassaNt, P. HiLD and I. IONESCU, On non-uniqueness of the elastic equilibrium
with Coulomb friction: a spectral approach. Rapport interne du Laboratoire de
Mathématiques n° 01-04c (avril 2001). Soumis & Math. Methods Appl. Sci.
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[18p] P. CooreviTs and P. HILD, Adaptive finite elements for threedimensional bodies
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[19p] P. HiLp, I. IoNEscu, T. LACHAND-ROBERT and I. RoscA, The blocking property
for nonhomogeneous Bingham fluids, en préparation.
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