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Approximations par éléments finis non conformes
pour les fluides de Bingham
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Résumé. Dans cette note, on considere le probléeme de 1’écoulement d’un fluide visqueux plastique
dans une conduite cylindrique. Nous appliquons a ce probleme régi par une inéquation variation-
nelle, la méthode non conforme de décomposition de domaines des éléments finis avec joints. Nous
établissons la convergence de la méthode et obtenons une vitesse de convergence identique a celle
existant dans le cas conforme.

Nonconforming finite element approximations for Bingham fluids.

Abstract. In this note, we consider the problem of the flow of a viscous plastic fluid in a cylindrical
pipe. We apply the nonconforming mortar finite element domain decomposition method to this
problem governed by a variational inequality. We prove the convergence of the method and we
obtain the same convergence rate as for the existing conforming case.

1. Introduction

La méthode non conforme de décomposition de domaines des éléments finis avec joints [1]
permet de coupler efficacement différentes discrétisations faisant intervenir des maillages incom-
patibles aux interfaces des sous-domaines. Dans la présente note, on étend le champ d’application
de cette méthode & une inéquation variationnelle régissant I’écoulement d’un fluide plastique dans
une conduite cylindrique. Pour étudier la convergence de la méthode, on introduit une version
adaptée du lemme de Falk [5] dont la caractéristique principale est de mesurer un terme essentiel
de l'erreur de consistance (due a la non-conformité) en norme W et ainsi de pouvoir obtenir un
taux de convergence de I'ordre de h'/2 comme dans le cas conforme [6].

2. Le fluide de Bingham: position du probléme

On considére un domaine borné Q de R? de frontiere 92 réguliere et 'on pose V = HZ ().
Soient x et g deux constantes strictement positives et soit f € L?(€2). La formulation variationnelle
du probléeme du fluide de Bingham est: trouver u tel que

ueV, ;L/ Vu. (Vv — Vu) dQ+g/(|Vv\f|Vu|) dQZ/ flv—u)dQ, YoeV. (2.1)
Q Q Q
Le probleme (2.1) admet une solution unique (voir [6]). On dispose du résultat de régularité suivant

(voir [2]): w € H*(Q)NV. Si de plus Q est convexe, on a [[ul| g2y < (C/p)||f]l2(0), ot C ne
dépend que de €.
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Dans le cas particulier ol f est constante sur €2, le probleme (2.1) modélise I’écoulement lami-
naire stationnaire d’un fluide de viscosité p et de seuil de plasticité g dans une conduite cylindrique
de section Q, u(z) désignant la vitesse du fluide au point = € 2 et f représentant la chute linéaire
de pression dans le cylindre (voir [4]).

3. Discrétisation par la méthode des éléments finis avec joints

Le domaine ) supposé rectangulaire est divisé en deux domaines rectangulaires Q! et Q2 pour
simplifier. Dans ce cas, Q1 N Q2 =~ ol v est un segment. On définit ensuite les espaces

X(Q) = {Ué e H'(Q), v'|ognanr = 0}7 t=1,2

et
X = {v € L2(Q), VI, =g € X(Qf)}.

[N

La norme sur X est notée ||.|| et définie par ||v|| = <||v1||§11(91) + ||v2||§p(92)> . On pose alors

2

2
a(u,v) = Z Vu' . Vot dQf, jlv) = Z/m Vo] dQF,
=1

=17

2
L(v) = Z/m fht dat, Yu,v € X.
=1

On introduit pour chaque sous-domaine Qf une famille réguliere de discrétisations Z;° (voir [3])

composées de triangles xk de diametre h, et on pose h = n;axgy h,. Comme Z! et 72 sont
REU_ Sy

générées de maniere indépendante, il s’ensuit que les mailles provenant des deux sous-domaines ne

coincident pas sur l'interface v d’extrémités a; et as. On notera P,(k) 'espace des polynémes de

degré inférieur ou égal a g sur x . On pose
Vi(QY) = {v;, € %(ﬁe), Vi € T, vple € Pi(K),  vhlagnaa: =0 .

On définit les espaces W((y) = {vf|,, v € Vo(Q2f)} constitués des fonctions continues sur 7,
affines par morceaux sur la trace ’T,f de la triangulation %f sur v et nulles en a; et az. On
introduit également 1’espace des multiplicateurs de Lagrange

Mi(y) = {q}, € Wi(Y), aplr €Po(T), VT € T t.q. a3 ouas € T}.

L’espace d’approximation considéré est (voir [1]) :
Vi = {vn = (v3,07) € Va(Q) x Vi (2%), /(U}L —vi)an dy =0, Vg, € Mp(v)},
g

ot My(y) = M} () ou bien My (y) = M?(7y). Dans le cas général de maillages incompatibles sur
~, 'approximation est non conforme (i.e. Vj, ¢ V) et dans le cas de maillages compatibles sur ~
on a Vi, CV (voir [6]). Le probleme discret issu de (2.1) devient : trouver uy tel que

up € Vi, pa(up, vy —up) + gj(vn) — gj(un) > L(vy — up), Yoy, € Vi (3.1)
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L’existence et I'unicité de la solution du probleme (3.1) découlent de la continuité et de la V-
ellipticité de a(.,.) (voir [1]) ainsi que de la convexité et de la continuité de j(.) sur V.

4. Estimation d’erreur

11 s’agit de donner une majoration de lerreur v — up pour la norme ||.||. On commence par
adapter le résultat de Falk [5] & notre cas.
LEMME 1 - Soient u € V la solution du probléme (2.1) et up € Vj, la solution du probléme
discrétisé (3.1). Alors, il existe une constante C indépendante de h telle que

2

ou
—unl? < Of inf (vl vl + i (3 = o) +] | 5 =}
fa=unf? < O jnt, (b= fu—vall) + 06 (3 10 =i +| | itk =

Preuve. L’utilisation du lemme de Falk (voir [3, 5, 6]) nous conduit aprés quelques opérations
“usuelles” a la majoration suivante:

lu=wnll? < Cf (Jlu = val2 + 15 n) =3+ = vnll) + (1) = jCun)]
2
ou
(1 8allzz@) + [ la@) Yo I = whllsian + | [ 5ortad — i)
(=1 y

pour tous v € V et v, € V,, (Ou/On' désignant la dérivée normale extérieure & Q' de u). Le terme
nonlinéaire |j(v) — j(uy)| est majoré comme suit:

15(0) — j(un)| = ‘Z/ V| [V | <Z/ (W — ul |d94<2 o — ).

La norme [[v* — uf || 12(qr) est majorée en utilisant Iinjection continue WH(Qf) — L2(Qf). O
Dans le Lemme 1, la nonconformité de la méthode fait apparaitre deux termes supplémentaires

en comparaison avec le cas conforme étudié dans [6]: le second infimum (sur V') ainsi que le terme

intégral. L’estimation du premier infimum (i.e. U'erreur d’approximation) est un résultat standard

de la méthode de joints établi dans [1] que nous rappelons dans le lemme suivant.

LEMME 2 - II existe vy, € V), vérifiant

lu —wp|| < Ch,

ou C est indépendante de h et de u.
Le terme intégral du Lemme 1 pouvant étre majoré par Ch (en utilisant la bornitude uniforme
en h de ||lupl|), Vestimation de lerreur de consistance repose alors sur le lemme suivant.
LEMME 3 - Il existe v € V' vérifiant
2
Dol = ullwiagary < CM2u —up |+ h*/?),
=1
ou C est indépendante de h et de u.
Preuve. On choisit v? = u? sur Q2. Sur Q', on définit ¢! = u}, + R(u? — u}) ot R désigne un
relevement continu de L'(y) dans W11(Q1) satisfaisant R(u? — u}) = 0 sur 90 N 9. D’ont

o' = upllwrr@y < Cllug = upllzry) < C' (02 [lu = unl| + h3/).
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On démontre ensuite que pour tout £ > 0, il existe v* € X(Q!) vérifiant v! = ui sur vy et tel que

||U1 — ¢1HW111(91) S E.

Le v choisi satisfait alors I’estimation du lemme. 0
En regroupant les estimations obtenues précédemment, on obtient le résultat final suivant.
THEOREME 4 — Soient u la solution de (2.1) et uy, la solution de (3.1). On a

lu — up|| < C’hl/Q,

ou C est indépendante de h et de u.
Cette borne de Perreur est similaire & celle obtenue dans le cas conforme [6].
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