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Chapitre 1

Théorie de la mesure.

1.1 Algebres et tribus

Définition 1. Un ensemble de parties de €2, A C P(Q2) est une algébre (de Boole) si
1. Qe A,
2. A est stable par complémentation : A € A= A° € A,
3. A est stable par réunion finie: A, Be A = AUB € A.

Définition 2. Un ensemble de parties de 2, A C P(Q2) est une tribu (ou o-algébre) si
1. Qe A,
2. A est stable par complémentation : A € A= A° € A,
3. A est stable par réunion dénombrable : (Vn € N, A, € A) = [,y 4An € A.

Remarque 1. NA,, = (U (A%))C Une tribu est donc aussi stable par intersection dénombrable.

Vocabulaire. Si A C P(Q2) est une tribu, (2,.4) est un espace mesurable. Tout A € A est un
ensemble mesurable.

Vocabulaire. La tribu {), Q} est appelée tribu triviale et P(2) est appelée tribu grossiere.

Proposition 1. Une intersection d’algébres sur ) est une algébre sur ). Une intersection de
tribus sur ) est une tribu sur €.

Remarque 2. Une union d’algebres ou de tribus n’est pas en générale une tribu ou une algebre.

Définition 3. Soit £ C P () .

1. L’algebre engendrée par £ est par définition 'intersection des algebres contenant £. On
la note a(&).

2. La tribu engendrée par £ est par définition I'intersection des algebres contenant £. On
la note o(&). C’est la plus petite tribu sur £ contenant &.

Si A est une tribu alors € C A & 0 (€) C A.

Remarque 3. La définition ci dessus n’est pas vide car il existe toujours une tribu ou une algebre
qui contient £. Laquelle 7
Remarque 4. Si € C F alors 0(&) C o(F). De méme pour les algebres.

Définition 4. Soit Q2 un espace topologique. On appelle tribu Borélienne sur €, notée B (),
la tribu engendrée par les ouverts de Q. Tout A € B (Q2) est appelé ensemble borélien.



Ezemple 5. On munit R sa topologie usuelle. On a alors

B(R) = a<{]a,b[; a,be R})

Pour montrer ce résultat il faut utiliser la caractérisation des tribus engendrée. On veut montrer
que o({]a, b[; a,b e R}) = 0 ({O ouverts de R}). Il est clair que

{la,b]; a,b € R} C {O ouverts de R}

donc o ({]a,b[; a,b € R}) C o ({O ouverts de R}). Réciproquement tout ouvert de R peut
s’écrire comme union dénombrable d’intervalles ouverts. En effet soit O un ouvert alors si
x € O il existe € > 0 tel que |x — ;2 + €[C O, on peut alors choisir r et 1/ rationnels tel
quezr—e<r<z<r <z+e dou|r,r[C O. Pour chaque x € O on associe donc deux
tels rationnels. L’ensemble O peut alors s’écrire comme 1'union des intervalles ainsi construit.
Comme I’ensemble des rationnels est dénombrable , on a écrit O comme une union dénombrable
d’intervalle. Au passage on a montré également que

B(R) = a({]a,b[; a,be Q})

On aurait pu également considérer les composantes connexes. On a aussi

B(R) = o ({] - oc.al; a € R}).

Définition 5. Soient (21, My), (Q2, M3) deux espaces mesurables. La tribu produit M; @ Ms
sur 1 x 9 est la tribu engendrée par les pavés

Ay X Ao, A1 € My, As € Ms.
Ezemple 6. On a le résultat suivant
B(R?) = B(R) @ B(R)
On peut montrer ce résultat de plusieurs fagons. Tout d’abord pour montrer que
B(R?) c B(R) @ B(R).

on peut considérer un ouvert deR? et I’écrire comme une union dénombrable d’intervalles (c’est
la méme idée que celle utilisée dans la caractérisation de B(R)). Pour la réciproque : soient B
et By deux ouverts de R on veut montrer que By x By € B(R?). Tout d’abord considérons Oy
un ouvert de R et I’ensemble

& ={B € B(R)|O; x B € B(R?)}
Il convient de voir que & est une tribu. En particulier on peut voir que
01 X (B)C = (01 X R) N (01 X Bc)

De plus & contient les ouverts donc B(R) C &. Ainsi pour tout borélien B on a montré que
O1 x B € B(R?) et ceci est valable pour tout ouvert O1. Nous on veut le résultat pour By x B
considérons donc ’ensemble

&1 ={C € B(R)|C x By € B(R?)}.

On montre que &; est une tribu qui contient les ouverts d’apres ce qui précéde donc B(R) C &;.
Ainsi pour tout borélien B € B(R) on a que B x By € B(R?) et donc pour B = By on a le
résultat attendu.



1.2 Fonctions mesurables

Définition 6. Soient (2, 4), (F,B) des espaces mesurables.
— Une fonction f: Q — E est dite mesurable (pour A et B) si

VB e B,f1(B) € A,

cest a dire si f~1 (B) C A ol l'on a posé f~1(B) :={f'(B), B < B}.
— On appelle tribu engendrée par f la tribu

o(f) =0 (FB) = /' (B) = {§ " (B), B e B}

C’est la plus petite tribu sur Q qui rend f mesurable.
— Plus généralement, si F est une famille de fonction de 2 — (E, B), la tribu engendrée
par F, noté o (F) est la plus petite tribu sur € qui rend mesurable toute fonction de F

o(F) ::U({f_l(B)7 BeB, feF}).

Vocabulaire. Une application mesurable f: (2, A) — (E,B(E)) est dite borélienne.

Ezemple 7. Une fonction f définie sur (£2,A) et & valeurs dans R ou R est borélienne si et
seulement si

VaeR, {weQ; fw)<a}eA

Proposition 2. Vérification de la mesurabilité des fonctions sur une partie génératrice.
— Soit f:(Q, A) — (E, B) et soit EC P(E), avec o (£) = B, alors

o(f) = o (F71(€) =a({f71(C), Cee).

Donc f est mesurable si et seulement si : YO € £, f~1(C) € A.
— Plus généralement, si F est une famille de fonctions Q0 — E alors

o(F)=c({f1C), Ce€&, feF}).

Proposition 3. Stabilité des fonctions mesurables.

— Composition : on considere (Q1,.A1) LN (Q2, A2) ELN (Q3, A3). Dans ce cas :
f1, fo mesurables = fy o fi mesurables.

— Soient pour i =1 ou 2, f; : (Q,A) = (E;,B;) et soit f: (Q,A) = (E1 x Eo,B1 ® Bo)
définie par f(w) = (fi(w), fa(w)). Alors f est mesurable si et seulement si f1 et fa sont
mesurables.

— Soient (fn)nen une suite de fonctions mesurables de (9, A) — (R, B(R?)).

— L’ensemble C := {w € Q,3lim,, f,,(w)} est mesurable et la fonction f qui vaut lim,, f,
quand la limite existe et O sinon est mesurable.

— Va € R, af; est mesurable.

— f1 + fo est mesurable.

— Si f,9:(Q,A) — (R,B(R)) sont mesurables, alors f + g, f x g, max(f,g) et min(f,g)
sont mesurables.

— Sipourn>1, fr: (A — (@,B(@)) sont mesurables, alors max(fi, f2), min(f1, f2),
limsup,, f, et liminf, f, sont mesurables. Si f1 et fo sont positives, alors fi+ fa est bien
définie et mesurable.

Proposition 4. Si f: (Q1,B8(Q1)) — (Q2, B(Q2)) est continue, alors elle est mesurable.



Définition 7. Une fonction f : (2, A) — R est dite étagée s'il existe k € N, Ay,..., A, € A
disjoints et ay,...,a, € RT avec f(w) = Zle a;la,;(w).
Une telle fonction est mesurable quelle que soit la tribu a arrivée.

Proposition 5. Toute fonction f : (2, A) — (@,B(@)), a valeurs positives, est limite simple
croissante de fonctions étagées.

Proposition 6. On note m; les application projections i.e
T - Ql X QQ — Qi
(wi,wa) —  w;.

La tribu produit est la plus petite tribu qui rend mesurable les applications projections mesurables

Démonstration. Soient (Q, M), (Qa, Ma). Si on note T = o(m; *(Ai), A € M;,i = 1,2) la
plus petite tribu qui rend les applications mesurables. Soient A1 € M7 et Ay € Ms on a que
(AL = Ay x Lo et 1 (A2) = Q1 x Ay done 77 H(Ar) € My @ My et m, ' (A2) € My ® M
d’out T C My ® Ms. On observe également que

Ay x Ay = a7 (A) N2 (A) €T
donc M1 ®@ My C T. O

Ezemple 8. En appliquant cela avec 1 = (2o = R. On a que les applications 7; sont continues
de R? dans R donc sont mesurables par rapport a la tribu B(R?) et donc B(R) ® B(R) C B(R?).
On retrouve une partie du résultat de la partie précédente.

1.3 Classes monotones.

Cette notion, plus maniable que celle de tribu, sera utile pour définir les mesures.

Définition 8. M C P(Q) est une classe monotone (c.m. en abrégé) si :
1. QeM,
2. [A\BeEMet BC Al = A\B=ANB"c M,
3. [VieN, 4; e Met A; C Aip1] = Ujen Ai € M.

Ezemple 9. Toute tribu est une classe monotone

Définition-Proposition 9. Une intersection quelconque de c.m. est une c.m.
Soit £ C P(2). La classe monotone engendrée par £, notée M(E), est par définition I'inter-
section de toutes les c.m. contenant £. C’est la plus petite c.m. sur €2 qui contient £.

Proposition 7. Soit M une classe monotone. Si elle est stable par intersection (ou union)
finie, alors c’est une tribu.

Démonstration. En effet il suffit de voir que si (A4;,), est une suite d’éléments de M alors
U4n={JAu...ua)
neN neN

et si on a stabilité par union finie alors la propriété 3 de la définition ci-dessus permet de
conclure. n



Théoréme 8 (Classes monotones). Soit &€ C P(Q2) stable par intersection finie. Alors M(E) =
o(€).

Démonstration. L’ensemble o(€) est une tribu qui contient € donc elle contient la c.m engendrée
par €. Ainsi on a M(E) C o(€). Pour montrer la réciproque, il suffit de montrer que M(E)
est stable par intersection finie. Pour cela considérons deux événements A et B dans M(E)
et montrons que AN B € M(E). Pour cela mimons ce qu’on a fait pour B(R?). Soit E € &,
considérons

U={CeMEIENCeM()}.

Nous allons voir que U est une classe monotone qui contient £. Comme nous avons supposé
que & était stable par intersection finie, il est donc clair que £ C U. La propriété 1 et 3 de la
définition sont claires car M(E) est une c.m. La propriété 2 est plus délicate. Soient V et W
deux éléments de U tels que V O W alors

CAWA\W) = Cn(VAWwe
= CNVN(CUWe
= (CnV)n(Cnw)

Or CNV et CNW sont des éléments de M (&) telle que CNV O CNW et donc (CNV)N(CNW)€ €
M(E). On a donc montré que pour tout E € £ et pour tout C € M(E) on aque ENC € €.
Introduisons maintenant

U ={CeMEIANC € M(E)}.

Grace au travail fait sur I on sait que U’ est une c.m qui contient £ donc c¢’est une c.m et donc
pour tout C' € M(E) ona que ANC € M(E) et donc pour B on a que aN B € M(E) cqfd. On
utilsie ensuite la proposition précédente pour conclure. O

Remarque 10. Ce théoréme est précieux car il permet de vérifier qu’une propriété est vraie sur
une classe moins grosse que la tribu entiére notamment sur des classes de générateurs (classe
monotone). On peut comparer cela aux espaces vectoriels out une propriété est vraie pour des
applications linéaires des quelle est vraie sur une base.

Dans la suite nous aurons besoin de manipuler des fonctions et de vérifier des propriétés sur
des classes de fonctions d’ou le résultat suivant qui généralise la notion de classe monotone &
celle des fonctions.

Définition 10. Un ensemble H de fonctions de 2 — R est dit stable par convergence monotone
bornée si pour toute suite (fy,)nen, croissante et bornée (3 C, Vn, Yw, |fn(w)| < C) de fonctions
de H, la limite f = lim f,, est dans H.

Remarque 11. Ici la monotonie se compare a la propriété 3 de la définition 8. En effet si (Ay)n,
est une suite croissante déléments alors la famille de fonctions (14, ) est une suite croissante
de fonctions bornées. Sa limite est 14, et donc on peut directement comparer la stabilité par
limite et par union.

Théoréme 9. (Version fonctionnelle du théoréme de classe monotone)

Soit ‘H un R-espace vectoriel de fonctions bornées de 0 — R stable par convergence mo-
notone bornée et contenant les constantes. Soit £ C H un ensemble de fonctions stable par
multiplication.

Alors H contient I’ensemble b(c(E)) des fonctions bornées mesurables pour

o&)=c({f(B), fEE BeBMR)}).



Remarque 12. Ce résultat peut étre vu comme un analogue borélien du théoreme de Stone-
Weierstrass.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que
E={1,,A€c€&'},
pour une certaine famille £’. Considérons
{A, 14 € H}

c’est une c.m quui contient & donc par le lemme des c.m elle contient aussi (') = o(€). 1l
s’en suit que H contient les fonctions étagées, puis positive par monotonie et enfin quelconque
par linéarité qui sont o(€)) mesurables et donc on a le résultat.

Maintenant supposons £ quelconque, on va montrer que H contient

{lfl_l(]a1,+oo[)ﬂﬂf;l(]an,—‘roo[)’n 6 N*,al, e >an E R, fl, . .,fn 6 5}.

Cet ensemble engendre o(&). De plus cet ensemble est stable par multiplication. Si on prouve
que H contient un tel ensemble alors on peut répéter le raisonnement que ’on vient juste de
faire avec &'.

Pour montrer cela, considérons fi,...,f, € &€. Tout polynéme P(fi,...,fn) € H par
linéarité. En utilisant Stone Weierstrass, par approximation uniforme sur les compacts on a
que ¢(f1,...,fn) € H, pour toute fonction continue. Attention cela suppose de savoir mon-
trer que H est stable par limite uniforme. Admettons que cela est vraie pour 'instant alors en
utilisant une limite croissante on a que

l}al,—i-oo[ﬁ...ﬂ]an,—s—oo[(fla cee afn) eH

Stabilité par limite uniforme : Soit (f,,) une suite d’éléments de H telle que ||f, — flloo = 0
on veut montrer que f € M. Quitte & extraire une sous suite telle que || f, — fllco <27™. On a
alors

fn-l—l_fn‘i‘zlin:fn+1_f+27n+f_fn+2n>0
et donc

n
> fra— fe+2F
k=1

est donc une suite croissante qui converge vers f — f; + 2 en croissant. Donc f — f1 +2 € H et
par suite f € H O

1.4 Mesures

Définition 11. Soit (£2,.4) un espace mesurable. On appelle mesure sur (€2, .4) toute application
pi:A— RTU{oo} telle que
— u(®) =0,

— 81 (Aj)ier est une famille au plus dénombrable d’ensembles disjoints de A alors
M( U Ai) = u(A).
iel iel

Vocabulaire. On dit que (2, A, 1) est un espace mesuré.



Définition 12. On dit que p est une mesure de probabilité si p(2) = 1, une mesure finie si
1(Q) < 400. On dit que p est o-finie s’il existe une suite (Ay)neny dans A avec Vn, u(A,) <
ocoet Q =, An.

Proposition 10. Soit (2, A, 1) un espace mesuré. Soient A, B et (A;)icr des éléments de A :
1. AC B= u(A) < u(B).
2. wW(AUB) + u(ANB)=p(A) + u(B).
3. Si I est au plus dénombrable, alors p(J;c; Ai) < D ier 1(Ai).
4. Sivn €N, A, C Apy1 alors (U, ey An) = limpsoo T p(An).
5. Sivn eN, A, D Ay et Ing, pu(Ap,) < oo alors p([(,eny An) = limy oo L p(An)

Démonstration. Pour 1) on remarque que
B=AU(B\A)

et que l'intersection est disjointe d’ou u(B) = pu(A) + pu(B \ A) et le résultat suit.
Pour 2) ona AUB = AU (B\ (AN B)) qui est une union disjointe. Avec ce que 'on vient
juste d’écrire on a u(B\ (AN B)) + p(AN B) = u(B) et donc

u(AU B) + u(AN B) = u(A) + (B \ (AN B)) + u(AN B) = u(A) + u(B)

Pour 3), pour tout n on a

pALU. U AL) < p(A) + 4 p(An) < i(An)

n

et on utilise ensuite le point 4 avec
D,=AU...A,.
On écrit B, = Ap11 \ 4, qui sont des ensembles disjoints et Ag = () on a
U 4= Ba
neN neN
et on a
n—1
A= Bx
k=0
et donc

w(An) = u(Br)
k=0

d’ou le résultat 4.
Pour la propriété suivante passons au complémentaire. Posons pour n > n,, Cy,, = A, \ A, =
An, NAS. On a que
w(Cn) = w(An,) — 1(Ay)

car p(A,,) < +o0o. On a que C, C Cyp41 ainsi

lim M(Cn> = :U(U Cn)

10



Remarquons que

+o0o
M= ) A= du () 4

neN n=ne n>ne
et
+oo ¢
U Ccn=4,n | 45 =40 ( N An> = A, \ ( N An>
n=ne n>ne n>ne n>ne
et donc a nouveau ,LL(U:SLU Cn) = 1(An,) = 1(Nysp, An)- On a alors

tim po(An) = p( () An)
neN

Proposition 11. (Constructions de nouvelles mesures, a partir de mesures)

1. Si p,v sont des mesures sur (2, A) et si a € RT
alors ap+v: A au(A)+ v(A) est aussi une mesure.

2. Si A € A on peut définir la restriction de pn a A en posant pour B € A, ua(B) = u(ANB).
C’est aussi une mesure.

3. Mesure image par une fonction.
Soit f: (2, A) — (E,B) mesurable, soit yn mesure sur (2, A) .
L’application : py : B — RT U {oo} définie par p;(B) = u(ffl(A)) est une mesure sur
(E, B) appelée mesure image de p par f .

La construction de mesures a partir de rien est délicate car les tribus sont souvent décrites par
parties génératrices. Il est ainsi difficile de définir p(A) pour A € A quelconque. On souhaiterait
définir la mesure sur une partie génératrice I’étendre de faA§on unique.

Théoréme 12. (Caractérisation des mesures finies)
Soit (2, A) un espace mesuré. Soit E C A C P(Q) telle que
— Qeg,
— A Bef=>ANBeE,
—o(&)=A.

Si p et v sont deux mesures finies sur (2, A) qui coincident sur € alors p = v.

Démonstration. £ est une classe stable par intersection et on a que
Ec{AecAud)=v(A}cCcA

Or {4 € A|u(A) = v(A)} est une c.m donc contient M(E) = o(&) par le lemme des classes
monotones. g

Remarque 13. En particulier A(Ja,b]) = b — a définit de maniére unique la mesure de Lebesgue
sur tout compact.
Remarque 14. La mesure produit est définie de maniere unique.

Théoréme 13. (Prolongement de Carathéodory)
Soit C une algébre de Boole de parties de Q. Soit u : C — R* U {oo} telle que

_ N(w) =0,
— Aiy,..., Ay €C disjoints = p(A1U...UAp) =3, u(Ai),

11



— siVneN, A, C Apy1 €Cet ey An € C alors p(A) = limy, 00 1(Ay).
Alors p se prolonge en une mesure sur (2,0(C)). Si u est o-finie sur C, le prolongement est
unique et o-fini.

Ezxemple 15. Applications : construction de la mesure de Lebesgue sur R, construction de me-
sures produits.

12



Chapitre 2

Mesures de probabilité, variables
aléatoires.

2.1 Mesures de probabilités, lois

Définition 13. Soit (£2,.4) un espace mesurable. Une mesure de probabilité sur (€2, A) est une
mesure P sur (2, A) avec P(2) = 1. On parle aussi de loi de probabilité, ou de loi.
— Si P =) ,c;pids, avec ) . ;p; = 1 et I au plus dénombrable, on parle de loi discrete.
— Si P < p on parle de loi a densité par rapport a p.
— Si Agn est la mesure de Lebesgue de R™ et si P est une mesure de probabilité sur
(R™, B(R™)) avec P < Agn, on parle de mesure & densité.

Remarque 16. Il n’y a pas que des mesures discretes ou a densité !

Définition 14. Soit A € A un événement.
— il a lieu presque sirement (P-p.s en abrégé) si P(A) = 1.
— il est négligeable si P(A) = 0.

Proposition 14. (On spécifie les propriétés des mesures dans le cas de probabilités.)
— ACB = P(A) < P(B)
— P(A°)=1-P(A)
— P(AuB)=P(B)+ P(B)— P(AnB)
o P(UneN An) B ZnEN P(An)'
— SiVn, A, C Apqa alors P(,, An) = lim T P(Ay,)
— SiVn, Ay D Apq1 alors P((),cn An) = lim | P(A,)

Définition 15. On appelle variable aléatoire (v.a. en abrégé) sur (Q2,.A, P) toute fonction
mesurable X : (Q, A, P) — (E,B).

On appelle loi de X sous la probabilité P la mesure image Px de P par X.

Par définition VB € B,

Px(B)=P(X'(B))=P({w e Q,X(w) € B}) = P(X € B).

Dans la pratique : on oubliera souvent (€2, .4, P) pour se concentrer sur certaines variables,
dont le comportement aléatoire est défini par la loi.

Vocabulaire. Une v.a. X : (2, A, P) — (R, B(R)) (ou (R, B(R))) est une variable aléatoire réelle
(v.a.r. en abrégé).
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Proposition 15. Soit X une v.a a valeurs dans (E,A) et Y une v.a a valeurs dans (R, B(R)).
Alors Y est mesurable par rapport 6 o(X) ssi il existe une fonction f: (E, A) — (R, B(R)) telle

que Y = f(X).

Démonstration. Commencgons par les fonctions étagées. Si Y est étagée i.e

k
Y = Z OzilAi
i=1

avec A; € o(X) donc il existe B; tel que A; = X 1(B;) d’ott

k k
Y = Zaile:l(Bi) = ZailBi o (X)
=1 =1

Supposons maintenant que Y est positive. Il existe une suite croissante (Y;,) de fonction étagées
telle que
Y =1limY,
n

Donc
Y = limY,
n

= limsup(Yy,)

n

= limsup(fn(X))

n

= (limnsup fn) (X)

On pose f = (limsup,, f,) : E — [0,400] et f = f x (1g+ o f) : E — R et on vérifie que
Y =Ff(X) Y =Y x 1+ o (Y)).
Dans le cas général on écrit Y = YT — Y~ avec YT = max(Y,0) et Y~ = —min(Y,0) O

Remarque 17. Les variables (X )-mesurables sont celles auxquelles on a acces connaissant la
v.a X

2.2 Moyennes, calculs et inégalités

Soit X : (2, A, P) — (R, B(R)) une v.a.r.

— Si X est P-intégrable ou > 0 alors on appelle espérance de X ou moyenne de X le
nombre E(X) : = [, X dP.

— Si X € LP, p > 0 son moment absolu d’ordre p est E(|X|’) et si X € LP, p € N son
moment d’ordre p est E(XP).

— Si X € L? sa variance est Var(X) := E[(X — EX)? = BE(X?) — (EX)2%

— Si X,Y € L2, leur covariance est

Cov(X,Y):=E[(X — EX)(Y — EY)| = E(XY) — (EX)(EY).

Théoréme 16. Soient X : (2, A, P) — (E,B) et ¢ : (E,B) — (R, B(R))
— si@ >0 alors Ep(X) = [ ¢(x)dPx(x)
— si @ est générale, ¢ est Px-intégrable si et seulement si (X)) est P-intégrable et

Be(x) = [ gy

C’est la traduction du théoréme de transport. Px suffit a calculer Ef(X).
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Démonstration. On suppose d’abord ¢ > 0. Dans le cas ou ¢ est étagée on a que
p(X) =) ailp(X)
i
Ainsi
Bo(X) = 3 aiBlg,(X)
i
= Z aiElBi (X)
i
= Y a;P(X €B)
i

= ZaiPX(Bz’)
= /ZailBidPX

Sinon ¢ est limite croissante de fonctions étagées i.e

@ =limpy,
n
Donc par convergence monotone 2 fois
Ep(X) = Elimp,(X)
n
= lim Fy,(X)
n
= lim / gDndP X
n
= / lim ¢, dPx
n

= / pdPx

Dans le cas général on décompose ¢ = ¢ — . Puis ¢ est intégrable ssi o+ et ¢~ le sont. [

Ezemple 18. Soit X une v.a discrete i.e X : (2, 4) — S avec S finie ou dénombrable alors
Ef(X)=)_fi)P(X =1)
€S
Espérance d’une Bernoulli, d’une binomiale, d’une Poisson, d’une géometrique

Ezemple 19. Soit X une v.a uniforme sur [0, 1]. Soit X une v.a exponentielle de parametre .
Calculer ’espérance...

Remarque 20. La remarque qui suit est un outil majeur permettant de déterminer Py lorsque
celui-ci n’est pas donné.

Proposition 17. Soit X une v.a alors X a pour loi u ssi pour toute fonction g continue bornée

mewzjﬁmmmw

15



Démonstration. On note H = {¢ borélienne bornée | [ ¢(z)dPx(z) = [ ¢(z)dpu(z)} Despace
vectoriel monotone contenant & = {f fonctions continues bornées} qui est stable par produit.
Donc H contient o(&). Ainsi les fonctions ¢§n) c (i) = —nlgcopn + 2l p<g,<n + nlg>pn qui
sont continues convergent simplement vers m; = (x;) — 2; qui est donc ¢(€) mesurable. Donc

pour tout B; borélien ﬂi_l(Bi) =Rx...xB;x...xR € 0(£). La collection de tels événements
lorsque i = 1,...,d engendre B(RY) donc B(R?) C o(€) et donc Py = p. O

Ezemple 21. Soit X ~ N(0,1). Déterminer la loi de X2, e¥.
Ezemple 22. Soit X ~ U([0,1]). Déterminer la loi de —In(U)/\ avec A > 0.

Remarque 23. On peut restreindre encore la classe des fonctions avec par exemple les fonctions
lipschitziennes bornées, fonctions C* bornées, fonctions C* & support compact.....

Proposition 18. (Quelques inégalités utiles)
— Jensen : Si X est une v.a.r. avec E|X| < oo et f: R — RT est une fonction conveze,
alors f(EX) < Ef(X).
— Markov : Sia €]0,400] et X est une v.a.r. > 0 alors P(X > a) < ng).
Conséquence : Si X est une v.a.r. dans L? alors pour a > 0,

VarX
5

P(X —EX|>a)<
a

— Si1<p<qg<+4o0, alors || X||p, < || X|lq et LY, A, P) C LP(Q, A, P).

Remarque 24. Attention ceci n’est vraie que parce que la mesure est finie. Trouver des contre-
exemples dans le cas de la mesure de Lebesgue.

Définition 16. X : (Q, A, P) — (R? B(RY)) est dit p-intégrable si F(||X||”) < co. Si on note
X = (Xi,...,Xy), son espérance est le vecteur EX = (EXy,...,EXy) € R% Sa matrice de
covariance est

Cov(X) = (Cov(X;, X;)) (B(X; - EX))(X; - EXj)), |

<ij<d —

C’est une matrice symétrique positive car

Zaiaj COV(XZ',X]‘) = Var( ZazXz) > 0

2.3 Fonction de répartition d’une v.a.r.

Définition 17. Soit X : (2, A, P) — (R, B(R)) une v.a.r.. On définit sa fonction de répartition
Fx :R —[0,1] par
Fx(t) = Px(] — o0,t]) = P(X <t).

Proposition 19. Fx = Fy = Px = Py.

Démonstration. Considérons
C={R,] —o0,z],z € R}

c’est une famille stable par intersection et donc par le résultat sur les c.m comme Px et Py
coincident sur C alors elles coincident sur o(C). or B(R) = o(C). O

Proposition 20. — Fx est croissante, continue a droite.

limFx =1, limFx =0
+oo —00
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— Fx a une limite a gauche en tout point

Fx(t™):= ligl Fx(u) =P(X <t).

— Fx est discontinue ent < P(X =t) > 0 i.e. t est un atome pour Px.
— Fx admet un nombre au plus dénombrable de discontinuités.

Démonstration. Soient t < ¢’ alors | — 0o, t] C] — 00,t'] et donc Fx(t) < Fx(t') d’ou Fx est
croissante. Soit (t,) une suite croissante telle que ¢, — +o00 alors | — 0o, t,] C] — 00, tpt1] €t

donc
héan(t’rJ :PX(U] —OO,tn]) :PX(R) :P(X ER) =1

Pour la limite en 0 on utilise une suite décroissante qui tend vers —oo.
Pour la continuité & droite en ¢y on considere (¢,) qui décroit vers ¢y on alors

Ul = o0, ta] =] = o0, ]

et on utilise la limite croissante i.e
lim Fx () = Px (|_J] = 00, tn]) = Px(] = 00, t0]) = Fx(to).

D’ou Fx(to—) = Fx(to). Pour la limite & gauche soit (t,) une suite croissante vers ty avec
t, > to on a donc

] = 00, tn] =] — 00, .

Par limite décroissante F'x (to+) = Px (] —00,to[). Ainsi Fx est continue en t( ssi Px (] —o0, to[) =
Px(] — Oo,tob i.e Px({to}) =0.

Notons D l’ensemble des points de discontinuité de Fx. Soient a > b deux points de D.
Considérons les intervalles non vides |Fx(a—), Fx(a+)[ et |Fx(b—), Fx(b+)[. La croissance de
Fx implique que ces intervalles sont disjoints. On peut donc sélectionner un rationnel dans et
injecter D dans Q d’ou la dénombrabilité. O

Ezemple 25. Uniforme, Bernoulli, £(A\), A > 0.

Définition 18. Soit F' : R — [0, 1] croissante telle que limy. F' = 1, lim_o F' = 0. Pour
u €]0, 1] on définit sa fonction inverse (a gauche) généralisée comme suit :

F(u) = inf{z, F(z) > u}.

Proposition 21. Soit F : R — [0,1] croissante, continue a droite, avec limio F' = 1 et
lim_o, F = 0.

1. Pour tout u €0, 1[, pour tout t
FTu) <teu< F().

2. Si U est une v.a. uniforme sur [0,1], (i.e. dPy(x) = 1jg,1)(z) dz) alors F*(U) admet F
pour fonction de répartition.

3. 8i X est une v.a.r. alors F, (U) a méme loi que X (en abrégé F (U) ~ X ).
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Démonstration. Soit u €]0,1[ et soit ¢ € R si u < F(t) par définition de F* (u) on a que
t > F* (u). Réciproquement si t > F*< (u) on a deux possibilités ¢ > F* (u) par définition de
I'inf il existe (t,) qui appartient & inf{z, F'(z) > u} et qui décroit vers F'< (u). A partir d’'un
certain rang on a que t > t, et donc Fx(t) > Fx(t,) > u d’ou Fx(t) > u. Si t = F* (u), on
considere a nouveau une suite (¢,) qui tend vers ¢ telle que Fx(t,) > u par continuité a droite
on a alors que F,(t,) — Fx(t) et donc Fx(t) > u
Soit t € R alors
P(F<(U) < 1) = P(U < F(t)) = F(1)

et donc on a le résultat. Pour le dernier point on utilise la caractérisation de la loi par la fonction

de répartition. O

Proposition 22. Px est la dérivée de F'x au sens des distributions.
Si Fx est de classe C* alors Px(dt) = Fi(t)dt.

2.4 Fonction caractéristique

Définition 19. Soit p une mesure finie sur (R, B(R?)). Sa transformée de Fourier est la
fonction définie pour ¢ € R? par

(€)= [ (o) = [ cos (&) duta) +i [ sin ((6.2)) duta).

R4

Définition 20. Soit X = (Xi,...,X,) une v.a. a valeurs dans (R B(R?)). Sa fonction ca-
ractéristique est définie pour & = (£1,...,&;) € R? par

Px(§) = B(4Y) = B(e'257%) = Px(¢).

Théoreme 23. La transformée de Fourier est injective sur les mesures de probabilité boréliennes
de RY :
by =y = Px = Py.

Démonstration. Pour cela on va utiliser la version fonctionnelle des classes monotones. On
considere

H = {¢ borélienne bornée|E(¢(X)) = E(p(Y))}
C’est un e.v monotone par convergence dominé. On a les égalités suivante pour tout x et a
ei(a@) +e—i<a,:r;>
2

—e
23

cos({a,x)) =

€i<a,x> —i(a,z)
sin((a,2)) =

Les fonctions qui en découlent sont donc des éléments de H. Donc H contient 1’espace vectoriel
C engendré par les fonctions

{cos({a, z)),sin((a, z)),a € R}.

L’e.v C est stable par multiplication (formule de trigo!), donc H contient les fonctiosn mesurables
pour o(C). pour conclure, il suffit de montrer que

B(RY) c o(C).
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Considérons ’application

RT — R

(r;)) + nsin(3)
qui est 0(C)) mesurable. Par limite la fonction 7; : (z;) <= x; est alors ¢(C) mesurable. Ainsi
soit B® un borélien on a que

7Y B) =R x...xB;x...xRea(C).

(2

Il s’agit d’un systeme de générateur de o(R?) et donc on a le résultat. O

Démonstration. Voila une preuve alternative en dimension 1. Soit X une variable aléatoire
réelle. On note Px sa loi, ®x sa fonction caractéristique et F'x sa fonction de répartition.

1. Pour tousa#b€RetT >0, 0n a

1 T e—ita _ e—itb

I T O

2 J_r it
B 1 (T sin (t(z — a)) 1 (T sin (t(z — b))
_/R<7T/O el dt—ﬂ/o 2 dt) Py (dx).

2. Par une IPP on montre que lim7_, fOT Sititdt = f0+°° % dt €]0, +oo[. On admettra
pour la suite que cette limite vaut Z. On en déduit que = € R,

o

T

in(¢
lim sin(tz) dt = Esigne(m),
T—o00 0 t 2

ou signe(z) =1 si > 0, signe(x) = —1 si x < 0 et signe(0) = 0.

3. Pour a < b on a donc

| /T eita it Px({a}) + Px({b})

lim — o _p .
e 2n Jp it x(t)dt = Px(Ja,b]) + 2

4. Ainsi si Fx est continue en a et b, on a Px({a}) = Px({b}) = 0 et par suite

1 T e—ita —e itb
Fx(b) - Fx(a) = lim - /T ——aox(t)dt

Ainsi en tout point de continuité de F'x et Fy on a que
Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a)

Ainsi F'x = Fy en tout point de continuité de F'x et Fy. Les points de discontinuité de
Fx ou Fy sont en nombre dénombrable donc si £y est I’'un de ces points on peut trouver
une suite (t,) avec t, > to pour tout n et (¢,) sont des points de continuitA@© de Fy et
Fy. On a donc par continuité a droite

Fx(to) = lim FX(tn) = lim Fy(tn) = Fy(to).

Donc Fx = Fy sur tout R et donc Py = Py.

Ezxemple 26. Uniforme, Poisson, Binomiale.
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Ezemple 27. Soit X ~ N(0,1), on a que pour tout t € R

1 .
(I)X(t) — m/Rezt:vemQ/de

On vérifie que ®x est C! St P’ (t) = —t2®x(t) (on dérive sous le signe intégrale et on fait une
IPP) et donc ®x(t) = e */2.
Si X ~ N(m,o?) alors Z = (X —m)/o ~N(0,1)

) . . 2
¢X(t) _ E(eti) _ E(ezt(oZ+m)) — imi—"5

Théoréme 24. Soit X v.a. d valeurs dans RY. On note Aga la mesure de Lebesque sur R, Si
Oy € LY (R, Aga) alors Px < Aga et sa densité est donnée par

1
(2m)¢

(@) = g [ ()

Démonstration. On va considérer I’ensemble des fonctions continues a support compact et mon-
trer que pour tout ¢ dans cet ensemble

[owarso = [ osxto

ce qui par la version fonctionnelle des c.m suffit a conclure. Introduisons v, ; la densité d’une
gaussienne de variance 1 centrée en t i.e

_ 1
= i

On a que (changement de varaiable plus convergence dominée)

(t) = lim / A(Y) 1.t (y)dy

[owars®) = [tm [ 6wriwisapxo
hm//¢> Ui () dydPx (2) (’/¢ sy >dy]<|r¢uoo)

hm / o(y / Ynt(y)dPx (t)dy (Fubini avec la méme raison que ci-dessus)

A ce stade on veut a nouveau intervertir limite et intégrale. Pour cela on utilise I'inversion de
la transformée de Fourier d’une gaussienne c’est a dire

1 et
i) = g [ €€

(ce résultat est une généralisation multi d de la fonction caractéristique de la gaussienne N/ (0, 1)).
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Maintenant on peut observer que

/ Tt(y)dPx (t) = / (2711')d / HGt=v) = ICP/20% geqpy (1)
- [

— d/e UCy) g=I¢I?/2n% g (¢)d¢

/ i(Ct=v) o=l /20% gpo (dC (Fubini)

Par suite on a que

'm) / m(y)de)] < Gralo)l [ 0x(0ldc

Cette borne est indépendante de n et on a que ®x est supposé L' et ¢ est & support compact
donc on peut appliquer le théoreme de convergence dominée. On a

[owarse) = [owtm [niarsay
1

- / ¢(y) lim e~ MW K207 g () dy

= / o(y)

d’ou le résultat O

e Dy (¢)d¢d

Ezemple 28. Une loi de Cauchy de parametre a & pour fonction caractéristique t — eIl

Proposition 25. Pour toute v.a.r. X,
— & x est continue,
— Si E|X|" < 00 alors ®x est de classe C™ et pour k <n,t € R

o) (1) = i* B[xFeX],
En particulier on retrouve les moments par la relation <I>g];) (0) = i* B(X%).
— Si ®x est n fois dérivable en 0 alors X admet des moments jusqu’a l’ordre 2 L%J

Démonstration. Pour montrer cela on utilise le théoréme de continuité et de dérivation sous le
signe intégrale.

Pour la réciproque, faisons le cas n = 2 on suppose donc que ®x(t) est 2 fois dérivable en
0. On peut donc écrire

Dx(t) =1+ td(0) + t;@g'((O) +o(t?)

12
Ox (1) =1 = 1@ (0) + 5% (0) + o(t?)
Donc on a
Dx(t) + Px(—t) = E(2cos(X1))) = 2 + t20%(0) + o(t?)
Ainsi on a que pour t suffisamment petit

2 cos(Xt)

B2 - =

) = —%(0) + o(1)

On peut alors appliquer le Lemme de Fatou avec une suite (¢,) qui tend vers 0.
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Lemme 26. Soit (E, A, 1) un espace mesuré et soit (f,) une suite de fonctions positives alors

/liminf fndu < liminf/fnd,u

On a alors
2—-2 Xt 2 Xt,) —2
E [hm inf Cof(”)} < liminf E [COS(Z,")] — —3%(0)
t2 th
Or on a que
2—2 X
lim inf C:QS(%) = X2
n

et donc
EX?% < —d%(0)

2.5 Transformée de Laplace

Définition 21. Soit X une v.a. & valeur dans R?. Sa transformée de Laplace est définie pour
s € RY par
Lx(s) := Ee!>%) € [0, 00].

Proposition 27. L’ensemble {s € R% Lx(s) < oo} est convexe. Pour tout A € [0,1] et tous
51,50 € R, on a
Lx(As1+ (1= N)s2) < Lx(s1)* Lx(s2)" ™.

Proposition 28. Soit X une v.a.r. telle que Vt € [—¢, €], Ee!™ < co. Alors

tn
Vte[—eel, Lx(t)=> mE(X”).
n>0
Théoréme 29. Soient X,Y deux v.a. & valeurs dans R%. Soit € > 0. Si pour tout s tel que
Is|| <€ onaLx(s)=Ly(s)<+4oo, alors Px = Py.

Démonstration. Traitons le cas de la dimension d = 1. On peut remarquer que les fonctions
s E(eX), s E(eY)

sont définies pour tout complexe s tels que |Re(s)| < e.
Considérons sq tel que Re(sg) = 0 et s tel que |s| < e. En remarquant que |e®°%| = 0 et
lesX| = |e®()X]| est inégrable, on a en utilisant Fubini

gl — 37
n:

E(eoXX™M).

Il s’agit donc d’un développement en série entidre valable sur B(0, €). On a donc que s — E(e5X)
est analytique sur [, c;r B(so,€) = {s € C : |Re(s)| < €}. On a également que s — E(e®Y) est
analytique. On en déduit que s — E(e*Y) et s +— E(e*~) coincident sur {s € C : |Re(s)| < ¢}
et donc pour s =it avec t € R on a que &x = Py. ]
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Exemple 29. Soit X ~ N (0,1), soit z € R on a que

Lx(z) = \/12? /6_$2/26mda: = \/12? /8_(90_2)2/QdazezQ/2 = e*/?

en remarquant qu’on a fait apparaitre la densité de N (z,1).

En utilisant le raisonnement sur ’analycité on retrouve la valeur de la fonction caractéristique
de N(0,1).

Plus généralement deux mesures sont égales dés que leurs tranformées de Laplace sont finies
et égales sur une boule :

Théoréme 30. Soient i, v des mesures boréliennes sur R, S’il existe g € R? et € > 0 tels que
Vo € B(xo,€), Lu(x) = L,(x) < o0

alors p=v.

2.6 Moments

Définition 22. Soit X une v.a.r. qui admet des moments de tous ordres. On dit que sa loi est
caractérisée par ses moments si pour toute v.a.r. Y on a

[Vn >0, EX" = EY"] = Px = Py.

Proposition 31. Soit X une v.a.r.. Sa loi est caractérisée par les moments si l'une des hy-
potheses suivantes (qui sont équivalentes) est vérifiée :

— il existe € > 0 tel que FeflXl < 4o00.

1

— il existe C € RT tel que pour tout n > 1, E(XQ") < Cn.
Ezemple 30. Toute v.a a support compact
Exemple 31. La gaussienne N (0,1).

2k)!

or avec ’équivalent de Stirling n! ~ v/27n (%)n on a

E(XQk: e -
2k\/2rk ()
k
~ V22F (k
e
Ainsi P12k
E(X
i EE) T
k k

La premiere propriété était également valable.

2.7 Fonctions génératrices

Définition 23. Si X est a valeurs dans N on définit sa fonction génératrice

Gx: [0,1] — [0,1]
s = E(sX)=Y,s"P(X =n)

la proposition suivante est basée sur I'unicité du développement en série entiere

Proposition 32. 5i X etY sont a valeurs dans N alors Gx = Gy implique que Px = Py.
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Chapitre 3

Rappels sur la notion
d’indépendance

3.1 Indépendance
Soit (2,4, P) un espace de probabilité.

Définition 24. (Indépendance d’événements)
— Deux événements A, B € A sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).
— Des événements Ay,..., A, € A sont indépendants si V{j1,...,jp} C{1,...,N} on a

P(Ajlﬂ-"mAjp):P(Ajl)X"-XP(Ajp).

Définition 25. (Indépendance de sous-tribus)
— Des sous-tribus By, ..., B, de A sont mutuellement indépendantes si

VC; € B;, P(C1ﬂ~--ﬂCn):P(Cl)x--«xP(Cn).

— Des sous-tribus de A, (5;);e; sont mutuellement indépendantes si toute sous-famille finie
Iest.

L’indépendance de tribus se vérifie sur des parties génératrices stables par intersection :

Proposition 33. Soient Bi,...,B, des sous-tribus de A. Pour chaque i soit F; C B; avec
— QE.E‘, U(]:Z‘)ZBZ‘
— F; stable par intersection finie.
SiVF, € Fi ona P(FiN---NF,) =[], P(F:) alors les (B;)!_, sont indépendantes.

Démonstration. On pose
& ={G1€B tqVj >2,F; € F; P(GiNFhn...nF,) =P(By) x [[ P(F)}

On a que
Fi Cgl CBl

Or &1 est une c.m. Donc

M(]‘E) C 51
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et comme F; est stable par intersection finie on a M(F;) = o(Fi). Or o(F1) = B; et donc
VG € B1,VF; € F;,j >2 P(GiNFaN...NE,) = P(B1) x [[;y P(F};). On raisonne de méme
avec Jo en posant

E = {G2 € By tq VG € B1Vj > 3,f7j E./—"j P(Gl ﬂGQﬂ...ﬂFn) :P(Gl)P(Gg) X HP(Fz)}
=3

et par récurrence on obtiendra le résultat. ]

Proposition 34. (Regroupement par paquets) Soit (B;)icr une famille de sous-tribus de
A, indépendantes. Soit une partition de I,1 = Ujcyl; et pour j € J, B;j = o(B;,i € I;). Alors

les tribus (Bj);jcg sont indépendantes.

Démonstration. On fixe d’abord une sous famille finie d’indice dans .J, notons J; ce sous en-
semble. Il faut montrer que les B;, j € Jy sont indépendantes. On introduit pour j € Jy

&; = {A, A intersection finie d’ensembles A; € B; pour i € I;}

Remarquons que gj = 0(&;), ensuite que les ensembles &; satisfont la proposition précédente.
O

Définition 26. (Indépendance de variables aléatoires)
Pouri € I,s0it X; : (2, A, P) — (E;, &) une v.a.. Les (X;);er sont indépendantes si les tribus
(a(Xi))i el le sont. En particulier X1, ..., X, sont indépendants si et seulement si VF; € &,

P((X1 ceF)N-N(Xy € Fn)) - ile(Xi € F).

Théoreme 35. Des v.a. X1,...,X, sont indépendants si et seulement si
PixyXxa) = Px; ® - ® Px,,.
Dans ce cas :
n n
— Vf; mesurables positives : E( HfZ(XZ)) = HEfZ(X,)
i=1 i=1
— 51 f; mesurable de signe quelconque, l’égalité précédente est vérifiée si

B(T1sxal) = [T Elfi(x0)| < .
i=1 i=1

Démonstration. On vérifie I'égalité des lois Py, . x,) = Px, ®--® Px,, sur les pavés et ensuite

on utilise le théoréme de caractérisation des mesures finies. O
Proposition 36. Soient X1,..., X, des variables aléatoires réelles. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

— X1q,..., X, sont indépendantes.

— VEER", Ox, . x,) (615, &) = [1im Px, (&)
— VYay,...,an €R, P(X1 < ay,..., X < an) = [[ P(X; < ay).

j
— Vf; : R — R", continues bornées, E(]_[n fi(Xa) ) =TI Efi(Xa).

1=
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Démonstration. Pour la fonction caractéristique c’est évident car la fonction caractéristique
caractérise la loi. Pour le second point on raisonne comme pour la fonction de répartition. Pour le
troisieme point il suffit d’appliquer la version fonctionnelle du lemme des classes monotones. [

Ezemple 32. Soit X et Y deux v.a N (0,1) alors U = X +Y et V = X —Y sont indépendantes.
Pour cela utilisons deux méthodes.
La premiére utilise la fonction caractéristique. Soit (u,v) € R? on a

S (u,v) = BV
_ E(el((u-‘r’u)X—l-(u_v)Y))

= B X) pel@=)Y)  bar indépendance
e (Wtv)?/2 = (u—v)?/2

= € (&

La fonction caractéristique est a variables séparées donc les deux v.a sont indépendantes. Or la
fonction u — e~% est la fonction caractéristique de N'(0,2). On a donc que U et V ont méme
loi et que U ~ N(0,2).

La deuxieéme utilise le théoréeme du transfert. Soient f et g deux fonctions continues bornées.
on a

E(f(U)g(V)) = E(f(X+Y)g(X — Y))
= / flz+y)glx — )— (x2+y2)/2dxdy par independance de X et Y

= / f(u)g(v)2—e*(((““’)/2)2“(“*“)/2)2)/2%dudv changment de variables u=x+y, v=x-y
R2 7T

1 24 ,2y/4 1
— = o~ (uv?)/4 2
/}R2 f(u)g(v)zﬂe 2dudv

1 1
= f(u)g(v) 2ﬁ€_(u2)/4ﬁ6_(”2)/4dudv
On identifie alors les densités de U et de V qui sont les mémes et on retrouve le résultat sur le
fait que U et V sont indépendantes et de distribution N (0, 2).

Ezemple 33. Soit X et Y deux v.a N(0,1) alors il existe des unique v.a R > 0 et © €]0, 27|,
telles que

X = Rcos(0), Y = Rsin(0)

Alors R et © sont indépendantes. On note ¢(r,0) = (rcos(f); rsin(f)) le changement de coor-
donnée polaire qui est un isomorphisme de R* x]0,27] dans R?\ (0,0). Soit f(r,6) = h(r)g(0)
avec h et g deux fonctions continues bornées, on a

E(f(R,0)) = E(fo¢™V(X,Y))

= fo gi)(_l)(a:,y)ie_
R2

@ 49)/2 4y
2m

2m 1
= / fr, 9)2*677.2/27“(17‘619 changement de v.a (r,0) = ¢"V(z, )
0o Jo d

o) 5 2T 1
— —r?/2 il
/o f(re rdr/o 2ﬂ_g(9)d0

On voit donc que R et © sont indépendantes et que la densité de R est r — e~
© suit une loi uniforme sur [0, 27].

’"2/27“1R+ et que
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3.2 Sommes de variables aléatoire indépendantes

Définition 27. Des v.a.r. X,Y € L?(Q, A, P) sont non corrélées si
Cov(X,Y)=EXY)-EX)E(Y)=E[(X-EX))(Y-EY))]=0

Remarque 34. Des variables indépendantes sont non corrélées. La réciproque est fausse. Soit €
telle que Ple = 1] = Ple = —1] = 1/2. Soit X une v.a indépendante de € alors X et eX ne sont
pas indépendante ( ?) mais Cov(X,eX) =0 .

Proposition 37. Soit X1,...,X, des v.a.r. dans L*(Q, A, P) indépendantes (non corrélées

deuzx & deuz suffit), alors
ar (Z XZ-> = ZVar(X
i=1 i=1

Loi de la somme de v.a. indépendantes :

Définition 28. Soient y, v deux probabilités sur R?. Leur produit de convolution p v est défini
comme la mesure image de p * v par (y,z) — y + z. En d’autres termes

VA € BRY), p*v(A) = u®u<{(y,z),y+z c A}>

VSOZO’/ (z) d(p=v)( // (y + 2) du(y) dv(z)

Ezxemple 35. Si du(z) = p(z) dz et dv(y) = ( ) dx alors p * v admet pour densité par rapport
a la mesure de Lebesgue la fonction p x ¢(z) = [ p(z — z) ¢(z) d=.

Proposition 38. Soient X,Y des v.a. mdependcmtes a valeurs R alors

Px+y = PX * Py,
Oxiy = Px Dy,
Lxyy = Lx Ly.

Si X, Y sont a valeurs dans N, alors Gx+y = Gx Gy.

Ezemple 36. (Lois classiques dont les convolées sont trés simples)
— Lois binomiales : pour n € N* et p € (0, 1),

On a B(n,p)«B(n',p’) = B(n—i—n’,p). En d’autres termes, si X ~ B(n,p) et Y ~ B(n/,p')
sont indépendantes alors :
X +Y ~B(n+n,p).

On appelle loi de Bernoulli avec probabilité de succes p € [0,1], la loi
b(p) := B(1,p) = (1 = p)do + pér.

— Lois binomiales négatives : B(—m,p) avec p € (0,1) et m € N* définies par

B(—m,p) = Cp  p™(1—p)* 6.
k>0

Pour m,n € N*, on a B(—m, p)*«B(—n,p) = B( — (m+n),p). On appelle loi géométrique
Q(p) = B(‘LP) = Zk20p<1 —p)kék-
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— Loi de Poisson : P(A) 1= 3, 6_/\%519 avec A > 0. Elle vérifie

PA) «PN) =PA+N).

t—1 —az]

— Lois y(t,a) avec t > 0 et a > 0 de densité %x e >0 par rapport a la mesure de

Lebesgue sur R. On rappelle que pour ¢t > 0, T'(t) = f0+°° e rt=ldx. Si s, t > 0,

v(t,a) xy(s,a) = y(t + s, a).

On appelle loi exponentielle de parameétre a > 0 la mesure de probabilité Exp(a) =
v(1,a).
— Lois gaussiennes : N'(m, o?),m € R, o > 0. Elles sont définies par A'(m,0) := d,, et pour

>0
—@-m)?  dr

H(dx) :=e 27
N(m,o%)(dz) :=e oy

On a N (m,0?) x N(m/,0"?) = N(m +m/, 02 + 0'?).

3.3 Suites de tribus ou de v.a. indépendantes

Théoréme 39. Soit (Tn)nen une suite de sous-tribus indépendantes sur (2, A, P). On pose
By := 0(Tn,n > k) et Uon définit la tribu asymptotique ou terminale Boo := Np>1 Bi. Alors
VB € By, P(B) € {0,1}.

Démonstration. On pose pour k > 1
Dr=0(T1,---,Tk)

On a que Dy, est indépendante de By et donc de Bs,. Remarquons que | Dy, forme une classe
d’événements stable par intersection donc By, est indépendante de o (| Dy) D Bso donc

VB € Bw, P(B) = P(BNB) = P(B)%

Ezemple 37. Les événements suivants sont des événements de B
— Une suite (X,,) de v.a.r converge
— La série Y X converge

Définition 29. Soit (A, )nen une suite d’événements de (£2,.A4),

limsup 4, := ﬂ ( U Ak) = {w € Q; pour une infinité de valeurs de n, w € A, },
" neN  k>n
liminf 4, = |J ( N Ak) = {w e 9 Ing, Vn > no, w € A}
neN  k>n

Ezemple 38. Soit (A, )nen une suite d’événements indépendants de (€2, .A, P). Les tribus 7, =
{0, A, A, Q} sont indépendantes. Donc

P (liminf A,) € {0,1}.
P (limsup A,) € {0,1}.

Lemme 40 (Borel-Cantelli). Soient (A,)nen avec A; € A.
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1. 813,50 P(An) <00 alors P(limsup A,) =0 d.e. p.s. card {n,w € Ap} < o0.
2. Siles A, sont indépendants et si Y P(Ay) = 400 alors P(limsup A,) =1 i.e. p.s. A,
a lieu une infinité de fois.

Démonstration. Pour le point 1) on a que pour tout n € N U+, Ax O Upspny1 Ar donc

ILBIGED! Ili}lnP(U Ap)

n k>n k>n

or

P([J A <> P(Ap) —»0

k>n k>n

comme reste d’une série convergente.
Pour le point 2) on a

N
P(limsup A,) = hTIth]{[n P( U Apg)

k=n
Or on a
N N
P(|J A =1- [0 = P(AL)
k=n k=n
et
N N N
_ — _ < _ _
log<kH(1 P(Ay))) ijlog(l P(Ay)) < kZ P(A) - —o0
Ainsi
N
[T - Prag) o
k=n
et le résultat suit. O

Ezemple 39. Une suite de v.a.r (X,,) indépendante converge vers 0 ssi

D P(IX,| >¢e) < o0

Dans ce cas que dire si X, ~ B(py).
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Chapitre 4

Calcul conditionnel

4.1 Conditionnement discret

4.1.1 Par rapport a un événement

L’idée de conditionnement est réévaluer les probabilités d’événements en tenant compte
d’une information supplémentaire.

Définition-Proposition 30. Soit (£2,.4, P) un espace de probabilités et B € A avec P(B) > 0.
1. La probabilité conditionnelle de A € A sachant B est

P(A|B) = P(Jf(;)B).

2. La mesure de probabilité conditionnelle sachant B est 'application

A — [0,1]
P(ANB)
A “PB) P(A|B).

On note la P(-|B).
3. Si Y est une v.a.r. sur (2, A, P) positive ou intégrable, on définit son espérance condi-

tionnelle sachant B par

E(Y|B) ::/QYdP(-yB): E](j(/éf) = P(lB)/BYdP.

4. Laloide Y sachant B, notée Py p est définie comme I'image par Y de P(:|B), Py|p(A) :=
P(Y € A|B). Si ¢ est mesurable > 0 ou si p(Y') est P-intégrable, on a

E(p(Y)|B) = / (V) dP(|B) = / o dPy .

Démonstration. Pour les points 3) et 4) il s’agit de la construction usuelle des mesures. On
considere d’abord Y = 14, puis ensuite les fonctions étagées, puis les fonctions positives et
enfinY =Y+t -Y~. O
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4.1.2 Par rapport a une v.a. discrete

On suppose que 'on a acces aux valeurs d’une v.a. et on réactualise suivant cet aléa.

Définition 31. Soit X une v.a. sur (€2, A, P) a valeur dans E dénombrable.
Soit B! ={z € E,P(X =2) >0},ona P(X € E\ E') =0. Pour A € A, on pose

P(An{x=a}) .
So(x) = P(A|X = x) = W S1 T € E/
0 si xeE\E
et on définit P(A|X) := ¢(X). C’est une v.a. qui dépend de X.

Remarque 40. Comme X est une v.a discrete on peut écrire

e(X) = p@)lx— =Y P(AX =2)lx—,

zelR zel

Définition 32. Si Y est une v.a.r. avec Y € LY(Q, A, P) ou Y > 0, on définit

) >0

qj(x)_{E(Y|X:$) si P(X = 7

T
0 si P(X=x
Par définition I'espérance conditionnelle de Y sachant X notée E(Y|X) est la v.a. ¥(X).

Remarque 41. De méme

U(X)=> V(a)lx— =Y EY|X =2)lx_,
zel z€eE

Ezemple 42. Soit X une v.a uniforme sur {—1,1,2}.

E(X||X]) = B(X|IX]|=1)1x- + E(X]|X] = 2)1jx)=s
B E(X1|X|=1)1 E(X1x)=2)
~ O P(X|=1) PE T p(x]=2) T
= 2lix)=

Ezxemple 43. Soient X1 et Xo deux v.a indépendantes de loi de Poisson de parametre A > 0. On
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sait que X7 + X est une v.a de Poisson de parametre 2.

[e.e]

E(Xi|X1+X5) = > E(X1|Xi+Xo=k)lx,ix, =k
k=0

o B(Xi1x,1x,=k)

= 1 =k
k=0 P(X1+ Xy = k) A

k .
_ iz B(1x—j1x—k) | %
P(X1+Xo=Fk) ~H%

k=0 j=0
if: H 1 k
= J s X, =
e AL GOl
S LG e
s k! ) )
B kZ:Oj:l (] - 1)!((k - 1) — (j — 1))!2k X1+Xoy —
ok
(k—1)!
kZ:O ]z; G—DW(k—1)— (5 —1))12k X1+X2
oo k—1
K (k- 1)!
B 2% ' lxi4x, =k
kZ:O 2 ; NIk —1) = ()1
k g
- 272 1x,4x, =k
k=0
k
- §1X1+X2 =k
k=0
X1+ X
a 2

Lemme 41 (Doob). Soit X : (Q,A4,P) — (E,&) et Y : Q — R? deuz v.a.. Alors Y est
o(X)-mesurable si et seulement s’il existe une fonction h : E — R? borélienne avec Y = h(X).

Remarque 44. 11 est alors essentiel de remarquer que les espérances conditionnelles sachant une
v.a X sont o(X) mesurables

Proposition 42. Soit X une v.a. discréte et Y € L', alors
1. E(JEWIX))) < B(IV])

2. Pour toute v.a. Z, o(X)—mesurable et bornée
E(ZE(Y|X)) = E(ZY).

Réciproquement, si W est une v.a o(X ) mesurable et que pour toute v.a. Z, o(X)—mesurable
et bornée
E(ZW) = E(zY)

alors E(Y|X) = W presque sirement. De plus une telle v.a est unique.
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Démonstration. Montrons la réciproque du point 2). Comme W est o(X) mesurable il existe h
mesurable telle que W = h(X) = > g h(z)1x=,. On applique pour Z = 1x—, on a donc

E(1x—Y) = E(lx—W)
= E(lX:gCZh(z)lX:Z)

z€R
= h(x)E(1x=z)

= h(z)P(X =)

Ainsi pour tout € FE on a
h(@) = B(lx=Y)/P(X = 2) = B(Y[1x=,)

et le résultat en découle. Pour l'unicité, on considére deux v.a W et W', o(X) mesurables
satisfaisant 1’égalité, on a donc

E(W-W"Z)=0

pour tout fonction Z o(X) mesurable bornée. On choisit Z = 1y _yso qui est o(X) mesu-
rabme, on a donc que
E(W — W' )lw_wr>0) = 0.

On en déduit que W — W'||eq0 p.s. Avec Z' = 1y 1o on en déduit que W — W’ > 0 et donc
que W = W". O]

Remarque 45. Lorsqu’on applique le point 2) avec Z = 1g = 1 on obtient
E(E(Y[X)) = E(Y).

Cette derniere condition est semblable a celle qui caractérise la projection orthogonale sur
un sous-espace d’un espace hilbertien.

Théoréme 43 (Projection dans un Hilbert). Soit (H,(-,-),|/|) un espace de Hilbert et S un
sous-espace vectoriel fermé de H. Alors pour tout y € H, il existe un unique p(y) € S tel que

_ = inf |y — ul.
ly —p(y)| gelsly ul

De plus il vérifie Yu € S, (y — p(y),u) = 0 et cette propriété le caractérise. On dit que p(y) est
la projection orthogonale de y sur S.

Remarque 46. L'égalité E(ZE(Y|X)) = E(ZY) peut en effet se lire

E(Z(E(Y|X)-Y)) =0

4.2 Espérance conditionnelle d’une v.a. par rapport a une tribu

4.2.1 Définition pour des variables aléatoires dans L2

Soient (€2, A, P) un espace de probabilité et B une sous tribu de A, alors L?(€, B, P) est un
sous espace fermé de L?(Q, A, P).

Définition 33. Soit Y € L%(Q, A, P). L’espérance conditionnelle de Y sachant B, notée E(Y |B)
est la projection orthogonale de Y sur L?(12, B, P). Elle est caractérisée par :

1. E(Y|B) € L2(Q, B, P)
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2. VZ € L*(Q,B,P),E(ZY) = E(ZE(Y|B)).
Si B=o0(X) on écrit E(Y|B) = E(Y|X).
Remarque 47. E[Y|B] est un élément de L?(€2, A, P) donc, en toute rigueur, défini modulo
égalité p.s. Il faut s’en souvenir lorsque 1’on écrit des propriétés ponctuelles.
Proposition 44. Soit Y € L?(Q2, A, P).

1. Si'Y est B-mesurable alors E(Y|B) =Y (p.s.)

2. Y — E(Y|B) est linéaire

3. 8iY >0 alors E(Y|B) >0 p.s.

SiY' >Y alors E(Y|B) > E(Y'|B) p.s.

Démonstration. Les deux premiers points viennent de la définition en termes de projection.
Pour le 3eme point, on considere Z = 1y |5)<o on a

0<E(YZ)=E(EY|B)Z) <0

Donc E(E(Y|B)Z) = 0. Or E(Y|B)Z <0 p.s. Ainsi E(Y|B)Z =0 p.s et donc E(Y|B) = 0 sur
{Z=1} or E(Y|B) < 0sur {Z = 1}. Donc P(Z = 1) = 0. Le résultat en découle. SiY > Y’ on
applique le point précédent & Y — Y’ > 0. ]

4.2.2 Extension aux variables aléatoires positives

Soit B une sous-tribu de A.
Théoréme 45 (définition). Soit Y : (Q, A, P) — [0, 4+00] une v.a. positive. Il existe une v.a.
notée E(Y|B) > 0 p.s., unique p.s. telle que :

1. E(Y|B) est B-mesurable,

2. Pour toute variable Z, B-mesurable et positive, E(ZY) = E(ZE(Y |B)).

Démonstration. On pose
E(Y|B) = lim E(inf (Y, n)|B).

Cette limite existe car la suite (E(inf(Y,n)|B)) est croissante. Soit Z une v.a B mesurable
positive, alors pour tout n € N les v.a inf(Z, n), inf(Y, n) sont L? on a

E(inf(Z,n)inf(Y,n)) = E(inf(Z,n)E(inf(Y,n)|B))

On peut alors utiliser le théoréeme de convergence monotone sur chaque membre et on obtient
le résultat. Il reste & montrer 'unicité. Attention on ne peut pas considérer la v.a Y — E(Y|B).
En effet E(Y|B) peut éventuellement étre infini. Considérons Y une v.a satisfaisant les deux
points et posons

Z = 1?ga<ng(Y\B)-
On a

aP(Y <a<b< E(Y|B)=FEZ) > E(YZ)
= E(E(Y|B)Z)
> bP(Y <a<b< E(Y|B))

Comme a < bona P(Y <a<b< E(Y|B)) = 0 et ceci pour tout @ < b. En considérant 'union
sur a et b rationnels on a que P(U,~p, (4 p)e0lY < a <b < E(Y|B)}) = P(Y < E(Y[B)) = 0. On
fait de méme pour montrer que P(Y > E(Y|B)) = 0. Ainsi Y = E(Y|B) presque siirement. L[]
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Proposition 46. Soit Y une v.a. > 0
— Si'Y est B-mesurable alors E(Y|B) =Y p.s.
— Si1Y <Y’ alors E(Y|B) < E(Y'|B) p.s.

Démonstration. Si'Y est B-mesurable, il en est de méme pour inf(Y,n) et donc par le cas L?
on a E(inf(Y,n)|B) = inf(Y,n) puis on passe a la limite quand n tend vers l'infini. On a que
inf(Y,n) <inf(Y’,n) puis passage a la limite. O
4.2.3 Définition pour des variables aléatoires dans L'

Définition-Proposition 34. Soit Y une v.a.r. de L' (2, A, P). On pose E(Y|B) := E(Y,|B) —
E(Y_|B). Cette définition a un sens dans L! car

E|E(Y|B)| < E(]Y]).

De plus E(Y|B) est caractérisée par les propriétées suivantes :
1. E(Y|B) est B-mesurable,
2. Pour toute variable Z, B-mesurable et bornée, E(Z E(Y|B)) = E(ZY).

Démonstration. SiY >0et L' on a E(Y|B) >0 et pour Z =1 on a
E(E(Y|B))=E(Y) < +oc.

Donc E(Y|B) est dans L. Ainsi E(Y|B) := E(Y+|B) — E(Y_|B) a bien un sens dans L'. Il est
alors clair que
[E(Y[B)| < E(Y|B) + E(Y-|B)

Ainsi E(|[E(Y|B)|) < E(Y; +Y_) = E(|Y]|). Pour l'unicité comme on peut considérer ¥ —
E(Y|B), on peut adapter l'unicité dans le cas discret. Pour Z mesurable bornée on écrit Z =
Z+ — Z_ et on applique le cas positif. O
4.2.4 Propriétés de ’espérance conditionnelle
Proposition 47. (Sommes et limites)
1. Si X, Y >0etab>0 (resp. X,Y € L' et a,b € R) alors
E(aX +bY|B) =aE(X|B)+bE(Y|B) p.s.

2. 8i (Xpn)n>0 est une suite croissante de v.a.r. positives telle que X, ,* X p.s. alors
n—oo

E(X,|B)  E(X|B) p.s.

n—o0
3. Si (Xpn)n>0 est une suite de variables positives, alors

E(liminf X,,|B) < liminf E(X,|B) p.s.
4. Soit (Xp)n>0 une suite de v.a.r. dominées (il existe Y avec | X,| <Y et EY < +00) et

telle que X, P2 X alors

n—o0

p.s., Lt
E(X,|B)—— E(X|B).
n—oo
5. 8i X eL' et f:R—R" est conveze alors E(f(X)|B) > f(E(X|B)) p.s.
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Proposition 48. Soient X,Y des v.a.r. définies sur (2, A, P) et C C B des sous-tribus de A.

1. Si 'Y est B-mesurable alors l’égalité
E(YX|B)=YE(X|B) p.s.

est valable dés que X >0, Y >0 ou X, XY € L.
2. 81X >0o0uX €L, alors p.s.

E(E(X|B)IC) = E(X[C),
E(E(X|C)|B) = E(X[C).

Démonstration. Soit Z une v.a B mesurable bornée, on a pour tout n € N
E(ZE(inf(Y,n)X|B)) = E(Zinf(Y,n)X) = E(Zinf(Y,n)E(X|B))
Ainsi presque surement
E(inf(Y,n)X|B) = inf(Y, n) E(X|B)
on peut alors appliquer le point 4) de la proposition précédente. O

Proposition 49. Soient B,C deuz sous-tribus de A. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. B,C sont indépendantes
2. ¥YZ >0, C-mesurable, E(Z|B) = E(Z).

4.3 Loi conditionnelle sachant une variable aléatoire

Définition 35. Soient (E, &) et (F,F) deux espaces mesurables. Un noyau de transition (ou
probabilité de transition) de (E, &) dans (F,F) est une application K : E x F — [0, 1] telle que

1. Vz € E; A K(x,A) est une probabilité sur (F,F).
2. VA€ F,x— K(z,A) est E-mesurable.

Proposition 50. Si h > 0 est mesurable sur (F,F) alors x — [ h(y)K (z,dy) est mesurable.

Définition 36. Soient X : (2, 4, P) — (E,&) et Y : (Q, A, P) — (F,F) deux v.a. On appelle
(version de) la loi conditionnelle de Y sachant X toute probabilité de transition K(z,dy) de
(E,€) dans (F, F) telle que pour toute fonction h : (F, F) — RT mesurable

E(h(Y)\X) = /h(y)K(X, dy) D.S.

Pour h = 14,
P(YGA[X):E(HA(Y)]X) =K(X,A) P.S.

Remarque 48. On peut remplacer positif par fonction continue bornée dans la définition.

Remarque 49. On dira souvent que K (z,-) est la loi conditionnelle de Y sachant que X = .
Cette appellation tres intuitive est cependant un peu trompeuse. En effet K (z, -) est uniquement
définie Px-presque stirement en z, donc cette notion n’a de sens que globalement et pas pour
un seul z. De plus I’événement {X = z} est souvent négligeable et il est délicat de définir le
conditionnement qui lui est associé.

Ezemple 50. Si X : Q — FE est une v.a discrete avec P(X = x) > 0 pour tout z € E, alors
P(Y € A|X =x) = K(z,A) a un sens pour tout z € E.
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Ezemple 51. Soit (X,Y) un couple de v.a de loi jointe p(z,y)drdy. Déterminons E(h(Y')|X)
pour identifier la loi condtionnelle de Y sachant X = z. Pour cela on sait qu’il existe g telle que
E(h(Y)|X) = g(X) et pour toute fonction f continue bornée

E(f(X)g(X)) = E(f(X)E(h(Y)|X)) = E(f(X)h(Y))

De maniere générale, on va donc cherche a écrire E(f(X = [ f(z)g(x)dPx(z). Ici on sait
que la loi de X est a densité donnée par

f() = / pla.y)dy,
on a va donc chercher une formule du genre E(f(X = [ f(2)g(x)fx(z)dz On a donc
BF(X)h(Y)) = / [ H@htwpta,y)dody
f(x) < / h(y)p(, y dy> dz  (Fubini)
_ / f(x) < / h(y )dw
~ 1@ ([ 1fx<x)>ody) fx(@)de

o) = ([ 5= 1fx(x>>ody)

B =9(3) = ( [ 0581 rermoty).

Ainsi la loi de Y sachant X = z est donnée par

Finalement on a donc

et par suite

fyix=2(y) = chféj)) Lix(@)>0

Exemple 52. Si X et Y sont deux v.a indépendantes alors

K(z,dy) = Py(dy)

Théoréme 51. Soient E et F' deux espaces métriques complets et séparables (i.e. contenant
une suite dense). Soient X : (Q,A,P) — (E,B(E)) etY : (0, A P) — (F,B(F)) deuz v.a.,
alors il existe une loi conditionnelle de Y sachant X. C’est le cas st X et'Y sont a valeur dans
(R4, B(RY)).

Proposition 52. Soient X : (Q, A, P) — (E,€) et Y : (Q, A, P) — (F,F) deuz v.a. Si K est la
loi conditionnelle de Y sachant X, alors pour toute fonction mesurable positive sur (E X F,EQJF)
on a

E(h(X,Y)\X):/Fh(X,y) K(X,dy) p.s.,

ainsi que la formule de désintégration suivante :

E(h(X,Y)) = /E < /F h(:c,y)K(x,dy)) APy (2).
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Démonstration. Pour A€ Eet Be€ Fet h=144p.0na

E(h(X,Y)|X) = E(1a(X)15(Y)|X)
= L(X)E(1p(Y)|X)

- 1A(X)/F13(y)K(X,dy)
= /FlA(X)lB(y)K(X’dy)

Ainsi ’ensemble des fonctionc vérifiant 1’égalité E( (X,Y) \X) S h( K(X,dy) p.s.,est
une classe monotone contenant les pavés (stable par multiplication) donc pour tout ensemble
Mec&ERF

E(1y(X,Y)|X) :/FlM(X,y) K(X,dy) p.s.

On obtient légalité pour toute fonction h en passant par les fonctions étagées puis positive et
puis h=hy —h_. O

Ezemple 53. Soient X et Y deux variables aléatoire indépendantes N (0,1). Déterminer la loi
conditionnelle de X sachant X — Y. On va raisonner de 2 manieres différentes. On pose Z =
X — Y, le but est de déterminer le noyau K tel que pour tout fonction h continue bornée

E(h(X)|Z) = / h@)K (Y, dz)

lere méthode (déterminons la densité du couple). Pour cela on considére § une fonction
continue bornée et on calcul

E(MX,Z)) = BEh(X,X-Y)) (4.1)

_ //9 712 \_yﬁ/Qdazdy (w=zv—z—y)  (42)

p e—u2/2 e—(u— v)2 /2d p 3
//(u,v)m Nors udv (4.3)

La densité de (X, Z) est donc

e—x2/2 e—(m—z)2/2

b = 1 )
f(X,Z)(x Z) \/ﬂ m RQ([B Z)
Or la densité de Z = X — Y est celle d’une N(0,2)
—22/4
e
Ainsi
—:c2/2 —(J} 2)2/2 —(z—2/2)?
Kz, dr) = 1X:2(52) 2V = dz (4.4)

x = d
72(2) VTN N
La loi de X sachant X —Y = z est donc une loi N'(z/2,1/2).

2eme méthode. On sait d’apres Doob qu'’il existe une fonction p telle que
E(h(X)|Z) = 9(2)
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et que pour toute fonction 6 continue bornée

E(0(Z2)MX)) = E(0(Z2)E(MX)|Z2)) = E(0(2)p(2)) = /G(Z)p(Z)fz(Z)dZ

.2
On sait également fz(z) = 62\/7{4. On va donc transformée E(6(Z)h(X)) comme une intégrale

en fonction de la densitée de Z. Ainsi on a

BO(Z)W(X)) = BO(X - Y)h(X)) (4.5)
e T /2 efy2/2
= /H(x—y)h(x) Tor Vor dedy (u=z,v=212—1y) (4.6)
= o T 47
= [ o) = duto @)
0 e—u2/2 e—(u—v)2/2
= / (v) </h(u) NN du> dv (4.8)
= [ N Lt d 49
- Jo (/ NG NG A 1) “) fetodo (49
_ / (/ h(u)e—(u—z/2)2 du) o) (410
\/77-
On a alors
e—(u—2/2)?
E(h(X)|Z) = /h(u)ﬁdu

et on retrouve le résultat précédent.

Exemple 54. Méme cadre que l'exercice précédent. Donner la loi conditionnelle de X? 4 Y2
sachant X —Y . On rappelle que X +Y et X —Y sont indépendantes. On observe que 1’on peut
écrire
(X+Y)? (X-Y)?

2 * 2
Ici on peut décrire la loi conditionnelle de X2 + Y2 sachant X — Y = z comme la loi du carré
d'une N(0,2) divisé par 2 plus z2. Trouver la densité est un peu pénible.

X2 4+Y? =
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Chapitre 5

Convergence des suites de v.a. et de
lois

5.1 Convergence presque sure

Définition 37. Soient X, (X, ),>0 des variables aléatoires définies sur (92, A, P) et a valeurs
dans (R?,B(R?)). On dit que la suite (X,)n>o0 tend vers X presque sirement et on note

X, % X si
P({w €0 X(w) = li_)rn Xn(w)}> = 1.

Proposition 53. (Critére de Borel-Cantelli).
1. SiVe >0, ZnENP(’Xn - X| > 5) < 0o alors X, &5 X.

2. Siles Xy, sont indépendantes et o est un nombre réel fixé,

X, a0 o Ve>O,ZP(|Xn—oz\Z€) < 00.
neN

Démonstration. L’événement {X = lim X,,} peut sécrire

{(X =limX,.} = () J (X - Xal <1/k}.

k>1 NeNn>N

Par Borel Cantelli pour tout € > 0si Y., . P(| X, — X| > €) < oo alors on a que

P(limsup{|X,, — X| > e}) = P([] J{IX0—X[>e}) =0
NeNn>N

Donc pour tout € > 0 on a que P(UyeyNs>n{lXn — X| < e}) =1 Donc pour tout k avec
e=1/k on a que P(UyeyNpsny{lXn — X[ <1/k}) =1 était par suite

P(Y U N{Xn—XI<1/k}) =1

k>1 NeNn>N

et finalement
P(X =limX,)=1
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Pour le deuxieme point il faut montrer le sens de gauche a droite. Supposons par I'absurde
qu’il existe ¢ tel que >, .y P(|Xn — a| > €) = co. Comme les (X,) sont indépendantes alors
les ensembles {|X,, — a| > ¢} sont indépendant ainsi par Borel cantelli

P(limsup{|X, - X|>e}) =P | [ J{Xn-X|2c}| =1
NeNn>N

Il existe donc un ensemble 2 de mesure 1 tel que pour tout w € €2, pour tout N € N il existe
n > N tel que | X,, — X| > €. C’est absurde car cela contredit la convergence de la suite (X,).
O

Proposition 54. Soient (Xp,)n>0, (Yn)n>0, X, Y des v.a.r. définies sur (2, A, P). Si X, 22y
et Y, 23V alors X, + Y, 25 X +Y et XV, 25 XY

5.2 Convergence en probabilité

Définition 38. Soient X, (Xy)n,>0 des variables aléatoires définies sur (2, A, P) et a valeurs

dans (Rd, B(Rd)). On dit que la suite (X,,)n>0 tend vers X en probabilité et on note X, P x
si
Ve >0, lim P(]Xn - X| > 5) = 0.
n—oo

Proposition 55. (Lien avec la convergence p.s.)
LX, 25X = X, 5 X
2. X Py X = il existe une sous-suite telle que Xy, 2% X,

Démonstration. Pour le point 1, on a que P((| X, —X| > ¢)) = E(1|x, _x|>c) or L|x, _x|>c 2

0 puis on applique le théoréeme de convergence dominée.

Pour le point 2 on sait que pour tout € > 0, lim,, P(]Xn - X| > 5) = 0. Donc pour tout
k € N il existe ny € N telle que pour tout n > ng P(|X,, — X| > 1/k) < 1/2*. on peut toujours
choisir (ny) une suite strictement croissante. Ainsi on a que

> P(|Xp, — X| 2 1/k) <) 1/2F < 0.
k k

On applique alors Borel Cantelli pour conclure. En effet on a que

PO UIXy —XI>1/5| =0.

keN j>k
Avec probabilité 1 il existe k € N tel que pour tout j > k on a
[ Xn, — X[ <1/j

et donc (X,,,) converge vers X.

O
Remarque 55. 11 y existe des suites de v.a qui converge en proba mais pas p.s. Soit [0, 1] munit
de la loi uniforme et Xy = 119 1/9, X2 = L1721}, X3 = Ljo,1/4], X4 = 1[1/4,1/2] etc. On construit
ainsi une vague avec les nombres dyadique. Alors on a que X,, converge en proba vers 0 mais pas
presque surement. Pour w €]0, 1], on peut exhiber une sous suite telle que X,,(w) = 1. Essayer
de formaliser proprement ce contre-exemple est un bon exercice.
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Remarque 56. Soit (X,,) une suite de v.a indépendante telle que X,,8(1/n) alors (X,,) converge
en proba vers 0 mais pas presque surement. Ceci résulte de I'application du Lemme de Borel
Cantelli.

Définition-Proposition 39. Soit L%d (Q, A, P) ’ensemble des v.a de (€2, A, P) dans (Rd, B(Rd))
quotienté par la relation d’égalité p.s.. L’application d(X,Y’) := E min (1, | X —Y| ) est une dis-
tance sur cet espace et
X, 5X < lim d(X,, X)=0.
n—oo

On dit que la convergence en probabilité est métrisable.

Démonstration. 1l est facile de vérifier que d définie une distance. Montrons ’équivalence. De
droite a gauche, on a que pour tout 1 > & >0

E(min(1,|X —Y])) > eP(min(1,|X —Y|) >¢e)=ecP(|X - Y| > ¢)

Ainsi si d(X, X,,) — 0 alors P(|X — X,,| > e) — 0 pour tout e.
Pour la réciproque on observe que

E(min(1, |X — X,|)) < & + P(min(L, | X — X,|) > ¢)

et donc on a que
limsup F(min(1,|X — X,|)) <e

pour tout e. Ainsi
lim sup E(min(1, | X — X,[)) =0

et le résultat en découle. O

Proposition 56. Les assertions suivantes sont équivalentes
P
— X, — X,
. . . .S.
— de toute sous-suite (Xn )k>0 on peut extraire une sous-suite (Xn ) ., telle que X,,, | p—> X.
k/RZ kj/j=>0 ki oo

Démonstration. De la premiere assertion a la deuxieme on que si X, 5 X alors d(X,, X)—=0
ainsi pour toute sous suite d(X,,, X) — 0 et on peut alors extraire de cette sous suite une sous
suite convergente presque stirement par la proposition ci-dessus.

Dans l'autre sens, supposons par l'absurde que d(X, X,,) ne converge pas vers 0, il existe
donc € > 0 et une sous suite telle que d(X,,X) > ¢. De cette sous suite on peut extraire une
sous suite qui converge p.s donc en proba et donc d(Xnkj , X)) converge vers 0 mais on a aussi

d(Xnkj X) > e ce qui est impossible. O

Corollaire 57. Soient (X,,) et (Y,) deux suites de v.a.r. sur (2, A, P) telles que X, X et
v, v,

— Si ¢ est continue alors ¢(Xy,) L »(X),

— Sia,B € R alors aX, + BY, B ax + BY,

— X, 5 xv.

Démonstration. Soit (X,,) une sous suite extraite. De cette sous suite, on peut extraire une
sous suite (X, ) qui converge p.s. Alors comme ¢ est continue on a que (¢(X,, )) converge p.s.
J J

Donc de toute suite extraite (¢(Xp,)) on peut extraire une sous suite qui converge p.s. Donc
(¢(Xy)) converge en proba. O
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Théoréme 58. L’espace (L%d(Q,A, P),d) est complet.

Démonstration. Soit (X,,) une suite de Cauchy pour d montrons qu’elle converge. Pour cela il
suffit de montrer qu’il n’y a qu’'une seule valeur d’adhérence. Pour cela on peut extraire une
suite telle que

d(Xn,, Xn <1/2F

.y
Donc

> E(min(1, | X, — Xp,,,[) < oc.
Donc

Zmin(l, | Xy, — Xnyin|) <00 pus.
Donc Y X, — X

niys converge p.s. Enfin X, = Xy + E?:o Xnjy — Xn; et donc (X,)
converge p.s et donc en proba. On a donc montré que (X,,) a une valeur d’adhérence et comme
toute suite de Cauchy n’en a qu’une on a le résultat. O

5.3 Convergence dans L”,p > 1

Définition 40. Soient X et (X;,),>0 des v.a.r. dans LP(Q, A, P). On dit que la suite (X,,) tend
vers X au sens LP et on note X, o x s limy, 00 || X — Xan =0, c’est-a-dire si

lim E(|X, — X|") =0.

n—o0
Proposition 59. Sig>p>1,

L9 LP Lt P
X,—X = X, —-X = X, —X = X,—X
Démonstration. Pour les convergences LP il suffit de remarquer que pour 1 < p <gq
[ Xn = X1 < [[Xn = Xllp < [[Xn — X]lg-

Ensuite pour montrer que la convergence L' entraine la convergence en probabilité, il suffit de
remarquer que toute suite extraite converge en norme L' et de cette soute suite on peut extraire
une sous suite qui converge p.s. Alors on obtient la convergence en probabilité. O

Ezemple 57. Soit X, une suite de v.a telle que
PX,=n'")== PX,=0)=1-~
alors pour tout € > on a que

1
P(|X,| >¢) = P(X, =n'/") = ~ =0

donc (X,,) converge en proba vers 0. Mais

B(XT) =1

n
donc ne converge pas en norme L.

Définition 41. Une famille (X;);c; de v.a.r. sur (Q, A, P) est uniformément intégrable, (Ul en
abrégé) ou équiintégrable si
lim sup E (| X 1x,>c) = 0.

c—-+o00 icl
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Remarque 58. Si (X;)icr est Ul, chacune des variables X; est intégrable. En effet
E(1X]) < e+ B (1Xi] 1 x,5c)
et donc on conclut pour c suffisamment grand. De plus

sup E(]X;]) < o0

Remarque 59. Une v.a L' est toujours Ul

Proposition 60. (Conditions suffisantes d’uniforme intégrabilité).
— Une famille finie de variables intégrables est UL
— Une famille (X;)ier telle qu’il existe une v.a.r. Y intégrable avec |X;| <Y, pour tout
i € I(on parle de famille dominée), est UL
— Sl existe ® : RT — R telle que limy o0 ®(2)/2 = +00 et sup;c; EQ(|X;]) < +o0
alors la famille (X;);cr est UL

Démonstration. Seul le dernier point mérite une preuve. On a que VM > 0, 3k > 0 tel que
Ve > K
o(x)

RASPASY V4
x

Donc VM > 0, 3k > 0 et pour tout ¢ € 1

E(o(Xil)
M

on peut donc prendre la limite quand k tend vers I'infini et on a le résultat. O

E(|X] 1x,5x) <

Remarque 60. On sent ici que la seule intégrabilité i.e sup; E(]X;|) < oo ne suffit pas (i.e
p(z) = x)

L’uniforme intégrabilité permet de remonter de la convergence en probabilité & celle dans L'.
L’énoncé suivant peut étre vu comme une généralisation du théoreme de convergence dominée.

1
Théoréme 61. Si la suite (X,,)nen est UI et Xy, Lo X alors X est intégrable et X, Lx

Démonstration. Montrons I'intégrabilité. On sait qu’il existe une suite (X,,,) qui converge p.s
vers X. Ainsi
E(|X]) = E(lim | X,,|) < liminf E(| X, |) < sup E(|X,]).

En remarquant que
[ Xn = X1 x, x>k < 2[Xn|1x, 2072 + 21X |1 x50 )2
on voit que (X, — X) est UL En posant Y;, = |X,, — X| on a que pour tout € > 0
EY, <e+KP(Ee <Y, <K)+ EY,1ly,>k).
A ce stade on fait tendre n vers I'infini on a donc

limsup E(|Yy|) <e+sup E(Y,1ly,>k)

Pour K tendant vers 'infini on a donc
limsup E(|Y,|) <e

pour tout €. Donc (Y;,) converge vers 0 dans L' et enfin (X,,) converge vers X dans L. O
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Proposition 62. Si X, L5 X et sil existe q > 1 tel que sup || Xy ||y < +oo alors
n

X, 2 X, wpell,q.

Démonstration. La suite (X,) est Ul avec ¢(z) = z9. Donc (X,,) converge vers X dans L.
Avec un argument similaire a la démonstration du théoréme précédent on a aussi que X € L9.
Pour p € [1, ¢ on peut écrire p = XA + (1 — \)q alors

E|X,—X|p = E|X,— XM = p|X, - X} X,— X |V < (E|X,,— X)) (E|X,— X9~V

On a donc le résultat attendu. O

5.4 Convergence en loi

On note Cy(R%) I’ensemble des fonctions continues bornées de R? dans R et Co(R?) I’en-
semble des fonctions continues f : RY — R avec lim f(x) = 0.
|z| =400

Proposition 63. Soient ju et v deux mesures de probabilité boréliennes sur R, Alors = v si
et seulement si

Vo € Cp(RY), /@duz /«pdu

Définition 42. Soient s et (py)n>0 des mesures finies sur (R, B(R?)). On dit que la suite de
étroit

z . . .
mesures (fin)n>0 converge étroitement vers fi et on note fi, — f si
Vo € Cy(R?),  lim /wdun :/sodu~

n—oo

On rappelle que le dual de Cp(R?)
Co(RY)* = {mesures boréliennes signées finies}

Proposition 64. Soit H un sous-ensemble dense de (Co(R?), || - ||lso). Soient pu et (jin)n>0 des
mesures de probabilité sur (R?, B(RY)). Alors

pn S & Vo€ H, nlgfolo/@d/in:/SOdH-

Démonstration. Seul < nécessite une preuve car I'autre sens est immédiat puisque Co(R?) C
Cy(R%). On introduit la suite de fonction (fi) continue telle que

1 osi x| <k
fk(x)_{O si |zl >k+1

Pour toutes fonctions ¢ € Cy(RY) on note ¢, = ¢ f € Co(R?). Si

Jm [ odu,= [ oau

pour tout fonction ¢ € H alors y, converge vers p dans Co(R%)* pour la topologie faible *. Par
densité si c’est vrai pour H cela reste vrai pour CO(Rd) et par suite

Jggo/cbdun:/wu
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pour toute fonction ¢ € Co(R?). Maintenant pour ¢ € Cy(R?%) on a que

¢ =91 = fi) + ¢fk

Ainsi

/(bdun—/(ﬁdu‘ < /\czs(l—fk)\duw/|¢<1—fk>|du+]/mdun—/mm]

< ol 1= el + [0l [ 11~ uld + | [ ondin— [ nc
Ainsi
imsup | [ G - /¢du’ < 2ol [ 11 felds
On a alors le résultat en prenant k qui tend vers I'infini car les mesures sont finies. ]

Définition 43. Soient X et (X,)n>0 v.a. a valeurs dans (R% B(RY)), mais pas forcément
définies sur le méme espace de probabilité. On dit que la suite (X, ),>0 converge en loi vers X

étroit

L . NEET .
et on note X;,, — X si Px, — Px, c’est-a-dire si

Vo € Cy(RY),  lim Ep(X,) = Bp(X).

n—oo

. . L
On note aussi parfois X,, — Px.

Remarque 61. Dans le cas ol (X,,) est une suite de v.a discrete a valeurs dans le méme espace
E. la convergence en loi vers X est équivalente a

P(X,=z)— P(X =u1),

pour tout x € F.

Remarque 62. Notons que des v.a discrete peuvent converger en loi vers des v.a continues. Par
exemple si pour n € N* X, ~U({2,..., %, ...1}) alors (X,,) converge vers U ~ U([0,1]). En
effet soit ¢ une fonction continue bornée alors par les intégrales de Riemann

E($(X,)) = ; 9 <7’j>> S /0 (.

L’inverse est également vrai. Si (z,,) est une suite strictement positive qui converge vers 0
alors X,, ~ N(0,72) converge en loi vers X ~ d.

loi

Proposition 65. X, i> X = X,—X.

Démonstration. Soit ¢ une fonction continue bornée alors la suite (E(¢(X,)) est une suite
bornée. Montrons que sa seule valeur d’adhérence est E(¢(X)). Comme X,, converge en pro-
babilité. De toute suite extraite (X, ) on peut extraire une sous suite (Xnk]-) qui converge p.s
vers X. Alors par convergence dominée, on a

lim El¢(Xn,,)] = E[$(X)].

Ainsi si (X,,, ) est une suite extraite telle que (E(¢(X,,,)) converge alors en extrayant uen sous
suite qui converge p;s la limite est forcément E[p(X)].
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Sinon on aurait pu considérer les fonctions continues a support compact qui sont dense dans
Co(R%). On a alors pour tout € > 0

[E¢(Xn) — E6(X)| < El¢(Xn) — ¢(X)1)x,—x|>e + El¢(Xn) — 9(X)11x,, —x|<e
< 2l P(|Xn = X[ > €) + Elo(Xn) — ¢(X)[1)x, —x|<e

On utilise alors la convergence en proba pour le premier terme et comme ¢ est continue a support
compact, elle est uniformément continue ce qui permet de contréler le second terme. O

Proposition 66. Soient p,, ;1 des mesures de probabilité sur (Rd,B(Rd)). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

étroit
1. pp

2. Pour tout ouvert G C R%, lin_1>inf wn(G) > 1(G).
n—oo
3. Pour tout fermé F C RY, limsup u,(F) < u(F).
n—oo
4. Pour tout borélien B C R? tel que n(0B) =0 on a lim p,(B) = u(B).

n—-+0o

Démonstration. 2) < 3) vient du fait que le complémentaire d’un fermé est un ouvert et vice
versa.
Montrons que 1) = 2). Soit O un ouvert. On considere la fonction

or(z) = min(1, kd(z, O%))

qui est une fonction continue bornée. Ainsi ¢ < 1p et ¢ —, 1o. On a donc pour tout n

et donc
lim inf p, (O) > hminf/@dun = /qﬁkdu

Ensuite par convergence dominée en faisant tendre £ vers I'infini on a

liminf p1,,(O) > lim inf/gf)kdun = /1od,u = pn(0)
Montrons que 2) et 3) implique 4). Si u(0B) = 0 alors

u(B) = u(B) = u(B)

donc

o o

liminf pn(B) > p(B) = pu(B) (5.1)
<

>
< limsup pn(B) < u(B) = u(B)

lim inf u,, (B)
lim sup p,, (B)

Donc
liminf p, (B) = limsup p, (B) = lim p, (B) = u(B)

Montrons enfin que 4) = 1). Soit ¢ € Cy(R%). On peut supposer quitte & considérer la partie
positive puis ensuite négative que ¢ > 0. On a que

/R i = /R ) ( /0 o 1ys¢(a:)dy) djin(z)

(16]lc
= [ 0@ > yhdy (Fubini)
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A ce stade considérons le fermé Fy = {z : ¢(x) > y} qui contient I'ouvert {z : ¢(x) > y}. On a
donc

OF, C Fy\{z: d(z) >y} = ™' ({y}).
On a donc que p(0F,) = 0 pour presque tout y. En effet

{y: w(0F,) >0} C {y: po " ({y})) > 0}

qui sont les atomes de la mesure image de p par ¢. Donc {y : p(0F,) > 0} est au plus
dénombrable. Ainsi pour presque tout y

fin(Fy) — p(Fy)

et donc par convergence dominée

|#l 0o |l oo
/ (< Blz) > y})dy — / u({e s $() > y))dy = / odu
0 0 Rd

et le résultat en découle. O

La convergence en loi des v.a. réelles peut se vérifier sur les fonctions de répartition :

Proposition 67. Soient X et (X,)n>0 des v.a.réelles. Alors X, L4 X si et seulement si en
toutt € R ou Fx est continue on a

lim FXn(t) = Fx(t).

n—oo
Démonstration. L’implication = est une conséquence du théoreme du portemanteau. Pour la
réciproque on va montrer le point 2) du théoréeme du portemanteau. Ainsi considérons un ouvert
O =|a, b (le cas général s’en déduit par union dénombrable). Comme le nombre de points de
discontinuité de Fx est dénombrable on peut trouver une suite (ax) décroissante et convergeante

vers a telle que Fx est continue en aj pour tout k et une suite (bg) croissante qui converge vers
b telle que F'x est continue en by. Par continuité & droite et a gauche, on a que

limsup Fx, (a) < limsup Fx, (ax) = Fx(ar) = Fx(a)
liminf Fx,(b7) > liminf Fx, (bx) = Fx(bx) — Fx(b—)
Ainsi
liminf Px, (Ja,b]) = liminf Fx, (b")— FXx, (a)
> Fx(b™)— Fx(a) = Px(]a,b|)
et donc on a le résultat attendu. O

La convergence en loi concerne donc la convergence d’une suite de mesure. Une suite de
mesure de probabilité (u,) est bornée pour la topologie faible *. Il est naturel de savoir si
on peut en extraire une sous suite convergente. Dans le cas ou le support des u, est discret
{z1,...,2K}, alors

K
{n(xi),i=1,...,K,n e N} C {(yl,...,yK) c RE y; ZO,Zyi = 1}.
i=1
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On a donc une suite (pn(2;)i=1,.. k) est une suite dans un compact donc on peut extraire une
sous suite qui converge et la limite définie une loi de probabilité sur {x1,...,zx}. La sous suite
converge donc en loi. Dans le cas général c’est plus délicat.

D’apres le théoreme de Banach Alaoglu, la boule unité du dual Co(R?)* est * faiblement
compact donc une suite de mesure (u,) admet une sous suite qui converge vers une mesure
positive mais qui n’est pas forcément une loi de probabilité. Par exemple (d,,).

Pour garantir le fait que la mesure limite est une loi de probabilité, on utilise la notion de
tension.

Définition 44. Une famille (y1;);c; de mesures de probabilité sur (R%, B(RY)) est dite tendue
ou équi-tendue si pour tout € > 0 il existe un ensemble compact K. C R? tel que

Viel, u(K.)>1-c.

Théoréme 68 (Prokhorov). Soit (p,)nen une suite tendue de mesures probabilités sur (R4, B(R?)).
Alors on peut en extraire une sous-suite qui converge étroitement vers une mesure de probabilité.

Démonstration. D’apres Banach Alaoglu, on peut extraire uen sous suite (uy,, ) qui converge
faiblement vers une mesure positive . Pour toute fonction f € Cy(R?) on a que

/fdunk —>/de.

On a que p(R?) < 1. Pour conclure il suffit de montrer que p(RY) = 1. Soit € > 0, on peut donc
trouver un compact K tel que
sup fin, (K) >1—e.
n

On peut trouver f € Cy(R?) telle que 1 > f > 1x. On a alors
(R > /fd,u = lim/fdun > lim/le,unk >1—¢

Maintenant en faisant tendre € vers 0, on a que p(R?) > 1 et le résultat est prouvé. ]

Théoréme 69. (Lévy).

1. Si X, 55 X alors Y€ € R, limy,_,o0 @, (€) = Dx ().
2. S’il existe une fonction ® : R* — C continue en 0 telle que pour tout & € R?,

lim ®x, (£) = ®(S),

n—o0

alors il existe une mesure de probabilité p sur (Rd,B(Rd)) telle que ® = fi. De plus
Ln, Mu et st X est une v.a. de loi i on a X, £ x
Démonstration. Le point 1) est évident en considérant la partie réelle et imaginaire de z + €.
Pour le point 2) il suffit de montrer que p,, est tendue. En effet le théoréme de Prokhorov nous
donnera ’existence d’une sous suite convergente vers une mesure u. Ainsi ® est n :’ecessairement
la fonction caractéristique de p. De cette maniere toutes les valeurs d’adhérence seront égale a
i (car elles auront méme fonction caractéristique).
Pour montrer la tension, on va montrer que Px, ([—M, M]) converge uniformément vers 1
lorsque M tend vers l'infini. Sur I’ensemble [—M, M]¢ la quantité

~ sin(X/M)
X/M
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est minorée par une certaine constante o indépendante de M. On a donc

PXn([_MﬂM]C) = E(l[fM,M]C(Xn))

1 sin(X,,/M)
< = _ 2\
B O‘E <1 Xn/M )
1/M .
< lE M/ (1 — eXnt)dt
a 2 Jom
1M 1/M
- 1-®
2y [0 e

Lorsque n tend vers l'infini, par convergence dominée, on a

M (M M MM
S a-exmog [ a-ew)
/M —1/M
Donc
1M (VM
limsup Px,, ([-M, M]%) < —— (1— (1))
n a2 ) am

Ainsi il existe IV telle que

1/M
sup P, (S M) < o5 [ (- )

n>N o 1/M
Or
1/M
hm/ )=1—®(0)=0
1/M
donc Px, ([—M, M]¢) converge uniformrhent vers 0 et le résultat est obtenu. O

Théoréme 70. (Lévy)(Version faible). X,, L5 X ssi Ve € R, limy, oo Py, (€) = Px(£).

Démonstration. Naturellement c’est une conséquence du théoreme précédent mais on peut di-
rectement le résultat sans faire apppel & la tension. Le sens = est immédiat car = — e'® est
continue et bornée (au pire on prend la partie imaginaire et réelle). Pour le sens <, on considere
une fonction ¢ € L! on considere

sHﬂaz/w%@w

qui est une fonction Cy. Alors

E(f(X.) = ﬂ/w&wmm

—n /gzﬁ(t)@x(t) = FE(f(X)) (convergence dominée)

En notant Cg° les fonctions C'™ a support compact on sait que C° est dense dans Cp. Or
C* cSous = {fecC°RY |V pB)|flasg < +oo} désigne I'espace de Schwarz avec
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| fllas = 12%DP f|loo- Or la transformée de Fourier est un automorphisme sur I’espace de
Schwarz donc pour tout f € C il existe ¢ € S telle que & — f(§) = [e€¢p(t)dt. Ainsi pour
tout f e CX

li7llnEf(Xn) =Ef(X).

En utilisant une proposition ci dessus on obtient le résultat car Cg° est dense dans Cj pour la
norme ||.||oc- O

Théoréme 71 (Skorokhod). On considére une suite de v.a. Xy, : (Qn, An, Po) — (RY, B(RY)),
n > 0. Si la suite (Xp)n>0 converge en loi, alors il existe un espace de probabilité (Q, A, P) et
une suite de variables aléatoires Yy, : (Q, A, P) — (RY, B(RY)) telle que

— pour tout n > 0, Px, = Py,,

— la suite (Y, )n>0 converge presque siurement.

Lemme 72 (Lemme de Slutsky). X, L5 X et Y, £ ¢ alors
L
(X0, Yn) — (X, 0)
Démonstration. Soient f et gdeux fonctions continues bornées, on va montrer que

E(f(Xn)g(Yn) =n E(f(X)g(c))

Soit € > 0, il existe N tel que pour tout n > N

Elf(Xn) = f(X)| <€ P(lg(Xn) —g(c)| 2 €) <€

E(f(Xn)g(Xn)) — E(f(X)g(c)) = E(f(Xn)(9(Xn)) —g(c)) + E(f(Xn) — f(X))g(c)

< Ifllsol29llo0P(lg(Yn) — g(c)| > €) + || fllow€P(lg(Yn) — g(c)] <€)
+1lglloc€
< 2l fllcllgllos + [[flloo + llglloc)e
et le résultat est obtenu. O
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Chapitre 6

Théoremes limites

6.1 Loi des grands nombres

Définition 45. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. définies sur un méme espace de probabilité
(Q, A, P). A un échantillon de taille n, (Xl(w), . ,Xn(w)), on associe

_ 1 <&
— la moyenne empirique X,(w) := - ZXi(W),
i=1

- ¢
— la mesure empirique py = - 2;5)(1'(00)'
1=
Théoréme 73 (Loi faible des grands nombres). Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r indépendantes
et de méme loi avec E(X?) < +oo, alors

R 1 n L2
X, = nZ;Xjn;ZEXl.
]:

Démonstration. Pour tout n € N* on a E(X,) = E(X1). Ainsi
E (|Xn - E(Xl)}2> = Var(X,)

1
= —Var(X
- ar(X1)

—n 0

On a une autre version de ce théoreme en termes de convergence en probabilité

Théoréme 74 (Loi faible des grands nombres). Soit (X, )nen+ une suite de v.a.r indépendantes
et de méme loi avec E(X?) < +o00, alors

_ 1 & P
X, = nzlxjnjoEXL
J:

Démonstration. Naturellement il s’agit d’une conséquence de la convergence L? mais la preuve

directe peut étre utilisé pour établir des intervalles de confiance non asymptotiques. Soit € > 0

on a _
Var(X,) VarXi

P(|X,—EX1|>¢€) < 5 5

— 0

€ ne
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Ezemple 63. Lorsque X; ~ B(p) on a

Var(X,) VarX; p(1—p) < 1

P(|Xn*p| 26) <

€2 ne2 nez  ~ 4ne?
Si on pose a = ﬁ ce qui implique € = 41m. Ainsi
P(Xy— e < p< X — ) = P(| K —p| < —) > 1
- — = — — .
" dno b " Vina no P Viana© T

L’intervalle aléatoire ) )

X, — , X
[Xn Vano " dno

est un intervalle dit de confiance au niveau de confiance «.

[

T

Théoréme 75 (Loi forte des grands nombres). Soit (X, )nen= une suite de v.a.r indépendantes
et de méme loi avec E|X1| < 400, alors

X, 25 EX.
Démonstration. Etape 1) : On peut supposer que X; > 0 en décomposant en partie positive
et négative.

Etape 2) : On peut remplacer X; par Y; = X;1x,<;. En effet les suites (X,,) et (Y;,) sont
égales a partir d’un rang (aléatoire). En effet on a que

Y PIXi#£Yi]= = ZP(Xi > i)

=1

= > P(X;>i)
=1

Z/ P(X1 > x)dx
i=1 711

= / P(X; > z)dx
0

IN

= F (/ 1X1>xda;) = E(Xl) < +00
0
Ainsi par Borel Cantelli

P U ﬂ{Xk:Yk} =1

neNk>n

Ainsi pour w dans un ensemble de probabilité il existe n € N telle que pour tout £ > n on a
Xi(w) = Yi(w). On va donc démontrer que p.s

_ 1<
Y, = 52}@ — B[X4].
=1

Etape 3) : On fixe o > 1 et on définit k, = |@™]. On va montrer que

Ykn — E(Xl)

93



on comblera les trous ensuite. Par convergence monotone on a que
E(YZ) = E(Xllegi) — E(Xl)

On a donc que
kn

E(Ykn) = kiZE(Xl]‘XlSi> — E(Xl)

" oi=1

par Césaro. On est donc ramener a montrer que p.s
Ykn — E(Y/kn) —0

Utilisons pour cela le critére de Borel Cantelli. Soit € > 0 on a

[e.e]

- _
— — Var(Yy,)
> P(Vi, —E(Vi,|2e) < Y
n=1 n=1
< Sy Ve,
nzl6 i=1 n

Par ailleurs on a que

Var(y;) < B(|Xi*1x,<i) < B(1X1]*1x,<k,)

ainsi
00 0o k
. 1 & E(1X1*1x,<k,)
> P(Vi, — E(Yg,|>¢) < 2?2‘ e
n=1 n=1 i=1 n
1 > 1x, <k
< *E 1 n X 2
< (X

Comme k, > a” —12> (1 —1/a)a™ on a que

1 1
Z X<k Z

= L —
— kn, . (1-1/a)am

n:X1<kn
. log(X
De plus si X; < k,, alors n > %. Donc
(e.)
Y < Y
kn = 1-1 n
=l * mn>SETL

1 aflog()ﬁ)/log(a)

IN

1 1
o 13
Xt
T (=1

Ainsi



On peut donc appliquer le critere de Borel Cantelli et conclure que
Ykn — E(Ykn) — 0.
Etape 4) : Pour n > 1, on note m(n) 'entier tel que

{am(n)J _ km(n) <n< {am(n-i-l)J_

On a que
k
noy: )y
lim inf 721:1 ! > liminf 721:1 !
n m(n+1)
km(n—H)
_ EXy
o«
Ici il faut voir que
La"] 1

De maniere similaire on montre que

2z Vi
n

lim sup < aF (X))

Comme « est arbitrairement proche de 1 on conclut que

noy noy
n

E(X1) < liminf
n

< E(X1)
et on obtient le résultat attendu. O

Théoréme 76 (Fondement de la statistique). Soit (Xy)nen+ une suite de v.a.r indépendantes
et de méme loi sur (2, A, P), alors si on définit

w  OXi(w) T X (w
e = 1(w) . (@)

P <{w €, o My PXI}) ~ 1.
n—o0
i.e. presque surement, la mesure empirique converge étroitement vers la loi de X;.

Démonstration. Comme Co(R?) est séparable, on peut trouver un ensemble H de fonctions
dense et dénombrable. Par la loi forte des grands nombre pour tout ¢ € ‘H

d(X1)+... 9

n

(Xn) _ [ oduiz > E(o(x2) s

Ainsi
P([ o~ [ 6Px) =1
Comme H est dénombrable on a
P(V¢ € H/qbdun — /gf)dPXl) =1
ce qui revient a dire

P({wEQ, uwél%“PXl}) —1

n
n—oo
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6.2 Théoreme central limite

Théoréme 77. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi avec E(X3) < oo.

Soit m = EX; et 0% = Var(X}), alors

Yn—EXl . 2?:1 X, —nEX, L
g N 0'\/’5 n—00

Soit (Xy,)n>1 une suite de v.a. a valeur dans R?, indépendantes et de méme loi. On suppose que
E(|X1]*) < oo et on pose I' = Cov(X1). Dans ce cas

Xi1+---+X,—nEX;
\/ﬁ N—00

Démonstration. Quitte a centrer et a réduire les v.a on peut supposer que E[X1] =0et o = 1.
Soit T'€ R, on a

Vn N(0,1).

Ny(0,T).

_ E(eit\/ﬁXn)

— E(ﬁ eit/\/ﬁXi)

i=1
_ (EX@”VEXU>n
= (Ox,(tvn))"

Or E(X?) < oo donc @y, € C? et on a

Donc

Pour z€¢ Con a

ez B (1+ E>n . ii n n' z
n N — k! P kl(n — k)! nk
"1 n!

(]

k=0 E>n+1
2[\"
A (1+2) —=,0
n
Ainsi ,
—t2/2
(I)\/ﬁXn (t) — € ¢ /
qui est la fonction caractéristique de la A/(0,1) et on applique le théoréme de Levy. ]
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Corollaire 78. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. indépendantes et de méme loi avec E(X?) < oo.
On note 0® = Var(Xy). Alors pour tout a > 0,

— oa +oo 2 dt
Iim Pl |X, —EX{|>— | =2 —t2/2_ .
tim P (% - x> T ) =2 [

6.3 Méthode Delta

C’est un principe qui permet d’enrichir les résultats précédents de convergence en loi :

Théoréme 79. Soit (Ty,)nen et V des vecteurs aléatoires a valeurs dans RY. Soit (ry,) une suite
de nombres réels vérifiant lim, r, = +oo, et soit § € R%. On suppose que

(T — 0) -5 V.

n—oo

Soit alors ¢ : R — RP une application différentiable. Alors

ra(B(Ty) — $(8)) —= de(6) - V.,

n—oo
ot do(0) est la différentielle de ¢ au point 6.

Remarque 64. Un cadre d’application est celui du théoreéme central limit. En effet sous les
bonnes hypothese, i. e (X;) i.i.d L? avec E(X1) =6, VarX; =1 on a que

(X, —0) = Z

n—oo

avec Z ~ N (0,1). Ona. donc pour tout ¢ différentiable

Vi($(Xn) — 6(0)) = ¢'(0)2

n—oo

Dans ce cadre la preuve n’est pas difficile. On a que
9(Xn) = g(0) + ¢'(0)(Xp — 0) + o(| X, — 0])

et donc
Vn(9(Xn) —g(8)) = ¢'(0)vVn(X,, — 6) + o(vn| Xy, — 6])

Or \/n|X,, — 0] tend en loi vers 0 donc en proba vers 0. Donc o(y/n| X, —0]) tend en proba vers
0. En effet si Z,, = o(y/n|X,, — 0]) alors

7 _
Ly = S — X, —0
T, g V"0
et
R
V| X, — 0|

tend vers 0 p.s. On peut alors appliquer le Lemme de Slutsky et conclure que

Vn(g(Xn) —g(0)) — ¢'(0)Z
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Chapitre 7

Introduction a la statistique

7.1 Structure statistique

Définition 46. Une structure statististique, ou modéle statistique est un triplet (Q, A, (Pg)gee)
formé d’un espace mesurable (€2, A) muni d’une famille de mesures de probabilités. Le modele
est dit paramétrique si © est un sous-ensemble de R? pour un certain d. Un élément w de € est
appelé une observation.

Les probabilités Py correspondent a divers modeles probabilistes susceptibles de représenter
un phénomene. L’objectif principal de la statistique est de proposer parmi ces modeles celui qui
est le plus fidele aux résultats d’expériences. En d’autre termes, a partir d’'une observation w
on cherche & déterminer le parametre (inconnu) 6 qui est le plus proche de la réalité.

Définition 47. Une structure d’échantillonnage est une structure statistique produit
®
(Q,A, (Ppoeo) " == (0", A", (P™)geo).

Une telle structure sert & modéliser une expérience répétée n fois. On définit souvent les va-
riables aléatoires X; : (", A®") — (Q, A) par X;(w1, . ..,w,) := X;(w;). Sion munit (Q", A®")
de la probabilité Pgan alors Xi,..., X, sont indépendantes et de loi Py. On dit souvent que
(X1 (w), ..., Xp(w)) est un n-échantillon.

Remarque 65. On peut aussi considérer des structures produit dénombrable (QN, AN (PGEXDN)@G@).

Définition 48. Le modele (Q, A, (P9)9€@> est dominé s’il existe une mesure o-finie p sur (2, .4)
telle que
VO € O, Py < p.

Dans ce cas, toute fonction L : 2 x © — R telle que pour tout 6, dPy(w) = L(w,0) diu(w) est
appelée vraisemblance du modele. Autrement dit, L(-, 0) est une densité de Py par rapport & (.

Définition 49. Soit (Q,.A, (Pg)geg) un modele statistique et (E,B) un espace mesurable. On
appelle variable statistique ou simplement statistique toute application T : (2, A) — (E,B),
c’est-a-dire toute variable aléatoire. Il est a noter que 1" ne dépend pas du parametre 6.

— On dit que 7', & valeurs dans (R, B(R)), est sommable si

V0 €O, BT ::/ IT(w)| dPy(w) < +oo.
Q

— Si T? est sommable on note Vary(T) := Ep(T?) — (ET)?.

o8



— La loi de T" dépend de 8 puisque c’est par définition la mesure image de Py par T :
Pyr(B) = Py(T"(B)), VBeB.
— La structure statistique induite par T est (E, B, (ngT)%@).

Dans la suite I’ensemble © des parametres sera un sous-ensemble de R? muni d’une tribu. Le
but de I'estimation statistique sera de retrouver la vraie valeur de 8 étant donnée une observation
w. Parfois on cherche seulement a déterminer une partie de I'information contenue dans 6 (par
exemple, une de ses coordonnées). Ce nouveau parametre d’intéret est de la forme A := g(60).

Définition 50. Soit g : (©,7) — (A, L) une application mesurable a valeurs dans un sous-
ensemble de R¥. Un estimateur de g(f) est une statistique T : (Q,A) — (A, £).

Pour une observation w, la valeur T'(w) est une proposition de valeur de g(6). Il convient de
quantifier la précision d’une telle estimation.

Définition 51. Le biais d'un estimateur T’ (sommable) de g(6) est 'application by : © — R¥
définie par
br(0) := Ep(T) = g(0).

Le risque quadratique de T est application rp : © — [0, +00]| définie par
rr(0) == Eg(IT — g(0)]*).
Ici on a noté |z| la norme euclidienne d’'un vecteur z € R¥.

Remarque 66. On peut considérer des notions plus générales : si L : RF x RF — Rt vérifie
L(x,x) = 0 pour tout z, la fonction de risque de T au sens de L est 6 — RE(0) := EyL(T, g(9)).

Définition 52. Soient S,T deux estimateurs de g() € R¥. On dit que T est meilleur que S
en terme de risque quadratique si

e o, Ep(IT - g(0)P) < Eo(|S — g(0)).

On dit que T est strictement meilleur si en plus il existe une valeur de 8 pour laquelle 'inégalité
est stricte.

Définition 53. On dit qu'un estimateur est admissible s’il n’existe pas d’estimateur strictement
meilleur.

Dans le cadre d’'un modele d’échantillonnage (QN , AN (P(;X)N )969), on considere généralement
des suites d’estimateurs (77,),>1 de g(f) avec la propriété que 7T;, est une fonction de Xi,..., X,
seulement. On peut alors considérer des propriétés asymptotiques de la suite d’estimateurs : on
dit que

— (Ty,) est asymptotiquement sans biais si V0 € ©, lim, o EgT,, = g(0).

— (T;,) converge vers \ au sens L! (ou L2, p.s., en proba) si V6 € ©, T,, converge vers g(6)

au sens L' (ou L2, p.s., en proba).

Remarque 67. 1l faut noter que toutes les notions de convergence dépendent de 6 puisque leur
définition fait intervenir la probabilité sous-jacente.
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7.2 Quelques techniques d’estimation

7.2.1 Moments empiriques

On considere un modele d’échantillonnage (]RN ,B(R)®N, (Péﬁg)N )gee). On suppose que X7 est
sommable. Si le parametre d’intérét est m(f) = EpXj, un estimateur naturel est la moyenne
empirique
X1+ + Xy

- .

X, =

C’est un estimateur sans biais qui converge vers m(f) au sens presque sir.

Plus généralement, supposons que X} est sommable et que le parametre d’intérét est g(6) =
P(m1(0),...,mi(0)), out I'on a posé my(#) := FEp(X}{). On définit les moments empiriques par

la formule
R )(f 4o ){ﬁ
my = ———— "1

et on propose l'estimateur

7.2.2 Maximum de vraisemblance

Soit (2, A, (Py)eco) un modele dominé de fonction de vraisemblance L(w,#). On appelle
estimateur du mazimum de vraisemblance de 6 tout estimateur 6 tel que

Yw e Q, L w,GAw = max L(w, ).
(w,0w)) = max L, )
En d’autres termes, un tel estimateur propose la valeur de 6 qui rend I’événement observé
le plus probable.

Remarque 68. Un tel estimateur n’existe pas forcément. S’il existe, il n’est pas forcément unique.

7.2.3 Intervalle de confiance

On considere ici un parametre d’intérét g(f) € R. Soit o € [0,1]. Si deux estimateurs @, b
vérifient

V9O, Py(a<g(d)<b)>1-a,

~

on dit que [a,b] est un intervalle de confiance, de sécurité 1 — a.
Dans le cas d’'un modele d’échantillonnage, on parle d’intervalle de confiance asymptotique

o~

si on a des suites d’estimateurs (ay,), (by,) telles que

i i, < <b,)>1-o.
Vo € O, ngrfooPg(an_g(H)_bn)_l o

Les théoremes limite du chapitre précédent permettent d’en construire.

7.3 Initiation aux tests

Le cadre de travail sera une structure statistique (Q,A, (Pg)ge@). Les tests ont pour but
d’infirmer ou de confirmer une hypothese sur le parametre d’intérét. Plus précisément, on appelle
hypotheése sur f un sous-ensemble de ©. On note H : 76 € A” pour signifier que 'on considere
une hypothese nommée H et qui correspond au sous-ensemble A.
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7.3.1 Definitions

Définition 54. Etant données
— une hypothese dite nulle Hy : 76 € 04”7,
— une hypothese dite alternative Hy : 76 € ©1”, avec ©g N O = (),
un test déterministe de Hy contre Hy est une statistique @ : (Q,.4) — ({0,1},P({0,1})). Pour
une observation w € €}
— 81 ®(w) = 0 on conclut que 6 € Op. On dit que 'on accepte Hy.
— 81 ®(w) =1 on conclut que # € ©1. On dit que 'on rejette Hy.
L’ensemble R := {w € Q; ®(w) = 1} est appelé région critique ou zone de rejet.

Ce faisant, on peut se tromper de deux manieres :
— 6 € ©p mais ®(w) = 1; on parle d’erreur de premiére espéce,
— 6 € ©1 mais ®(w) = 0; on parle d’erreur de deurieme espéce.

Pour des raisons théoriques, on considére une définition plus générale :

Définition 55. Un test de Hy contre Hy est une statistique
®:(Q,A4) — ([0,1],B([0,1])).

On interpréte ®(w) comme la probabilité de rejeter Hy :

— si @(w) = 0 on accepte Hy,

— si @(w) = 1 on rejette Hy,

— si ®(w) = a €]0,1] on est dans la région d’hésitation ; on tire le résultat au hasard en
rejetant avec probabilité « et en acceptant avec probabilité 1 — .

7.3.2 Mesures de qualité des tests
Définition 56. L’image du test ® est application B¢ : © — [0, 1] définie par

Ba(0) == Ep® = Py(Rejet).
Cette fonction mesure la probabilité de rejet si la vraie valeur est 6.

Définition 57. La fonction niveau de ® est la restriction de B¢ a Hg : 6 € ©q. Le niveau de
® est le nombre

sup Ba(0).

[AS(SH)

On dit que ® est de seuil a si supyeg, fo(f) < a c’est-a-dire si la probabilité d’erreur de
premiere espece reste toujours inférieure a a.

Définition 58. La fonction puissance de ® est la restriction de S & Hy : 6 € O,
VO € ©1, [o(0) = Py(Rejet) =1 — Py(Acceptation).
Donc cette fonction vaut un moins la probabilité d’erreur de deuxiéme espece.

Définition 59. Soient ® et ' deux tests de Hy contre H;. On dit que

Vo € ©0, Ba(f) < Ber(0),

VO € ©1, Ba(0) > Bar(0),

— ® et ® sont equivalents et on note ® ~ &' si < &’ et &' < ® ce qui revient a dire que
ﬁq) = ﬂ@’a

— @ est strictement meilleur que @ si ® < @’ et O £ P/,

— ® est meilleur que ® et on note ® < &', si {
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— @ est admissible s’il n’existe pas de test strictement meilleur.

Comme il existe deux types d’erreurs contradictoires, il n’est pas possible de minimiser
simultanément les deux. On introduit donc une notion dissymétrique de test optimal :

Définition 60. Un test ® de seuil a est uniformément plus puissant au niveau o (UPP,,) si
sa fonction puissance est plus grande que celle de tout test de seuil a.

En d’autres termes, parmi tous les tests dont la probabilité d’erreur de premiere espece est
uniformément majorée par «, un test UPP, a toujours une probabilité d’erreur de deuxieme
espece minimale.

7.3.3 Construction de tests

Les tests déterministes les plus simples considerent une statistique 7" : 0 — R et décident
d’accepter ou de refuser Hg grace a une valeur critique ¢ € R : on accepte Hy si T est observée
dans la région d’acceptation | — oo; c[, tandis qu’on rejette Hy si T est observée dans la région
de rejet [c ;+oo[. Remarquons que le niveau suppeg, Po(T > c) de ces tests & = L. est
décroissant en fonction de c.

En pratique, on fixe un seuil « a priori, et on choisit une valeur critique ¢ assez grande pour
que le test ® = 17>, soit de seuil o, c’est-a-dire tel que la probabilité d’erreur de premiere
espece soit inférieure a «. Plus « est choisi petit, plus la regle de décision est conservative, au
sens ou elle ne rejette Hy que trés rarement.

Définition 61. La p-valeur (ou seuwil de signification observé) de la réalisation ¢ € R d’une
statistique T':  — R est supyeg, Pop(T" > t) : c’est le plus petit seuil o pour lequel les tests de
seuil a de la forme ® = 17>, conduisent a rejeter Hy.

On considére maintenant un modele dominé, de fonction de vraisemblance L. Dans ce cas
on peut construire des tests de Hy : 8 € ©g contre Hy : 6 € O1 en utilisant le rapport de
vraisemblance, défini pour w € § par

) — Supgeo, L(w,0)
SUPgeo, L(w,0)

Pour toute fonction f croissante et a valeurs dans [0, 1], le test défini par
P(w) = f(l(w)), YweQ

est un test du rapport de vraisemblance.

On peut par exemple considérer ®(w) = Ly(,)>. ol ¢ est la valeur critique & déterminer afin
de contrA “ler le niveau du test. Cependant on obtient souvent des résultats plus précis avec un
test non-déterministe. C’est le cas pour des hypotheses simples (c’est-a-dire telles que g et O
sont des singletons) :

Théoréme 80 (Neyman-Pearson). Soit o €]0, 1] et 0y, 01 € ©. Il existe (k,p) € RT x [0, 1] pour
lesquels le test ® défini pour w € § par

1 si L(w,01) >k L(w, 6y),
(w):=< p st L(w,0;) =kL(w,b),
0 si L(w,6)<kL(w,b),

est UPP, pour tester Hy : 70 = 0y” contre Hy : 70 = 61”.
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Ces tests UPP,, pour hypotheses simples permettent parfois de construire des tests UPP,
impliquant des hypotheses composites :

Proposition 81. Soit a €]0,1[. Soit {0;, i € I} un sous-ensemble de © ne contenant pas 6p.
On considére les hypothéses Hy : 70 = 60y”, Hy : 70 € {0;, i € I}” et pouri € I, H! : "0 = 0,;”.

1. Si @ est un test qui ne dépend pas de i et qui pour tout i € I est UPP, pour tester Hy
contre H] alors ® est un test UPP, de Hy contre Hj.

2. Réproquement si ® est un test UPP, de Hy contre Hy alors pour tout i € I, ® est un
test UPP,, de Hy contre H.
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