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1 Exercice

On choisit au hasard et de facon équitable un entier parmi [1,...,n]. On note A, I'événement
" cet entier est divisble par p”

1. Calculer P[A,] lorsque p divise n.

2. Montrer que si py,...,pg sont des diviseurs premiers de n distincts alors les événements

Ay, ..., A, sont indépendants.

3. Soit ¢ la fonction indicatrice d'Euler c¢’est a dire ¢(n) donne le nombre d’entiers non nuls
inférieurs a n et premiers avec n. Montrer que

- 11 (-}

ppremier,p|n

2 Exercice
Soit X une variable uniforme sur [0, 1]. On pose pour p > 0

Y = Lin(x)
p

Déterminer la loi de Y

3 Exercice

Soient (X,Y) deux variables aléatoires indépendantes avec X ~ E(u) et Y ~ E(N).
1. Déterminer la loi de U = min(X,Y) et V = max(X,Y).
2. Laloi de E(X) + 1 ou E(X) désigne la partie entiere de X

3. Pour p = 1 déterminer P[X > 2? + ¢% pour z > 0,y > 0. En déduire la valeur de

00 _ g2 , .
fo e~ " dx sans passage par des coordonnées polaires.

4 Exercice

Soit n; et ny deux entiers et p €]0, 1[, on considere X; ~ B(ny,p) et Y ~ B(ngy,p). On suppose
X et Y indépendantes. Quelle est la loi de X + Y7

5 Exercice

Soit X une v.a aléatoire a valeur dans N. Montrer que

E(N) =Y P(X >n)

n>1

Soit X une v.a dans R*. Montrer que
E(X®) = a/ tP(X > t)dt
0

Peut t-on généraliser.



6 Exercice

Soit X une variable aléatoire de moyenne m et de variance o2 et soient A > 0 et a > 0.
1. Montrer que P(X —m > a)=P(X —m+A>a+ )
2. Calculer E[(X — m + A\)?] en fonction de o,m et A

3. Montrer que

o+ \?
P(X — A > A) <
( mEAZat )_a2+)\2+2)\a
4. Déduire
P(X —m > a) o
—-—m>a«
- a? + o?
appelée inégalité de Cantelli.
5. Finalement montrer que
202
P(IX —m|>a)> ——
(1X = ml = 0) 2

6. Comparer a l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

7 Exercice

Soient X, Y, Z des v.a indépendantes de Rademacher. Onpose X' =Y Z,Y' = XZet Z/ = XY.
Montrer que X', Y’ Z’ sont indépendantes deux a deux mais pas indépendantes dans leur
ensemble.

A quelle condition une variable aléatoire est indépendante d’elle méme?

8 Exercice
Soit X une v.a de fonction de répartition F'. On pose

G(t) = inf{z | F(x) >t}
appelée "pseudo-inverse” de F

1. Montrer que

(a) Si F est continue, Vt €]0,1[, F(G(t)) =t
(b) Si F est strictement croissante, Vx € R, G(F(x)) = x.

(¢) Si F est continue et strictement croissante, F' est bijective de R sur ]0,1[ et on a

2. Montrer que si F' est continue et strictement croissante, F'(X) suit la loi uniforme

3. Montrer que si Y suit la loi uniforme sur [0,1], G(Y) admet F' comme fonction de
répartition.



9

Exercice

On joue a pile ou face; on note X; = 1 si on obtient pile et X; = —1 si on obtient face. On pose

1.
2.

3.

10

Sn:iXuSO:O

i=1
Quel est le nombre de chemins tel que S, = x

Pour z > 0, montrer que le nombre de chemins tel que S; = 1et S, =z et Ik € [2,...,n]
tel que Sy = 0 est égal a celuiou Sy =—1et S, =x

En déduire la probabilité
P[Sk > 0,VE € [1,...,n] | S, = 7]

Exercice: Polynomes de Bernstein

On consideére une fonction continue f : [0,1] — C. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires
de Bernoulli indépendantes et identiquement distribuées de parametre x

1.
2.

Quelle est laloide S, = X; + Xo+ ...+ X,
Calculer E [f (22)] en fonction de z. On note alors B, s(z) = E [f (£

n
n n

qui est un polynome en x.

)} cette quantité

. Pour § > 0 on pose A5 = {|z — 52| < §}. Montrer que pour tout § > 0 on a

| (o) - 1 (32)| < w) PG + 2111

ou w(.) désigne le module de continuité de f

. Montrer que

1
P(AS) < ——
<5)_4n52

. En déduire que

lim [|f — By s()]|oc = 0

n—-+o0o

. Montrer que w(hy + hy) < w(hy) + w(hs) et en déduire w(nh) < nw(h). En observant

que h; < 1+ |hy], montrer que w(hihy) < (1 + [hy]|)w(hs).

. En observant que |f(z) — f(y)| < w(]z — y|), montrer que

Sn, S
Bliw -7 (2] < (1+ vale- 2| Yoo
1
. En observant que || X||; < || X||2, montrer que
Sh 3 1
Bl - 7 (32)| < Sl

Maintenant on considere (R;)i1.. ., n variables aléatoires de Rademacher indépendantes
et (a;)i=1..n, n réels. On pose

Z = a1R1 + ...+ aan, et G= H(l + ijj)

j=1



10.
11.
12.

13.

14.

11

Dans un premier temps on supposera que »_a? = 1. Montrer que |G| < /e
Calculer E[RG] pour tout k, puis E[ZG]
En déduire que 1 < /e||Z]1

On revient au cas général c’est a dire que 1'on ne suppose plus > a? = 1. Montrer que
1Zl2 < Vel Z]s.
On considere la fonction f(z) = |z — |. Montrer que

1 1

Sh 1 1
|f(§) — Bn,f(§)\ = E|; - §| = %HRI +...+ Ry

Montrer qu’il existe C tel que

If = Bn.fllsc = Co(—=)

Bl

Exercice

Soit n € N. On considere n réels py,...,p, avec p; €]0,1[. On considere n variables aléatoires
indépendantes X;,i = 1...,n ot X; ~ B(p;). On pose X,, = >, Xi et on considere Y, une
variable aléatoire de Poisson de parameétre A = ", p;. On considere I'endomorphisme J de
R™ ! définit par J(e;) = €;_1,i > 1 et J(eg) = 0. On pose L; = p;(I —J) et M; = (1—p;)[+p;J
et on définit N; = exp(L;). On note

[Alloc = sup [[Az]]

[|z]|oco=1

n+1

On rappelle que ||Al|o = maxz lag;|.

1.

Jj=1

Montrer que

N=NN;,...N,=> P(Y,=i)J'

. Montrer que

IM = Nlloo <> I1M; — Nl

i=1

. Montrer que

IM = Nllo = Y |P(X; = k) = P(Y, = k)|

. Montrer que

1
1M; = Nilloo = 51127l

. En déduire

max |P(X, € A) — P(Y, € A)| < ZP?

i=1

Discuter du cas p; = % pour tout ¢ et regarder en particulier I’asymptotique n tend vers
I'infini.



12 Exercice

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées: Bernoulli
de parametre 3.

=1
On pose Z = Z ?Xk
k=0

1. Justifier que Z est bien définie

2. Déterminer la loi de Z.

13 Exercice

Soient X et Y deux variables aléatoires N(0, 1)
1. Calculer la fonction caractéristique de U = X +Y et cellede V=X - Y
2. Identifier les lois de U et de V

3. Calculer la fonction caractéristique du couple (U, V). Qu’en déduisez vous pour le couple
(U, v)?

4. Retrouver les résultats précédents a I'aide du théoreme de transfert.

14 Exercice

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi de moyenne nulle et de
variance 1. On suppose aussi que X + Y est indépendante de X — Y. On note ¢ la fonction
caractéristique de X et Y

1. Montrer que ¢(2t) = ¢(t)3¢(—t).

2. On suppose qu’il existe ¢ tel que ¢(ty) = 0. Construire une suite ¢, convergeant vers 0
telle que ¢(t,,) = 0. Conclure qu'un tel 3 n’existe pas.

On pose ¥ (t) = ¢(t)/d(—t). Montrer que 1(2t) = 1(t)? et que ¥ (t) = 1 + o(t?).
Montrer que ¥(t) =1
Montrer que ¢(t) = ¢(5)*"

Montrer que X suite une loi normale N (0, 1)

e

Comparer a l'exercice précédent.

15 Exercice

Soit (U,,) une suite de variable aléatoire uniforme sur [0,6]. On pose

X, = max U;

i=1...,n

1. Calculer la fonction caractéristique de X,
Montrer que (X,,) converge presque surement vers 6. On pourra regarder P[|X,, — 6| > €]

Etudier la convergence en loi de (n(X,, — @))

-~ L N

On considere maintenant que les U; sont des lois exponentielles de parametre 1. Etudier
la convergence en loi de X,, — In(n).



16 Exercice

Soit (X,,) une suite de v.a.i.i.d de moyenne m et de variance o?.
1. Montrer Z, = = >°" | X; tend vers m dans L?

2. En déduire que Z,, converge vers m en probabilité

17 Exercice

Montrer que

n k
. n' 1
et =3

18 Exercice

Soient (X,,) une suite de v.a.i.i.d centrée et admettant un moment d’ordre 4. On pose S, =
X1 +Xo+...+ X,

1. Montrer que
E(S,)

etnd

P(S,/n >¢€) <

2. En déduire la loi forte des grands nombres

19 Exercice
On dit qu’une suite de v.a est uniformément intégrable si

lim sup E|X,|1|x, 5 =0

a—r o0 n
1. Montrer que si p > 1 et si sup,, E(| X,|P) < oo alors X, est u.i
2. Donner un exemple de (X,,) tel sup, E(|X,,)| < oo mais tel que X, n’est pas u.i

3. Montrer que (X,,) est u.i si et seulement si (E(|X,,|)) est bornée et si Ve > 0 il existe § > 0
tel que VA tel que P(A) < ¢ alors sup,, E| X, |14 <€

20 Exercice

Soit (X,) une suite de v.a.i ott X, suit la loi I'(p + 1,1). On rappelle que la densité de X, est

1

folz) = mxpe_xl]&-i-oo[

1) Calculer E[X,] et Var(X,)

On pose Z, = X\”/%p

2) Détrminer la densité de Z, en fonction de celle de X,
3) Soit x > 0, montrer que pour p suffisamment grand

P(Z,<x) = ppeppﬁ/ e—uVP <1+%) du



4) Déterminer

x U p
lim e~ wP (1 + —) du
VP

p—r+00 — p

5) En déduire que la formule de Stirling peut étre déduite de la convergence en loi de (Z,) vers
une loi NV (0, 1) et vice versa.

6) Appliquer le TCL a (Z,), nous obtenons donc une preuve probabiliste de 1'équivalent de
Stirling!

21 Exercice

Soit (X)) une suite de v.a Binomiale indépendantes de parametre n et p,. On suppose que
lim np, = A. Montrer que (X,,) converge en loi vers une v.a X dont on déterminera la loi.

22 Exercice

Soit X un variable N(0, 1).

1. Montrer que

a2

V2ma
2. On considere une suite X,, de v.a.i.i.d N(0,1). On considere
Usn = {Xn > a/In(n)}

A T'aide de Borel Cantelli, étudier P(limsup U, ,) suivant les valeurs de a

P(X > CL) ~ oo

3. Montrer que lim,, —22— = /2 presque strement.

\/In(n)

23 Exercice

Soit X une variable aléatoire réelle. On note Px sa loi, ®x sa fonction caractéristique et F'x
sa fonction de répartition.

1. Montrer que pour tous a #b € Ret T > 0,

1 T e—ita _ e—’itb

~ [ ev@)dt

2 J_p it

2. Montrer que limg_, fOT S gt = f0+°° 1=t dt €]0, +oo[. On admettra pour la suite que

cette limite vaut 7. En déduire que pour = € R,

T .
t
sin(te) dt = gsigne(x),

lim
T—00 0 t

ou signe(x) =1 si z > 0, signe(x) = —1 si z < 0 et signe(0) = 0.



3. Montrer que si a < b

lim /T #‘bx(t) dt = Px(Ja, b[) + Px(ia}) ; Pribh),

4. Vérifier que si F'x est continue en a et b, on a

1 T efita _ e*itb
&@%JM@:lm——/—————@ﬁwﬁ

Utiliser ce résultat pour donner une démonstration différente de celle du cours du fait que
la donnée de ®x caractérise la loi de X.
24 Exercice

Soit (X)) une suite de v.a.i.i.d de f.d.r F. On pose

1 n
Fuft) =~ > lxs
=1

pour tout ¢t € R et pour tout n > 0.
Le but est de montrer que:
[Glivenko Cantelli] Soit (X,,) une suite de v.a.i.i.d de f.d.r F" alors

|Fn = F|| = sup | F,(t) = F(t)] —— 0
teR

n—-+4o00

[Kolmogorov| Soit (X,,) une suite de v.a.i.i.d de f.d.r F¥ CONTINUE alors la loi de la v.a
Dy = ||Fn = Flloo
ne dépend pas de F'
e On rappelle que si Uy, ..., U, n v.a.iid U([0,1) alors
Xi,.... X, =FYwW),...,FEY(wW,)

sont n v.a.i.i.d de f.d.r la fonction F ott F(= désigne I'inverse généralisée de F. Montrer
que

(1)

1 n
Fo— Flle ~ SN — F(t
[ I sup n; Fevwy< — F(t)

ou ~ signifie qu’ils ont méme distribution.

e En déduire que

HFn_FHoo ~ sup
s€F(R)

n
1
— E ]—Uiﬁs — S
n <

=1

e Montrer en utilisant la densité de Q dans R:

177/
JA, tqVse [0, 1] Vw e A =S 1y )cs —
, t.qVs e [0,1],Vw e nz; Us(w)< s

n—-+4o0o



e En utilisant le théoreme de Dini déduire que la suite de fonction (G,,) définie par
1 n
Gult) =~ 2 ly,ws<t: tER

converge uniformment vers ¢ — ¢.

e Conclure pour Glivenko-Cantelli. Attention il y a une égalité en loi (on pourra admettre
que la converge p.s dans ce cas la se comporte bien avec la convergence en loi)!

e Pour Kolmogorov montrer que
£ = Fll ~ [|Gn = Gl

ou G(u) = u et conclure. A quoi cela peut-il servir?



