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TD 5 : convergences

Exercice 1. Soit (zy,),>1 une suite de vecteurs de R4,

(1) On suppose que lim, z, = x. Montrer que 4, étrofte

(2) Réciproquement montrer que si la suite (J,, ) converge étroitement alors la suite (z,) converge.

€T

Exercice 2. Soit (p,,), une suite de nombre réels de |0, 1] telle que np,, — A > 0. Montrer que la suite de
v.a. de loi B(n,p,) converge en loi. Quelle est la loi limite?

Exercice 3. Soit (py)n une suite de nombre réels de |0, 1[. Soit (X,,) une suite de v.a indépendante telle
que X, ~ B(p,) pour tout n € N*. A quelle condition (X,) converge en probabilité? presque siirement?
Qu’en déduisez vous?

Exercice 4. Soit (X,,) une suite de v.a.i.i.d de Bernoulli de parametre 1/2.

(1) Montrer que

U:Z;7

est bien définie et déterminer sa loi
(2) Soit V une v.a qui suit une loi uniforme sur [0, 1], on considére son développement dyadique

— il
V= Z 9"
i=1
Montrer que les (a;) sont des v.a.
(3) Montrer que (a;) forme une suite de v.a.i.i.d de Bernoulli de parametre 1/2
(4) En déduire que I'on peut construire une suite de v.a.i.i.d de loi uniforme sur [0, 1]
(5) En déduire que 'on peut construire une suite de v.a.i.i.d de n’importe quel loi (pensez & l'inverse de
la fonction de répartition)

Exercice 5.

(1) Soient (a,,b,) € R x R tels que a,, — a, b, — b. Etudier la convergence en loi de N(ay,,b2).
(2) Soit X,, ~ P(nA). Montrer que X, /n et X\"/%M convergent en loi et déterminer les lois limites.

(3) Soit (X,,), une suite de v.a.r. iid. de loi de Cauchy de parametre 1. Pour m > 1, on note
S, =Y, X;. Etudier les convergences en loi, puis en probabilité, des suites S, /v/1, Sn/n, S,/n%

Exercice 6.

(1) Soit (X,), une suite de v.a.r. ii.d exponentielle de parametre 1. Soit M, = maz(Xy,...,X,).
Montrer que M,,/Inn converge en loi.

(2) Soit (X,,)n une suite de v.a.r. i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]. Soit M,, = maz(Xy,...,X,). Montrer
que n(1 — M,,) converge en loi.

Exercice 7. Soient (X,)n, (Yn)n et X, Y des vecteurs aléatoires, soit ¢ une constante. Montrer les résultats
suivants:
(1) Si X, 22 X alors X, — X.
n n
. P c
(2) Si X,, = X alors X,, = X.
n n
(3) X, %y ¢ si et seulement si X, = c.
n n

(4) Si X, £ X et d(X,,Y,) = 0 alors Y, < X.

(5) (Slutsky) Si X, £ X et Y, = c alors (X0, Y,) N (X,c).
n n n



(6) Si X, = X et V,, = Y alors (X,,,Y;) — (X,Y).

Exercice 8. Déterminer la limite quand n tends vers +oo de
no ok
n
—n
ey Tl
k=0

Exercice 9. Soit a >. on note z~ = x — inf(x,0) pour z € R

(1) Soit X une v.a rélle de carré intégrable, montrer que

E[|X —inf(X, a)|] <E[X1x>.] < VE[X?|P[X > d
(2) Soit S, une v.a distribué selon une loi de Poisson de parametre n, on pose Y, = S%". Calculer
E(Y;?) et montrer que P(Y,” > a) < &
(3) Montrer que Y, converge en loi vers une v.a Y dont on donnera la distribution. En déduire que Y,,-
converge en loi vers Y~ et que inf(Y,,a) converge en loi vers inf(Y ", a).
(4) Montrer que (E(Y,,)) converge vers E(Y )

(5) Calculer E(Y, ) et E(Y ™) et en déduire que

2rnn"e™" ~ n!

Exercice 10.[Principe d'un test d’homogénéité sur les moyennes| On considere deux échantillons L2 indépendants
(X1,...,X,) et (Y1,...,Y%) de lois respectives Px et Py. On note pux (resp. puy) et 0% (resp. o%)
les moyennes et variances théoriques qu’on suppose inconnues. On veut tester, au vu d’observations, si
Ihypothese (Ho)ux = py est vérifiée.
(1) Quelles sont les limites de X, = 23" | X; et (S5 )% = 45 30" [ (X; — X,,)? quand n — +o00 ? En
quel sens ?
(2) Montrer que, sous (Hyp),

X, -,
T = ———k 25 N(0,1)
(8%) | (5p)?
n k

quand n A k — 4o00. Et que, si pux # py, |Tnkl 2% 400 quand n Ak — +o00. On pourra utiliser
que

n Tk R

(3) En déduire que, sous (Hy), limpak—+oo P(|Tn.kx| <1,96) =0, 95.

((555)2 (513)2)/(& U?v) ps

Exercice 11. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi. On
suppose que X; > 0 et FX; = +00. Montrer que

X+ -+ X,
————— — 400, D.S.
n

Indication: considérer min(X;, k).

Exercice 12. Soit (Xj)r>0 une suite de v.a indépendantes de loi gaussienne standard A'(0,1). On pose
(1) Montrer que v27P(Xy > a) ~ a~!exp(—a?/2) quand a — oo
Donner la loi de %

En déduire que si (a,) est une suite de réels positifs telle que a,/+/n tende vers +oo alors ‘3—

converge vers 0 en probabilité. Peut-on conclure pour la convergence p.s? Montrer cependant que
. . Sn
si a, = y/nlogn, alors 52 converge p.s vers 0.

(4) Montrer que limsup,,(2logn)~2X, =1 p.s et limsup, (2logn)~2|X,| = 1 p.s.

Exercice 13. Soit (©2,.4,P) un espace de probabilité et L° I'espace vectoriel des (classes modulo égalité p.s.
de) variables aléatoires réelles sur cet espace.

(1) Montrer que d(X,Y) =E(|X —Y|A 1), X,Y € LY définit une distance sur L°.



(2) Montrer que, pour toute suite (X,,), et toute v.a. X dans L9,
(d(Xn, X)) >0 = (X)) 5 X

(on dit que la convergence en probabilité est métrisable).

(3) La convergence p.s. est-elle métrisable ? On pourra considérer, sur [0,1] muni de la mesure de
Lebesgue, la suite Xj = X | x41_y) pour k € {27,...,2""1 — 1}, Converge-t-elle dans L' ? Et
p-s. ?

Exercice 14.[Complément sur I'exercice 2] On se propose de montrer un cas particulier de I'inégalité de
Le Cam par une méthode dite de couplage. Soit p €]0,1[. On considére sur N les lois u, = B(n,p) et
v, = Pois(np). Alors
(1) sup |pn(A) — vn(4)| < Tlp2.
ACN
(1) Soient (X;)i=1,..n 1.id. B(1,p) et (Y;)i=1,. n i.i.d. Pois(p) définies sur un méme espace de proba-
bilités (€2, 4,P). On note S, = > | X; et W,, = > 1" | V.
(a) Identifier les lois de S, et W),.
(b) Montrer que, quel que soit A C N,

[B(5n € 4) = F(¥, € ) < P(S, # W,) < 3 P(X
=1

(2) On cherche donc ici & construire un couple de v.a. (X,Y) de loi marginales Px = pu; = B(1,p) et
Py = vy, = Pois(p) tel que P(X =Y) est maximale.
(a) Soient X et Y deux v.a. a valeurs N. Montrer que

(2) P(X =Y) <> min(P(X =k),P(Y =k)).
keN
(b) Sur (€2, A,P) = (]0,1[, B(]0, 1[), Leby ), on considere X (u) = F, '(u) et Y (u) = F,'(u) o, si p

est une mesure de probabilité sur (R, B(R)), F,; ! désigne I'inverse généralisé de la fonction de
répartition de u. On rappelle que

F~l(u) =inf{s € R: F(s) > u}, u €]0,1]
et que
Yu €]0,1[,Vs € R, s> F Y (u) & F(s) > u.
Montrer que, pour ce couple (X,Y), les lois marginales sont u; et v; et que l'inégalité (2)
devient une égalité. Vérifier qu'on a alors P(X # Y) < p?.
(¢) Conclure.



