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1) Rappel de théorie de la
mesure



Définitions

Soit Q un ensemble

A c P(Q) est une tribu (ou o-algébre) sur Q si les conditions suivantes sont
satisfaites

QD QecHA
@ A est stable par passage au complémentaire: si A € A alors A® € A

@ A est stable par réunion dénombrable: soit (A,), une suite d’éléments de A
i.e Ap € Apourtoutne N alors |, An € A

v
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Définitions

Soit Q un ensemble

A c P(Q) est une tribu (ou o-algébre) sur Q si les conditions suivantes sont
satisfaites

QD QecHA
@ A est stable par passage au complémentaire: si A € A alors A® € A

@ A est stable par réunion dénombrable: soit (A,), une suite d’éléments de A
i.e Ap € Apourtoutne N alors |, An € A

v

@ (0,Q) s’appelle la tribu grossiére

Q 7(Q) s'appelle la tribu triviale, c’est souvent celle considérée lorsque 2 est
discret ou dénombrable

© Lorsque Q est un espace topologique c’est & dire muni d’une famille
d’ouverts, la plus petite tribu contenant ces ouverts est appelée tribu
borélienne. On la note B(Q2). Pourquoi existe t’elle toujours?
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Definition

Soit X et Y deux ensembles munis de tribus A pour X et 8 pour Y. Une
application f : (X, A) — (Y, B) est dite mesurable si

VBe B,f'(B)e A

Rappel: de maniére générale toute application continue entre espaces
topologiques est mesurable si on munit ces espaces de leurs tribus boréliennes.
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Définitions

Un ensemble Q2 muni d’'une tribu A s’appelle un espace mesurable on le note
(Q,A)

Une mesure u sur (€, A) est une application de A — [0, +0] telle que

Q u(0)=0

©Q Si (An)n est une suite dénombrable d’ensembles de A deux a deux disjoints

alors
u((JAn) = D u(An)

neN neN
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Définitions

Un ensemble Q2 muni d’'une tribu A s’appelle un espace mesurable on le note
(Q,A)

Une mesure u sur (€, A) est une application de A — [0, +0] telle que
Q u(0)=0
©Q Si (An)n est une suite dénombrable d’ensembles de A deux a deux disjoints

alors
(L An) = > u(An)

neN neN

@ Le tripSoit (Q, A, 1) est appelé espace mesuré.

© Lorsque u est une mesure de masse 1 c’est a dire (Q) = 1 on parle de
mesure de probabilité. Dans ce cas on note souvent la mesure y par P.

© Un espace de probabilité est donc un espace mesurable (Q, A) muni
d’'une mesure de probabilité P.
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On rappelle que
@ P(A%) =1-P(A)
Q P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
© SiAcB:P(A)<P(B)

© Si (A)) est une suite croissante i.e A, C Api1
Jim P(An) = B(_ A0)
@ Si (A)) est une suite décroissante i.e A, 1 C A,

Jim B(A) = B([ ] Ar
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2) Variables aléatoires



Soit (22, A, P) un espace de probabilité

Definition

On appelle variable aléatoire (v.a) toute application mesurable X d’un espace
de probabilité  dans R munit de la tribu borélienne B(R).

Si la variable aléatoire est & valeurs dans R? on parle de vecteur aléatoire (couple
si d=2).
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Définitions
Soit (22, A, P) un espace de probabilité

Definition

On appelle variable aléatoire (v.a) toute application mesurable X d’un espace
de probabilité  dans R munit de la tribu borélienne B(R).

Si la variable aléatoire est & valeurs dans R? on parle de vecteur aléatoire (couple
si d=2).

Definition
Soit X : 2 — R une v.a, on appelle loi de X la mesure de probabilité Px qui est la
mesure image sur R de P par X c’est a dire

Px(A) =P(fw € Q: X(w) € A}) =P(X € A)

Pour parler de la loi d’'une v.a X on utilise la notation ~. Par exemple X ~ £(1)
pour une loi de Poisson de paramétre A.
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Soit X une v.a.

Definition

@ On appelle atome de X (ou de sa loi) tout a € R tel que P(X = a) # 0

@ On appelle support (topologique) d'une v.a X le plus petit fermé F tel que
P(X € F) = 1. On notera S(X) le support d’'une v.a X.
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Définitions
Soit X une v.a.
@ On appelle atome de X (ou de sa loi) tout a € R tel que P(X = a) # 0

@ On appelle support (topologique) d'une v.a X le plus petit fermé F tel que
P(X € F) = 1. On notera S(X) le support d’'une v.a X.

La tribu engendrée par X, notée o (X), est la plus petite tribu G sur Q qui rend
lapplication X : (2,G) — (R, B(R) mesurable.

o(X) = {X(A),A € B(R))

@ On interpréte o(X) comme I'ensemble de tous les événements accessibles
a partir de la connaissance de X. Cela représente en quelque sorte toute
l'information nécessaire véhiculée par X.

@ On généralise cela a plusieurs v.a Xi, ..., X, et on note o(Xi, ..., X,) la plus

ﬁetite tribu rendant les X; mesurables.



Definition
On appelle fonction de répartition d’une v.a X : Q — R la fonction Fx définie sur R
par

Fx(t) = P(X < t) = Px(] — oo, 1])
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Definition
On appelle fonction de répartition d’une v.a X : Q — R la fonction Fx définie sur R
par

Fx(t) = P(X < t) = Px(] — oo, 1])

@ Fx est croissante
Qo Jim FX(t):OettliT Fx(t) =1

© Fx est continue a droite et admet une limite & gauche

@ Si X n’apas d’atome Fx est continue
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@ Les éventuels sauts de Fx qui sont en nombre dénombrable (pourquoi?)
correspondent aux atomes de X

@ Le quantile d’ordre « est toute valeur z, telle que
P(X<z)=«
ou

P(X>z,)=1-«

@ Médiane: tout quantile d’ordre 1/2

@ Inverse de la fonction de répartition. Pour u €]0, 1], on pose
G(u) = inf{t,|F(t) > u}

Onaque G(u) <t < F(t) > u, cela donne une méthode de simulation.

13/85



Variable aléatoire discréete

Definition

Une variable aléatoire X est dite discréte si elle est & valeurs dans un
ensemble discret ou dénombrable. En particulier S(X) est fini ou dénombrable.

On pose S(X) = {aj, i € I} ou | est un ensemble fini ou dénombrable. Si on pose

pi=P(X=a),iel

Px = Z Pida,

iel

La loi de X est
Rg: Si (X, Y) est un couple de v.a discréte on obtient la loi de X par la formule

PX(X) = Z P(X,y)(X,y),VX € S(X)
yeS(Y)
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Exemples usuels

@ Les v.a constantes. Si X = ¢ presque slrement alors S(X) = {c} et

Px =0, P(X=c)=1
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Exemples usuels

@ Les v.a constantes. Si X = ¢ presque slrement alors S(X) = {c} et

Px =0, P(X=c)=1

@ Si S(X) ={a1,...,an} et X prend la valeur a; avec probabilité p; on a

n
Px = Zpi5a,-, P(X = a) =pi
i=

On dit que X suit la loi uniforme (ou équirépartie) sur {aj, ..., an} si pi = %

pour touti € {1,...,n} dans ce cas
51
Py = ; ~0a. B(X=a)=-—

(exemple du dé a six face)
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Exemples usuels

@ Si X modélise un succés (obtenir 1) ou un échec (obtenir 0). Son support
est S(X) = {0, 1} et sa loi est

Px = pdy + (1 -p)so. P(X=1)=p=1-P(X =0)

ou p est la probabilité de succés. Il s’agit de la loi de Bernoulli X ~ B(p)
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Exemples usuels

@ Si X modélise un succés (obtenir 1) ou un échec (obtenir 0). Son support
est S(X) = {0, 1} et sa loi est

Px = pdy + (1 -p)so. P(X=1)=p=1-P(X =0)

ou p est la probabilité de succés. Il s’agit de la loi de Bernoulli X ~ B(p)

@ Silav.a X modélise le nombre de succées dans une suite de n expériences
identiques et indépendantes avec chacune une probabilité p de succées
alors S(X) =1{0,...,n}etona

e= 3 7)ot x=k=( § )t pr

k=0

Dans ce cas on dit que X suit une loi binomiale de parametre p, la
probabilité de succés, et n, le nombre d’expérience,: X ~ B(n, p).
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Exemples usuels

@ La variable aléatoire X qui modélise le rang du premier succés dans une
suite d’expériences indépendantes et identiques a pour support S(X) = N*
etona

00

Px =Y (1-p) "ok, B(X=k)=(1-p)"'p

Dans ce cas on dit que X suit une loi géometrique de paramétre p:
X ~G(p)
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Exemples usuels

@ La variable aléatoire X qui modélise le rang du premier succés dans une
suite d’expériences indépendantes et identiques a pour support S(X) = N*
etona

00

Px =Y (1-p) "ok, B(X=k)=(1-p)"'p

Dans ce cas on dit que X suit une loi géometrique de paramétre p:
X ~G(p)

@ On dit que la variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parametre
A>0: X ~P(1) si S(X) =Net

o Ak LA
Px = Y e'6 P(X=k)= o

Une telle loi sert a modéliser des petits effectifs
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Exemples usuels

Proposition

Soit X une v.a discréte de support S(X) = {aj, i € I} avec les probabilités p;,i € |
associées. La fonction de répartition est constante par morceaux avec des sauts
de taille p; en a;

Fx(t) = ij, sit€la,aip1],i€l

J<i
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V.a continues ou a densité

Definition
Une v.a X est dite a densité f si pour tout borélien A

P(XeA) = f f(x)dx
A
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V.a continues ou a densité

Definition
Une v.a X est dite a densité f si pour tout borélien A

P(XeA) = f f(x)dx
A

® Dans ce cas sa loi Px est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue et sa dérivée de Radon Nykodim est f

@ On a nécessairement que f > 0
o [ f(x)dx =1

@ Pour un vecteur aléatoire X : Q — R? on a pour tout borélien A de RY:

Px(A) = f f(x1,...,Xg)dXy ... dxg
A
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Exemples usuels

@ Loi uniforme sur [0, 1]: X ~ U([0, 1]) la densité

f(X) s 1[0_1]()()

@ Loi uniforme sur [a, b]: X ~ U([a, b]) la densité

() = 5= Vsl ()

@ Loi exponentielle de paramétre A > 0: X ~ (1) est de densité

f(x) = 1e™ 15+ (x)
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Exemples usuels

@ Loi normale centrée réduite X ~ N(0, 1) est de densité

S}

X

e 2z

V2r

f(x) =

@ Loi normale de moyenne m et de variance o2: X ~ N(m, c?) est de densité

_ (x—m)2
e 27

2no?

@ Loi de Cauchy de parametre a > 0 X ~ C(a) est de densité

a

f(x) = ———5

() n(a? + x?)

@ Loi Gamma de parametres n € N*, 1 > 0: X ~ y(n, 1) est de densité
x”“/l”e"“‘

0 =—Fm—

1R+(X)



Exemples usuels

Proposition

Si X est une v.a de densité f, sa fonction de répartition Fx vérifie

o

o
o

VteR, Fx(t) = ['f(x)dx

Fx est continue sur R

Si f est continue au point ty, alors Fx est dérivable en ty de dérivée

Fy (to) = f(10) J
Raq: P(X f f(x)dx = 0. Cela implique que dans le calcul des

probabllltes on peut con5|dérer indifféremment des inégalités larges ou
strictes.

Si (X, Y) est un couple de densité f(x, y), alors X est a densité et celle-ci

s’obtient par
= f fix.v) (x
R
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3) Espérance et Variance



Formule du transfert

Soit X une v.a (ou vecteur), on rappelle que la loi de X est décrite a travers la
formule Px(A) = P(X € A), pour tout A borélien. On pose alors

E[1a(X)] = Px(A) = E[¢(X)],

avec ¢(x) = 14(x). On généralise cette formule pour toute fonction ¢ continue et
bornée

Soit X une v.a, pour toute fonction continue bornée ¢

Elo()] = [ 6(X(@))dP() = [ 6(x)dPx(x)

@ Dans le cas discret E[¢(X)] = Z d(X)P[X = x]
xeS(X)

@ Dans le cas continu E[¢(X)] = fqb(x)f(x)dx
R
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Formule du transfert

4

o

Rq: X a pour densité f ssi E[¢(X)] = fR x)dx pour tout ¢ continue
bornée
Soit X une v.a a densité f et g une fonction bijective de R dans R de classe

C'. On pose Y = g(X). Alors la densité de Y est

fr(y) = fx(@ WG ()

® Siz ~U([-1,1]) alors |Z] ~ U([0, 1])
@ Si X ~ N(m,c?) alors

@ Si X ~ N(0,1) quelle est la loi de Y = X2

@ Pour des vecteurs aléatoires on utilise le méme type de calcul mais il faut

utiliser un changement de variable en dimension supérieure.
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Formule du transfert

Une v.a X a un moment d’ordre p > 1 si
E(IXIP) < +o0
Si X a un moment d’ordre 1 on appelle espérance la quantité
E[X]
Si X a un moment d’ordre 2 on appelle variance la quantité
Var(X) = E[X?] - E[X]? = E[(X - E[X])?]

On appelle écart type de X la quantité

ax = 4/ Var(X)
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Formule du transfert

@ Inégalité de Markov
E(IX1)

t

P(IX| > 1) <

@ I[négalité de Bienaymé-Tchebychev

Var(X)
12

P(IX — E(X)| > 1) <

@ Comme l'espace est de masse finie si une v.a X admet un moment d’ordre
p > 1 alors elle admet un moment d’ordre g pour tout gtelque p > g > 1.

Lespérance est linéaire.
Var(aX) = a®Var(X).
Var(X) = 0 ssi X est constante

e 6 6 ¢

Lespace vectoriel LP(Q2, A, P) = {X v.a, E(|XIP) < 4o} est un espace de
Banach.
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@ X ~ B(p) alors E[X] = p, Var(X) = p(1 - p)

@ X ~ B(n,p) alors E[X] = np, Var(X) = np(1 - p)
® X ~G(p) alors E[X] = 1, Var(X) = 1p;2p

@ X ~P(A) alors E[X] = 4, Var(X) = 4

® X ~ U([a,b]) alors E[X] = 252, Var(X) = &b~
® X ~ E(a) alors E[X] = 1, Var(X) = %

@ X ~ C(a) alors E[|X|] = +o0

® X ~ N(m,o?) alors E(X) = m, Var(X) = o
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4) Transformée exponentielle



Fonction caractéristique

Definition
La fonction caractéristique d’une v.a X est la fonction définie par

ox(t) = E[e™],Vte R

La fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire X a valeurs dans R9 est la
fonction definie par '
ox(u) = E[e<“**],Yu € RY,

ol <, > désigne le produit scalaire euclidien sur RY.

La fonction caractéristique est continue bornée par 1 et vaut 1 en 0.
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Fonction caractéristique

B(p) alors ¢x(t) = 1~ p + pe"
B(n, p) alors ¢x(t) = (1 - p + pe")"
P() alors ¢x(t) = exp(a(e" - 1))

ibt_ giat

X ~
X ~
X ~
X ~ U([a, b]) alors ¢x(t) = G5
X ~
X ~
X ~

e © © ¢

(]

&(4) alors ¢x(t) = 74

C(a) alors ¢x(t) = exp(-alt])
N(m,c?) alors ¢x(t) = exp(imt — "27’2)
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Fonction caractéristique et moments

Proposition

Siune v.a X admet un moment d’ordre p alors sa fonction caractéristique est
dérivable p fois et on a

%)(0) = PE[X]

Une réciproque patrtielle est si ¢px est p > 2 fois dérivable en 0 alors X admet des
moments d’ordre 2[p/2]
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Autres transformées

@ Fonction génératrice des moments pour une v.a X tel que S(X) c N et
Pk =B(X = k)
Gx(t) = E[t*] = > pit*
k

Cette fonction est C* sur [0, 1] et dérivable a I'ordre p en 1 si E[XP] < 40
GY(0) = klpe, k €N

De plus si le moment d’ordre 1 existe G} (1) = E(X)

@ Transformée de Laplace. Pour une v.a X, on appelle transformée de Laplace
de X
¢x(t) = E[e”]

33/85



5) Indépendance



Définition

@ Deux événements A et B d’une tribu A sont indépendants si
P(A N B) =P(A)P(B)

@ Deux variables aléatoires sont dites indépendantes si pour tous boréliens A

etBona
P(XeA,YeB)=P(XeAP(Y € B)

On note parfois X 1L Y

@ Deux tribus ¥ et G sont dites indépendantes si pour tous événements
F e F et G € G, F et G sont indépendants.

On voit que X 1L Y ssi o(X) 1L o(Y)
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Proposition

Deux v.a X et Y sont indépendantes ssi la loi Px y est la loi produit des
marginales Py et Py i.e
Px,y = Px ® Py

@ Dans le cas discret cela signifie que pour tout x € S(X) et pour tout
yeS(Y)ona
PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y=y)
@ Dans le cas continu
fx.y (X, y) = fx(X)fv(y)

Deux v.a X et Y sont indépendantes ssi

dx.v(s. 1) = x(s)pv(t)
pour tout s, t € R.
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Somme de v.a indépendantes

Si X et Y sont deux v.a indépendantes alors la loi de X + Y est donnée par
Px * Py.
En particulier si X et Y ont pour densité f et g on a

() = [ 1) =)l

On a également
Px+v() = ox()ev(.)

@ Si X ~ P(A) et Y ~ P(u) deux Poissons indépendantes alors
X+Y~PA+np)

@ Soit X et Y deux v.a normales centrées réduites indépendantes alors X + Y
et X — Y sont encore des v.a normales indépendantes.
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Somme de v.a indépendantes

Definition
Une suite de v.a (X,,) est dite indépendante si pour tout iy, . . ., ik, it < ip < ... <k
et pour tout k e N

P()(h €A1,...)(,'1 EAk) ZP()(h €A1)...P(Xi1 EAk),

pour tout A4, ... Ak dans la tribu.
En particulier pour le cas d’'une famille finie X, ..., Xy, cette famille est dite
indépendante si:

P(X1 €A1,...XN€AN) ZP(X1 €A1)...P(XN€AN),

pour tout A4, ... Ay dans la tribu

@ Soit Xj, ..., X, une famille de v.a.i.i.d de loi de B(p) alors

Xi+ ...+ Xy~ 8B(n,p)
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6) Conditionnement



Definition

Soit B un événement de probabilité non nulle P(B) # 0. Pour tout événement A
on définit la probabilité conditionnelle de A sachant B par

P(A N B)

Pg(A) =P(AIB) = TBB)

@ P(A N B)=P(A|B)P(B)
@ Lapplication P(-|B) définit une mesure (2, A)
@ SiA 1 Balors P(A[B) =P(A)
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Formule des probas totales et formule de Bayes

@ Probabilité totale:

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B°)

@ Deux joueurs A et B avec respectivement une fortune a et b joue a pile ou
face avec ou pile arrive avec probabilité p. Le joeur A gagne 1 euro que lui
donne B si la piéce tombe sur pile et perd 1 euro qu’il donne a B si la piece
tombe sur face. On pose u, la probabilité que A soit ruiné. On a

Ua = PUa+1 + (1 = p)Ua-1
@ Formule de Bayes:
P(A|B)P(B)
P(A)

Dans la pratique on utilise souvent la formule des probabilités totales pour
calculer P(A)

P(BIA) =
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Formule des probas totales et formule de Bayes

SoitAs, ..., An une partition de Q alors

P(A) = ZP(A|A,-)P(A,-)
P(AIA)P(A)  P(AIA)P(A)

PAIA) = =5y 3N P(AIA)B(A)
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Loi conditionnelles

@ Soient X et Y deux variables aléatoires. Le théoréme de désintégration des
mesures nous dit que

P(YeA XeB)= fIP’(Y € AIX = x)Px(dx) = E[1P(Y € A[X)]

@ Attention la quantité P(Y € A|X = x) est une notation cela correspond a la
densité de Radon Nykodym

@ La famille (P(Y € -|X = x)xer S'appelle la famille des probabilités
conditionnelles de Y sachant X.

@ La loi conditionnelle de Y sachant X est noté P(Y € -|X)
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Loi conditionnelles

@ Dans le cas discret on obtient facilement les probabilités conditionnelles. En

particulier

B(Y =X =) = S L)

On a alors
P(Y edX)= > B(Y =ylX = x)1x=
xeS(X)

@ Dans le cas continu on parle de densité conditionnelle et on pose

fX,Y()(’)/)

150>
fx(X) fx(x)>0

fyix=x(y) =

avec

() = [ f(xy)y
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7) Convergence stochastique



Définition

Soit (Xp) une suite de v.a et X une v.a. On dit que (X,) converge vers X

@ Presque sirement p.ssi  P(lim X, = X) = 1

on note
p.s
Xhn— X

@ Ennorme LP si “T E[IX,— XIP] =0
n—+4o00
on note
LP
Xhn— X
® Enprobabilité si Ve >0, lim P[X, - X| > ] =0
n——+o0o
on note

X, — X

@ Enloi si pour toute fonction continue bornée f on a
lim E[f(X,)] = E[f(X)] on note Xp =2 X
n—+-o00

v
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Convergence en loi

On suppose (X;) a valeurs dans un espace métrique

Les assertions suivantes sont équivalentes
@ (X,) converge en loi vers X

@ pour toute fonction ¢ bornée et uniformément continue sur E,
imE [p(X5)] = E[¢(X)]

@ Pour tout fermé F on a limsup, P(X, € F) <P(X € F)
@ Pour tout ouvert O on aliminf,P(X, € O) > P(X € F)

@ Pour tout borélien A dont la frontiére dA vérifie P(X € JA) =0 on a

lim P (X, € A) = P(X € A).
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Convergence en loi

Pour une v.a on note Fx sa fonction de répartition et ¢x sa fonction caractéristique

(Xn) converge en loi vers X si et seulement si

Fx,(t) = Fx(t)

en tout point de continuité de Fx i.e en toutt tel que P(X =t) =0

(Xn) converge en loi vers X si et seulement si

¢x, (1) = ox(t)

pour tout t € R.
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Convergence monotone, convergence dominée, Fatou

Rappel des convergences classiques en termes probabilistes

@ Soit (X,) une suite croissante de v.a positives et Ii,r1n Xn = X alors
limE[X,] = E[X]
n
@ Soit (X,) une suite croissante de v.a positives
E[lim inf Xp] < lim inf E[X]
n n

@ Soit (X,) une suite de v.a telle que X, converge p.s vers X. Soit Y tel que
E[lY]] < o et |X,| < Y| alors

lim E[X,] = E[lim X,

49/85



Lien entre les convergences

On a les liens suivants
@ Convergence ps = Convergence en probabilité
@ Convergence LP = Convergence L' = Convergence en probabilité
@ Toute Convergence = Convergence en |oi
@ Convergence p.s + domination = Convergence L'

@ Convergence L' = Convergence p.s pour une sous-suite
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Borel cantelli

Montrer des convergences presque slres? Le Lemme de Borel Canteli
Soit (An)nen Une suite dévenements
@ SiY P(A;) < +oo alors
P(limsup A,) == B(( )| JA) =0

n—oo
n>0 k>n

En d’autres termes seuls un nombre fini d’événements A, sont réalisés.
@ Si Y, P(A;) = + etles A, sont indépendants alors

(IIT—:Solijn =P( ﬂ UAk

n=0 k>n

En d’autres termes une infinité d’évenements A, sont réalisés.
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Proposition

(Xn) converge en probabilité vers X si et seulement si de toute suite extraite on
peut extraire une sous suite qui converge presque sirement vers X

@ Ladistance d(X, Y) = E[|X — Y| A 1] métrise la convergence en probabilité

@ Latopologie de la convergence presque slire n’est pas métrisable
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Des exemples et des contre-exemples

@ Pour tout n on considere la variable aléatoire X, qui prend les valeurs

{0,1,2,..., 2} avec la probabilité¢ uniforme alors (X,) converge en loi vers
X ~U([o,1]).

@ Une suite de variables aléatoires (X,) telle que X, ~ B(pn) pour tout n € N
(fournit des exemples et des contrexemples...)

@ Soit (X,) une suite de v.a.i.i.d telle Xo ~ B(3), alors

converge presque srement vers une v.a X ~ U([0, 1]). Réciproque?
® (X,)telleque P[X, =0]=1-1etP[X,=a,] =1
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Slutsky

@ (X;) converge en loi vers X et (Y,) converge en loi vers Y n'implique pas
que le couple converge en loi vers (X, Y).

Proposition

(Xn) converge en loi vers une constance c alors (X,,) converge en probabilité vers
c

@ Si (X;) converge en loi vers X et (Y,) converge en loi vers ¢ alors (Xp, Yy)
converge en loi vers (X, c) (Slutsky)
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8) Loi des grands nombres et
Théoreme centrale limite



Objectif

Le but de cette partie est de décrire le comportement de somme de v.a qui la
plupart du temps seront i.i.d.
_1 n
7 2%
i=1

F 2
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Loi faible des grands nombres L2 et L

Soit (X») une suite de v.a.i.i.d et L2 alors

1 n
= " X E[X]
=i

1< P
@ Soit (X,) une suite de v.a.i.i.d B(p) alors M, := - Z Xi—p
i=1

@ Estimation d’'une proportion inconnue

Soit (X») une suite de v.a.i.i.d et L' alors

1 n
= > XS EX]
i=1
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Loi forte des grands nombres

Loi Forte des Grands Nombres: Soit (X,) une suite de v.a.ii.d et L' alors

1<, P
BZx,"_fE[xo]
i=1

@ Une réciproque.
@ Application: méthode de Monte Carlo. Soit f une fonction mesurable telle
que f(Xp) soit L

Z (X) S E[f(Xo)]
Rq: ici aucune régularité n’est demandé pour f ce qui n’est pas le cas dans
un certain nombre de méthodes classiques d’approximation d’intégrale.
O X, =131 XjetS2=1%0 (X—X,)2=13",X?- X2 sont des
estimateurs de la moyenne et de la varlance
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Théoréme centrale limite

Theorem

Théoréme Centrale Limite: Soit (X,) une suite de v.a.i.i.d et L?> de moyenne m
et de variance 0. On pose
n
Sn=> X
i=1

S,—nm

alors

LN (0, 1)
no2

@ Affine la LFGN: vitesse de convergence en loi.

@ Intervalle de confiance
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9) Vecteurs Gaussiens



Définition

Un vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xy)! est appelé vecteur gaussien si toutes
combinaisons linéaires de ces coordonnés est une v.a gaussienne, c’est a dire

que pour tout a € R9 la v.a
d
<a,X>= Z aiX;

i=1

est une v.a gaussienne
v

@ Si X est un vecteur gaussien alors pour toute matrice A le vecteur AX est
encore un vecteur gaussien
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Matrice de covaroiance

Soit X = (X1, ..., Xg)! un vecteur aléatoire gaussien on note K sa matrice de
covariance définie par

Kij = Cov(Xi, Xj) = E[XiX] - E[X]E[X]].
pour touti,j=1,...,d. On notera également
m = E[X] = (E[X4].....E[XJ])"

le vecteur de la moyenne. On notera

X ~ Ng(m, K)

@ La matrice K est positive
9@ E[< a, X >] =< a,E[X] >

Me

@ Var(<a,X>)=Var(3%,aX) = » aaCov(X;,X)=a'Ka=<a,Ka>



Fonction caractéristique

@ On a en particulier

1
¢<a’X>(t) = eXp (I < a, m > t_ EatKa t2)

") ¢X(X) — E[ei<x,X>] — ¢<x,X>(1)

Proposition
La fonction caractéristique d’un vecteur Gaussien est donnée par

1
dx(x) = exp (i <x,m> —Exth

@ Les coordonnées d’un vecteur gaussien sont indépendantes si et seulement
si sa matrice de covariance est diagonale
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Transformation linéaire

Proposition
Soit X ~ Nq(m, K) alors pour toute matrice A € Mp 4(R) alors

AX ~ Np(AX, AKAY)

@ Si X ~ Ny(0, Iy) alors la loi de X est invariante par toute rotation.
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Centrer et réduire un vecteur gaussien

@ On dira gu’un vecteur gaussien X est dégénéré si sa matrice de covariance
K est non inversible

@ Dans le cas dégénéré, il existe donc a tel que Ka = 0 ce qui implique que
Var(<a,X>)=0

etdonc < a, X >= b p.s donc X vit dans 'espace affine
{<a,x>=b,x € RY

@ Si K est inversible alors VK~'(X — m) ~ N(O, Iy)
@ SiN~ N(0,ly) alors X = VKN + m € N(m, K)
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@ Si X ~ Ny(0, Iy) alors les coordonnées (X)i=1...q sontiidet X; ~ N(0,1).
Ainsi la densité de X est donnée par le produit des densités i.e

d
1 1
fx X1,...,Xd) = expl—= X2)
( ) \ﬁi;d ( 2 gg; 1
@ Dans le cas ou K est inversible on a

1 1
fx (X1, ..., Xg) = ——-exp(—= < (x = m), K" (x = m) >)

(2r)ddet K 2

@ Raq: si X est gaussien toutes ses coordonnées le sont, 'inverse n’est pas
vrai en général.
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TCL multidé

Soit X(") une suite de vecteurs aléatoires de RY i.i.d et L2 de vecteur moyen m et
de matrice de covariance K. On pose S =y, X () alors on a

n-1/2 \/R—1 (S(”) _ nm) £> Nd(O, Id)

n2(S™ — nm) 5 Ny (0, K)
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Intervalle de confiance

Soit (Xj,) i.i.d de moyenne m et de variance o

@ Le TCL nous dit .
Vn(X, — m) > N(0,0?)

® SiE[X{] < o, en posant u* = E(Xo — m)* alors on a

vVn(82 - nm) £ N(0,u* — *)
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Transformation

@ Soit X = (Xj, ..., Xq) un vecteur gaussien ou les (X;) sont i.i.d de loi

N(0,1) alors
d

Z=>"x?

i=1
est une variable aléatoire appelé v.a y2(d) ou d est appelé degré de liberté

@ Sa densité est donnée par

ou I est la fonction gamma.
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Transformation

@ Soit X ~ N(0,1) et Z ~ ¥?(k) alors la v.a
X

VZ/k

est une variable alétoire dite de Student de degreé k
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Transformation

@ Soit X ~ N(0,1) et Z ~ ¥?(k) alors la v.a
X
- VZJk

est une variable alétoire dite de Student de degreé k

@ Sa densité est donnée par

—
—
~—~
=
o+
£
N—r
~
N
N
<
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Théoreme de Cochran

Proposition

Soit X ~ Ny4(0, Iy) etRY = F; & ... & F une décomposition en sous espaces
orthogonaux avec dim(F;) = di. On note Pg,i =1,...,k les projecteurs
orthogonaux associés aux espaces Fi,i = 1...,k. Dans ce cas les vecteurs
Pr,(X),..., Pr(X) sont des vecteurs aléatoires gaussiens indépendants. On a
également

1P (XNl ~ x2(di),i = 1,....k

@ C’est de I'algébre linéaire

@ On peut exprimer un résultat plus général lorsque X ~ N(0, K) avec K non
dégénérée en introduisant le produit scalaire relié a K i.e
<a,b>k=<a,Kb>.
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Application

@ Considérons
n

B= T X = 1Y - (R

n i=1 i=1

@ Par la loi forte des grands nombres cette quantité converge vers la variance
de X;
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Confidence set

@ Commencons par calculer

E[o7]

1 - 2 Y \2
- ;E[x,- | - E[(X0)?]
s
- E(Xf)—%ZE[Xin]
Z]E[X, 2]+ > E[XIE[X]

i#j

= B0G) - B - o 3 BIXGP
i#j

= E(X})

= E(X

= 2T T e = 2 var(x)
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Confidence set

@ On adonc
Ejo?] — %Var(m

@ On préfére considérer

n

2 _
S,,—n_

1 < .
770 = g 206 X’
i

qui est encore un estimateur de la vraiance mais qui est non biaisé.
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Confidence set

@ Supposons que (Xi,..., Xy)! soit un vecteur gaussien indépendant de loi
N(m, o?). Nous avons

n-1
7Sr21~)(2(”—1)
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Confidence set

@ Supposons que (Xi,..., Xy)! soit un vecteur gaussien indépendant de loi
N(m, o?). Nous avons
n-1
7331 ~x3(n-1)

@ Eneffetonpose Y = 1(X; —m,..., X, — m)' ~ Np(0, I)
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Confidence set

@ Supposons que (Xi,..., Xy)! soit un vecteur gaussien indépendant de loi
N(m, o?). Nous avons
n-1
7331 ~x3(n-1)

@ Eneffetonpose Y = 1(X; —m,..., X, — m)' ~ Np(0, I)

@ Posons F = Vect(1,) avec 1, = (1,...,1)!. On voit que dim(F) = 1 et
dim(F*) =n-1.
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Confidence set

@ Supposons que (Xi,..., Xy)! soit un vecteur gaussien indépendant de loi

N(m, o?). Nous avons

n-1
7S§~X2(”—1)

@ Eneffetonpose Y = 1(X; —m,..., X, — m)' ~ Np(0, I)
@ Posons F = Vect(1,) avec 1, = (1,...,1)!. On voit que dim(F) = 1 et

dim(F*) =n-1.
@ Alors maintenant soit Pr(X) = <1—”nX> 17 m,...X, —m)! et donc
1 _
Pe:(X) = X = Pe(X) = —(Xi = Ky Xo = Ko
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Confidence set

@ Supposons que (Xi,..., Xy)! soit un vecteur gaussien indépendant de loi

N(m, o?). Nous avons

n-1
7S§~X2(”—1)

@ Eneffetonpose Y = 1(X; —m,..., X, — m)' ~ Np(0, I)
@ Posons F = Vect(1,) avec 1, = (1,...,1)!. On voit que dim(F) = 1 et

dim(F*) =n-1.
@ Alors maintenant soit Pr(X) = <1—”HX> 17 m,...X, —m)! et donc
1 _
Pe:(X) = X = Pe(X) = —(Xi = Ky Xo = Ko

@ Le théoréme de Cochran nous dit que ||Pg(X)|? ~ x?(n —1). Il est facile de
voir que

n-1
IPe: (X)IP = —5=S3
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Confidence set

@ Cela permet entre autre de construire des intervalless de confiance pour la
variance d’une loi gausienne. On pose Xﬂ‘_a le quantile de la loi de x?(k)
c'estadire si T ~ y?(k) alors

Pk 2 S ST < w2l =1-a

@ On a alors
n-
k 2
P[Xa/2< S,, <xj am]—‘l—a

@ Cela implique

32] =1-«a
Xi_aj2 Xa/z

[n_sﬁ’ ng]

et 'intervalle
n-1
X7 /2 Xaj2

est un inervalle de confiance au degré « pour la vraiance o of Xj.
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Confidence set

@ Quand Xi,..., X, est Gaussien indépendant N'(m, o?) alors

xfﬁ()_(”;m)~/v(o,1)

alors si o est connu cela permet de construire un IC pour u

@ Si o2 estinconnu on remplace o par S, eton a

X,-m
‘/ﬁ( nS )NTn—1
n

ou 7,1 suit une loi de Student avec n — 1 degré de liberté.
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Test d’adéquation du y2:

@ On observe une variable aléatoire X de support connu S(X) = {ay, ..., a,}
etpj=P(X = a)) = Q({a}).j = 1,...,rinconnues. On note p = (p1,...,pr)
le vecteur des probabilités

@ On pose Qy = ;m6; de méme support mais avec un vecteur
= (m1,...,m) connu ol ; > 0

@ On cherche a tester I'hypothése Hy : Q = Qy contre H; : Q # Q.
@ On observe un vecteur (X,) une suite de v.a.i.i.d de loi Q. Pour n € N, on

pose
n

N; = Z 1Xi=aj
i=

@ On peut voir que le vecteur N = (Nj, No, ..., N;)! suit une loi mutinomiale
M(n,p1,...,pr)ie

n!
P(Ny =ny,...,N, =n;) = mpf‘...pﬁ”, m-+...4n,=n
I...n!
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@ On pose
Z nﬂ'j

@ On voit que sous Hy cette quantité va étre proche de 0 alors que sous H;
elle va exploser.

@ Sous I'hypothese Hy on a

To 5 x2(r=1)

@ Sous I'hypothese H; on a
Th— +o0

@ Test d’'homogénéité, test d'indépendance
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Delta method

@ Soit (X,) une séquence de v.a i.i.d L2. Notons 6 = E[X;] et 0@ = Var(X;).

Rappelons que si
_ 1 <
Xo=—=>" %
n i=1

alors le TCL dit
Vi(X, - 6) 5 N(0,02)
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Delta method

@ Soit (X,) une séquence de v.a i.i.d L2. Notons 6 = E[X;] et 0@ = Var(X;).

Rappelons que si
_ 1 <
Xo==>"X
n i=1

alors le TCL dit .
Vn(X, - 6) > N(0,02)

@ Dans certaine situation on considére f et on veut regarder
Vi (f(Xa) - £(6))

@ On utilise la méthode appelée Delta méthode
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Delta méthode

@ Gardons a l'esprit le résultat du TCL

VA(X, - 6) 5 N(0,02)
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Delta méthode

@ Gardons a l'esprit le résultat du TCL

VA(X, - 6) 5 N(0,02)

@ Considérons f(x) = ax + b alors on a

Vi (aXn - a6)) L aN(0,02) = N(0, a%02)
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Delta méthode

@ Gardons a l'esprit le résultat du TCL

VA(X, - 6) 5 N(0,02)

@ Considérons f(x) = ax + b alors on a
Vi (aX, - a0)) 5 aN(0,0%) = N(0, a%)
@ Supposons que f est differentiable en 8 on peut écrire

f(x) = f(0) + f'(6)(x — 6) + o(|x — 6]). Puisque X, — 6 converge vers 0
presque surement, on a convergence en proba vers 0. On peut alors écrire

f(Xn) = £(0) + F(0)(Xn = 0) + op(1Xn — 6])
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Delta method

@ On peut alors écrire
f(Xn) = £(6) + F(6)(Xn — 6) + op(1Xn — 6])
into Vn(f(X,) - f(6)), eton a

Vi(f(Xa) = 6) = Vnf' ()(Vn(Xs = 0))(1 + o2(1))
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Delta method

@ On peut alors écrire
f(Xn) = £(6) + F(6)(Xn — 6) + op(1Xn — 6])
into VA(f(X,) — £(6)), eton a
Vn(f(Xa) - 6) = Vnf' (8)(Vn(X, - 6))(1 + (1))

@ Maintenant 1 + op(1) converge vers 1 en proba et donc en loi. On peut alors
utiliser le lemme de Slutsky et on a

L

Vn(f(Xa) — £(6)) = f' (AIN(0,0%) = N(0.F (6)°c®)
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10) Estimateur du maximum
de vraisemblance



Le contexte est le suivant

@ On observe un échantillon (Xi, ..., X,) de loi £(6). On connalit a priori la
forme des lois £(6) mais on ne connait pas 6 (exemple parametre d’une loi
de Bernoulli).

@ On cherche alors a définir un estimateur de ce paramétre c’est a dire une
fonction

On: (X150 s Xn) = On(X1,...,Xn)
tel que

lim 8,(X4,.... X)) =6 p.s

n—oo

@ |l peut exister plusieurs estimateurs satisfaisant cette contrainte, on va
chercher celui qui maximise la vraisemblance

Ln(x1,...,Xn,0)
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Cas discret: soit (X, ..., Xs) un échantillon de loi Py

@ Dans le cas discret la vraisemblance est décrite par

Lo(X1,. ... Xn,0) = Pe(Xi = X1) ... Pe(Xn = Xn)
@ On pose alors estimateur du maximum de vraisemblance
6, = argmaxy(Ln(X1, . .., X, 0))
@ On est alors amené souvent a déterminer ce maximum en résolvant

d
ELH(XN'”’XH’Q) =0

@ Exemple: 8(p), P(1)
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V.a continues

Cas continu: soit (Xi, ..., X,) un échantillon de densité fy(.)

@ Dans le cas discret la vraisemblance est décrite par
La(X1,. s Xn, 0) = fo(X1) .. . fo(Xn)
@ On pose alors estimateur du maximum de vraisemblance
6, = argmaxy(Ln(x1, . .., Xn, 0))
@ On est alors amené souvent a déterminer ce maximum en résolvant

d
%Ln(xh...,xn,a):o

@ Exemple: U([0, a]), (1), N(m,d?).
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