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Topologie dans les espaces métriques

Exercice 1 Théoréme de prolongement des applications uniformément continues

Donner un contre-exemple au théoréme de prolongement des applications uniformément
continues lorsque 'espace d’arrivée n’est pas complet.

Exercice 2 Prolongement des fonctions hélderiennes

Soit @ € (0,1), © un ouvert de R" et C%%(Q) I'ensemble des fonctions a-hélderiennes
définies sur © a valeurs réelles. Montrer que C%%(Q) = C%*(Q), i.e. que les fonctions a-
hélderiennes sur un ouvert €2 de R™ sont les restrictions a €2 des fonctions a-holderiennes
sur ’adhérence de €.

Exercice 3 Contre-exemples au théoréeme du point fixe
Trouver des espaces métriques (E, d) et des applications f qui satisfont :

1. f est contractante de FE dans lui-méme mais n’admet pas de point fixe car E n’est pas
complet.

2. F est complet, f est contractante mais n’admet pas de point fixe car n’applique pas F
dans lui-méme.

3. E est complet, f applique cet espace dans lui-méme mais est sans point fixe malgré que

V(z,y) € B2, d(f(z), f(y)) < d(z,y).

4. E est complet, f: F — E est non contractante et admet un unique point fixe.

5. E est complet, f envoie F dans E et admet plusieurs points fixes.

Exercice 4 [térée contractante

Soit (E,d) un espace métrique complet et f : F — E. On suppose qu’il existe p € N* tel
que fP (f composée p fois) soit contractante. Montrer que f admet un unique point fixe
dans F et que pour tout xg € F, la suite des itérées de xg par f converge vers a.

Exercice 5 Théoréeme de point fize dans un cadre compact

Soient (X, d) un espace métrique compact et f: X — X une fonction qui satisfait

Vr,ye X, x#y=d(f(z), fy) <d(z,y).

Montrer que f admet un unique point fixe a € X et que pour tout xg € X, la suite des
itérées de zg par f converge vers a.

Exercice 6 Théoréme de point fize dans un cadre convexe compact

Soit X un convexe compact non vide d’'un espace vectoriel normé. Soit f : X — X une
fonction 1-lipschitzienne. Montrer que f admet un point fixe dans X.



Exercice 7 Détermination de zéros

Soit f une fonction réelle. On souhaite calculer les zéros de f en se ramenant a un probléme
de point fixe. Pour cela, on pose la fonction F' = f — id et on utilise une suite récurrente
du type

T+l = F (xn)

1. On souhaite calculer une valeur approchée de la solution positive de x—In(14+z)—0,2 = 0
a l'aide des termes de la suite

x0>0, xpt1=In(l1+4+z,)+0,2.

Montrer qu’il y a convergence globale, i.e. il y a convergence pour tout xg > 0, et que la
convergence est géométrique.

2. On souhaite calculer une valeur approchée des racines du polynéme X3 —4X +1 a I'aide
des termes de la suite

zo € R,
Tn4+1 = %(.%’% + 1)
Montrer que cette méthode ne permet d’approcher qu’une racine et que la convergence est

locale, i.e. zg doit étre proche de cette racine. Proposer une autre fonction F' pour calculer
les autres racines.

Exercice 8 Fquations intégrales

Soient I = [a, b] un intervalle compact, K : I x I — R une fonction continue et £ = C(I,R)
muni de la norme de la convergence uniforme. On considére ¢ € E.

1. Montrer que si (b — a)||K|lcc < 1 I’équation intégrale de Fredholm

b
x(t) = p(t) +/ K(s,t)x(s) ds, tel,

admet une solution unique z € E.

2. Montrer que I’équation intégrale de Volterra

t
x(t) = o(t) —l—/ K(s,t)x(s) ds, tel,
a
admet toujours une unique solution x € F.

Exercice 9 FEquation fonctionnelle

Montrer que 1’équation fonctionnelle
Ft+ V22 + f(t —V2)? +100f(t) = sin(27t)
admet une solution f continue et 1-périodique.

Exercice 10 FEquation fonctionnelle

En considérant une norme de la forme

I fllar = sup |f(x)le” M7,
z€(0,1]

avec M > 0, montrer que ’équation fonctionnelle
f'(x) =af(z") et f(0)=a,

oub>1,a>0, a€R, admet une unique solution dans C0, 1].



Exercice 11 Théoréeme de Cauchy-Lipschitz

On considére R™ muni d’une norme || - ||. Soient I un intervalle de R et f : I x R" — R"
une application continue telle que pout tout compact K C I, il existe k& > 0 tel que pour
tous t € K et (y,z) € R",

1f(ty) = f(E,2)]| < Elly — 2.
Soient tg € I et x9 € R™. Montrer qu’il existe une unique fonction y € C1(I,R") telle que
y' = fty),
y(to) = xo.

On pourra commencer par supposer que I compact et montrer que C(I,R™) muni de la
norme

_Ekpy
Iyl = sup ™=l |y @],
tel

est complet.

Exercice 12 Théoréeme d’Ascoli

Soient (E,dg) un espace métrique compact, (F,dp) un espace métrique complet, et A
une partie de C(F, F'). On suppose que A est relativement compacte dans (C(E, F'), ds).
Montrer que A est équicontinue et que pour tout = de F, l'ensemble {f(x) : f € A} est
relativement compact dans F.

Exercice 13 FEquicontinuité et compacité

Soit (E,d) un espace métrique compact et A une partie de C°(E,R). On suppose que A
est équicontinue sur F, i.e.

Ve € E,Ve >0,3n > 0,Vy € B, d(z,y) <n=VfeAl|flx)— fly)|<e.
Montrer que A est uniformément équicontinue sur F, i.e.
Ve >0,3n>0,Ve,y € B, d(z,y) <n=VfecA|f(z)— fly) <e.
Exercice 14 Bosse glissante
Soit f € Cp(R,R) non nulle. Montrer que la suite de fonctions (f,) définie par
VneN,Ve e R, fo(x)= f(z+n),
est équicontinue et bornée dans C°(R,R) mais qu’elle n’admet aucune sous-suite qui

converge uniformément sur R. Quelle hypothése du théoréme d’Ascoli est mise en défaut ?

Exercice 15 Normes LP uniformément majorées
Soient M > 0 et p > 1. Montrer que I’ensemble

b b
Ly = { € Clat): [ 170 de+ [ 17 @p ae < v},
est relativement compact dans (C°[a, b], || -+ [|oo)-

Exercice 16 Convergence uniforme de fonctions convezes

Soit (fy) une suite bornée de fonctions convexes sur [0, 1]. Montrer que 1'on peut extraire
une sous-suite (fp, ) convergeant uniformément sur tout compact de (0,1) et ponctuelle-
ment sur [0, 1]. Vérifier que la limite est convexe. Trouver une suite bornée ( f,,) de fonctions
convexes sur [0, 1] ne possédant aucune sous-suite convergeant uniformément sur [0, 1].



Exercice 17 Opérateur a noyau

Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques compacts et 4 une mesure borélienne de
masse finie sur Y. Etant donnée une fonction K € C%(X x Y), on définit un opérateur
linéaire T : C°(Y) — C9(X) par

VfeOW) Ve e X, Tf(x)= /Y K(2,9)f () du(y).

Montrer que T est compact, i.e. que I'image par T de la boule unité de C°(Y') est relati-
vement compacte dans C°(X).

Exercice 18 Théoréeme de Cauchy-Peano par la méthode d’Fuler

Soient I un intervalle ouvert de R, € un ouvert de R", f : I x 2 — R" continue et
(to, ) € I x 2. On va montrer que le probléme de Cauchy suivant

(P)

admet au moins une solution définie sur un intervalle de la forme [tg — T, to + T C I, avec
T > 0.

1. Montrer qu’il existe T > 0 et ro > 0 tel que B(zo,70) C Q et que toute solution x de
(P) définie sur un intervalle Iy C [to — T, to + T soit & valeurs dans B(zg, o).

2. Soient N > let tg <t1 <...<tny =to+T une subdivision & pas constant h = T'/N de
I'intervalle [t, to+T]. On considére la suite (zy,),>0 définie par la méthode d’Euler explicite,
ie. Tpt1 = xp + hf(ty, zy). On construit alors la fonction T(N) affine par morceaux sur
[to, to + T telle que z(n)(tn) = Tn pour tout n = 1,..., N. On prolonge la fonction zy,
sur [tog — T, to + T] de la méme fagon grace a la subdivision to —T =t_n < ... < t_1 < tp.
2a. Montrer que les fonctions () ainsi construites sont a valeurs dans B(zo,70) et sont
des e-solutions du probléme (P), ot ey > 0 est & préciser.

2b. Vérifier que si la suite (z(y))ny converge uniformément sur [tg — T',to + T vers une
fonction z, celle-ci est solution du probléme (P). Montrer qu’'une telle convergence a lieu a
extraction prés. Conclure.

3. A t-on unicité de la solution obtenue ?
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Espaces vectoriels normés

Exercice 1 Théoréme de Fréchet - Von Neumann - Jordan
Soit F un R-espace vectoriel normé.
1. Supposons E euclidien. Montrer que I'identité du parallélogramme est vérifiée :

Yo,y € B, o +yl* + o — ylI* = 2(|z[* + Iyl

2. Réciproquement, montrer que si la norme de E vérifie 'identité du parallélogramme,
alors E est euclidien.

Exercice 2 Théoréme de Riesz

Rappeler et démontrer le théoréme de Riesz sur la compacité de la boule unité d’un espace
vectoriel normé.

Exercice 3 Séparé d’un espace vectoriel normé muni d’une semi-norme.
Soit F un espace vectoriel et N une semi-norme sur F. On pose

F={ze€E:N(z)=0}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de F.

2. Pour ¢ appartenant au quotient E/F et x un représentant de &, on pose [|£]| = N(x).
Montrer que || - || est bien définie et est une norme sur E/F.

Exercice 4 Non équivalence des normes en dimension infinie

Soit @ un polynome de R[X]. Construire une norme sur R[X] telle que la suite (X™),>0
converge vers () au sens de cette norme.

Exercice 5 Non équivalence des normes en dimension finie
Considérons le Q-espace vectoriel £ = Q[v2] = {a +bv/2 : a,b € Q} muni de
No(a+bv2) = la+bV2| et Noo(a+bv2) = max(|al, |b]).

Montrer que Ny et Ny, sont des normes non équivalentes sur £. Commenter.

Exercice 6 Complétude et séries
Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que F est complet si et seulement si toute série
absolument convergente d’éléments de E est convergente.

Application 1 : Soient E un espace de Banach et F' un sous-espace vectoriel fermé de F.
On introduit sur le quotient E/F

N(€) = jnt [l

Montrer que 'on définit ainsi une norme et que (E/F, N) est complet.

Application 2 : Soit (X, .4, 1) un espace mesuré. Démontrer que pour tout p € [1, +0o0],
I'espace LP(p) muni de la norme || - ||r est complet. De plus, si (fy,) est une suite de LP(u)
qui converge vers f € LP(u) dans cet espace, montrer qu'’il existe une extractrice (ny) telle
que (fyn,) converge presque partout vers f et qu’il existe g € LP(u) telle que |fy,| < g.



Exercice 7 Complété d’un espace vectoriel normé

Soient (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et (E,d) son complété. Montrer que E est
naturellement muni d’une structure d’espace de Banach.

Exercice 8 Polynomes
Sur I'espace C[X] des polynémes, on pose, pour P =3} ap X",

n n 1/2
1Pl = laxl, ||PH2=<Z|%|2> 7 ||P||oo=kSUP |ak].

k=0 k=0 =

Montrer que 'on définit ainsi trois normes. Sont-elles équivalentes ? C[X] est-il complet
pour 'une d’entre elles?

Exercice 9 Fonctions continues sur [0, 1]
On note E 'espace des fonctions continues sur [0, 1].

1. Montrer que ’application

1
feEoflh :/0 £(8)] dt,

définit une norme sur E.

2. (E,|| - ||1) est-il complet ?

Exercice 10 Fonctions continues sur un compact

Soit (X,d) un espace métrique compact. on note E = CY(X) I'ensemble des fonctions
continues sur X, que ’'on munit de la norme uniforme || - ||oo.

1. Montrer que E est un espace de Banach.
2. On va maintenant montrer que E est séparable.

2a. Soit n € N*. Montrer qu’il existe des points zf,..., 2%, de X et des fonctions
©1s -+ @Y, de E positives vérifiant

S |-

Nn
Zgo? =1 et ¢i(x)=0 si d(z,z})>
j=1

2b. Prouver que la famille (¢}) est totale et conclure.

Exercice 11 Fonctions de classe C*

Soit E I’ensemble des fonctions de classe C! de [0, 1] dans R telles que f(0) = 0. Démontrer
que

I£ll = sup [f(®)]+ sup [f'(B)] et [fllh= sup [f(t)+ (1),

te[0,1] te[0,1] te[0,1]

définissent deux normes équivalentes sur £ qui rendent cet espace complet.

Exercice 12 Fonctions holderiennes

Soit @ € (0,1]. On note Lip, l'espace des fonctions a-hélderiennes sur [0, 1] & valeurs
réelles.

1. Que dire d’une fonction a-hélderienne avec oo > 17
2. Montrer que ’application N définie par

)

NG = [floo+ sup LB =SW

O<z<y<i |T—y|*



est une norme sur Lip,,.
3. Montrer que Lip, muni de N est un espace de Banach.
4. Les normes N et || - ||« sont-elles équivalentes ?

5. Montrer que la boule unité fermée de (Lip,, N) est une partie compacte de C°[0, 1] muni
de la norme uniforme || - ||co-

Exercice 13 Espaces de suite

1. Soit 1 < p < ¢ < +oo. Montrer que [P(N) C [9(N) avec injection continue. Cette
inclusion peut-elle étre une égalité ?

2. Montrer que les {P(N) sont complets.

3. Montrer que ¢y(N), le sous-espace de [*°(N) formé des suites qui tendent vers 0, est
complet lorsqu’il est muni de || - ||co-

4. Quelle est 'adhérence de [P(N) dans [*°(N) ?
5. Montrer que pour 1 < p < +00, IP(N) est séparable, mais que [*°(N) ne 'est pas.
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Applications linéaires

Exercice 1 Un calcul de norme

Soient E l'espace vectoriel normé des fonctions continues du segment [0, 1] dans R muni
de la norme || - ||z2, a un réel de ]0,1][ et T': E — E définie pour tout f de E par

7(1) = [ ) da.

Montrer que T est continue et calculer sa norme subordonnée.

Exercice 2 Un autre calcul de norme

Sur E = C°[0,1] muni de la norme || - ||oo, on définit la forme linéaire pf associée a un
élément non nul f de E par

1
Vg€ E, W@ZAf@WNt

Montrer que py est continue et calculer sa norme.

Exercice 3 Formes linéaires positives

Soient E = C%a, b] avec a,b € R muni de la norme || - || et ¢ une forme linéaire positive
sur E, i.e. pour tout f de E, si f > 0 alors ¢(f) > 0. Montrer que ¢ est continue et calculer
sa norme subordonnée.

Exercice 4 Continuité pour différentes normes

Sur Pespace de Banach E = (°]0,1], on considére la forme linéaire ¢ : f € E — f(0).
Montrer que ¢ est continue vis-a-vis de la norme || - ||, mais n’est pas continue pour la
norme || - |1.

Exercice 5 Opérateur & noyau

Soit K une fonction continue sur [0,1]%2. On note £ = C[0,1] muni de la norme || - ||co.
Pour f € E, on note T f la fonction donnée par :

1
Wemm'wmzlkmwﬂww

Montrer que T' est un endomorphisme continu de E et calculer sa norme.

Exercice 6 Continuité et noyau d’une forme linéaire

Soient F un espace vectoriel normé et ¢ une forme linéaire non nulle sur £. Montrer que
@ est continue si et seulement si son noyau est fermé.

Exercice 7 Norme et noyau d’une forme linéaire

ien un Vi riel normé noyau d’un rme linéair ntinue non nu
Soient F espace vectoriel normé et H le noyau d’une forme linéaire continue no lle
. Montrer que pour tout = dans F,

()]
A ) =



Exercice 8 Complétude de L.(E, F)

Soient F, F' deux espaces vectoriels normés. Montrer que si F' est complet, alors ’espace
L.(E,F) muni de la norme d’opérateur est complet.

Exercice 9 Opérateurs inversibles

Soit E un espace de Banach. On note I ’ensemble des inversibles de £.(E), i.e. 'ensemble
des éléments de L.(FE) bijectifs (les inverses de tels éléments sont nécessairement continus
par le théoréme d’isomorphisme de Banach).

1. Soit T € L.(E) tel que ||T|| < 1. Montrer que 1 — T € I.

2. Montrer que I est un ouvert de L.(E).

3. Montrer que 'application T'— T~! de I dans lui-méme est continue.

Exercice 10 Spectre

Soient E un espace de Banach sur R ou C et T' € L.(F). On appelle valeur spectrale de T
tout scalaire A tel que AI — T n’est pas inversible. L’ensemble des valeurs spectrales de T
est appelé spectre de T' et noté o (7).

la. Montrer que la suite de terme general HT"H% converge vers r(T") = inf, > ||T"H%
1b. Donner un exemple pour lequel cette suite n’est pas décroissante.

2. Montrer que o(T') est fermé.

3. Montrer que pour tout A dans o(T"), |\ < r(T).

Exercice 11 Théoréeme de Hahn-Banach en dimension finie

Soient E un R-espace vectoriel normé de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de
E. Soit f une forme linéaire sur F. On veut montrer qu'on peut prolonger f a E en une
forme linéaire de méme norme.

1. Montrer le résultat si E est euclidien.

2. On suppose que || f|| = 1. Soit u € E. Montrer qu’il existe un réel a tel que :
Ve,y e Fo f(z) =z —ull <a < f(y) + |ly — ull.
3. Soit w ¢ F'. On pose :
g(x +tu) = f(x) + ta.

Montrer que g prolonge f a F'® Ru et que ||g|| = 1.
4. Conclure.

Exercice 12 Dual de IP(N), 1 < p < 400
Soit 1 < p < +o0 et g tel que % + % = 1. Pour y € [%(N), on pose pour tout z € [P(N) :

—+00
Fy(z) =S uyn.
n=0

1. Montrer que pour tout y € I9(N), on a F, € (I"(N))".

2. Montrer que F' : y — F), est linéaire et isométrique de {9(N) & valeurs dans (IP(N))’.
Soit ¢ € (IP(N))". On pose y, = ¢(e,), ol e, désigne la suite dont tous les termes sont
nuls, sauf le terme de rang n qui vaut 1.

3. Pour p = 1, montrer que (y,) € [*°(N).



4. Pour 1 < p < +00, on pose pour tous n, N > 0,

N wt ] s A0 et n <N,
" 0 sinon.

Calculer ¢(z") et en déduire que y € [9(N).
5. Montrer que F' est surjective.

Exercice 13 Dual de cy(N)

On rappelle que ¢o(N) désigne le sous-espace de [*°(N) formé des suites qui tendent vers
0. Montrer que [*(N) s’identifie au dual de cy(N).
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Séries de Fourier

Exercice 1 Valeurs de la fonction
Soit f : R — R la fonction 27-périodique telle que

332

Vo e [-m,n], fla)=1—-=

=

Calculer les coefficients de Fourier de f et en déduire les valeurs de ((2), ((4) et >_,,~q (_n#

Exercice 2 Développement de la cotangente

Soit & € C\ Z. On considére f : R — R la fonction 27-périodique telle que
Vo € [-m, 7|, f(z)=cos(ax).

1. Développer f en série de Fourier.
2. En déduire que pour tout z € C\ Z,

™ 1 2z 1 =X 92
— _1 n —, t = — _—
+n§:1( ) po R 7 cotan(7z) z+n§:1z2—n2

sin(rz) 2z

Exercice 3 Une série trigonométrique qui n’est pas une série de Fourier

L . P si t .
Montrer que la série trigonométrique Tn(z) est convergente sur R mais n’est pas le

développement en série de Fourier d’une fonction localement intégrable et 2w-périodique.

Exercice 4 Fonctions holderiennes

Soit f : R — C une fonction 2w-périodique a-holderienne. Montrer qu’il existe p > 0

vérifiant
I

In|*

VneZ* |en(f)| <

On pourra exprimer
1 2m )
o f(t+a)e” ™ dt,
T Jo

en fonction de ¢,(f), ot a € R et n € Z.

Exercice 5 Inégalité de Wirtinger
Soit f : R — C une fonction 2m-périodique de classe C' et de moyenne nulle. Montrer que

21 27
/ PO dt < / SO .
0 0

et caractériser le cas d’égalité.



Exercice 6 Phénomeéne de Gibbs

On considére une signal carré 2m-périodique impair ¢, égal & 1 sur (0,7), et valant 0 sur
.

1. Calculer la série de Fourier de . Montrer qu’elle converge simplement sur R vers .

2. Montrer que les sommes partielles d’indice impairs Sa,—1 de la série de Fourier de ¢
admettent la représentation intégrale

2 [!sin(2
vt € [0, 7, sgnl(t):/ sin2ns) o
0

™ sin(s)

3. Calculer les points critiques de Sa,—1 sur [0, 7] et montrer que So,—1 admet en le plus
petit d’entre eux un maximum local.

4. Montrer que ce maximum converge vers le nombre

2 [ si
M:/ S8 g1,
0

T s
5. Commenter.

Exercice 7 Genése des séries de Fourier : Equation de la chaleur
Soit ug : R — R une fonction continue, C' par morceaux et 2m-périodique. Résoudre

{ Opu(t,z) = u(t,x), (t,z) € (0,4+00) x R,
u(0,z) = ug(z), z €R,

ot u(t,-) est une fonction 27-périodique pour tout ¢ > 0, u est continue sur [0, +o00) x R
et C* sur (0,4+o00) x R. Montrer 'unicité de la solution.

Exercice 8 Méthode des rectangles
Soit f une fonction C*° et 1-périodique de R dans C. Soit

1
g /O () dt.

Pour tout entier naturel non nul N, on note Ry l'approximation de I obtenue par la
méthode des rectangles & N pas constants entre 0 et 1. Montrer que pour tout p entier

naturel non nul, on a
1
R = I14+0[—].
NN—>+oo + (Np)
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Espaces de Hilbert

Exercice 1 Norme et formes linéaires continues

Soit H un espace de Hilbert. Montrer que pour tout = € H :
||| = max {|f(z)| : f € H', || <1}

Exercice 2 Un calcul de projection
Calculer

)\:inf{/ (sinz — az? —bz)? dz:a,b € R}.
0

Exercice 3 Distance non atteinte

Illustrer I'importance des hypothéses du théoréme de projection sur les convexes fermés
dans les espaces de Hilbert.

Exercice 4 Théoreme de projection et identité du parallélogramme

1. Montrer que E = (C°[0,1], | - ||s) est un espace de Banach et que la norme || - || ne
vérifie pas l'identité du parallélogramme.

2. Montrer que ’ensemble
F={feC’0,1]: f(0)=0, 0< f <1},

est un convexe fermé de E.
3. Montrer que d(1, F') = 1 est atteinte en tout point de F'.

Exercice 5 Orthogonal non supplémentaire

1. Montrer que E = C°[0,1] muni du produit scalaire (-,-);2 est un espace préhilbertien
qui n’est pas un Hilbert.

2. Montrer que
F={fec’o,1]: T, ]_o}

est un sous-espace vectoriel fermé de (E, || - ||12).

3. Montrer que
={9€C%0,1] : g1,y = 0}.

4. Montrer que E n’est pas somme de F et F=.

Exercice 6 Hyperplan fermé d’orthogonal trivial

Soit R™) I'ensemble des suites réelles nulles & partir d’un certain rang. On munit cet
ensemble du produit scalaire

n=0

1. L’espace RW) est-il un espace de Hilbert ?



2. Soit

+oo
FrueRM .3t
n=0

Montrer que Ker(f) est un sous-espace vectoriel fermé de R™M et que son orthogonal est
réduit a {0}.

3. Commenter.

Exercice 7 Critére de densité

Soit L2(T) ’espace vectoriel des fonctions R — C qui sont 1-périodiques et de carré inté-
grable. Formuler une condition nécessaire et suffisante sur ¢ € L?(T) pour que vect{7,¢ :
a € R} soit dense dans L%(T).

Exercice 8 Commutation avec les translations

Soit T : L?(R) — Cy(R) un opérateur linéaire continu tel que pour tout a € R, T o7, =
7a0T, ol 7, est opérateur de translation 7,(f) = f(- —a). Montrer qu’il existe g € L?(R)
tel que T(f) = f * g pour tout f € L?(R).

Exercice 9 Polynémes orthogonauz

Soient I un intervalle de R et p : I — R une fonction poids, i.e. que p est mesurable,
strictement positive et vérifie

Vn € N, /|x]"p(x) dz < +o00.
I

On note L2(I, p) 'espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure de densité p par
rapport a la mesure de Lebesgue. Montrer qu'il existe (P,),>0 une suite orthonormale de
polynomes tels que deg P,, = n.

Exercice 10 Densité des polynémes orthogonaux
Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. On suppose qu’il existe a > 0 tel que

/Ie‘l'mlp(a:) dz < 4o00.

On va montrer que ’ensemble des polynémes orthogonaux associés & p forme une base
hilbertienne de L2(I, p).

1. Soit f € L?(1, p). Montrer que la fonction ¢ définie par
o) sizel,
p(r) = :
0 sinon,

est une fonction de L!(R). Montrer que sa transformée de Fourier @ se prolonge en une
fonction holomorphe F' sur

B, ={z€C:|Imz| <a/2}.

2. On suppose que f € L?(I, p) est orthogonale aux monémes. En calculant les dérivées
de F' en 0, montrer que f est nulle et conclure.

Exercice 11 Base de Hermite

1 —=x

A T’aide des exercices précédents appliqués & I = R et a la fonction p(z) = T=e 2, exhiber

une base hilbertienne de L?(R). Calculer les premiers éléments de cette base.



Exercice 12 Opérateur adjoint
Soit H un espace de Hilbert et T' € L.(H).
1. Montrer qu’il existe une unique application linéaire continue 7 € L(H) telle que

Vez,ye H, (Tz,y) = (z,T"y).

2. Démontrer que T** =T, que si S € L.(H) est continue, alors (T'S)* = S*T™, et que si
A € C, alors (\T')* = \T™.

3. Démontrer que ||T|| = ||T*| et que ||TT*|| = |T*T|| = ||T|>.

Exercice 13 Opérateurs normaux

Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur T' € L(H) est dit normal si T*T = T'T".
1. Montrer que T' est normal si et seulement si pour tout x € H, ||Tx| = || T*z||.

2. Montrer que si 7' est normal, il vérifie :

2a. Ker(T') = Ker(T™).

2b. Im(T") est dense dans H si et seulement si T est injectif.

2c. Si Tx = ax pour z € H et a un scalaire, alors T*x = azx.

2d. Si «a et B sont deux valeurs propres distinctes de T', les sous-espaces propres corres-
pondant sont orthogonaux.

Exercice 14 Opérateurs diagonaux

Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (e,) une base hilbertienne de H. D’autre
part, soit (\,) une suite de scalaires. On considére 'opérateur D défini pour tout x € H

par
+00 “+o0o
D (Z(aj, en>en> = Z An (T, en)en.
n=0

n=0
1. Montrer que l'opérateur D est bien défini et continu si et seulement si (A,,) est bornée.
2. Montrer que D est inversible si et seulement si inf,, >0 [An| > 0. Calculer alors || D71.
3. Exprimer D* en fonction de la suite (\,).

4. Identifier le spectre de D.

Exercice 15 Théoréme de Lax-Milgram

Soit H un espace de Hilbert. On considére une forme bilinéaire continue a sur H que 1’on
suppose coercive, i.e. on suppose qu’il existe une constante a > 0 telle que

Ve € H, a(z,z)> o)

On va montrer que pour toute forme linéaire continue L € H’, il existe un unique u € H
tel que

Vo e, a(u,v) = L(v).
1. Montrer que si u existe, il est nécessairement unique.

2a. Montrer qu’il existe une application linéaire et continue T' : H — H telle que, pour
tous u,v € H :
a(u,v) = (Tu,v).

2b. Montrer que :
Yu e H, ||[Tu| > allul.

2c. Montrer que 'image de T est fermée dans H.

2d. Montrer que T est surjective et conclure.



Exercice 16 Conwvergence faible
Soit H un espace de Hilbert.
1. Soient (x,,) et (y,) deux suites d’éléments de la boule unité de H telles que

<xn7 yn> n—>_—>&—oo 1.

Montrer que la suite (z, — y,) converge vers 0.

2. Soit (zy) une suite d’éléments de H qui converge faiblement vers x € H et telle que
l|n || N ||z||. Montrer que (z,,) converge fortement vers z.
n—-+0oo

3. Soit (x) une suite d’éléments de H qui converge faiblement vers z € H. Montrer que
pour tout 7' € L.(H), la suite (T'z,) converge faiblement vers T'z.

4. Soient (zy,) et (y,) deux suites d’éléments de H. On suppose que (x,) converge faible-
ment vers z € H et que (yy,) converge fortement vers y € H. Montrer que la suite ({2, yn))
converge vers (z,y).

Exercice 17 Adhérence séquentielle faible de l’adhérence séquentielle faible
Soit H un espace de Hilbert, muni d’une base hilbertienne (e,). On considére 1’ensemble

F = {en +me, :m,n > 1}.

Montrer que 0 n’est pas dans ’adhérence séquentielle faible de F'; mais qu’il appartient a
I’adhérence séquentielle faible de 'adhérence séquentielle faible de F.

Exercice 18 Lemme de Mazur

Soit H un espace de Hilbert. Montrer que toute suite (z,,) d’éléments de H qui converge
faiblement est limite forte d’une suite de combinaisons convexes des vecteurs x,.

Exercice 19 Propriété de Banach-Saks

Soit H un espace de Hilbert. Montrer que I’on peut extraire de toute suite bornée d’éléments
de H une sous-suite qui converge fortement au sens de Cesaro.
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Théoréme de Baire et conséquences

Exercice 1 Base algébrique et complétude

Montrer qu'un espace vectoriel admettant une base algébrique dénombrable ne peut pas
étre muni d’une norme qui le rend complet.

Exercice 2 Nilpotence

Soit E un espace de Banach et T' € L(F). On suppose que pour tout z de E, il existe un
entier naturel n, tel que T™*x = 0. Montrer que T est nilpotente, i.e. qu’il existe un entier
naturel n tel que T™ = 0. Montrer que ce résultat peut étre faux si £ n’est pas complet.

Exercice 3 Limite simple et continuité

1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On suppose que E est complet. On
considére une suite (f,) d’applications continues de E dans F' convergeant simplement
vers une application f de E dans F.

la. Pour tout € > 0 et n > 0, on pose

Fn,a = {x €E:Vp=>n, an(x) - fp(x)HF < 5}~

o
Montrer que Q¢ = |J,,~ Fn,c est un ouvert dense de E et que pour tout zy de €, il existe

V' un voisinage de xg tel que
Ve eV, |[f(zo)— f(z)|F < 3e.

1b. En déduire que f est continue sur un sous-ensemble dense de E.

2. Soit f : R — R une application dérivable sur R. Que dire de I’ensemble des points de
continuité de la fonction dérivée f'?

Exercice 4 Lemme de Croft
Soit f : [1,400) — R une fonction continue vérifiant

Ve >1, f(nx) — O.

n—-+o0o

Montrer que f converge vers 0 en +00.

Exercice 5 Caractérisation des espaces [P

Soit 1 < p,q < 400 des nombres réels tels que % + % = 1. Soit (a,) une suite de nombres
complexes telle que pour toute suite (b,) de IP(N), la série Y |a,b,| converge. Montrer que
(ay,) est un élément de [9(N).

Exercice 6 Séries de Fourier

On note CY_ I'ensemble des fonctions complexes continues 27-périodiques définies sur R
que 'on munit de la norme uniforme. Pour tout n > 1 et f € Co,, on pose :

T = 3 ), on o) =— [ e ar

:27'(' o



1. Montrer que T}, : Cor — C est une forme linéaire continue.

2. Calculer une expression synthétique pour 7.

3. Calculer la norme de Tj,.

4. Pour f € CY_, la série de Fourier de f converge t-elle simplement vers f ?

Exercice 7 Application injective d’image fermée

Soient F et F' deux espaces de Banach, et soit T € L(E, F') continue. Montrer que les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe a > 0 tel que pour tout x de E, ||Tz| > alz|.

2. T est injective et d’image fermée.

Exercice 8 Supplémentaires topologiques

Soient E un espace de Banach et F, G deux sous-espaces vectoriels fermés de E. On suppose
que F et G sont des supplémentaires algébriques, i.e.

F+G=E, FnG=/{0}.

Montrer que F' et G sont des supplémentaires topologiques, i.e. les projections associées
sont continues.

Exercice 9 Théoreme du graphe fermé

Soient E et F' deux espaces de Banach et f : E — F une application linéaire. Montrer que
f est continue si et seulement si son graphe est fermé dans F x F.

Exercice 10 Critéres de continuité

Soit E un espace de Banach et soit T': E — E' linéaire.

1. On suppose que pour tout « de E, (T'x,x) g g est positif. Montrer que T" est continu.
2. Méme question en supposant que pour tout x,y € E, (Tz, y)EQE =Ty, x)p E.

Exercice 11 Sous-espaces fermés de C°[0,1]

On considére, dans I'espace de Banach E = C°[0, 1] muni de la norme uniforme, un sous-
espace vectoriel fermé F tel que tout élément de F est de classe C1.

1. Montrer que T : F' — E, f — f’ est continue.
2. Montrer que la boule unité de F' est équicontinue.
3. En déduire que F est de dimension finie.
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Fonctions d’une variable réelle

Exercice 1 Une limite
Soit f : R — R une fonction dérivable en 0 telle que f(0) = 0, et soit L > 1 un entier.

Pour tout n > 1, on pose
nL k
50= 31 (3)
k=0

Montrer que la suite (.5,,) converge et calculer sa limite.

Exercice 2 Fonction de Van der Waerden

Montrer que la fonction
[e.e]
{10z}
: R
f:xe€ &—>k§_0 0

ou {-} désigne la fonction partie fractionnaire, est continue sur R mais n’est dérivable en
aucun point de R.

Exercice 3 Lemme de Borel et applications

1. Soit (a,,) une suite de réels. On veut montrer le Lemme de Borel qui stipule qu'il existe
une fonction g € C*(R) telle que

vneN, ¢M™(0)=a,.
Pour toute fonction f € C*°(R) a support compact, on pose

— (@)
No(f) = i [[£9o.

On considére ¢ une fonction de C*°(R), nulle en dehors de [—1, 1] et telle que ¢(0) =1 et
©P)(0) =0sip>1.
1la. Montrer que
vneN, limN, (gp(§>x”+1> =0.
e—0 £
1b. Construire une suite décroisante de réels strictement positifs (g,,) telle que :
1
vneN, N, (gp(i)x"“) < min (1, 7>
En ’an—i-l |

1c. On pose, pour tout nombre réel z,

= T \ apx”
gl@) = ao+ > o) ™.
n=1

en—1/ n!

Montrer que g est de classe C™ et vérifie (™ (0) = a,, pour tout n € N.

2. Montrer que toute fonction C'*° sur un intervalle compact [a,b] avec dérivées de tous
ordres a droite en a et a gauche en b peut étre prolongée en une fonction C*° sur R.

3. Soit f € C*°(R) paire. Montrer qu’il existe u € C*°(R) telle que pour tout = réel,
f(x) = g(a?).



Exercice 4 Racines des polyndomes réels

Soit P un polynéme & coefficients réels possédant exactement k coefficients non nuls. Mon-
trer que P a au plus 2k — 1 racines réelles distinctes et que cette majoration est optimale.

Exercice 5 Fonctions a dérivées croissantes

Soit f une application continue et dérivable sur un intervalle I C R de dérivée croissante.
Montrer que f est convexe sur I.

Exercice 6 Critére de nullité
Soit f une application dérivable de ]a,b[C R dans R™. On suppose qu'il existe k& > 0 tel
que

vt €la,bf, [If(O) < E[fOI-

Montrer que si f s’annule en tg €]a, b[, alors elle est identiquement nulle sur |a, b[.

Exercice 7 Théoréme de Darboux

Soit f : R — R une application dérivable. Soit I un intervalle ouvert non vide de R. En
considérant I’ensemble

- {1-16)

:x,yGI,x<y},
r—y

montrer que f/(I) est un intervalle de R.

Exercice 8 Inversion locale en dimension 1

Soit f : [—1,1] — R dérivable telle que f(0) = 0. On suppose qu’il existe a > 0 tel que
' > «. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que pour tout p € R vérifiant |u| < C| il existe
z € [—1,1] tel que f(z) = p et alz| < |u|.

Exercice 9 Inégalité de Kolmogorov
Soit f : R — R une fonction de classe C2.

1. Montrer que si f et f” sont bornées, alors f’ aussi et que 'on a I'estimation globale

1 1oy < 2N llzoo @)l £ |00 ) -

2. On suppose & présent que la fonction f prend des valeurs positives et que sa dérivée
seconde f” est bornée. Montrer que 1’on a alors I’estimation ponctuelle suivante

Ve e R, (@) <27 @) e

Exercice 10 Lemme d’Hadamard

Soit f : R — R une application C'*° et soit n > 1. Etablir I’équivalence des propriétés
suivantes :

L f(0) = f(0) = ... = f(=(0)

=0,
2.3g € C*(R),Vz € R, f(x)=2a"g(z).
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Différentiabilité

Exercice 1 Pour se faire la main

Soit f : R™ — R. On suppose qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout x € R",
|| f(z)|| < M|z||?. Montrer que f est différentiable en 0 et que df(0) = 0.

Exercice 2 Contre-exemples
1. Soit f : R? — R la fonction définie par

Ty ,
T,y = ——- si (x, 0,0) et 0,0) =0.
f(z,y) Ny (z,y) # (0,0) £(0,0)
Montrer que f n’est pas continue en (0,0) mais que les applications partielles en ce point le
sont. De plus, montrer que f admet des dérivées partielles premiéres en (0,0) mais qu’elle
n’admet pas de dérivée suivant tous les vecteurs en (0, 0).

2. Soit f : R2 — R définie par

2
f(a:,y):y; si x#0 et f(0,y)=0.

Montrer que f admet une dérivée suivant tous les vecteurs en (0,0), mais que f n’est pas
continue en (0,0).
3. On considére f : R? — R définie par

3
)= s s @) #0.0 et f0.0=0

Montrer que f est dérivable en (0,0) suivant tous les vecteurs mais n’est pas différentiable

en (0,0).

Exercice 3 Continuité et différentiabilité en fonction d’un paramétre
Soit a > 0. Etudier, en fonction de «, la continuité puis la différentiabilité a I'origine de
I'application f : R? — R définie par
_ |wyl® . _
f(xay) = 8l (x,y) 7& (0¢0) et f(0,0) =0.

Va? o+ 3y?

Exercice 4 Calcul de jacobiennes
On considére les fonctions

f:RY =R, (z,9,2) — 32%y + e 4 423,

et

2

g:R3 SR (2,y,2) = (In(1 4 2% + %), 2% + y? — 22, cos(z2)).

Déterminer la matrice jacobienne de f au point (0,—1,1) et celles de g et h = fog au
point (0,0,1).



Exercice 5 Calculs de différentielles

Montrer que les applications suivantes sont différentiables et calculer leur différentielle :
1. f: P e R,[X]— P — P2

.det : M € Mp(R) — det(M).

.Inv: A€ GL,(R) — A™L

. f: M € M,(R) ~— MF, ot k> 1 est un entier non nul.

.p:feE— fol det(f(t), f'(t)) dt, avec E = C*([0,1],R?) muni de la norme

O i W N

LA = 1 lloo + [1f lloo-
6.0: fe E— fol @ o f(r) dx, avec ¢ € CH(R,R) et E = C°(]0,1],R) muni de la norme
de la convergence uniforme.
7. F : (zn)n € '(N) = (f(zn))n € IY(N), avec f € C'(R,R) une fonction telle que
f(0) = 0 (vérifier au préalable que la fonction F' est bien définie).

Exercice 6 Différentiabilité de la distance a un convezxe fermé.

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit U un ouvert de R™ et f une
application de U dans R.

1. Soit zg € U. On suppose qu’il existe deux applications h; et ho de U dans R, différen-
tiables en xq telles que hy < f < hg et hi(zg) = ha(zo). Montrer que f est différentiable
en xo.

2. On suppose maintenant que f est 1-lipschitzienne et qu’il existe un segment [a,b] C U
tel que f(b) — f(a) = ||b — a||. Montrer que f est différentiable en tout point de |a, b].

3. Soit C un convexe fermé non vide de R™. Montrer que l'application z +— d(x,C) est
différentiable en tout point de R™\ C.

Exercice 7 Différentielle de [’exponentielle

1. Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, H € E et A € L.(FE). Résoudre
les équations différentielles

F(t)=Af(t), f(0)=H, g'(t)=e""H, g(0)=0.

ou les inconnues f et g sont deux applications dérivables de R dans F.
2. Désormais, F sera 'espace M, (R). Montrer que pour tous X, H € E,

eXHe X = eadXH,

ot adx est définie par adx (M) = XM — M X pour tout élément M de E.
3. Soient t et u deux variables réelles et

g(t) =0, (e—tXet(X—f—uH))‘

u=0"

Vérifier que g(0) = 0 et que ¢/(t) = e 34X H pour tout ¢ € R.
4. Déduire des questions précédentes que pour tous X, H € F,

5. A-t-on (eX®)) = X®) X'(¢) pour toute fonction dérivable X & valeurs dans E ?



Exercice 8 Différentielle et vecteur propre

Soient E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (-,-) et u un endomorphisme
symétrique continu de FE.

1. Montrer que lapplication x € E — (u(z),z) est différentiable sur E et calculer sa
différentielle.
2. On considére I'application ¢ : E'\ {0} — R définie par p(x) = (u(z),z)/||x||* pour tout
z € E\ {0}. Etablir qu'il s’agit d’une application différentiable et calculer sa différentielle.
Montrer que pour tout élément non nul a de E, dp(a) = 0 si et seulement si a est vecteur
propre de u.

Exercice 9 L’ouvert des matrices cycliques

Pour M € M,(R), on pose f(M) = (Tr(M),...,Tr(M™)).

1. Montrer que f est différentiable pour tout M € M, (R) et préciser df(M).

2. Montrer que le rang de df(M) est égal au degré du polynome minimal de M.

3. Montrer que I’ensemble des matrices de M, (R) dont le polynéme minimal est égal au
polynéme caractéristique est un ouvert de M, (R).

Exercice 10 Rang localement constant
Soit f : R™ — RP une fonction de classe C'. Montrer qu’il existe un ouvert U dense dans

R™ tel que le rang de df(z) soit localement constant sur U.

Exercice 11 Une égalité

Calculer, pour tous a, b € R tels que ab # 1, arctan a+arctan b en fonction de arctan (laj:b).

Exercice 12 Un calcul de dérivées partielles secondes
On définit la fonction f: R? — R par

x
f(z,y) = z? arctan L. y?arctan— si xy#0 et f(z,y)=0 si zy=0.
T Y
Montrer que f n’est pas de classe C2.

Exercice 13 Un calcul de différentielle seconde

Soit E' = [*°(N) I'espace des suites bornées muni de la norme || - ||oc. On considére 1’appli-
cation f: E x E — FE définie par

fo(@,y) = (Sin(@nyn))n-

Montrer que f est de classe C* et calculer d?f(x,y) pour tout (z,y) € E x E.

Exercice 14 Dérivation des fonctions composées

Soit f une fonction de classe C? au voisinage du cercle S'. On pose a = 9,f(1,0) et
b = 92f(1,0). Pour tout nombre réel 0, soit F(0) = f(cosf,sind). Calculer F”'(0) en
fonction de a et b.

Exercice 15 Une EDP
Résoudre I'équation aux dérivées partielles suivante en utilisant le changement de variables
indiqué :

1 .9 1 1 1

ou f est de classe C? sur (R%)?, u =22, v =y>



Exercice 16 Une limite
6(17
cosy

A Taide du développement de Taylor a l'ordre 2 de la fonction f(z,y) =
(0,0), calculer la limite

au point

) e’ —(1+x)cosy
lim 5 5 .
(29)—(0,0) (2 +y?)cosy

Exercice 17 Lemme d’Hadamard

Soit £ un ouvert connexe de R™ contenant 0 et soit f € C*°(€2, R). On suppose que f(0) = 0
et df(0) = 0. Montrer qu'il existe des fonctions g; ; € C*°(£2,R) telles que

Ve e, f(z)= Z Ti%j9i,5 (7).

i,j=1
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Inversion locale et fonctions implicites

Exercice 1 Un difféeomorphisme local

On considére la fonction f(z,y) = (2 — y?, 2zy) définie sur U = R? \ {0}. Montrer que
c’est un difféomorphisme local au voisinage de tout point de U mais que ce n’est pas un
difféeomorphisme global. Donner des ouverts V et W maximaux tels que f : V — W soit
un difféomorphisme global.

Exercice 2 Inversion globale

Soient k > 0 une constante strictement positive et f : R™ — R™ une application de classe
C' supposée k-dilatante, i.e.

Va,y € R, [f(x) = fF)ll = Elle — yll

On veut montrer que f est un difféomorphisme global de R™ sur lui-méme.
1. Montrer que f est injective et d’image fermée.
2. Montrer que df(x) est inversible pour tout = € R™.

3. Montrer par inversion locale que 'image de f est une partie ouverte de R™ et conclure.

Exercice 3 Perturbation de lidentité

Soit f : R — R de classe C*! avec |f(x)] < k < 1 pour tout = réel. On définit g : R? — R?
par g(x,y) = (z + f(y),y + f(x)). Montrer que g est un C!-difféomorphisme de R? dans
RZ.

Exercice 4 Fonctions strictement monotone

Soit F un espace euclidien de dimension finie. Une application f : E — FE est dite stricte-
ment monotone s’il existe k > 0 tel que

Vo,y € B, (f(z)— f(y),z—y) >kllz—y|>

1. Soit f : E — E de classe C'. Montrer que f est strictement monotone si et seulement si
3k >0,Ye € E,Yh € E, (df(x)-h,h) > K|h|>

2. Montrer quesi f : E — E est C! et strictement monotone, alors c¢’est un C*-difféomorphisme
global sur F.

Exercice 5 Rétraction de la boule sur la sphére

Soit B la boule unité fermée de R™ muni de sa structure euclidienne. On veut démontrer
quil n’existe pas de rétraction C! de B sur OB. Par I'absurde, on suppose donc qu'il existe
f € CY(B,0B) tel que f(x) = x pour tout x € IB.

1. Pour tout 0 <t <1 et z € B, on considére ¢;(z) = (1 —t)x + tf(xz) € B. On considére
a > 0 tel que pour tout 0 <t < «,

t
0< de”oom <1



On se donne 0 < t < a. Montrer que :

la. ¢; est un difféomorphisme local sur B ,
1b. ¢¢(B) = B par un argument de connexité.
A présent, on pose pour tout 0 <t <1,

P(t) = / det ¢y (z) dz.

B
2a. Montrer que P est un polynéme, puis, par un changement de variable, qu’il est constant.
2b. Montrer que f(z) € (Imdf(z))* pour tout z € B.
2c. En déduire que P(1) = 0 et conclure.

Exercice 6 Réduction des formes quadratiques
Soit Ag une matrice symétrique inversible. On considére ¢ : M, (R) — S, (R) définie par

o(M) = MTAgM.

1. Montrer que de(I) est surjective et préciser son noyau.

2. Montrer qu'il existe un voisinage V de Ag dans S,,(R) et une application ¢ € C1(V, GL,(R))
telle que
VAeV, A=vy(A)TAw(A).

3. En déduire que l'ensemble des matrices symétriques de signature (p, q), avec p+¢q = n,
est un ouvert de S, (R).

Exercice 7 FEquation matricielle

Démontrer que I, est une solution isolée de I’équation

X?=1, X M,(R).

Exercice 8 Sous-groupes du groupe linéaire
1. Montrer que exp : M, (R) — GL,(R) est un difféeomorphisme local au voisinage de 0.

2. En déduire qu’il existe un voisinage W de I,, dans GL,,(R) tel que si G est un sous-groupe
de GL,,(R) contenu dans W, alors G est trivial.

Exercice 9 Une équation différentielle non linéaire
Soit E = {y € C'[0,T] : y(0) = 0} muni de la norme

lyll = llylloo + 1¥[loo-

On considére également F' = C°[0, 7] muni de la norme uniforme.
1. Soit ¢ : y € E — 3/ 4+ y?. Montrer que ¢ est différentiable et calculer sa différentielle.
2. Montrer que dg(0) est un isomorphisme de E vers F'.

3. En déduire qu’il existe deux réels 1,73 > 0 tel que pour tout g € F vérifiant ||g||eo < 71,
il existe une unique fonction y € E telle que ||y < ro et satisfaisant ¢’ + y% = g.

Exercice 10 Développement limité

Soit I'application f : R? — R, (z,y) — siny + zy* + 2.

1. Montrer qu’il existe deux voisinages ouverts U et V' de 0 dans R et une fonction ¢ : U —
R de classe C* tels que pour tout = € U, ¢(z) est I'unique solution y € V' de I’équation

f(z,y) =0.

2. Donner un développement limité & I'ordre 10 de ¢ au voisinage de 0.



Exercice 11 Polynémes scindés a racines simples

Soit Py € R, [X] un polynoéme admettant n racines réelles distinctes.

1. Montrer qu’il existe un voisinage V' C R, [X] de Py et des applications Aj,..., Ay : V —
R de classe C* telles que tout polynoéme P € V a n racines distinctes A\1(P), ..., Ay (P).
2. Soit i € {1,...,n}. Pour tout P € V, calculer d\;(P) en fonction de A;(P),..., A\, (P).

Exercice 12 Asymptotique d’une équation du troisiéme degré
Soit la fonction

f(z,e) = (z — a)(z — b) + ez®,
ol a et b sont fixés avec a < b, et ¢ > 0 est un paramétre. Montrer que pour € > 0 assez
petit, 'équation f(z,e) = 0 a trois racines distinctes z1(g) < z2(e) < x3(e). Donner un
développement asymptotique a ’ordre 1 de ces racines lorsque € tend vers 0.
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Problémes d’extrema

Exercice 1 Recherche d’extrema

Déterminer les points critiques des fonctions suivantes, définies sur R2, et préciser leur
nature :

— 2 2 4
L. f(z,y) =2 —y° + 7,
2. g(x,y) = 2° +y° — 3zy.

Exercice 2 FEztrema en fonction d’un paramétre

Discuter, en fonction du parameétre A € R, la nature des extrema de la fonction
fla,y) =y(@® +y* =2)y), (z,y) €R®.

Exercice 3 Triangle

Soit ABC un triangle du plan. Trouver le point qui réalise le minimum de M A? + M B? +
MC?, ott M varie dans le plan du triangle.

Exercice 4 FExtrema sur un fermé
Etudier les extrema de la fonction f(z,y) = 23y*(1 — z — y) définie sur (R )2

Exercice 5 Infimum du gradient
Soit f : R" — R, une fonction de classe C'. Déterminer inf,crn |V f(2)]|.

Exercice 6 Recherche d’extrema liés

Soit a > 0 un réel strictement positif. On considére la fonction
f:(z,y) € R? s 2,
Etudier les extrema relatifs de la fonction f sur ’ensemble

S={(z,y) eR?: 2 + ¢y’ +x+y=4}.

Exercice 7 Distance d’un hyperplan a une spheére
Soient S”~! la sphére unité de R” et H = {z € R" : (z,v) = a}, ot v € R™ et a > 0 sont
fixés. Déterminer la distance de I'hyperplan H & la sphére S*~ 1.

Exercice 8 Inégalité arithmético-géométrique
1. Soient a7, ..., a, des nombres réels strictement positifs tels que a3 + ...+ a, = 1. On
considére

K = {a? e (RP"™: Zn:ajxj = 1},
j=1



et pour tout x € K, on pose f(z) = 7" ...z, Calculer le maximum de f sur K et en
déduire I'inégalité suivante :

vz € (Ry)",

J

n n

@ P
T < E ;T
J

1 =1

Caractériser le cas d’égalité.

2. Parmi tous les parallélépipédes rectangles de volume V donné, quel est celui dont la
surface est minimale ?

Exercice 9 Caractérisation de SO, (R)

Montrer que SO, (R) est 'ensemble des matrices de SL,(R) qui minimisent la norme eu-
clidienne canonique de M, (R).

Exercice 10 Inégalité d’Hadamard
A Taide du théoréme des extremas liés, démontrer I'inégalité suivante,

n
Vor,..., o0 €RY, | det(vr,. . vn)| < [T vl
j=1

ot || - || désigne la norme euclidienne, et caractériser les cas d’égalité.

Exercice 11 Une partie de billard

Montrer qu’il existe une trajectoire fermée a trois rebonds sur tout billard elliptique.

Exercice 12 Descente de gradient

Soit f : R™ — R une fonction strictement convexe et coercive, i.e. telle que f(z) — +oo
lorsque ||z|| = +o0.

1. Montrer que f admet son minimum sur R"™ et que ce minimum est atteint en un point
unique x*.

On suppose maintenant que f est différentiable en tout point de R™. On fixe xog € R",
a > 0 et on définit ensuite récursivement la suite (x,),>0 par

Vp >0, xpp1=xp—aVf(zy).

2. On suppose que I'application V f est L-lipschitzienne pour un certain L > 0.
2a. Montrer que pour tout p > 0,

Flapen) < Fap) — (1= 220) [ f(a) 2

2b. On suppose maintenant que o < 1/L. Déduire de 'inégalité précédente que pour tout
p=0,

[ (@) < Jap) + (VF(@p). 25 = a%) = SV (@)

* 1 *1(12 *(|2
:f(x)Jr%(pr—w 1# = flzps1 —2*|%) .

2c. Montrer que pour tout p > 1,

flwp) = f(27) lzo — 2|,

< -
~ 2pa



3. On suppose toujours que V f est L-lipschitzienne mais on suppose de plus que f est
m-fortement convexe, i.e. que la fonction z — f(z) — Z[|z||? est convexe.

3a. Montrer que pour tout z,y € R",

) = f(@) + (V@) —2) + 5 |z =y

3b. Montrer que si « est plus petit qu'une certaine constante ne dépendant que de m et
L, alors il existe ¢ €]0, 1] tel que

Vp 20, |y -2t < llzo — 2.
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Sous-variétés

Exercice 1 FEchauffement
L’ensemble
M = {(m,y,z) eR3: z?’+x2+y20},

est-il une sous-variété de R3 ?

Exercice 2 Groupes de matrices

1. Montrer que le groupe spécial linéaire SL, (R) est une sous-variété de dimension n? — 1
de R" et déterminer son espace tangent en tout point.

2. Montrer que le groupe orthogonal O,,(R) est une sous-variété de dimension n(n — 1)/2
2 . L, , . .
de R™ et de méme qu’en question précédente, déterminer son espace tangent en tout point.

3. Mémes questions avec le groupe des matrices symplectiques réelles

Span(R) = {M € My, (R) : MTJM =J} on J= (9” _OI“) .

Exercice 3 Matrices de rang donné

Soit 0 < r < n fixé. On considére l'ensemble V;. C M, (R) constitué des matrices de rang
r. L’objectif est de montrer que V; est une sous-variété de dimension n? — (n —7)? de R".
Pour cela, on introduit ’ensemble U, C M, (R) constitué des matrices dont le premier
mineur 7 X r (en haut a gauche) est non nul.

1. Soit M € M, (R) que l'on écrit par blocs sous la forme M = <A B>, avec A € M, (R),

C D
Be M, ,—»(R),C € My_,(R) et D € M,,_,(R). Montrer que M € V,.NU, si et seulement
si A€ GL.(R) et D=CA"'B.

2. Montrer que V,. N U,., puis V;., sont des sous-variétés de dimension n? — (n —r)? de R,

Exercice 4 Contre-exemples

Montrer que les ensembles suivants ne sont pas des sous-variétés de R? :
1. M = {(z,y) € R? : y* = 2} (point double),

2. M = {(z,y) € R? : y*> = 2*} (point double),

3. M = {(z,y) € R? : y? = 23} (cusp).

Exercice 5 FEnsemble dépendant d’un parameétre
Pour r > 0, on considére ’ensemble

Ve={(z,9,2) eR*rayz = 1, 2 +y' + 2" =}

1. Pour quelles valeurs de r > 0 ’ensemble V,. est-il non vide ?
2. Dans ce cas, est-ce une sous-variété de R3 ?
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Séparabilité

Exercice 1 Fonctions continues sur un compact

Soit (X, d) un espace métrique compact. On note E = C%(X) I'’ensemble des fonctions
continues sur X a valeurs réelles, que I'on munit de la norme uniforme || - ||oo. L’0bjectif
est de montrer que F est séparable.

1. Montrer que pour tout entier naturel n > 1, il existe des points z7, ..., 2% de X et des
fonctions positives oY, ..., ¢} de E vérifiant

S |-

Nn
D=1 et ¢Pa)=0 si d(z,a])>
j=1

2. Montrer que la famille (gp?)nyj est totale et conclure.

Exercice 2 FEspaces de suites
Montrer que pour 1 < p < 400, 'espace [P(N) muni de la norme || - ||, est séparable.

Exercice 3 FEspaces de fonctions intégrables
L’objectif est de démontrer que pour tout 1 < p < 400, l'espace LP(R™) muni de || - ||z»
est séparable.

1. Pour tout j > 1 et m € Z", on considére les cubes
Djm={zeR":Vie{l,...,n}, 277m; <z; <279 (m; +1)}.

Montrer que pour tout j > 1, U,,czn I'jm = R™
2. Pour tout j > 1, on considére F; I’ensemble des fonctions ¢ de la forme

o= E ¢imlr; .,

meZ™
ou les constantes ¢j,, € Q sont nulles sauf un nombre fini. Montrer que I'ensemble ¥ =
U;>1 %; est dénombrable.

3. Montrer que toute fonction continue & support compact peut-étre approchée a € prés
en norme LP par un élément de la famille ¥ pour tout € > 0.

4. Conclure.

Exercice 4 FEzemples d’espaces non séparables

1. Soit (E, Q) un espace topologique. Montrer que s’il existe une famille non dénombrable
(Oj)jes d'ouverts de E, non vides et deux a deux disjoints, alors E n’est pas séparable.

2. En déduire que les espaces (°°(N) muni de | - ||oo, L*(0,1) muni de || - ||~ et Cp(R,R)
muni de la norme || - || ne sont pas séparables.

Exercice 5 Un espace de Hilbert non séparable

Soit I un ensemble non dénombrable et [2(I) 'espace des suites de carré sommable. Montrer
que [?(I) est un espace de Hilbert non séparable.



