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Introduction 

Premier e partie. 

(1) Coura.nLs geodesiqucs c t. procluits libres. 

(2) Relat ions d 'equi\·nlencc sur !'ensemble des bouts d ' un groupe libre. 

Ce trava.il est motive pn r le problcme de comprendre les bouts des 
va.rietes hy perboliquesde cleimension :3 . 11011 compa.ctes, a. bo re! con
vexe, dont le groupe fonclarncnt.a.l est. cl P. t.ype fini. Le ca.s des varietes 
geometriquement fin ies est relat.ivemcnt bicn met ri se pa.r !es techn iques 
de !'analyse: la va.ri ete Ji se rnrn pa ct.ifi e nal.urcllement en une varic~ te de 
dirnensiou :3 compacle a bord r.I. SO il c•11se111bJe [i 1nil <.' da.11s Ja sphc:-re 5 1 a 

une rnesure sphcrique nu lle o u plcine. 

Da ns le ca.s oi1 I a ,.a ride'· dud i<'·e Ji a u 11 grou pe fo 11d <111w11 La.l 
in<lccom.po$a.ble . c·es t-a-dire diffcre11 t c1·1111 produit li bre, ii est. con11u cl epui :; 
!es tra.va.ux de \V. T hurst.on ct. de F. l3011 c1l1011 que ces bo11t.s !:iOllL $(/,.r;es et 
ceci de plusieurs point.s de ,·ue. 

D 'un point de n1e topo logique tou t cL1borcl : ib sc compa.ctifient t.ous 
en une variete de dirnens io11 t rois cornpac t.e ~1 bore! . en pa rLicu lier la V<tr iete 
JVJ es t homeomorphe a. J' in t.t~ricu r c1·u11e niri e t.c compacLe cle d imension :3 
a bore!. 

D 'un point. de vue analyt.iquc aussi: Jes fo11c t.io11s li a r11 1011 iquC:'s bol'llt'<··s 
sur la va.riete Ji rea li sent Je ur 111ini1 nu 111 c 11 til l poi11t. du borcl de JI, ll lW 

propriete qui euLra.ine e n pa.rt iculicr q uP l<-1 mcstirP de Lebesgue de leur 
ensemble limi te est 0 ou l , eL clans cc dernic r cas que !'action du groupe 
es t ergodiq ue. 

Ces resul ta.t s a,·a.ient tous ete eta lil is par W. Thurston da.ns le ca.s 
des varietes hyperboliqu cs do11t. le groupc foncli1111e1 1ta.I est une lim.ite 
algebrique de groupe'..; geomet rique111e11t fi11i s . Da.ns le cc1.s genen1l. ib sont 
<lus a F. lJona.hon q ui !es <I dc:·mo11t.rc~s cla.11s SCI these. 

Le probleme dC111s le u 1s 0i1 le gro111H· c·s t 1Ucmn.po811.hlr: c·st po11r it' 1110-
rne11t encore t rcs myst.ericux . Lorsqu°<>11 <'ssai<' ck g<.' IJ<.'l'<ilisn Jes rc'•sult.<11.s 
de T hurston et cle I3onalio11 ;1 tin e n 1ric'·tc cl<' di111e11s io11 :3 clont. le group e 
foncla.menta.l est. deco111posablc . 011 est ro11 fronlc tout d '<1bord a.u probkrn< ... 
suiva.nL: reco nst.ruire a. pnrtir c1 ·une rcprc~se11t.a .t i on cl11 groupe fo11 cl <1.n1cnt<il 
cle J\1 clans PSL2 (C ) la topolog ie cl <' la ,·ari (· te "\J. Le problerne se pose 
bien sur dans le ens oi1 I<" groupC' est i 1 1dc~co111pos<1blc. 111;i is. 0 11 peut d ire 
que pour Jes rnrietes de dimension :3 clo11t I<' groupe <'St. i11dfro111posablc. 
la geornc'·trie est asscz bie11 cont rolc;.e p<1r le· gro1q H' fo11cl<11 11c111.<1l. 

Disolls I.out cle suit.e qu .ii s1iflil de rc'·sourlr(' I<' prnlil<·11w pour 1111c· \"i-tr ic'.·t.c'· 
cl e di111c11sio11 :J JI do11 t k· t.,.Jl<' d" l1 011wt upit· t•st t'l'i11 i d"t111 /n-d.::.d cn:'/l.:c. 



c'est-a-dire une variete JV hornc~omorphe a. 1<1 sornme co1111cxe de surfaces 
epaissies .S x [O, l] et de tores solicles . 

Ces \'arietes N sont et.ucliees da11s cet.te opt.ique. cla.11s l'articlP ( l ): 
"Courants geodesiques et procluits libres''. 

II y a, pour une telle va.riete, une grande distance entre le gro·u.pe fon
damental de N et la topologie de N: par exemple la. variete possede un 
sous-groupe de d iffeotopies note J\J od0 (N) clont !'action sur le groupe fon
damenta.l de N est trivia.le. Done, uue chose que j'a.i essa.ye de faire a ete 
de definir des objets geometriqu.e.r; associes a. N qui ne tiennent compte 
que du groupe fondamental de 1\T . 

Considerons pour simplifier le ca.s cl'11n bretzel N, c'est-a-dire d'une 
variete homeomorphe a une somme connexe de g t.ores solicles. Le groupe 
fondamental d'trne telle variete est le groupe libre G a. g genera.teurs. Le 
bord de la variete N est une surface S de genre g. Par objet geornetrique, 
nous entendons des objets qui refletent la topologie de la su rface S, par 
exemple des laminations sur la su rface S qui soient clefinies uniquement 
en termes de G; nous voulous que ces objet.s soient clefinis uniquement en 
termes cl u grou pe G. 

Au groupe G , on peut associer de fac;on canonique uu espace: ks 
courants geodesiques C(G) s1u G' , clont les elements sont. clefinis comme 
!es mesures de Borel G-invariantes sur JI( G), le completuentaire de la 
diagonale clans 10.: x h-. ott 1 .... - dc;signc lcs bouts dP G' (1111 tel espace peut 
etre a.ssocie de fa<;;on genc~ral~ a un yr0'/1.pe hypcrbolique G , l'espa.ce 10.: 
designant alors le complete Gromov du groupe G ). 

Dans !'article (1) , on clefinit un c~space L(N) de laminations rnesurees 
sur la. surface S (§ l ): on peuL resumer rnguement la definition de L(N) 
en disant que ce sont !es laminat ions de l'espace des la.mina.tions mesurees 
1\1 L(S) qui ne sont pas homotopiquement. t.rivia.les clans N, modulo la. 
relation d'equivalence sous ]'act ion cle :\Jod0(N). On mont.re que cet 

espace peut et.re clefini uniquement en ternies du groupc G. Precisement. , 
on construit une application na.turelle de L(~V) cla11s C'(G) et ]'on montre 
que cette application est un homeomorphisme su r son image ( 3:3 ). 

Cet image joue un role analogue \·is-i1-vis du groupe G a. celui joue 
par Jes laminations mesurees su r 111te surface 5 en Lermes de ]'espace des 
courants geoclesiques C'(ilt (5)). On snit nlors , que l'on peut reco11naltre 
si un courant geoclesique I' du groupe ,;- 1 (5) (~sL associ('~ a u11e larni11at.io11 
mesuree sur la surface S pa.r le foil. que son nornbrc cl 'auto-int.crsection 
s' ann ule . 

:\his le prnbleme reste 011\·ert ck' r<-'co1111<1ltrc en t.nmes dll group<:' G' 
l'image de l'espa.ce L(N) : p<H exc111ple. peut -011 ck!i11ir u1w fo11ctio1111clle 

sur l'espace C'(G) qui s 'a1111uk c:-:<1ct.e11 11·11t s11r la fernwt.11re ck cette i111-
age? 

II 



Un cas par t iculier ck ce proble11w <'st I<' sui\·il11t: 1w ut -c111 rC'co trna itre 
si une classe de conjugaison cl a ns le group <> librc (; es t represent able pa r 
u ne courbe sim ple sur l<1 su r l'a.ce S. li o rcl d e· .Y '.' 1-:t a us:'i : \'.' :\is t<:'- t - il ll ll t' 

fac;on de mes urer qu ' une cla.sse de conj 11 g<1 iso 11 es t re1.H l~:'t'n t abll' de cer.t.(;' 

f'a\On? 

L 'a.rt icle (2 ) ·'Relat io ns cl'equi,·;il<' 11ce s11r 1·<·1 1s<·111b!l' des bouts d'u n 
groupe libre" represen t.e u11e tenta t. i\'(• da11s cc t.te direc t ion . 011 y clonne 
une condition necessairc et, en gc'.' ncra L su ITi sa nt e pou r qu 'une te lJ e 
rep resentat ion d' une classe de rn nj ug<lison I da 11s G l'>:istc . La cond it ion 
s'exprime e n terrnes d\111e relation d'<~qu i ,·a l e1 1 ce f'c rmee sur !"ensemble des 
bout s J\.. de G associee au mot / ' : la co11di t.i o11 pour que la c lasse de con
j ugaison 1· so it represen t.a.hie par un r courl)(' si 111 ple es t que le quo t ient 
de !'ensemble I\ par cet.t. e relat ion <i'<'.'q u i,·a lc·11n' st• pllrn gt' d <111 s la :-;phe1·c' 
52. 

D e uxieme pa rt ie. 

(:3) Le spect re marque des longuc m s dc'S s11r faces ;, courbu rc negati\·e . 

('l ) Sur Jes lo ngueurs des geo d<'·siqll<'S d'une 111e tr iquc a cour bu re 
nc~gat i ve cl a ns le clisque . 

:-\]ors que je t ra.vailla.is s11r lcs prol>l i·111cs I rai t<~s da ns It':' a rti cles ( l ) et 
(2) . j'ai a.ssiste h une co nfc'.' rc 11 cc· de P. S<trn il k ii l)r i1 1u·1.._i11. ;1 u mo is cl"a n il 
1987 . OLI ii exposa it u11 r6su !L<1I. q 11 .il il \·;.1 il oh11·1111 <1\·ec la t·oll<1bl)ra t io11 
de B. Osgood et. 11 . P l1ill ips. ll s 111011 1 ril ic11t lit co111 p<1ci 1l·. de l' L'::q rn ce dC's 
rnet riqu es r iema llnie n1ies su r u11 C' s11rL1cc• JI <1.\·a 111 1111 ='Jl<'CllT du La p laci<·11 
donne (metriq'llcs isv,~pectro.k~). Le L<1pl a c i <~11 cons id<;re e"t ccl ui ag;i:;sa 11 1 
sur Jes fonctions c=(:\J ) . 

Ce resu lta.t es t lie a.u p robl(~me de l'C:'CO ll sl rnin." lllle me triq uc riema 11-
nienne m. sur une va.ri ete .M ~' pa.rt.ir de la donn ee du sp ectre de so n 
operateur de La place. I I est co1111u qw ce 11.cs t pas pos:'ib le ell genernl. 
J. Milnor a const rui t des cxem plcs de tor<'s plats i::;o:-; penra ux nrn is 110 11 
isometr iques; plus recem mcn L, i\ l. F. \'ig1 1crns a do11 11 <°' d e:' t' :\t' m plcs de =- ur
fa.ces de courbu res co11sta 11 t.cs isosp<·cl ritl< 'S 111ilis 11u11 i:'llllh~l r iq1ws. Tout<·
fois ces exem ples rcpos<' llL s u r d<'s co11st ruct io 11 s ;1r i1 '11 11<;1 iqu ''" , ·t I>. S<u11;1k 
a conject u n~ q ue. lo rsq uc JI c·s t 1111< · s11ri'il <'<' f,•r111,"<'. 1·,,11:- t' lllhle dt·:; .'illl'

f'accs isospect rales est ri11i. Do11c le rc"s11ll<ll qu'il <':\!h>sait r,•prt'='Clltait u11<• 
eta.pe im portan{,e Ven; la r(:so!u t. io 11 dC' c<'i.I.< ' ('0 11.j <"Cl ll l'l" . 

11 est. con nu dcp ui s !es I ra\·c111x cl<' ( 'oli11 ci r \'<·rdii'r<' et dt• Dui:' tcrm<1at
G uillem i11 q ue. sous 11ne co11cli1.io11 dC' p/ 11<'- ricit <'· ,.;11r l;.1 111<"1 r iq11<' 111 . 1<1 
don nee du spect re du L 1plac ic n de 111 s11r 11 11<' ,.,ll'i<°'t<°· com11<1l·tc' dt"tnn1i 1w 
l'c11semblc, des lo11gueu rs d<'s g<'·od<'·s i;111<·s l'n111<"<'=' d1· lit lllt~i ri q11<· 111. ( °<-'l t <' 
cond it io 11 cl<' gt'· 11 <~ ri ci l<; <"sl luujo lll's ,.1'·ril i<'·<· p<>m u11 <' 111,"1 riqu(· c'1 l'tl11rbun· 
sectio1111clk nc'.·g<1 li \'<'. 

De pl us e11 courb11rc• S<'CI io111l<' ll <' 1 1 «·~ill i\'<'. I,·,; _!.!,t\i1kc:iqll<'.~ i'cT Jll<"•'S .~u 11 t 

en co rr<'sponcli111cc· il\ '< 'C l<'s clilssC's d<' n>11.1 11gil1:'ll ll 1111 g1°l•llJlt' fu11dil11w 11 -

I l l 



tal de 1\!J, d 'apres la. formule de Gauss-Bonnet. On peut done ind(~xer 
l'ensemble des geodes iques fermees pa.r la. cla.sse de conjuga.ison de r. 1 (}d) 
qu 'elles representen t . Ainsi, si C designe I 'ensemble des classes de conju
gaison de la. variete 1\1) on a.ssocie a une metrique de courbure negative 
rn Sur J\1) un element du produit direct RC, que l 'on appelle le spectre 
marque des longne·nr8 de la metriq'Ue rn. 

On peut se poser la question sui va.nte : l'applica.tion rn est-elle injec
tive? Lorsque la variete ]1/J est une surface, cette question est resolue 
par !'affirmative clans !'article (3) "Le spectre marque des longueurs des 
surfaces a courbure negative" . 

II n 'y a pa.s de liens directs entre cette question et le probleme clecrit 
precedemrnent de reconstruire la metrique m a partir de la donnee du 
spectre de son Laplacien. Toutefois, j'ai quelque espoir qu 'elle puisse ser vir 
a cl emontrer la conjecture de P.Sarnak lorsqu 'on se restreint aux meLriques 
de cour bure neg a.ti ve. 

Dans l'article (4), le probleme considere est celui de reconstruire Lill<:' 

metrique riemannienne de courbure negative sur uu disque compact D de 
dimension n. a. part ir de la donnee de la restriction de sa fonction disLauce 
au bord !JD. Ce probleme est resolu lorsque n = 2 et lorsque la rnetr iqtte 
est suffisamment reguliere ( C'2 suffit). 

Ce probleme intervient en geophysique ou ii s'agit de comparer deux 
metriques cha.cune etant conforrnement equivalente a une metrique fix<~e 
(par exemple la metrique euclidienne) : en effet, le coefficien t de conforrniLe 
s' interprete physiquement comme le coefficient de refraction d ' un milieu 
isotrope remplissant la boule cl ' un espace euclidien. La distance entre cleux 
points "source" et '·recepteur" du bore! de la boule , clans ce cont.extc, est 
le temps de propagation d ' une perturbation du point ·'source" au point 
"recepteur". La question est de reconstrui re le coefficient de refraction a 
partir de ces t emps de propagation qui sont mes urables pliysiquernellt. Cc 
problerne s 'appelle en geopl1ysique le probleme sismologiqu.c in11eT,,c. ("est 
un cas pa.rticulier du probleme que je considere, saur que Jes geophys icicns 
ne met tent pas cl 'hypotheses sur la courbure de la rnetrique. Pour avoir 
unc reponse positive, ii est toutefois facile de voir que des hypothc~ses sur k 
comportement global des geodesiques sont necessaires: des cont.rexcmples 
sont decrits clans !'article (4) . 

Les rnethodes utilisees sonL esse11tiellernent Jes 1rn~rnes que clans !'article 
( :) ) . 

JV 
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Coura nts geodesiques e t produits libres 

Dans cet article on etudie certaines varietes compactes de dimension :3. 
du point de vue de la dynamique sur leur groupe fondamental. Les varietes 
considerees sont les bretzels creux, definies comme somme connexe le long 
du borcl de produits Ex [O, 1] ou E est une surface fermee orientable et de 
tores solides D 2 x 5 1 sur une boule de dimens ion 3. Parmi ces varietes, on 
a Jes bretzels, c'est-a-dire Jes sommes connexes de tores solides . Le groupe 
fondamental G d'une telle variete N est done isomorphe au produit libre 
de groupes de surfaces fermees et de groupes libres. 

Le bord d'un bretzel creux N a une seule composante connexe com
pressible S, c'est-a-dire une composante dont le groupe fonda.menta.I ne 
s'injecte pas clans le groupe fondarnental de _N . Ce phenomene fa. it qu e 
ces varietes sont difficiles a analyser geometriquement. du moi 11 s pour t.ous 
Jes problemes qui essaient de lier la topolog ie de 1\T au groupe G. Par 
exemple, le groupe de diffeotopies hf od(N) de la variete JY contient un 
sous-groupe, note lvl od0 (N), clont !'action sur G homotopique est par 
conjugaison . Ce sous-groupe est en general infiniment engendre (cf [Mc
CMi]) . 

Ici, nous allons defin ir des o bjets qui refletent la topologie d'un bretzel 
creux N et qui ne dependent en fait que d u groupe G. 

Pour cela, on considere l'espace des laminations geodesiques mesurees 
lvl L(S) sur la surface S ([CEG],[FLP]). Cet espace contient comme en
semble dense Jes courbes. La surface S est une composante du borcl du 
bretzel N et son groupe fonclamental se surjecte nature l l~ment clans le 
groupe fondarn.ental G de N . Ainsi, on peut definir ]'image d'une courbe 
simple c sur la su rface S clans !'ensemble des classes de conjugaison de 
G, des que la courbe c n'est pas homotope a 0 clans N . 

On introduit clans le premier chapitre un ouvert 0 de P 111 L(S), qui 
a la propriete de contenir comme sous-ensemble dense des multicourbes 
non hornotopes a 0 clans N . La definition de 0 est l' a.na.logue cl 'une 
definition clonnee par Masur clans [M a] lorsque la. va.ricte N etai t. u11 
bretzel. Une de ses proprietes est d 'etre invariant. sous !'act.ion clu groupe 
J\1od(N ) (lequel, en ta.nt que sous-groupe du groupe des diffeot.opies de 
Sa.git a.ussi sur Pll!fL(S)), et que !'action de ce clernier sur 0 est meme 
proprernent discontinue. De plus )'action de son sous-groupe 1\Jod0

(.;\·) 

sur 0 est lib re de sorte que !'on peut considerer le quotient L(N) de 0 
par !'action de l\1od0 (N). 

Cet espace est l'objet qui clecrit la topologie de N que nous allons 
essayer de clefin ir en des termes ne dep endant que du grou pe G. 

Pour ce la, on considere l'espace des co'llrants geodesiq'tle$ C (G) sur le 
groupe G , introduit par F.Bonahon clans [Bo l ] da11s le cas ot1 le groupe 

1 



G est le groupe fondamental d 'une surface. Cet espa.ce a la propriet e de 
fournir une completion pour l'espace des classes de conjugaison non milles 
avec poids du groupe G. L'applicat ion qui a.ssocie a une courbe simple 
de 0 non homotope a 0 clans N sa classe de conjuga ison clans G peut 
etre definie de fac;on homogene sur !'ensemble des laminations de .\1 L ( S) 
dont le support es t une courbe de ce type: elle prend alors va.leur cla ns 
C( G). La propriete d 'homogenei te fait que cette app lication est en fa.it 
definie sur un sous-ensemble de lvl L ( S). On montre que l 'ou vert 0 a 
la propriete que cette application se prolonge a tout l'ouvert 0 en une 
application continue. Les proprietes de ce prolongement sont eta.blis cla ns 
les deuxieme et troisieme chapitres. 

L' un des ou t ils que !'on utilise pour cela est la theorie des su rfaces 
plissees de T hurston ([Thul ,§8]), que l'on adapte au cas des bretzels creux 
(§2). 

L'application ainsi defin ie a la propriete de commuter a\·ec !'action du 
groupe lvl od0 (N), fournissant done une application de L( N) clans C'(G). 

Le reste de !'article est consa.cre a la demonstration du fait que cette 
application est un homeomorphisme sur son image. On mont re d 'a.bord 
qu 'elle est injective (Theoreme 3.3) , pu is que son inverse est conti nue 
(Theoreme 3.5). La demonstration du theoreme 3.5 lorsque le groupe G 
est un groupe li bre es t donnee clan s le troisieme chapitre; le ca.s general 
est resolu clans le quatrieme chapitre. 

C'est la partie la plus longue et la plus di ffic ile de !'article. On est con
duit a etudier certaines relations d 'equi valence sur le compactifie l (G) de 
Gromov du groupe G (clans le cas d 'un groupe libre G , ce compa.ctifie 
co.incide avec l'espace des bouts du groupe libre G) et a etudier plus ieurs 
proprietes topologiques des quotients de L( G ) par une telle relat ion (lo
cale connexite, exis tence event uelle de points separants , consequences de 
!'exis tence d ' un plongement clans 5 2 

). 

U ne quest ion qu i reste ouverte est de sa.voir si l'espa.ce L ( N), considere 
main tenant comme sous-espace de l 'espace des courants C ( G) du grou pe 
G peut etre caracterise de fac;on na.turelle parmi Jes elemen ts de G. Cette 
quest ion es t abordee clans !'article [OJ clans lequel on et.a.b lit un crit ere 
topologique permettant de dire si une cla.sse de conjuga.ison clans G peu t 
etre represen tee par une cour be simple sur le bord de N . clans le cas ot1 

N est un bretzel. 



1. Le domaine de discontinuite d e l\1asur 

Ce chapitre a po ur but d'etudier ]'action sur l'espilce proj t:ctif des 
laminations mesurces P lHL(S ) du groupc j i od(N) forme des classes 
d'isotopie de diffeomorphismes de S qui s·et.ende11t au hretzel creu>: S 
en respecta.nt les composa.ntes du bore! de N . Con t.rai rement a !"act.ion 
du groupe modulaire sur P JHL( S) , cel le de J\1od(N) a un domaine de 
discontinuite. Ceci a. ete eta.bl i par H. l\lasm lorsque JV a pour groupe fon
cla.men ta! un grou pe Ii bre et la. preu ve q ue nous clon nerons de ce resu I tat. 
dans le cas general n 'est que l'a.cla.ptation a not.re si tu<1t.ion de- ct:lle- con
tenue cl ans [Ma]. 

Ensuite nous clec rirons certaines proprietes quc· ,.<;rifi<'nt les l<unilli~

t ions de la surface S lo rs qu'on les rele\'(: da.ns u11 rc,·rtcnH:'llt pla11aire 
canoniquement associe a N . 

Dans la sui te, le sous-groupe de },f ud("V) forrnc d<·s dill·c;o111orpl1is1m·s 
induisant un a.utornorp lii srne in ter ieur du groupc fo11cla111e11 ta l de .\" ser<1 
note !"! od0 ( N) . 

Comment,;ons par quelques definition s. 

Definitions. Nous designerons par j\J lcs 111ult.icourlws de P.\I L (S ) 
dont chaque cornposa.nte du su pport horde u11 disq 11e plonge d<1 11 ;-; _y. 
Une telle courbe sera. a.ppelc~e un mfrirlir:n. 

Soit 1W1 la ferm eLure de -~1 clans la sp l1 cre I'JI L (S) . 

Definisso ns fina.l ement J'\1" com rne: 

-~1" ={A E P 1HL(S),3p E _U',i(/\,11) = O} . 

11 res u]Le de la. con t inui te en les de ux \' i:Hia.blcs du 110111brf' d ' int er.~ cc t ion 
([B o]) cL de la. cornpa.cite de P 1HL(S) que Jr <'sL f'rnnP clan:; PJIL (S) . 

Nous cons idererons ii. pa.rt les cleux "j)('t.it.s" hrct.z<'ls neu>: ::-ui,«1 11ts: 
I a som rnc con n e xe I e Io 11g cl u b o rel cl c de11 x 8·11:rfa a·' <'.po. i,' ,' i u . l' Ii a n11 1 <, 
liorneomo rplie it ~ x [O . 1]. ainsi q1w In sorn11 w co1111<'Xt' d ' u11e :-:urf'<-H'<J 
epa.issie <'L d ·u11 tore solide D 1 x 5 1. 

PnoPOS IT JON 1.1 . Snit N ·nn .IJTa.nrl bTr.t.zel: a.Zar.~ JI' (:;;f l'1111.i1111c f1:nn/ 

in'Uarinnt minimal ]JO'fl.r les 11.ct.ions de .\1 od( _V) et. :\1 ar/0 
( .Y ) . D1: p/11 .. -. 1l 

e8i conncxc . 

PnEUVE: L'ensemble J I est clairc111e11t. i11v;1.ria11t. par l<."s deux actions 
consiclerees; done JI' est fcrn1e ct. i1 1,·a. ri <11 1t .. Pom ck'·11101 1t rcr la prl' 111i(: re 
part ie cle l;.1 propositio11, ii s11ffit. cl<' rno11t.rcr la 111 i11i1rntlitt; de 1·<1ct io11 
de ~HoJ0 ( _Y). Cons idt·rons do11c 1111 <',lc'•11wn t. dl' JI' . 111

1 = limt111 1 ) ui1 



1ni E 1\1; soit /\ un e lement de P~\J L (S). Supposons cl'a.borcl que le nom
bre d'intersection i(m;, ,\) est non nul , sa.uf au plus pour un nombre fini 
de termes. Le twist de Dehn Tm; a.ppa.rtient a. Jfod0 (N) . et pour i suff
isamment grand, la suite 1~1

1 ;(}.) converge clans P i\!JL(S) vers mi lorsque 
n tend vers oo; on en deduit une suite d ' iteres de }. pa.r 1\1 od0 (N) qui 
converge vers rn'. 

Pour traiter la situation 01'.1 Jes nombres cl'intersect ion ·i(m.i, ,\) sont 
nuls pour i suffisa.rnrnent. gra.nd. on commence pa.r etabl ir l' a.ffirma.t ion 
suivante: 

AFFIIU.lATION 1.1.1. Sons l 'hypothcse ci-rlessus, il existe. ponr tout 1. 

'U.n meridien fl tel que i(11. /\) =f. 0 et i(p, m;) =f. 0. 

Pn.EUVE: On consiclere deux cas . selon que le meridien m; est separa.nt 
ou pas: 

ler cas. Le meri<li en mi est sepa.rant. 

Considerons les deux regions complement.aires N1 e t :V2 I decoupees 
par le <li sque mericlien horde par mi; l'une de ces deux regions, 1V1 , 

contient une composa.nt.e de }. . 

Si le borcl de N 1 est incompressible, necessairement, pu isque la. va.riete 
N est Ull grand bret.zel. l'a.utre region N2 a Ull bore! compressib le. On 
peut alors construire un mericli en IL a.ya.nt !es proprietes voulues , en f;.tisant 
la. somme connexe le long cl'un a.re plonge clans leur complementa.ire. soit. 
de deux rnericliens de N 2 separants . so it de deux copies pa.ralleles d 'u n 
meme meridien non-separant. se!on qu 'ii exist.e Oll non des meridi<:'l1 S llllll 

Separa.nts clans N 2 . 

Lorsque le bord de N 1 est compressible, on traite c.l'abor<l le cas ot1 
N1 n 'est pas un tore solicle: on peut alors plonger clans la. su rface S un 
pa.ntalon (ie un di sque a deux trous), de sorte qu'une composante de son 
bord soit isotope a rn; et que chaque courbe du bore! soit cla11s 1\1. En 
faisant la somme con11exe des cleux clisqucs meridiens bordes par les deux 
courbes du borcl distinctes de m; le long cl'un arc co 11 venablement choisi . 
on obtient un disque 111ericlie n µ clont le bore! a Jes propr ic t.es voulues. S i 
la. composante N 1 est un tore solide. d"apres l'liypol lt ese. la composa11lc 
N 2 a une composa.nte du bore! compressible: on construit a lors la courbe 
fl a part ir de deux cl isques mericliens non isotopes contenus dans N2 . en 
effectuant une opera.Lion de somme conncxe comme prccedernrnent. 

2e cas . Le mericli en mi est non separant. 

On peut alors decomposer la \·ariele .Y corn me sornrnc connexe le long 
du bore! cl ' un tore solicle X 1 et cl'une \·ariet e ~V2 . de sort.c que la. courb e, 
bore! du clisque de so rnme connexe ait un nombre cl'intersect ion non nul 
avec /\ . Comrne par hypot hese la varict <~ N 2 est a bord compressible . 
ou construit. comrne precf>clcin11w11t a partir de dcux clisqucs lllerid ie11s 

-I 



contenus clans N 2 et non isotopes un di sque rneridien dont le bord fl a 
Jes proprieLes cherchees. 

On conclut , une foi s le clisque f.l consLru it, pa.r le meme argumen t 
que clans [Ma]: pour un enLier n suffisammen t grand la. cour be :3 = 
1,':t; (µ) est proche de m ; clans P 11f L (S ) . Cornme le nombre cl' in tersecLion 

i(/3, >.) n'est pa.s nuL de meme r j'(>.) est proche de J3 . pour un ent.ie r k 
suffisamment gra.nd et clone a.ussi , proche cle ni; . 

Nous prouvons ma.in tena.nt la. connex ite du fe rme i\t.I': ii suffit pour 
cela de montrer que cleux elements de i\1 peuvent etre J0 111LS pa.r un 
chemin clans 1'11 1

• Soient m. e t m' deux elemen ts de Al et raisonnons 
par recur rence sur le nombre d'intersect ion i(rn, rn') . 

Si i( rn, m.') = 0. le chem in trn + (I - t )m', pour t E [O, 1], est. con
tenu clans 1\11

: en effet, le rai sonn ernent utilise cla.11s 1<1 clemo11sLr;1t.io n 
de !'affirmation 1. 1.1 fourn it une courbe m" de ;\J, Lelle que clrn.cu11 
des nombres d 'in tersect ion i(ni, m") eL i(m' ,m" ) n'est pas nu!. Alors, 
pour une suite (n, n ' ) convenablement chois ie, la. suite de cour bes cl<" J\1 
11~ o r

1
':i_

1

, ( rn") converge <la ns P J\1 L( S ) vers un point tm + ( l - t )rn.' do 11 ne 
a l'avance. Supposons ma.in tena.nt i(m, m') f= 0, on peut a.lors construi re, 
en considerant Jes in te rsect ions des di sques rneri<liens borclcs pa r m et. pa.r 
rn. ', une courbe n de AI, clisjointe de rn ct. t. elle q ue i( m' 1 n) < i( rn', m) . 
D' a.pres le ca.s considere ci- clessus. et l'hypothese de rE·c urrence. on peut 
joincl re m et m' par un chemin. compose d 'u 11 chemin ent re m <" L n. c-t. 
d ' un che rnin entre 11 C't. m'. D 

Re 111arque 1.2 . Da ns le cas des petits brctzels creux . la propos ition l. I 
est fausse. 

En effet, si N es t diffeomorphe a. la somme connexe de deux surfaces 
epaissies , !'ensemble J\1 est reduit a. une seule mulL icourbe, corresponcla.11t 
a u bo re! du rner iclien de somme connexe. C'es t un fe rme i11va.riant 111ini11w l 
pour le groupe J\!lod(N) , sa ns en cL re l'cnscrnb le limit.e; t.outefois. c'<'s l 
!'ensemble limite pom !'act.ion du groupc AI od0 (N). qui es t engend re cla.ns 
ce cas pa r le tw isL de Dehn autou r de cetle courbe. 

Lorsque le bretzel consic.k're est cliffc'o111orpl1e ~1 la so111 111e co 11nexc cl'u11 
tore solide eL cl\1ne sur[a.ce epa.iss ie, ii n'exist.e qu' un seul meridien 11011-
separant dans la va.ri eLe N; ii est clone fixe par le groupe J\.Iod(N) . Pa.r 
C011tre, ii exist.e l!ll e infini t. t~ de rnericliellS scpa 1«111Ls. do11c Jf' 11'es t ,P<IS 

reduit it une seule courbe. 

Avant de conli nuc r. 11 ous <lvo ns lwso i11 d<> do 11 ncr quc lquc·s d<'.'fi 11i t icrns . 

D efi nit ion. l in ,,y,,thnc 11.dmi,,,, iufo <'s t. 1111e co llection o cl<' cou rbcs si 111-
ples clisjoi11tcs sur le bore! de S. dcux ii cl<'U X 11011 isotopes 1<'1lc qu <' lorsque 
N est ho111eo111orplrc ~1 un bretzc l, 0 11 a.: 

( 1) chaque cornposa11t.r d<' n appa rt.icnt ~1 JI . 

:) 



(2) la. variete obtenue e n clecoupa.nt J\!l le long de la. reunion de 
disques bordee pa.r a est homeomorphe ~1. une boule. 

et lorsque N n 'est pa.s horneomorphe i1 un bretzel plein. 

( 1) so it o.' la. reunion des com posa.ntes de O' qui a.ppa.rt.ienue11 t. a. 
1'1; on demande que la. va.riete obtenue en decoupa.n t N le long 
des di sques hordes par les cornposa.ntes de o:' soit homeomorphe 

a une reunion de surfaces fermees epa.issies. 
(2) les composantes de o. ' - a induisent une decomposition en pan

ta.lons des surfaces ainsi obtenues. 

Un systeme admissible. de meridiens est !'ensemble des composa.ntes d'un 

systeme admissible qui son t homotopes a 0. 

Definition. lJne lamination mesuree ,\ sera elite en position tcnd·u.e rel
ati vement a llll !:iysterne admiss ib le (\ lo rsqu ' il n'existe pa.s d'a.rc I.: pro
prement plonge clallS s. disjo int de >. verifia.nt eha.cune des co11clitio11s 

suivantes : 

(1) L'interieur de k est d isjo int de a et sa frontiere est contenue 

clans une meme composa.nte Oj de 0:; 

(2) !'arc k p eut etre homotope clans 1\T' ma.is pas clans s' a ll11 a.re 
contenu clans a ·; pa.r une homotopie fixa.n t ses extremites. 

On aura besoin a.ussi d ' une notion p lus fa. ible , celle de la.mizrntion A. 
en position pretend1ie par rapport a. lll1 syst.eme a.drni ss ibJe: Oil i11 Lerd it 
alors la. pre!:>ence d'a.rcs contem1.s dnns A, ve rifi a.nl !es Jeux couditiOllS de 
la definition precedente et on derna.nde ~i ch<ique feu ille de la. lamination 
>. d 'intersecter a.u moins une composa.nte de a:. 

Ces conditions ga.rantissent deja que !es feuilles corn pa.ctes c1·u11 e Le lle 

lamination A ne sont pas homotopes a 0 clans le bretzel l\T . Pa.r exern
ple, une composa.nte d'une lamination en position tenclue par rapport a. 
un systeme admissible est en position pretendue par rapport a.u meme 
systeme aclmissi ble . 

On peut a.ussi defi11 ir de la. meme fa \O ll la. not.ion de lamina.I. ion e ll 
position pretendue par rapport a. UIW COurlW s i111pJe II} . Oll pa r r<lppor t ~I 

un systeme admissible de 1neridie ns . 

Definition. Soit 0 l'ouve rt de P J\1 L(S) defi ni , lorsque le breLzel N 
11 'est pa.s homeomorphe a. une somme co111 1exe cle deux surfaces epa.issies. 
comme le complementa.ire de 1'111

• Lorsque le bretzel N est liomfomorphe 
a une somme connexe le long clu borcl de clcux smfa.ces epa.issies, on clefinit. 

0 comme les la.mina.tions /\ qui ont un nombre d'intersection non 11 ul <wee 
tout element de 1VI 11

• Puisque !'1" es t. fc rm e, l'enscrnbl c 0 a i11 si defi ni 

est ou vert clans P !\1 L ( S). 

T 11 £o nb1 c 1.3. PO"u.r toutc la.mina.t1:on /\ w11.tcnu1: rla.n8 0. il cxL~fr 
mi systbn.e arlmiss1:blc prJ.T ra.pport a:nqur:l A est en po.~ition tcnrl-u.r~. 



Pn.EUVE: Raisonnons par l'a.bsurde. Soit a un systeme admissible; on 
peut a.lors trouver une composante a·; de a et un a.re A' . disjoint de >. 
verifiant Jes cleux condit ions in tervena.nt da.ns la. definition d°Lllle la.lll ill a.
tion tendue. 

Considerons les deux courbes obtenues en recolla.nt I 'arc k avec cha.cu n 
des arcs delimites pa.r OA~ sur o·i ; cl 'apres Jes hypo theses verifi ees pa.r l'a.rc 
k) chacune de ces cleux courbes, ai et o:i' 11 :est pa.s homotope a. 0 su r s. 

Si la. courbe o:i a.ppa.rtient a 1\1, ii en est de meme des cleux courbes 
o: i et 0:.i' ; si on remplace clans le systerne n la courbe a·; pa r l' une des 
deux courbes a; ou ai', on obtient de nou vea.u un syst.erne admi ss ible a.'. 

Lorsque la courbe ct; n'appartient pas a Ai, la collection de courbes 
obtenues a partir de a en rempla<;a.nt n; par celle des deux courbes a'. ou 
o:i' qui n'appartient pas~\. J\.f. on obtient un nouveau syste111e admissible 
o:'. 

AFFIRfllATION 1.3.1. Dnns k~ drnx cas, le nombre d'inter,~ection rle). 
avec la lamination a a stricternent dirni11:11.e dura.nt cette rnorbfi.wt1:on. 

Pn.EUVE: En effet, si la courbe mocl ifiee O' i <tppa.rtien t. ~1. Ai. le no111brc 
d ' intersect ion de >. avec Jes dcux courbes o-j ou a'.' est non nu!. car ccs 
deux courbes sont a.ussi clans Ai . 

Lorsque la courbe n; n'est pas claus 1\1. l<i. courbe oi <1 auss1 u11 
nombre d ' intersection non nul a.vec /\. C'est une consequ ence directe de 
la. definition de 0 si le bretzel N est homfomorphe a la somme con11f'xe 
de cleux su rfaces epa.issies. Dans les a. utres cas, c·est. une consequence de 
la definition de 0 et du lemme sui vant applique a la courbe n'.. 

LEMME 1. 3. 2. Si le cornplementa.ire sur la .mrfnce S d "u.ne lamination 

m esuree et connexe µ contient 01t bicn deux conrbes de J\1 non isotopes 
et SCparnnics o·u bien '/l71.C co ·u.rbc de llf non sepa.rn.nie. nlors fa la.m.£11.a.iion 
µ appartient a J\1' . 

PH.EU VE: Lorsque le co 111ple111cntaire de I' co11t.ic11t clcux co urb<"s ::>t:•pa.rn.11t.<·s. 
Oil Se rarnene d 'abord <W cas Oll la la111inatio11 p <:•st CO!Jl.e11ue clans UllC' 

composante du complernentaire de ces cleux courbes (q11ittc ~' clwngc:·r 
eel les-c i). 

La courbe obtenue par cltirmgie de ces clcux cou rbes le long c1·un MC 

appar ti e11t to ujours A. :\1. 11 suf-fi t clone de cl1o isi r cet. arc suffi sa111mrnt. 
proche de ll pour que la courbe obt.cnue so it. une approxim at ion de I'· Le 
cas ot1 le complcmenta.ire de ll co 11 Lie11t une courbe 11 on -sepMC111tc da11s 
1VJ se tra.ite de la meme f'a\on. D 

Ceci !.ermine la preu\'(~ de !'affirmation l.:Ll . D 

En reiterant. la co11 s trnct.io11 prc~ceclent.e . 011 obt.ie11t t 11 w sui11· de· 
systemes a.d missi bl es ( o·.i) t.cl le q ll<' les 110111 l;r<·s d ·in t.ersecl io 11 i ( o 1 • • \) !'or-



ment une sui te strictement decro issa.nte. Soit /31 la reunion des courbes 
de J...1 contenues clans Cl:j. 

Rema.rq uons que !es nombres d·int.e rsect ion i{.dj,/\) sont. bornes pa.r 
une consta.n te inclepencla.n te de j. 

Si la suite (/31) n 'est pa.s event uellement Constante, la. suite des 
longueurs homotopiques l(/31) n 'es t pa.s bornee; on peut done supposer 
qui tte a extra.ire une sous-suite que la. su ite (,81) converge projective
m ent vers une lamination /3 E Af' , telle que i(/3, ,,\) = 0; ceci cont reclit 
l'appartenance de /\ a. 0. 

Si la. s uite (/31) est eventuellement constante, ii existe une sui te de 
courbes rj E o:1 contenues clans une region complementaire de /3j . do nt 
les longue urs homotopiques tendent vers l'i nfini et telle que Jes nom
bres d ' intersection i(/j, /\) form ent une su ite bornee superieu remen t; ces 
courbes / ' j, quitte a extra.ire une sous-suite, convergent vers une lamina
tion r l contenue clans une region complem enta.i re de /31 ' dont le 11ombre 
cl'intersection a.vec ,,\ est nul. En a ppliquant le lemme 1.:3.2 a la lamination 
1, on contredit alors l 'a.ppartenance de ,,\ a 0. 

Ceci termine la preuve du theoreme 1.3. D 

Nou s a llo ns m ai ntena nt rnontrer que !'action du groupe JI od(N) sur 
l'ouvert. 0 est proprernent. dis continue. 

Soit o un systeme admissible. 011 prolo11ge o e 11 u1H:' coll ect io 11 fi 11ie 
a' de courbes simples. telle que o1 re mplit la. surf<tce S. < .. es t -a -cl ire t.ell e 

que 

Appelons une telle collect.ion de courbes un sys t cme complet. 

On definit le nombre d 'intersection i (,,\, a ' ) d'une lamination ,,\ avec 
le syst eme cornplet a ' cornme la. sornme des nombres d'intersect ion de ,,\ 
avec les differents elements de a ' . 

D efinit ion. Si a ' es t. un sys terne comp let on defi nit D( n' ) co rnnw 
!'ensemble des laminations /\ con tenucs clans 0 telles que, pour I.out. 
cliffeomorphisrne ¢ E J1od(N ) , on a. l' inegalite: i(/\,Cl ' ):::; i(/\, 0( 0 1

)). 

PROPOSITION 1 .4 . So it a' ·u.n sys t em.e co1nplet; o.lors D ( a') est un do
maine fondamental ponr l 'a.cti on de Al od( N) s·u.r 0. a.u. sens q·ne tout 
compact de 0 ne rencontre qu 'un nombre fini de trn.nslates de D( o ' ") ct 

q·ne ces trans lntes reco'll.vrent l'o·u:uert 0. 

P REUVC: 0 11 mo nLre t.out cl'abo rd qu 'u 11e la 11 1i 11<1.tio n <1.rbitrnir<' /\ de 
0 a ppa.rti eut. a. un e I1 semble D( q( o') ) = 0( D (Cl')) pour t1 11 cnt a i11 
diffeomorplii s me <p E J.f od(N). 

Raisonno11s par l'a.bsurcle; ii e>:: is te a.lors lllH" sui te de di ff<~ornorplii smes 

Oi te lle que la. su ite des 11ombres d' i11t.ersect io 11 i(/\. Oi(o ') ) est s t.r icte1ne 11 t 



decroissa.nte. P uisq ue la collection de courbes a.I fornw u11 syst.enw colll 
plet. ii n·y a qu'un nornb re fini de classes d "isotopie de cliffeomorphisnws 
qui la stabilise. 

Soit j3 la collection de courbes du systeme admiss ible a: qui sont 
contenues clans j\1. Si la su ite (¢ i(/3)) n 'est pas eventuellement. Con
st an te, elle converge vers une lamination appartenant a ;.\.f' dont le nom
bre d 'intersect ion avec >. est nu!. Ceci cont. reclit l'appartena nce de /\ a 
l'ouvert 0. 

Si la su ite (¢ ;( /3)) es t eventuellement consta.nte, on peut choisi r. 
qu it te a. extra.ire uue sous-sui te. une courbe I E 0'

1 tell e que la suite 
des nombres d'intersection i(6;(/),/\) so it bornee superi eurement et 
que Jes courbes ¢ ;(/' ) aient une longueur st rictement cro issante. l_ine 
va.leur d 'adherence clans P l11l L (S ) de cette sui te est une laminat. ion <lont 
le nombre d 'intersection aYec >. est nu! et qui est con t.enue clans If' 
cornplementaire sur la. surface S des courbes 9 ;(13) . On contredit a.lors cl<· 
la rneme fa.~on que cla ns la demonst ration du t h<~oreme 1.:3, J'appart<·na11ce 
de >. a. l'ouvert 0. 

On demontre 11rn.inte11 a nt. qu'11 11 compact de 0 1ie rencontre q 11 Lill 

nombre fini d'ensembles cp( D (ct' ) ) = D( 0(0 1
)) . 

Rai sonnons pa.r l'absurcle: ii ex is te a.lors Lille suite d<:' la111i11atio 11 s 
P;) qui converge vers un e la rni11atio11 /\ E 0, et u11 e su ite i11 fi11ie de 
diffeornorphisrnes d> ; E "\Iod(~Y ) . t.els que /\; E D( <P; (o' ) ) . 

Par defin ition de D (9; (0 ' )) . le nombre d" intersecl ion i(A;. <D;(o ' )) est 
inferieur a. £(,\;,a'). D'apres la convergence de la suit e P;) \'ers /\. cc-'s 
<lerniers nornbres <l 'intersect ion sont bornes par une mcnw constantc: on 
conclu t comme clans le raisonnement precedent. D 

COROLLAIRE 1. 5 . L 'action de 111 od(N) s1tr l 'ouvert 0 est proprcmcnt 
dis contimtc. 

D 
Dans la. sui te nous a.Lll'o ns beso i11 d'une \'f~ rsion rc l<i. t i \'(~ du t l1 eo rr:·1 1l<' 

1.3. Pour ev iter des defin itions trop lourdes. no us n 'e110 1H;ons qu·u11 e ,·er
sion faibl e de cet.te genera.li sa.tion 1T1a is suffisanLe pom lc:s ;-1pp li c<1 l io 11 s que 
nous en !'erons: la. clemonstn1tion est la meme que celle du t lif.·orcn1<-' I .:J . 

Considerons une !'arn illc-- de combPs simples 1· d;111s 1<1 smfacc S. 11011-
homotopcs a. 0 clan s N . et. 11 011 paral li, lcs Stir s. 
TllEO llEl\IE 1.6, Sod./\ ·u:nc lnmination minimnlc. w11:11.exc. cont r:u:u.e 
dan,, U7LP. region compressible R rl'll <:0'111.pltim.r:nta:in: rl e -, . Alor.'. (rt/. /n:c:n 
la la.mination /\ (/, mcme s·u.pport f{ll .'/1,7/.P. lirn.it.r: de m.e·ridi1:n.' contn1:11 .. - rla:ns 
R. o·tl bien. il existc u11, mf.rirli1:11. cont1:nu r/11:11.s R pa:r rapport 0:11.qur.l la 
lamination /\ es t en position 7nr'.tr:nrlur:. 

D 



Du corolla.ire 1.5, il resulte que le quotient de l'ouvert 0 pa.r I 'action 
du g roupe A1od(N) est un esp a.ce sep<1re. En fa.it. nous serons s urt.oul 
interesses par le quotient de 0 pa.r l'a.ctio n du sous-groupe J\1 od0

( N). 
Sur cette action , on a la propos it ion sui vante : 

PROPOSITION 1. 7 . Le gro1ipe Jvl od0 (N) u,git librement sur l'ouvert 0. 
L 'espace qtio iient 0 /Jvlod0 (N) = L (N) est done une variete topologiq1ie 
separee de dimension Gg - 7 S1lT laq11.elle le gro·llpe !11 od( 1V)/1\1 od0 (N) 
agit proprement discontirrnm ent. 

P R EU VE: D'a.pres le c'oro lla.ire 1..5 , un element de Ai od(N) qui a. un poinl 
fixe da.ns 0 est necessai rerne nt cl'orclre fini: ii suffi t done de voir que le 
groupe Af od0 (N) est sans tor sion . 

Soit ¢ un diffeomorphisme representa.nt un element d 'ordre flni de 
_\1od0 (N) et soit <I> un prolongement de <P au bretzel c reux _V. La. re
striction de <I> a cha.que composa.nte du bore! de N a clone une puissa.nce 
isotope a l ' identite. On peut isotoper <P de sor te que sa restrict.ion a 
oN soit cl'ordre fi ni. Conside rons l'espace G(N) des metr iques hyper
boliques geometriquement finies clans l'interi eur du bretzel JV . mod ulo 
isotopies . D 'apres la. theorie d 'A hlfors- Bers. G(N) est homeomor phe a 
T (oN), l'espa.ce de Teichmi.ille r du bore! de N. Le groupe des cliffeotopies 
de X a.git sur G(N ) et !'a c tion d'un cliffeomorphi srne <P sur l'espa.ce 
G (:V) est !'action ha.b it uelle su r l'espa.ce de Teichmiiller de la. rest r iction 
<PIN. Dans notre ca.s, cet t e res triction etant cl 'orclre fini, el le a. un point 
fixe clan s T( oN), et done le diffeornorphisme <I> a un point fixe clans 
l'espa.ce G(N). On en clecluit une metrique hyperbolique clans l'i nterieur 
de N pour laq uelle le diffeo morphism e <I> est isotope a une isomet ri e. 
!1vlais, comme <I> incl ui t l' iclentite sur le groupe foncl arnent.a l de N . cet.l.e 
isometrie est necessairement l 'ident ite. Ainsi, <I> es t. isotope a. l' ide ntit. e et 
clone o a.ussi. D 

Lorsque le groupe fondarnental du bre tzel <~t uclie est un groupe li bre u11 
t heoreme de Nielsen di L que le groupe ;\lod( N)/Alod0 (.:Y ) est isomorphe 
au groupe des automorph ismes ex terieurs Ou.t(;;-i(!Y)) du groupe fo ncla 
m ental de la variete JV; en general, on peut seul ement dire que le premier 
grou pe est d'indice fini clans le second ( [McCMi ]) 

Du fa.it de ['existence de !'action propreme11 t di scontinue du groupe ill 
fi11 i :'vf od(N)/1\1od0 (N), la va r iete I(_V) est loin d' et re cornpacte. Nous 
decrirons cl a ns les chapitres su ivants une co111p<1ct ifica.tio n naturelle et. es
saierons de clonner une interp reta tion gfometr iq ue des points ;1 l"infi ni . 

II serct utile clans la sui te d 'avoir u11 critere permcttaut de reconnaltre 
!es lamin a.L ions qui sont des limites de mericli ens: ii semble toutefois dif
fici le cl"obtenir un critere general, lorsque la. topologie consideree est celle 
de l'espace des laminations rncsurees . Si on s' int.eresse a la. topologie de 
Hausclorf, ii existe un critere, an uonce par :\ .Casson (cf [CL] pour une 
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preuve clans un ca.s particulier) qui donne une caract.erisat.itrn de ce:,; lilll
ites en terrnes de la lamina tion relevee clans un rc ,·etemc 11 t p<1rt icul irr dt' 
la surface S que nous defi nissons ma.intenant.. 

Definit ion. On notera. 5' le revetement planai re de l<-1 surface S dout le 
groupe fonda.mental est le noya.u de l'appl ica.tio11 de ii t ( S) dans ii t (_Y ) . 

On considerera clans la. suite le revetement S' plonge da ns la sphere 
5 2 de la fa<;on suivante. Uniformisons l'interieur de _V par un groupt-> 
geometriquernent fini G sans elements paraboliqucs; a lors k rC\'eternent 
universe! de N s"identifie a.u complementaire de l"e11st>mbk limite du 
groupe G da.ns la sphere a l' infini de l'espace hyperboliqttc H 3

. La 
preima.ge de la. surface S clans ce revetement du bretzcl _\" s"identifie 
alors nalurellemellt a 5'. 

Dans le cas Oll le brelzel N a pour groupe ronda.me11tal llll grou pe 
libre, ce revetemen t est homeornorpl1e au co111pleme11ta.irc d "un ensemble 
de Cantor clans la. sphere. 

Le crit ere de Casson <lit qu'un e lamin at ion est une limite pour la 
topologie de Hausdorf d'u ne suite de rneridiens si et seulement si :>a 
preimage clans le revet.ement planciire 5' possecle une feuillc ho111ocli11-
1que. 

Definition. Une feui lle de la laminatio11 /\. pr~· i11 ir1ge elf' la la1ni11<itit111 .\ 
clans le reveternent S' es t elite homocliniq'll.c lorsque ses cleux bou ts ,)Il l 

des fermetures ( cla.ns la. compa.ct ifi ca.tion de 5' associee a so11 plo11gc11wn 1 

clans la sphere) qui s'intersectent. 

Par exemple, une feuiJle compacle de >. est toujours liolllorlinique. 

Nous a.lions cl ernontrer Lille version fai bk du resu ltc1t df' ('asSOll. qu i 
est la presence d'une fe uille ·'faiblernenL homocl inique·', not ion que nous 
definissons maintenant . 

D efinit ion. Su pposons le revetement 5' rnun i d"une llH;triqut> !J .,.lll'r

bolique relevant une rnet rique hype rbolique sur la surfan· S. l."ne fl"uille 
de la lamination >. est elite faiblem ent horrwcliniq'/l.c lorsqu .t>llc cont icnt 
deux suites de points (:t ;) et (y;) t.els que la di stan ce en t rc lcs point~ 

:r; et y; mesuree sur la feuille tend ve rs l"i11fi11 i cl\"ec i . lillldis que lc:>u r 
distance clans la. surface S' reste bornce: celt e definition es t indepenclante 
du choix de la metrique sur la surface 5. 

T l! EORbtc 1.8. So it ,\ nne la.mina.tion geod<'.8if)'/l.C de S q·m e.<t un(: 
limitc rlc m.erirliens ]JO'/l.T la. topologic rlc Ha.11 .. <dmj. Alor.< la. la.11/i11atio11 
). . preima.ge de la. la.mino.tion ,\ da.n.~ le rr: ·111?tnn.1:11.t plo:n.11.irc S' po.' .<c'.d1 · 
mie fcuillc fo.iblcm cnt homocliniq11.c: de: pl11 .. < atte fr: ·u.dlr: pt:u.t tin: choi.' IC: 
i$olee d "11.n cote. 

PnEUVE: :'\lu11isso 11 s le rc,·(·t.ement plirnai rc 5' d "u 11<:' 111t'trique relt"\·a11t 
une rnetrique Jiyperbolique sur Ja sur!"<lCl' 5. 
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Considerons une suite de meridie ns (mi) qui converge ,·ers /\ pour la 
topologie de Hausclorf: cha.cune de ces courbes se releve clans le re,·e tement 
5 1 en une c.ourbe fermee. 

On distingue deux ca.s : 

ler cas. Le diametre des releves des courbes rni est borne superi eurement. 

Cornrne l'a.ction du groupe rri(N) a un cloma.ine fonda.rnent.al compact. 
clans 5 1

, o n peut a.lors choisir des releves m; contenus clans un m eme 
compact J..,_- de 5 1 

• .-\lors la limite des combes mi pour la. topolog ie de 
Ha usdorf est une la.rnina.tion con tenue clans J\.-, qui contient une feu ille du 

type cherche. Comme cette lirnite des courbes fermees mi est contenue 

clans la lamination ~ , le theoreme est demontre clans ce ca.s. 

2e cas. II existe une sous-s uite, encore notee mi , telle que le diametre 

des releves m.i tend \'ers I ' infini avec i . 

On demontre tout d'a.borcl le lemme sui vant. sous l'hypothese que la. 
lamination ~ ne possecle pas de feuil le cont.enue dans un compact elf' 5'. 
auquel cas le theoreme l .S est automa.t iquement. ve ri fie. 

LEMME 1. 8 .1. So ·u.~ l'hypothese precedent e. pour totd entier n. il cxiste 
·llne constante c(n) et. po-u.r i su,_tfiM1.m:rnent grnnd ·nn arc !.·; C m; tels 
qlte: 

( 1) la distance dans S' entre les extremites de k; e8t inferienre a 
une constante independa:nte de i; 

(2) la long·lle-nr de l )arc l.:i e8t comprise entre n et c( n). 

PREUVE: Considerons un e famille cle meridiens pour le bretzel creux _V , 
deux a deux non isotopes et de cardinali te maxima.le; cette derniere hy
pothese entraine que le complementaire sur la surface S de cette collection 
de courbes est une reunion de pantalons et de surfaces avec une seule com

posante de bord. Notons rl?. la preima.ge clans S' de cett.e collection de 

courbes. 

Soient cleux points a et b cle m'.· clont la. distance clans S' est egale 
au diametre de m;. D 'apres le choix du sys teme m. , !es courbe;; m~ 

intersectent ri? , pour un entier i suffis;unmenl gra11<l . 

Puisque les composantes de 17' clisconnect.ent S' , on peut en trou,·e r 
une qui separe Jes points 0 e t b; eJIC:' decoupc 11!~ Cll llllt' reullion d'arcs 

dollt l 'un. k;, coutien t le point b , de sor te qu<' la cli s t a 11ce . mes uree s ur 

S' du point b a la fro nt iere de /,:i soit cornprist' ent.re 11 rt 5011. ceci pour 
u11 entier i suffisa.m111e11t grand . D'aprcs la. propriele de o et b de n~ali st' r 

le cliametre de mi, le dia.metre (mesure da11 s S') de cet. a rc est inferi eur 
a. lOOn. Su pposons que la longueu r des arcs /..:i t.encle ve rs l'infin i ctH'C i . 
Alors, a.pres applicat ion d'un elemen t du groupe. on peut supp o:;e r q u'il s 

sont contenus clans un compact fixe (<k cliarnct re lOOn) de la ~urface S': 
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ils convergent alors vers une lamination geodesique a support contenu cl a us 
ce compact, ce qui est contra.i re a l'hy pothese. 

On peut done t rou ver une const.a.nte c( n ) comme dn.ns !«~nonce d u 
lemme. D 

On peut maintenant supposer quitte a extraire une sous-suite. que la 
suite des projections des a.res ki clans S converge vers un a. re contenu clans 
une feuille de ,\, clont la longueur est comprise entre n et c(n): on peut 
aussi supposer que cet arc est conten u clans une feuill e isolee d ·un cot.<~ . 

Comme ces feu illes sont en nornbre fin i (cf [Le]), qu itLe a ext raire u11 e 
sous-sui te, !es a.res ain·s i obtenus sout contenus cl a ns une rn eme feuille I. 
Une feui lle de ~ re leva nt cette fc ui lle es t a.lors faiblemcnL homoclinique : !es 
extremites Xi et Yi des releves de ces arcs verifient en effeL les conditions 
de la definition. 

Ceci termine la preuve du theoreme l.8. D 
Nous aUons deduire du theoreme precedent urH" proprid6 des lam ina

tions de id ' qui sont en position pret.encl ue pa r ra pport. a un sys ti~11H.' 
admissible de meridiens. 

Cornmen<;ons par une propriete genera.le des l;rn1 in at.io11s en pusit iu11 
pretenclue par rapport a. un systeme adm iss ible de Jllericlie11s. 

LEr-!M E 1. 9. Soit ,\ une la:rnination me.~urr;e 87/.7' la, su1Jace S. en po81:
tion pretenrfoe par rapport a 'lln meridien n et $Oit [ unc j cui/le de cetie 
lam1:nation. Alors

1 
da.ns le revetcment plana.£re S'. chaque releve l de la. 

feuille l n 1es t pas faiblement hornocliniq·ne ct chaque rlemi-fe·u.ille contenne 
dans l a un bout bien rlefini dans l'en$em.ble lim.de ]\.- = $ 1 

- S'. 

PREUVE: La. f'eui lle i intersecte a.u plus une fois chaque rele\·e de 111 

puisque ,\ es t en position pretenclue par rapport au sys tcrne admissible 
m. Considerons !'ensemble (n1 i LEZ des releves de la cour be m qui i11t.er
sectent l , ensemble que nous supposons indexe par l'o rclre le lo11g de 1 ~1 
feui lle l, une o ri entation sur celle-ci etant cli oisie une fois pour toutes . La 
distance en tre deux poi nts cl' i11tersection successi fs de la l'cuille i an"c !es 
releves mi est comprise entre cleux cons tanLes non nul lcs: ceci en rraillc 
que la feuil le l n 'est. pas faiblern ent homoclinique. 

D'autre part, pour i positi f (resp. nega tif ). chaque courbe m, cla ns 
$' borcle un fe rme J...-i de S' de sorte que cleux quelconquc·s des k·rmPs X, 
associes a ux cli fferent0s cornposa11lcs m; soic11 1 incl us 1·u11 dn11s l' aut re . <.'l 

que le <lianietre des 11."i pour la. d istct11ce spl1 e riq11e de la sp h(.' re 5·2 trndc 
vers 0 lorsque 'i Lenci vers l' i11fi11i. L1 fcuillc i coupe cx<1cLc1ne11t u11e fo is la 
frontierc de ce fe rme; cJ'a.prcs Je Lheorc:'lllC des scgrnenl.s cmboit es . chaq uc 
demi-feu il lc co nLenue clans l a done t111 bout bic11 dcri ni cla11s l'cnsemble 
limite J; = $1 

- S'. D 
Nous aurons aussi besoin du resul t.at. sui nlllt. qui concerne Jes su rfaces 

cornpactes i11 con1press ibles contcnues clans le bore! d 'un brC' tzel crf'ux . 
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LEMME 1 .10. Soit R 'ILne s·nrfa.ce compacte incompressible conte11:u.e 
dans la composante S du bord d·n bretzel crrnx N. Munissons la :rnrfo.ce 
R d '·ime metrique hyperbolique a bord geodesiq'lle et so it R le re'Uetement 
·uni'Vers~l de R, q·ue l 'on complete de la fa<;on habifoelle en 'ILn <li~~qne 

f erme R. Alors, chaq-ne composa.nte de la pre~mage de R dans S ' es t 11.n 

disq·ue dont la fermetme es t homeomorphe a R de fa<;on eq·ui'V<Lriante. 

PREUVE: Puisque la surface R es t incompressible clans le bretzel c re ux 
N, pour chaque composante de la preimage de R clans S', !' inclusion de 
R da.ns S se releve en un homeornorphisme f de R sur cette composa.n te. 

Soit x un point si t ue sur la. surface R; pour eta.blir que f s'etend en 
une a ppli cation continue, ii nous suffit de montrer d 'apres la. compacite de 

R , que sa restriction a l'orbite de x s'etencl en un e a pplication continue. 

Munissons le groupe G = rr 1 (N) de la. distance par mots associee a. un 
systeme de generateurs pa.rticuliers . Considerons la. distance iucluite sur 
le sous-grou pe G' = rr 1 (R), et munissons l 'orbite du poin t x clans R de 
cette d istance, apres ]' iden t ificat ion ca.nonique de G'(;r) a.vec G'. 

AFFIRMATION 1.10 .1. La distnnce d' s'llr G' ( x) est q·u.asi-isometriq·u.e 
a la distance ind·uite par une metriqv.e hyperboliqu.e su.r R.. 

PREUVE: Consdierons une representat ion geometriquemen t finie sans 
elemen ts para.boliques du g roupe G. Alors la distan ce par mots du gro u pe 
G es t qua.si-isometrique a la dis t an ce d1-J induite par la. d ista.11 ce hy p e r
bolique (de H 3

) sur l'orbite d'un point quelconque. cet. te orb ite et.ant 
identifiee a.vec G. 

Si G est geomet riquement fin i, le sous-groupe G' !'est aussi. En d fe t , 
c'est un groupe libre et son ensemble limite est totale rnent discont in u 
puisqu ' il ne contient pa.s de pa.ra.boliques. Un t heorcme de Ma.skit (cf 
[Ma]) <lit a lors que G' es t georneiriquement fini. 

On sa.i t que la. dis t an ce indui te pa.r dH sur l'orbi te G' (:r) est qua.si

isom et rique a la. d is tance pa r mots SU I' G' a.ssociee ~l Utl sysU~m<~ de 
generat eurs quelconque de G'. Done la di stance d' est qua.s i - i sorn <~Lrique a 
la dis ta n ce d su r l'orbi te G'(f(x)) indui t.e par une rnetrique hyperb o liquc 
s ur R . 

0 

D 'apres !'affirmation precedente, l'applica.tio n f incluit un e qua.si
isometr ie G' -eq uiva ri a nte en t re !es deux espa ces meLriques (G'( .r) ,d' ) et 
(G'(.f (1:)),d) . O bser vons ma intena 11 t que si deux points a et b de l'orbite 
G'(f (1:)) sont proches pour la d ista nce us ue lle de la spht·re S'l de de 11 x 
po in ts distin cLs o e t ;3 d<:' /\' = $1 

- S', a.lors la geodi·s iq11e de la d ist.a 11 cc 
d qui !es join t re ncouLre u11 compact de S' q ui ne depend que des poin ts 
a- et .:3 . 
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Pour eta.b lir que l' a.pp lication f s"etencl en une application COllt inue . 
il suffit. de ra.isonner par l'a.bs urde: la rern a.rque prececlente contredit a lors 
la proprete de l 'applica.Lion f. 

L ' inject ivite de Pa.pplicat ion obten ue se dernontre de la rneme fa\on. 

Rema.rquons que la pre uve de !'exis tence d 'une extension pour !"app li cat ion 
f mont re en fait le resulta. t suiva.nL: si on munit le di sque f(R ) de la dis
tance associee a. une meL rique Sur S' reJe,·an t une met. rique hyperbolique 
de s, et le c!isque R cle la metrique a.ssociee a une met.rique hyperbol ique 
sur R , a. lors !'applicat ion f indui t une qua.si-i someL rie entre ces cl eux 
espaces metriques. 

D 

D efinition. Considerons le revetement planairc 5' muni c1 ·une met rique 
hyperbolique relevant une meLrique hyperbolique sur la su rface S. Deux 
demi-geodesiques de S' sont diLes asymptote8, lorsque. pou r un cer
tain choix d 'or igine sur chacune d 'entr'elles . la distance e11t re leurs 
parametr isa t ions respecti ves par longueur d' a rc tend vers 0. 

Rema.rquon s que pu isque le revf> temen t. S' n 'es t. pas simplement con
nexe, deux demi-geodesiques de S' peuvent a.voir un bout en commun 
clans /\.- sa ns etre asy mpto tes pou r autant. 

La consequence principa.le que nous a.lions tire r clu t.heori>me de C' as:-;0 11 
es t la proposition su iva.nte. 

PROPOSIT I ON 1 .12. Si une la.rnina.tion /\ rle j'f' e8t en po,, if inn 
pretend·u.e par rapport a. "{l1/.(~ $ysthne admi,,,q:ble 1le meridien.- . II. II. 111ui11 .. , 
l' nne des tr01:s condit?:o n.~ .rnivn11.tes es t ·venfi.e e: 

(1) l'·nne de ses regions complementaires de la lamination /\ ,,llr Zn 
s-urfa ce S est compressible; 

(2) il exi8te deux feuilles de la lamination ~, pre.image de ,\ da ns 
le re·uetement plnnaire S', qui ne $O nt pas asymtotes da.n8 le 
revetement pla.n(l.fre S' ma.is q·ni ont ·nn bov.t en cornm:u. n rla.ns 
X = S1 

- S' ; 
( 3) le bretzel cre1tx N est homcornorphe rJ. ·1m produ.i:t :S x [O. l ) d 'une 

surface compactc oricnta.ble rJ. bard " par ·u.n intcrvallc. di: .-ort.1: 
que Zn lnminntion >. .~oit i$ otopc rl. unc lnminntion mi11.imnl1: 
contcnuc dans ~ x 0. 

Le cl crnier cas clccr iL ci-dc;ssus c11 t. ral ne birn e11 te11cl11 qu e le groupe !"011-

clamental du bretzel est u11 groupc· li bre. II est tout.cfois d ifficile d" imaginer 
comment ii pourrait avo ir li eu. 

PHE U\"I::: On suppose quc la lami11a t.ion ,\a scs r<~g i ons compk ment a ircs 
incompressibles . sinon la propositio 11 est. \"(~ririee . 

Soi t (111 i ) une sui te clc:· 111c~ridic11 s q ui converge vers la la rni11 atio11 ,\ 
cl ans PJJ L (S): quitl.c a C'll ex l r<1 in· lll l l ' sous-suil<'. O JI JH'll l :-.u pp u"•"l" qll <' 
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la. suite (m.i) converge pour la topologie geomet rique vers une la.mination 
A'. Le support de A est a.lors contenu clans /\ 1

• 

D'a.pres le theoreme 1.8, la preima.ge >.1 de la. lamination .A1 clans le 
revetemenL p la.na.ire 5 1 contient une !'euille faiblement homoclinique i. 

D 'a.pres le lemme 1.9, !a feu ille i n 'est pa.s contenue clans la. preirnage 
>. de la lamination A. Soit l la. projection de la. feuille i clans la surface 
5. 

La feui lle l est contenue da.ns une region complementaire R de !a 
lamination >.. Le complete de la surface R est une surface hyperbol ique 
R 1 a bord geodesique 'de volume fini, homeornorphe a la. reun ion d·une 
surface cornpa.cte Q et de pointes reco llees sur le bore! de Q: on peut. 
s upposer la surface Q eontenue a.vee un bord geoclesique clans le complete 
R 1 de la s urface R. 

D'a.pres le lemme 1.11. !a. fe ui lle l ne pe ut. etre entierement conte11ue 
da.ns la. surface Q. En effet, clans le revet.ernent universe! de la surface 
Q, la feuille l se releve en une geodesique; done la. feui lle l est une quasi
geodesique pour la. rnetr ique indui te par la. rnetrique de 5 1 sur la. preimage 
de Q. En par ticulier, cette feuille ne peut etre fa.ib lement homoclinique 
et a ses cleux bouts distincts clans ]\. .. 

AFFIRMATION 1. 12. 1 . Si les drnx bmt.is de la fenille I tendent vers des 
pointes de R 1 ou des composantes de bord de R' . alors on e.~t dan,~ lrt 
sifoation 2 de ln proposition 1.12. 

PREUVE: Supposons da.ns un premier temps que !es cleux bouts sont con
tenus clans des poin tes de R1

• Da.ns le reveternent plana.ire 5'. !es deux 
bouts de la. feuille l sont done contenus clans !es preimages de ces pointes. 
Ces cleux p reimages sont distinctes pu isque la. surface R est. incompress
ible. Le couple de feuilles de ~ forme cl'une feuil le clans la frontiere de 
cha.cune de ces deux pointes verifie !a deuxieme conclusion de la. propo

sit ion 1.12: ces cle ux feuill es on t en commun le bout de i et li e so11t pa.s 
a.syrnplotes sur S'. 

Si la. feuille l a un bout clans une po inte de R' et. l"autre qu i sp ira le 
sur une composa.nte de bord de R'. le bout de la l'euille i est fixe p<1 r 
uu e lement du groupe G , clisons g; l'<u1t.re bout est asymptote cla.ns S' 
a. une !'eu ill e f de ~ . Les cleux !'euillcs f et g(f) \·erifient. la. cleu xienw 
conclusion de la. proposition 1.12. O 

On peut done supposer qu'un seul bout de la. rcuille l tend \'Cl'S ll!W 

pointe de R'. ta.ndis que l 'a.utre reste cla.n s Q, a. une distance 11011-nulle 
de CJQ. Soit p la composa ute min i male de la. larni11alion A aclhc'.·rente i'lll 

bout de l. On definit la. surface 5(1i) comme la. plus petit.e surface a bo rcl 
contenue clan!:> 5, contenanL p da11s so11 interieur. On peut supposer que 
cette smface <L un iuterieur disjoint de eelui de Q et qu .elle partage aYec 
cctte derniere a u moins une courbe du bore!. soit I· 
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AFFIRMATION 1.12.2. Si la. surface S(p) est compressible da.ns N, 
alors la dwxieme conclusion de la proposition 1.11 est ·uerifiee. 

P REUVE : En effet, si la. la.mina.t ion p a. un nombre d 'in t ersectiou nul 

avec une lamination limite de rnericliens contenus clans S(t-l) , le t heorerne 
1.8 fourni t une feuille homoclinique clans un e region cornplernenta.ire de 
f-l clans S(µ). Le ra.isonnemen t precedent rnontre qu 'a.lors, la deuxieme 
conclusion de la proposition 1.12 est veri fiee . 

Sinon, cl'apres le theoreme 1.6, on peut trouver un mericlien contem1 
clans S(µ) par rapport a.uquel la. lamination p est en position te11clue. 

La feuille l, asymptote a une feui ll e de µ est aussi en posit ion tendue 
par rapport ce meridien; d 'a.pres le lemme 1.9, cette feuille ne peut e tre 
faiblement homoclinique. D 

On peut done supposer la su rface S(p) incornpressi ble da11s _V. 

Notons Q, S(µ) les ferrnetures des re leves des surfaces Q et 5(µ) qui 

contiennent l'un des bouts de la feuille l. Les deux di sques fermes aiusi 
defin is (cf Lemme 1.11) sont d ' interieurs d isjoints ma.is leurs frontieres 
s'intersectent au mo ins en un a rc .:, , fermeture cl 'un releve de la courbe 

/,et en le bou t de la. feu ille homocl inique l . Rerna.rquons que d'a.pres le 
lemme 1.1 1, ce dernier bout n ·est pa.s contenu clans 7, puisque une clemi
feuille de l est a une distance stricternent positive de r sur la. surface 
Q. 

AFFIRM,\ TlON 1 .12.3. Leferrnc F=oS(1-l)nQ n'ec~tpac~mi·i.nteT"ualle. 

PREUVE: R aisonnons par l'a.bs urcle: ii existe a. lors un t•lernent h du 

groupe r' sta.bili sa.teur de S(p) 'tel que l' interva.l le h(F) so it st ri ctement 

inclus clans F. On en deduit que le disque h( Q) est contenu st ri cteinent 

clans Q, ce qui est impossi b le . o 

AFFIIlMAT ION 1.12. 4. F = oS(µ) = oQ. 

P flEUVE: Raisonnons par l'a.bsurde et su pposons le ferni<~ F. prop1«:' r•t 
non connexe clans Jes cleux courbes de Jordan considerees. 

So.it c(F) l'enveloppe convexe de F da.ns la surface S(1t) . cell e-ci 
etant identifiee avec le revetement uni,·erscl de la. surface 5(11)' mu1 1ie 
cl'une metr iq ue hyperbolique a bore! geoclesique. Dire q ue le ferme F. es t 

propre clans la front.iere de S(p) revient. h dire que l'enveloppe convexe 

c(F) est propre clans S(t-l) . 

On demontre clans un premier temps que les translat<~s de c( F) par 

le groupe r' stabilisateur de la. surface S(p) SOllt d'illt.criems clisjoillt.S. 
Dans le cas contra.ire. en effPt. 011 trou,·e1«·1it dc~ ux <Hes fcrn 1 <~s propr<"111ent 

plonges clan s S(1-1) , qui s<' 1«:·11co11t.n·11l lra11sversale11H:'11L c·11 un pui11l. <'t 
clont Jes ext remit<~s sont dans !es front.ic~· res tk deux rel e ,·c'.'s disLincts d<' l<l 
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surface Q. On en deduirait douc deux courbes de J ordan plonges cla.11s la 
sphere 5 2 se rencontrant transversa.lement en un point. ce qui est. absurcle. 

Ceci entra.lne en particulier que cha.que courbe clans la fronti(~re de 
c(F) a une image sur la surface 5(p) qui est une geodesique sans points 
doubles . Soit 8 une geodesique clans la frontiere de c(F). Lorsque cet te 
geodesique a une projection sur la surface 5(p) qui intersecte la lamination 

µ, alors clans la surface S(J.l) , la demi-feuille de l contenue clans 5(p) 
intersecte une infinite de translates de o. Si le cliametre de ces t ranslates 
clans S' tendait pas vers 0, la clemi-feuille l ne pourra.it pas avoir son bout 
contenu clans F, ce qui est impossible. Si le dia.metre de ces translates 

a une longueur bornee inferieurement, puisque r(F) = r(Q) n 5(µ ) pour 

/ E f , on en cleduit une suite innnie de translates de la. region Q dont le 
diametre est borne inferieurement; cet te suite de tra.nsla.tes doi t rencontrer 
un compact fixe de 5' , ce qu i est impossible . 

Done la geodesique o a sa projection su r la surface 5(µ) qui est ou 
bien clisjointe de µ ou bien contenue clans µ. Cette projection ne peut 
etre une courbe du bord de 5(1-l), car 8 est contenue clans l' interieur de 

S(p) . Done puisque la. lamination p. est minima.le clans la. surface 5(11.), ii 
existe une suite de t ranslates de b par des elements de r dont le diarnetre 
a une longueur borne inferieurement clans S'. Le rnisonnement precedent 
perrnet de conclure. D 

Done F = Q n S(µ)' Le groupe foncla.rneuta.I r de la. surface 5 (p.) se 
surjecte done clans G, car aucun element de G n·echange les composa.ntes 
complementaires de la courbe de .Jordan F. D 'a.p res un theoreme de 
Waldha.usen ([Wal]), ii existe une decomposition de N en un prod uit. 
~ x [O, l] , telle que la. cornposa.nte ~ x 0 s'iclentifie a. 5(1-l). On est do11c 
clans la troisieme situation de la proposi t ion 1.12. 

Ceci terrnine la preuve de la proposition 1.12. D 

Dans le cas ou la deuxierne conclusion de la proposition est verifiee, on 
peut legerement ameliorer le resultat pour obtenir deux feuil les distinctes 
de ~, aya.nt leurs deux bouts en commun. C'est le contenu du resultat. qui 
suit, clans lequel la. lamination >. 11 'est plus supposee a.ppa.rtenir a JI'. 

PROPOSITION 1.13. Soit >. ·11.nc lamination rncs·nree en position pretenrfoe 
par rapport a 'lln systeme admissible de m.eridicns Cl: s·npposons que la lam
ination ~ . preima.ge de /\ da.n.~ le re·uetement pla.na.ire 5 1

• pos.~erlc rlcnx 
fcnilles non asymptotes do.ns 5'. rrwis rj'u.i ont un bou.t en com:rrum rl11.ns 
le ferrnr! I\ = S1 

- 5'. Alors. il e:i:iste deux feuille8 di.~tinctes l1 ct l1 df'. 
la lamination ~ qui ont leur.~ rlr.·11.x bm1.ts en r:om.rn.-11.11 .. 

PREU VC: D'a.pres le lemme 1.9. clrnque reuill(' de la la.111 i11atioll /\a. S('S 

deux bouts bien clefinis et clis Lincts clans !'ensemble lirnit.e I\ = 5' - 5'. 
Soit JJ(J1·), l'espa.ce homc;omorphe au complemenl<1ire de la. di<1go11a le 

clans le produit I\ x I\ quotiente par !'involution canonique. 
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On definit une application "bout", e sur le suppor t de ~ a va.!Purs 
clans J\tf( f{) de la fa(,'.O ll suiva.nte: a un point on a.s::;ocie Jes bout.s de ]a 

feuille de ~ qui pa::;se par ce point . 

LEMM E 1.14. Soit >. une lamination en position pretend·ne par T(J.pport 
a ·un systeme admissible ex Alors, l'application e est contin-ne lorsq1te le 
support de la lamination preimage j est eq1tipe de la topologie induite de 
celle de S'. 

PREUVE: Soit lune feu ille de j . Un voisin age de ses bouts est le proclui t 
de deux voisinages defi.n is clans la preuve du lemme 1.9. Un tel voisi 11a.ge 
est delimite par la. preimage d 'une composa.nt.e de a . U ne feuille suffisa.rn 

ment proche de l clans S', intersectera. le meme couple de preima.ges. Ses 
deux bouts seront clone daus le voisin a.ge donne. D 

Revenons a. la. preuve de la. proposition 1. 1:3. Notons >. 1 et >. 2 les 

demi-feu illes de la lamination j qui ont un bout en commun, fournies par 
I 'hypothese. 

Soit m une composan te du syst e rne admissib le o qui in t.ersecte une 
infinite de fo is la. projection de >. 1 su r la surface S. Dans le revetemen t 
planaire S'. !es demi-feu illes >. 1 et >. 2 inte rsectent a.u bout d ·un certain 
temps les memes re leves de m, g1(m.). 

A lors les fe ui lles gj 1 (A 1 ) e t g,~ 1 (>. 2 ) o nt la propr ie te de rc11co11LrPr 
m et aus::;i d'a.voi r leurs bouts son t de p lus en plus proches. 011 peut 

en extra.ire une sous-suite de so rte que Jes deux suites corresponcla.ntes 

convergent vers des feuilles de j qui auront leurs deux bouts en cornmun 
d'apres le lemme 1.14. 

P our demontrer la proposition 1.13, ii suffit de trouver une sous-su ite 
telle que les deux feuilles limi tes soien t differentes. Mais s i une telle su ite 
n 'ex istait pas, les deux clemi-feu ill es >. 1 et >.2 seraie11t asymptotes clans 
S' ce qui est in tercl it pa.r l'hypothese. D 

. lous auro11s au::;si besoi11 da.lls la. su ite cl'u11e a.ut.rl' propr i l~le des lalll
inations de 0, contenue da.11s la re111a.rqu c suiva.nte: 

R E M A llQ lJ C 1 . 1 Ci . S oit /\ ·u.ne la minniion mesnree appnrtenant 1). /'()'{1:u1'.ri 
0; alors , d n'existe pas d 'rmnea.u incompressible et incompressible ·uers le 
bord pro7Jrement plonge dans N, de sorte que son bord .~oit di.~joint de /\. 

Soit l . -une co·nrbe simple tro.cee s11.r fJN . 1hsjointe tle /\: alors la. clo.sse 
de co11.fngaison 1lrtns 7ri{.!V) corre.~pondant rl. cette conrbe est non-r1:11.llc et 

indivisible. 

P 11 EU\'E: S"il existc un tel an 11 eau , 011 pcuL co11siclc~rcr 1·c;lc'·11H·11 t de 
j\Jod(.:.V) rcprese nta.nL le twist de Dehn le long cl <:> ce t a n11ca.u . La su i te cle 

courbes obtenue ell itera.11t. par ce diffc~o1norphisn1e u11e courbe de Ji dolJt. 
le nombre d'intcrsection avec le bore! de cet a1111eau est. 11011 lllll co11,·erge 



clans P J\JL(S) vers un element de A1' dont le support contient le bord 
de l'annea.u de depart. Ceci est impossible car la lamination ,\ appartient 
a o. 

Si l etait homotope a 0, elle appartiendrait a M. Ceci est impossible 
puisqu 'elle aurait un nombre d 'intersection nul avec une lamination de 
l'ouvert 0. 

Supposons que la classe de conjugaison de 7r1 (2\T) representee pa.r la 
courbe l soit non nulle et divisible. 11 ex iste alors un anneau proprement 
immerge clans N, dont le groupe fondamental s'injecte, qui ne peut pas 
etre homotope clans fjj\T, et dont le bord est contenu clans un voisinage 
regulier sur fJN de la courbe /. D 'a.pres une version locale du theoreme 
de l'anneau ([Wa2]), il ex iste aussi un anneau proprement plonge clans N 
verifiant !es memes proprietes. 

C'est impossi ble d'apres la premiere partie de la remarque Ll.S. D 
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2. Les surfaces plissees clans les bretzels creux 

Dans l'etude des varietes hype rboliques de dimension troi s dont le 
groupe foncla.mental n 'est, pa.s un produit. libre, un out,il fonda.mental in

troduit par Thurston a. ete celui des surfaces plissees (cf a.ussi [Bo] pour 
une notion legerement cliffe re nte, cell<:> de surface hyperbol iquement. s im
pliciale). Nous a.lions ici analyser le compor t.emen t. de ces surfaces clan s 
une variete hyperbolique de dimension 3 N' dont le ty pe d'homotopie 

est celui d'un bretzel creu x. Lorsque N' est geometriquement. finie. cette 
etude permettra d'a.ssocier a cha.que laminat ion de 0 un ferrn e im·ariant 
du flot geodesique sur le fibre en droites P 1 (JV'). 

Nous rappelons d'abo r<l quelques definitions, en renvoyant a. [CEG] e t 
a [Thul §8] pour plus de details . 

Soit f un e cla.sse cl ' homot,opie cl'a pplications cl ' une surfa n :· S clan::; 
une variete de dimens ion trois N'. equ ipee cl 'une rnelrique hyperbolique 
complete. Une surface plissee clans la classe d 'ho rnot.opie de f est le:1 
donnee d 'u ne metrique hyperbol ique CT sur la surface S e t <l\111e appli ca.
tion p de S clans JV' homotope a . .f tetle que : 

(1) ! 'image de tout chemin rect ifiable de S pa.r p est. u n chemin 

rectifiable de meme longueur clans JV ': 
(2) tout point de S est contenu clans t'interieur cl 'un arc geodesique 

de la metrique CT dont ]' image par p est llll a.re geodesique de 
la. va.riet.e N'. 

On definit le lieu de plissage, comme !"ensemble des points de S cont en us 
clans un seu l arc geo<lesique de CT qui est en,·oye isometriquc rne nt clans _Y' 

par p. On montre que c'es t une lamination geodesique. 

Dans !es cas qui nous interessent, la variete N ' a le type d 'homotopie 
de l ' interieur d ' un bretzel creux JV, la s urface S est iden t ifi ee aqx la 

composa.nte compressib le du bore! de N , e t. l'applica.Lion f est la composfr 
de !'inclusion de S da.ns N et de !'equivalence d ' liornotopie de _y an,·c 
1V '. 

Pour simpli fier l'exposition, on denrn 11clera. que le groupe 1'011d<lnw11tal 
de ta varieLe N' ne co11Lie1111e pas cl 'element s pa.rnboliques . 

Soit /\ le li e u de plissage d'une app lication p lisst•e p de S clans S'. Du 
fait de !'existence de courbes qui son! essent.ielles sur S. rnais hon1o tup<'s 
a 0 clans N . le lieu de plissage /\ doit. ver ifier certaines rn11ditions. 

Supposons pa.r exemple q u'i l cxis te une courbe simple 111 clans JI qui 
peuL et.re isotopee de sorte a et.re cl isjoint.e de /\: cla 11 s ce cas, la g&oclesiq ue 
de la metrique CT 1 ho111otope a. m. OU bien est. disjoint.<:> de ,\. OU bi<:ll 

coi"ncicle a.vec une feuille de >.. Dans lcs cl eux cas, so11 im age par f est 
une geodesique ferrnee de N ' , ce qui est imposs ible s i m est. liomoto pe a 
0 clans !V'. Une auLre s ituation est decrite IHH le result.at sui,·ant: 

21 



PROPOSITION 2 . 1 . Le lic·n de plis,~a.ge d 'nne a.pplication plissec ne pent 
pas etre le s·llpport d '·llne lamination me$·nree complete de 2'vf1 . 

PREUVE: Raisonnons par l'a.bsurcle et so it A une la.rnina.tion rnesuree 
complete dont le support est le lieu de p lissa.ge d 'une application plissee; 
soient (l la metrique hyperbolique sur s et p l'a.pplica.tion de s clans JV' 
associees a cette application plissee. Considerons un resea.u ferroviaire T 

sur la surface S , qui po rte la lamin at ion A ([Pa], [Thul]) . Comme la. 
lamination A est complete, un voisin<lge o uvert de A clans P c\.1 L(S ) est 
forme de laminations por tees par T ([Thul], [Pa]) . Par une construction 
decri te clans [Thul] et clans [CEG, Lemme 5.3 .10], quitte a raffiner le 
reseau T on peut supp oser que son image par ]J est une reunion d'arcs 
geodesiques qui se rencontrent en leurs extremites en fa.isa.nt un angle a.r
bitrairement proche de rr. Done toutes !es courbes portees par T ont 
une image clans N' qui est geo clesique pa.r morceaux, a.vec des coins arbi

trai rement proches de JT; une telle courbe ne peut e t re homotope a 0 clans 
N', car les bouts de l' un de ses releves a u reveternent universe! H 3 sont 
distincts (cf [Thul], [CEG, Lemme -1 .:2.10]) . Ceci contredit le fait que le 
reseau ferrovia.i re T porte des courbes de J\1 . D 

J usqu'a. present, nous n'a.vons pa.s donne cl'exemples de surfaces 

pli ssees. Tout d'abor cl , rappelons une definition. 

Definition. Une lamin ation geoclesique /\ de la surface S est <li te rea.lisec 

clans la va.ri ete N, lorsqu ' il existe un e ap plication pli:;see (a . p ) telle que 
la. lamina.Lion geo<lesique de la metrique a rep resenta.nt ,\ est envoyee par 
p de fac;on totalement geodesique dam JV'. 

P 11.0POSIT ION 2 . 2. So-it / une m:ult£-courbe a.ppa.rtcrw.11.t d. 0. a. lor,~ ; 
est contenue dans le lie·n de plissagc r1 "u.ne :rnrfa.ce plis.~ee da.ns la cla.s.~e 

d 'homotopie de ['inclusion de S da.ns JV . 

L'enonce ci-clessus cont ient. une ambiguite: celle d'ideut.i fi er uue mult.i

courbe / a.vec son support . Toutefois ceci ne pose pa.::; vraiment de 
probleme:; du moment que. Lant que ks poicls restcnl st.rinement. po:;i 
tifs, le fa. it pour une multi-courlw c1 ·a.ppa.r t.enir h 0 est. i11 dep endant de la. 
rnesure transverse. 

PflEUVE: Toute lamination conteua.nt. u11e la.mina.t.io u ap1rnrlenanl ;1 0 
est elle-meme contenue clans 0. On peut done supposer que !es regions 
complemenlai res sur la surface S ck· la. multi -courbe ; sont ·toutes 
homeornorphes a des pa.ntalons . 

Nous cornrnen c;ons par prolonger 1<1 lamination '/' en une lamina.Lion 
-y' dont les regions comp l<~ mentaires so11l t.outes homcomorphes ;l. des tri
ang les ideaux. Nous a.l io ns mai ut.ena.nt. construire u11e applica tio n pli:;see 
q ui realise la. la.minalion / 1

• Pour ccl <i. Oil raiSOll ll(' ('11 cleux t emps . COl11I11(:' 

cla.ns [CEG. Theorerne 5.:3 .G] . 



On commence pa.r homo toper I 'application d 'inclusion de S clans JV' 
de sorte que !es feuilles de -y' soient envoyees sur des geodesiq ues clans 
la va.ri e t e JV'. Comme Jes feuilles !'er m ees de 1· ne sont pas horno t.opes 
a 0 da.ns la var iete N, et que le groupe fonclarnental de la. variet.<~ N' 
ne contient pa.s d 'elements pa.ra.boliques, chaque cornposante de ~, est 

homotope a une geodes ique ferrnee de N'. 

Si on releve ]'application obtenue a.u revetemen t universe! en une ap

plication de H 2 vers H 3
, I ' im age des bouts des relevees des feuilles de 

/ est des !ors determinee, et clone de merne pour !'image des feuilles non 
compa.ctes de / 1

; pour obtenir l'applicat ion cherchee, il fa.ut ve rifi er que 
les cleux extremites d 'une feuille non compacte sont clistinctes clans H 3 . 

Supposons le contra.ire: ou bien la feuille en question est contenue da.11s 
un pa.ntalon plonge clans la. surface S et horde par des cornposa.ntes de 
; , ou bien elle es t contenue clans un tore troue dont le bord est uue corn
posante de / . Dans le premier ca.s , !' image du groupe foncla.menta.l de ce 
pan ta.Ion clans la va.riete N est cyclique, contredisa.nt l'incompress i bi lite 

des regions complementai res de I· Dans l'a.utre cas, a. pa.rti r de la. feuille 

non compa.cte consicleree, on peut construire un courbe s imple contenue 
clans ce tore troue, qui intersecte I en un seul point et qui est homotope 

a 0 cl ans N'; ceci cont reclira.it de nouveau l' incornpressibilite des r<:'.'gions 
complemen ta.ires de r. 

On peut alors construire Ull e a.ppli ca.tio11 lion10tope a l' inclu siot l. qui 
envoie homeomorpli .iquernent chaque f'eu iJl e de ~/ s ur une geoclesique de la 
varie te N' (cf [CEG , Theoreme .s.:J.G.j) : a part ir de cet t.e a.pp li cati o 11 . on 
const rui t une metrique hype rbolique su r la. surface S et. une a.pplicatioll 
p qui clefinissent une application pl issee de S clan s ~v' qui r<~alise 1 ( d 
[CEG, Theoreme 5 .3.9.]) . o 

Nous allons maintenant construire des exemples de surfaces pl issees 
qui realisent une lamination mesuree a feuilles clenses . Dans le cas Oll 

!'application de la. surface S clans N incluit. un e injection du groupe l'o11-

clarnen t a.l , le th eo rem e de compa.cit.e des surfaces pl issees de Thurston 

permet de construire de te lles surfaces . Avant cl 'a.dapLcr ce tlieori:'lllC <1u 
cas des bretzels creux, nous a.llo ns rappeler la. topologie que ) 'on cons idere 
sur !'ensemble des sur faces plissees. 

Un e surface p]issee consiste en la donnee cl 'un coup le (cr,p), Oll 17 est 
un point de I 'espa.ce de Tei chm tiller de S et p une applicatio11 de S clans 
1\T' qui incluit une isometrie sur tous les chemins rectifiables. On definit 
une distance d sur cet ensemble de la l'<i <;on suivant.e : 

Dans la formulc precede11Lc. la dist.a11cc o d<;'s ig1w u1w dista11ce quC'lco11q1w 
sur l'espace de Teicl1111tdl('J' , colllp<lt. ible cl\'f'C la t.opologic li;.1bit1wl l<· <'t 

im·a.ria11Le sous J' ;.1ct.io 11 du groupe des d iffr:otop ies de S. La disL<111cr· b' 



est la distance entre !es applications de S clans N' associee a la d is tance 
hyperbolique clans N', e t le minimum est. pri s sur t.ou tes les ap plicat ions 

quasi-isometriques isotopes a l'ide11ti te <JJ t•ntre Jes rn eLriques 0'1 e t 0'1. 

On verifie que 1 'application d ainsi definie est bi en une distance (cf [CEG, 
Lemme 5.2. 16.]) . 

D ans le cas ou l'a.pplication f entre les varietes S et N est une 
equi valence d'homotopie, Thurston a montre que !'ensemble des surfaces 
plissees clans la classe d'homotopie de f, et dont Jes images rencontrent un 
compact es t compact pour la. t.opolog ie clefinie par la. cli sta.nce introclu ite 
ci-dessus; en particulier, si on se restreint aux va.ri etes geometriquement 

finies, l 'espace des su rfaces pli ssees est compact ([Thul, §8 .S.], [CEG, 
T heoreme 5.2.16.]). 

Dans le ca.s des bretzels creux, ce theo reme clans sa. genera.lite est 
faux: une raison simple en est !'existence d'e lements d 'o rdre infin i da11s 
jYJod0(N) . Soit pa r exemple (O'.p ) une application plissee le long d \111e 
lamination / ' ayant un nombre fini de feu illes, fourni e par la. Proposition 
2.2. Soi t a.ussi <P un elemen t de J\1 od0 (N) c1·ord re infini clans le groupe 

modula.ire, par exemple un pseuclo-Anosov (cf [FL] pour une construction 
de tels diffeomorphismes) . A lo rs la lamination ok ('/) est le lieu de p lissa.ge 
d'une appl ication plissee, a sa.voir ( rp-k( O' ). p 0 q}' )' et. lo rsque /..: tend vers 
oo, cette suite ne peut CO!l\'erger car la. s ui te Qk(O') te nd ve rs l' in fi ni clans 

l 'es pace de Tei chm i.iller. 

Nous a.lions voir ma.inten ant que. par contre. s i on cont role la. li rn
ite des lieux de plissa.ge, on peuL ga.ra.n tir la. precompa.cite <l'uue suite 
<l 'a.pplicat ions plissees . 

THEOilEME 2.3. So it 1.,_- un com.pa.ct de la va.riete N '. Soit (Si = 
(O'i,Pi)) 1me suite de surfaces plissees realisant chacune une lamination 
mesuree .A i , reunion de Jeuilles compactes . tel le que les images p; ( S) ant 
une intersection non ·uide avec le compact 1{. Supposons q·ue la suite de 
laminations (.Ai) converge ·uers nnc lamination ). E 0 dont lcs regions 
complementaircs sont toutcs .:;implement conncxes. Alors la suite ( S;) 
poss ede une .s ous -suite cori-ut'.T!Jeant ·vo·s u.ne .~u.Tja cc plissr;e q·u.i Tcalise la. 
lamination /\ . 

P IlEUVE: Nous sui vons la. demarche ut ilisee clans le ca.s i11compress ible. 
Nous a.lions cl 'a.borcl rnontrer que la suit.e O'; est born ee cla.ns l'es1)a.ce 

modulai re, pu is da.ns l'espa.ce de Teichmi'iller. Le theorE~ llH:' en decoulera 
pa.r l'a.rgument ha.bitue l (cf [CEG]) . 

On peut s upposer puisq ue 0 est ouver t cla ns PJJ L( 5) . que les la111 i
na.Lions /\ ; a.p pa.rtienne11t. lo ut es ~1 0. 

Noto11s li(1·) la. longueur de la geodesiqt1e de S pour la 1 11<~·1.riquc O'; 

homotope a uue courbe / · 
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AFFIRMATIO N 2.3.1. fl n 'exis te pas de suite de co·arbes (1i) appnrtenant 
a }.1 telle q·ue la s·uite (li(/'i)) t ende ·uers 0. 

P REUVE : Ra.isonnons pa r l'a.bsurcle. Qui tte a. extra.ire une sous-su ite . on 
peut supposer que les courbes /i convergent vers une lamin ation / E j .f'. 
D 'a pres 1 ' hypothese sur la laminat ion >. , le nombre cl 'i ntersection i( /\, /) 
est non nul. 

En pa.rticulier, on peut trouver clan s une feuill e de la laminat ion -, 
un a.re o· transverse a la. la.mi nation >.. Par hypothese , Jes fe uill es de /\ 
sont clenses da.ns >.. Par consequent, une feui lle quelconque de >. in tersecte 
!'a.re a une iufiniLe de foi s. On peut a lors t. rou\·er da11 s une feuil le de /\ u1 1 
a. re 1.: 1 , qui rencon t re en ses ex tremi tes !'arc a avec la rneme or ientat ion. 
Soit J..:2 le sous-a.re de o borcle pa. r ces cleu x points cl'i n tersect ion . 

Considerons la courbe fe rmee J..: = 1.-1 U 1.-2 . Pou r un e11 t icr i su lfisam
rnent g ra.ncl . ii y a. une feu il le de >.i pres de cha que feu il le df" /\ : de 111i:·mc 
pour / i et -1. On peut cl one Lrou ver cl eux su ites cl"a.rcs /,:; C /\i Pt 1.-2 C -1; 

qui ont les memes proprietes que !es a.res l.:1 et /..:2 ci-cless us et Leis que la 
courbe J..:i = kj U /..:~ soit homotope sur S a. In courbe /..:. 

Puisque la courbe / 'i esL Lres cou rte, c'es t l"arne d 'u 11 t ube trb long el 

tres fin de la surface hyperbol ique (5. 0' i ) · L' inrnge p;( J.: i) clans la \·a ri et.f> 
N ' es t la reunion de l'arc geoclesique Pi(/,:~ ) et de l'arc p;( 1.: ; ) contcnu 
cl ans P1(-ri ) . Cons icl erons dcux arcs 1?i et di contcnus clans /\ ; \·o isinagcs 
symetriques de longueur co11s tante des ext remi t&s de pi( /,·; ) . Soit 1· un 
rect a.ngle plonge clans S, borde par la reunion des arcs .Bi, :ii, et cl <~ deux 
a.res geocles iques ent re leurs ext remi Les . Sur la. surface S equi pee de la 
metriqu e '7; , la. distan ce en tre Jes ext remiLes vo isi nes de ces ores I.end vc rs 
0 lo rsque i tend vers l' infi ni. Puisque l'applica.tion restrein t.e pd1· se reli:\·p 
en une app lication de r clans H 3 qui a toujours la. propr iete de decroitre 
les di s t a nces, Jes ext remites des images cl ans H 3 des a.res 11; et. :3; sont ;, 
une di s tance qui Lenci vers 0 lo rsq uc i I.encl vers l" infini . Ceci entrai11<' q t1<' 
la. distan ce da.ns le fibn'- u11 it.a ire l.<rngf'11t de .V' ent re IPs \·ect.eurs t.;1 11g<·11ts 
~t ;31 et ~1. ;J j en leur mil ieu !.encl ve rs 0 lo rsqu e i Len ci vcrs ]'i11 fi11i . 

Soit 111aintenant / ' i la. courbe ferrrn~e cle X' forn1<~c clC' la n'.·un io 11 d(' 
!'arc geodesique Pi( ki) et de ]' a.re gcocles ique li omolope ~1. ext remitc'.·s fi x('s ~' 
p;( /..:~); ceLLe courbe est homoLope cl ans N ' a. la courbe de clepa.r l pi(k') . 
elle-meme homotope a. la. courbe p;(l.·) . o·au t. re part. , la propr ietc cl<'s 
vccteurs tangents a>.; en les ex trerni t.es de Pi ( k~ ) e11011cec: prececlelllll!Cnl 
entra.ine que la cour be a.insi constrn iLe est a. u11e d istance u n ifornH~ n1c11t 
bornee de la. geoclesiq ue fermee de N' qu i lui c>st homotopc. La COll

tradicLion provienL a.lo rs du fa.it quc la cl<lssc cit' conjug;-1 ison de ;; 1 ( .Y') 
representee par ceLLe gcotksique es t consta.11 tC' alors quc la lo1 1guc>ur dt· 
p;(ld) tend vers l" infi11i a\·ec 1 . 0 

A FF JIU ! r\T ION 2.3.2. Ln su1:te ai e8t bornf:e tlo.ns l"e8p11.ce 7!lorl.ula.i1'(: rfo 
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PREUVE: D'apres le cr itere de Munford, (cf [CEG. Theoreme :3.2.1:3], 
[Thul]), une condition necessaire et suffisa.nte pour que la. sui t.e (CTi) soit 
bornee clans l'espa.ce modulaire est que le rayon d'in.iect.i v ite des rnetriques 
CTi soit borne inferieurement. par une consta.nte strictement positive . 

Raisonnons par l'a.bsurcle. Il existe alors une suite de courbes simples 
/i tracees sur S telles que la. suite des longueurs l;( "i i) t.ende vers 0 lorsque 
i tend vers l'infini. D 'a.pres l'a.ffirma.tion 2.3.l, Jes courbes Ii ne sont pas 
homotop es a. 0 clans N. Nous allons voir ma.intenan t que c'est imposs ible. 
en utilisant l'hypothese que les images p;(S) rencontrent le compact X. 
hypothese qui n 'a.va.it pas ete u ti lisee cla.ns !'argument pr eceden t. 

Definition. Soit µ unreel strictement positif. O n definit N'(µ), la. par
tie µ-fine de la variete N', comme !'ensemble des points de N' leis qu'il 
existe un lacet non-hornotope a 0, de longueur infer ieure a. {l . base en 
ce point. Puisque la va.riete N' ne contient pas cl 'elements para.bol iques, 
pour un reel µ suffisamrnent petit !'ensemble N'(p) est une reunion dis
jointe de tores solides plonges clans N': les tubes de Ma.rgouhs. Chacun est 
isometrique a.u quotient cl\111 voisina.ge de rayon constant d'une geodesique 
de H 3 par un element loxodromique de PSL 2 ( C) ayant cette geodesique 
comme axe (cf [Thu]). 

On definit de merne la. partie fine S;(p) de la surface S pour la 
metrique CTi; les tubes de l'vlargoulis sont a. lo rs des rnisina.ges de rayon 
constant cl'une geodesique courte de S. Puisque !es cou rbes Ii ne sont. 
pas homotopes a 0, !'image pa.r Pi de la. pa.rt.ie min ce S;{ll ) est contenue 

clans N' (fl), pour un reel fl suffisamment pet it. 

Cette situation nous permet de conclure comme da.ns le ca.s ot1 la su r

face s est incompressible. Soit µ Ull reel choisi de sor te que !es pa.r
ties minces de S et <le N' verifient !'inclusion precedente et que µ soit 
inferieur au rayon cl'injectivite de N' sur le compact ]{. On ra.p pelle 
qu'il existe une consta.nte d, ne clepencla.nt que du type topo logique de la 
surface S Lelle que deux points de S peuvent et re joints pa r uu clwrni 11 

rectifiable dont la longueur cl ans le complementa ire de Si(P) est inferieu re 
a. d. 

Soit I· .. -' le sous-ensemble de 1V' forme des poiuts qui peuvent etre 

joints a J .... par un chemin dont la. longueur clans le complemen t.a.ire de 
N'(µ) est inferieure OU ega.le a. d. II est facile de verifier que ]{' est. 

compact, puisque la. distance entrc cleux tubes cit' i\largoulis est bornee 
inferieurement pa.r une consta.nLe st ricternent posi t. in:' . D'autre pa. rt !es 
images des su r faces S; sout toutes contenues clans ]{'. Co111me le ra.yon 
d'injecti,·ite de !V' da11s le compact ]{' est. borrn~ i11feri eun·111e11t par u1w 

const.ante strictemenl positive, ii e11 est. de: 111e111c pour les 111et.riq11es ai . 

La. suite a; est clouc bornee <la.us l'espa.ce rnodulaire d 'aprc.'s le cril.c'l'<' de 
fVl umfor<l. D 

i'vlontrons m a.int.c11ant. que la. suite (a;) est bornc~e da.ns l'espace de· 
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Teichmi.iller. D 'apres l'aJfirmaLion :L3.:2. quitLe A rempl<1cer l;-1 su ite (}" , 
par une sous-suite, ii existe une meLrique hyperbolique a et Jc:; qu as i
isometr ies 9i entre les meL riques a i et (}" dont lcs coefiic ienb de qua.si 
isometri e tendent vers 1. 

D 'apres le theoreme d'Ascoli , la suite d 'applica.t.ions (p; o oj 1) con
verge uniformement vers une application de S da.ns JV'. Done. comrne 
le rayon d 'injectivite de JV ' est borne infer ieurement sur le compac t 11.·1

• 

!es app lications p; o d>i 1 sont hornotopes entre elles pour i 2: i0 . On en 
decluit que Jes diffeomorphismes 1/J ; = </>i o di~ 1 pour i 2: i 0 ont leur classe 
d 'isotopie clans le groupe J\1od0 (N) . 

Supposons don e que la suite CJi n'es t pas bornee da.ns l'espace de Te· 
ichmi.iller; on peut supposer , quitte a en ext ra.ire une sous-sui te qu 'elle 
converge vers une lamina.L ion mesuree v, clans la compact ifica t ion de 
Thurston de l'espace de Teichmi.iller (cf [Thu], [FLP]) . 

A FFin l\1 ATIO N 2. 3. 3. Ln lamina.t?:on IJ np7w.rt1:ent a. Jl" . 

P REUVE: Soit m un meridien quelconque de S: la suite de courbes 
<P'i 1 (rn) a. une longueur bornee pour la. metrique a,.. Soil I-' E JI' unc 

valeur d'a.dherence de cette suite clans l'espa.ce cl es la.111i11 a.Lions mesmc-'~es 
Pi11 L(S). 

On a: i(IJ,p) = 0. On peut monLrer ce resul ta.t c11 utili s<11 1t les e:;

timations de [FLP]. Une a.utre raison es t. la suiva.ntc: la long ueur de l<l 
geoclesique ip j 1 (m ) pour la. met rique Clj es t egale au 110111bre cl'int.ersec t.ion 
i(a;,¢ j 1 (m) ) (cf [Bo2]). Or, cette longueur est bornee independ amment 
de i. En ut ilisant la bicontinuite du nombre d"inte rsect.ion (cf [Bol ]) . 011 
obtient par passage a la limi te ·i (1;, µ) = 0. 

Done, par definition de 1'111
, la. lamina.Lion I/ appa.rti ent a. JI". D 

P a r hypothese la lamination >. a toutes ses regio11s com plementaires 
simplement connexes: on a clone i(/\, 1;) f:. 0. Dans le cas co ntra ire c:•11 
effet, la lamination ,.\ aura.i t meme support que v, et a.ppa.rtiendrait a uss i 
a J\1 11

, con t.ra.irement a l 'hypoLhese. 

Notons l;(,.\i) la longu em sur la. surface 5; cle la. la.rnina.tion .\,. clon t 
le support est reunion de feuilles compa.ct.es . Soil a une met rique hy
perbolique fixee sur la surface S et !(,.\) la. longueur cl\111e lami11at io 11 
rnes m ec ,.\ rela.tivement ~i ceLtc rnctrique. D'aprcs l'arg u111e11t utili:;e dclllS 

la prcuve de !'affirmation 2.:3.:3, 0 11 a, cornrne i(A . 1;) f:. 0. 

lot.ons lN'(A;) la longuC'ur pour la 1n(·t. riq ue hyperbol iqu v de .Y ' de 
la. lamination >.; . 

On a bien entendu: l ,.(A;) = l.v'(,.\;) . 



D'autre part, on a aussi l"i11egalite: 

Ceci apporte la contradict ion cherchee. 

Done la. suite CJi est bornee clans l'espa.ce de Teichmi.iller. Qui t te a. 
extraire une sous-suit.e, on peut done supposer qu'elle converge. D 'apres 
le theoreme d'Ascoli, la suite Pi possede une sous-suite convergente vers 
une application p. On montre comme clans [CEG, Lemme 5.2.S] que 
!'application p est une app lication plissee. dont le lieu de plissage contien t 
la limite geometrique des la.mi na tions Ai. Comme cette limite geometrique 
contient la. lamination .\, le theoreme 2.3 est prouve. o 

Nous allons rnaintenant montrer que !'on peut realiser !es laminat ions 
de 0 dont les regions complementaires ne sont pas toutes simplement 
conn exes. 

Soit .\ une telle lamination. La proposition 2.2 a deja. resolu le ca.s ot1 
toutes les feuilles de >. sont cornpactes. 

Pour realiser la lamination >.. il nous suffit de real iser une la.mina.tion 
dont le support contient celui de ,,\. Quitte a ra.jouter a. /\ des rnu rbes 
fermees . on peut done supposer que la propriete suivante est verifiee: a.u
cune composa.nte du complementa.i re de >. clans la surface S ne contien t 
de geodesique compa.cte sans point double . 

Notons / la reunion des feuilles compa.ctes de >.. On peut a.pprocher 
clans P !W L ( S) la lamination >. par une suite de laminat ions (.\;) dont le 
support contient /. 

Soit (CJi,JJi) une surface plissee rfalisant .\i, fournie par la. proposition 
2.2. Nous allons montrer le resultat suivant, analogue a u Lheoreme 2.3 .. 

PRO POSITION 2. 4. La s·uite de s'Urfaces plissees ( CJi, p;) converge quitte a 
en extraire 1me sous-suite ·vers une snrface plissee q·u.i r ealise la lamination 
>.. Done. to'l/,tes les laminations de 0 dont lcs r e91:ons complemcnta1>res 

ne sont pas to·ntes simplement connexes sont realisees dans la ·variete 1V 1
• 

PRE UVE : Les arguments utilises clans la. demonst rotion des affirma.t.ions 
2.3. 1 et 2.:3 .:2 s'a.daptent mot pour mot.. Cu effet, on n 'a ut ili se clans 
a ucune de ces demonstrations que la. lamination /\ ;wait ses r<~gio ns 

complernentaires simplement connexes. La. seule hy po t.hese ut.ilisee cla.ns 
la preuve de l'a.ffirma.tion 2.3.2 etait que les images p;(S) rencon traient un 
compact fixe de N'. Or cet.te hy pothese est verifiee ici: ii suffi t de prendre 
comme compa.ct la geodesique de :V' hon1ot.ope ~1 u11e courlw co111 p<lc t c 
du support de ,\ . 

D one la sui te de metriques hyperboliqucs r7; est bornee da.us 1·cspace 
modulaire de la surface S. II existC' alo rs . qu it!.<> A. extra.ire u1w sous-suit.e, 
des cliffeomorphismes d>1 de la su rface s tels que la sui te de metr iques 
hyperboliques (o;(CJ;)) converge clans l'cspace de Teichmtiller \·ers une 
rnetrique (J. 
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AFFIRMATION 2.4 . l. Q1titte d. extmire ·nne sons-s·nite, on peut supposer 

que les di.ffeomorphismes '!/J i = cPi o </>Z/ respectent composante par com

posa.nte la collection de cov.rbes I .et a.ppa.rtienncnt rl. j\J od0 
( N). 

P REUYE: Remarquons que la longueur pour la metrique <Ji de la collec
t ion de courbes / est consta.nte. Done la longueur pour la metrique CJ de 
la collection de courbes <Pi 1

(/) est bornee par une constante indepencla.nt. e 
de i. Comme ! 'ensemble des collections de courbes aya.nt une longu eur 
bornee par une consta.nte est fini , on peut extraire de la suite ( 9i) une 
sous-su i te Lelle que la suite ('l/'i) a.ssociee respecte cornposa.nte par co111-

posa.nte la collection 1'. Le fa.it que !es diffeomorph isrnes rt1 ; represe nt.e nt 
des elements de 1\1 od0(N) decoule du fa. it que les applications Pi o 1t 'i- 1 

convergent, a.pres extraction d ' une nouvelle sous-suite. D 

Soit Rune region cornplementa.ire de -1 do n t le groupe foncla.rnent.a.l ne 
s'injecte pa.s da.ns iT 1 (N). Notons 'l/J i lR la. restriction du cliffeornorphi sme 
~J i a. cet te composante . 

AFFIRl\I ATIO N 2 . 4. 2. Quitt c rl. extra.ire ·11.ne sous-suite. on pel/.t ,, 11.ppo.,n· 
que pour chaquc compo,,nntc compres,q:ble R. la. restriction u·;I R c,,t i,,o

tope a l 'identite. 

PREUVE: Tout <l 'abord, qui t te a extra.ire une sous-sui te de la sui te a,. 

on peut supposer que !es diffeornorph ismes 1/J i respectent !'orientation de 
S. 

Notons a;IR la. metrique hyperboJique i11 duite sur une region cornp!e111e11taire 
de ce type R. II nous suffit de rnontrer que la. suite a;)R es t. bornee 
da.ns l'espace de TeichrnLilJer T(R) de la surface a. bard R. L'espace 
de Teichmi.iller T(R) que !'on considi~ re est celui des lllt'triques li.1·1wr

boliques sur R dont le bord est geodesique et de longueur cousta.11te: deux 
rnet r iq ues sont cons iderees comme equi va.l en tes lorsqu 'e lles diffe re11t. pa. r Lill 

diffeomorphisrne de R isotope a l' identite. Cet espace peut e t.re cornpact -
ifie pa.r l'espace P Lll1(R) forrne des larni11a.tions projec tives mesurt'es de 
la. surface R , dont a.ucune composa.nte n 'est contenue clans le borcl (cf 
[FLP]) . 

Ra.isorrnons par l'abs urde: s i la s u ite (a;I R) n'est pas bornee. ellc 
converge vers une laminatio n mesuree du type pred~clent. 1; de la. surf'c1 ce 
R. 

L 'argument utilise clans la prcuve de l'ctffirnrn.t ion :2.:3.:3 1110111.r<" quc la 
la.min atio n 1; a le n 1erne support q u ' u 11 e I <1mi11 at i on l i mi t. e de 111<;Ti d ie11s 
contenus clans R. 

D"autre pa.rt, le nombre d"intersect io n de /\ a.\·ec 1; 11"est pas 11ul. c<1 r 
sinon la com posanL e cit A contc11ue dam; R aura.i t. k 111enlC' su pport qu ·u11 e 

lamina.Lion de :H' , cc qui est impossible puisque ,\ E 0. 011 obt ic11t c-tl ors 
une co11t.raclicl ion par le rnerne rai sorn1cment que clans la. fin de la pn-'u ,.e 

du th fo ri:m e 2.:3. 
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On peut done extraire de la. sui te cri une sous-suite de sorte que !es 
metriques induites sur toutes !es composa.n tes compressibles convergent. 
clans leurs es paces de Teichmi.iller respectifs. On en deduit l' a.ffirma.tion 

2.3.2. D 

Revenons a la preuve de la proposition 2.4. Pour montrer que !es 
metriques cri convergent clans l'espace de Teichmi.iller de la surface S. 
il nous suffit de montrer que !es diffeomorphismes ·1;·i sont isotopes a 
l'identite. 

Pour le moment nous sa.vons cl 'une part que la restriction de ces 
diffeomorphismes aux composantes compressibles du complementa.ire d e r 
est isotope a l'identite et d 'a.u tre pa.rt, que !es cliffeomorphismes ·!/Ji ont leur 
cla.sse d 'isotopie dans le groupe li!f od0 (1\T). Nous pouvons supposer que la 
restriction de "ifJ i a cha.que composa.nte compressible du complementaire 
cl 'un voisinage r egulier de / sur S est l 'iclentite. 

Soit m une courbe de j\lf , di sjointe de / et hornot.o pe a 0 clans _V. 
et soit D un disque proprement plonge clans N , horde pa.r cette cour be. 
N otons <P i un prolongement de </>i en un diff eornorphisme de N. On pe u 1 

supposer a.pres une isotopie que le diffeomorphisme <1>; respecte le disque 
D . La. variete obtenue en effectua.nt une chirurgie sur N le long du disque 
D es t une reunion de bretzels creux. Le diffeomorphisme 1/' i incluit. un 
diffeomorphisme du borcl de ce bretzel verifia.nt Jes memes proprietes que 
"if;j . 

Par un nombre de fini de compressions disjointes de / ' du type 
precedent , on se ra.mene a un diffeomorphisme ·iP: cl ' une va.riete N 11

• 

homeornorphe a. une reunion de bretzels creux, dont. le bore! co 11t ie11 l l;.1 
collection de courbes /, de ::;orte que !es reg ions complernenta.ires de ; 
sur le bord soient incompressibles clans N" . 

On peut imposer en outre que le cl iffeomorphisme ·1b: est l'iclentite sur 
les composantes du complementa.ire de I qui etaien t cornpressibles avant 
d 'effectuer !'operation de chirugie. 

Rema rquons d'abord qu'une composa.nte de ~t ne peut etre homotope 
a 0 clans N 11 et que cleux composantes de I ne peuvent etre homotopes 
clans la nouvelle variete N". En effet , clans le premier ca.s , on pourrait 
cons tru ire un a.nneau <li sque clans -"V bordc~ pa.r une composa11tc de ; c-·t 
cl a ns le seco11cl, on pourra.it consLrnire u11 a1111em1 11011 pa.ram' le au bord. 
incompressible, et propremcn t plonge cla.11s la. va.riete 1\i do ni le bore!' est 
d isjo int de >.: !es cleux si tuat ions sont imposs ibles, d'apres la rerna.rque 
1.] .5, pu isq ue ,\ appa.rtient a l'ou vert 0 . 

En pa.rticulicr, aucune compos<tnte de 1' ne horde un disque sur le bore! 
de N 11 et cleux cornposa.ntes clist in ctes de 1' Ile [Wll\'e llt. pas etre i::;otO [> ('S 
sur le borcl de cette rneme ,·a.ride. 

Le le mme 2 .. 5 ci-clessous va. entrai ne r que le diffc'•omorphis n1e 1i·i c•st 
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isotope a l'iclentite par une isotopie qui respecte / ' . Voyons tout de su ite 
comment en cleduire que 4'i est isotope a l'identite. 

Soit R une composa.nte du complementaire de -y sur EJN" qui c'.1 tait 
compressible avant d'effectuer la chirurgie: l'isotopie de 1/J~ a l' identite in
cluit sur la composante R un lacet de diffeomorphismes joignant l'i dentite 
a elle-meme. Puisque la region R n 'est pas homeomorphe a un a.nnea.u, un 
tel chemin de diffeomorphismes est homotope au chemin constant ([G]). 
On peut done supposer que l'isotopie de 1/,•i a. l'identite est Constante clans 
chaque region R. Cette isotopie permet alors de construire une isotopie 

de ·!/Ji a l'identite. 

L EM i\lE 2. 5. So it 'Y une collection de courbes simples disjointes, trace es 
s·ur le bord d '·nn bretzel creux N. Snpposons que les regions complCmentaires 
de r s·nr EJN sont incompresibles et q'll 'il n'existe pa.~ d 'a.nnea:u. propTement 
plonge dans la ·uariete N q·ni soit incompressible. incompressible ·uers le 
bord, et dont le bord SOit conten'll dans 'llTI. ·uoisinnge regufier de / ' .~'11.T 

aN. Soit \}I 'It.Tl. diffeomorphisme du bretzel N homotope n. l '1:dent.£te, {j'lf.i 
respecte composante par cornposant.e la collection de courbes I . Alor$. \.jJ 

est isotope a l 'ident.ite par '/lne isotopie qw: respecte -1 . 

PREUVE: L'hypothese sur les anneaux permet de se ra.mener a.u cas OLI 

l'homotopie de ·lf; a l'identite respecte chaque composante de -r . Soit JV 
la. variete obtenue en doublant N la. long d'un voisinage regulier de -1 sur 

fJN. Le double ·0 du diffeomorphisrne 1f; est alors homotope a. l' ident ite . 
Le bore! de la variete EJN est incompressible; douc, cl'apres un theoreme 
de F.Waldhausen ([Wal]), J• est isotope a. l'identite. On en cleduit quc 
·1/J est isotope a l'identite. D 

Nous avons vu que quitte a extra.ire une sous-suite de la suite <J;, les 
diffeomorphismes ¢; etaient isotopes. Done la suite a; converge clans 
l 'espace de Teichm li ller. L'argument habi tucl pennet alors de conclure la 
preuve de la. proposition 2A. D 

CoROLLArn E 2. G. Si lo. v11.rietf. N' est geomet.riquement fi:nie et. M1.T1 .. ~ 

clements parnbolique.~. tout es les lamino.tions contenues rla.ns 0 80nt 

realisces. 

PnEUVE: o·a.pres la proposition :2. -1, ii suffit de consiMrer le probli:'llle ck 
la realisat ion des Ja.rnina.tious clont Jes regions cornpJe111e11La.ires SO il !. t.outes 
sirnplernent connexes. Lorsque la \·ariete .:.V' est geom<:'triquerne11L fin ic fl 
sa.ns pa ra.bo liques, ii existe par definition un compact. qui cont icnt. t.outes 
!es geodesiques ferrnees. Unc suite ci'appli cations plissees qui realisc11t une 
suite de laminations a feuilles cornpactes qui a.pproxime une lamina.L ion ,\ 
de 0 verifie les hypotl1eses du theoreme 2.3. Done, qu itte ii. en cxtrni re 
une sous-suite, elle converge \·ers u11e surface qui realise la. la.rn ina.tio11 ,\. 

D 
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Nous allons main tenant adapter un theoreme de Thurston (cf [Thu2]) 
au cas compressible que nous etudions . Tout d'a.bord soit (a, p) une sur
face plissee qui realise une lamination ,\, pas necessa.irernent mesuree. Soit 
P 1 (N') le fib re t a ngent en droites a. la. variete N'. On definit une appli
cation P sur le suppor t de la. lamination a -geo cl esique ,\ a valeurs clans 
P 1 (lV ' ) en a.ssociant a un point x E ,\ la direction d u vecteur unitaire 
de N' tangent a p(A) au point p( :r); !'image de cet.te a.pp Ii cat.ion est un 
ferrne invariant par le feuilletage geodesique sur P 1 (N') . 

PROPOSITI ON 2. 7. L 'application P est continne lorsque le Mtpport de la 
lamination geodesiqne ·,\ est m·1mi de la topologie indnite par celle de S. 

PREUVE: Soit x un point du support de la lamination ,\ . Considerons un 
arc k , contenu clans la. feuille de ,\ passant par J:, voisinage symetr ique 
de longueur non nulle de .r. Un a rc contenu clans une feuille de /\. E't. 
proche de k a la. propriete que ses extremit.es ont pa.r l"a.pplicatio11 p des 
images proches de celles de/;; (cf la preuve de !'affi rmation 2.:3.1). Ceci 
entraine, comme alors, que l'application P est cont inue. D 

En pa.rticulier l'image d'un ferme minimal inrnriant de ,\ est uu ferme 
invariant min ima l du flot geodesique sur P 1 (N') . 

Lorsque la lamination ,\ appartient a 0. on a la. generalisat ion su iva.nte 
d'un resu ltat de Thurston ([Thu2]) 

TH EO Rb.!E 2. 8 . Soit ,\ ·nne lamination de 0 realisee par mie appli
cation plissee (a,p). Alors . ['application P est ·nn homeomorphism.c .•·u.r 

son ima.ge. 

PREUVE: II nous suffi t de montrer que !'applicat ion P est i11j<:>cti\·E' . 
d'apres la compacite du support de ,\ et la proposit io11 2.7. 

Ra isonnons par l'absurde: soient cleux points d ist in cts p 1 et p2 de ,\ 
qui ont la meme image clans Pi(N ' ) . 

AFFlR}.lATlON 2. 8 .1. Les dwx points p1 et p2 ne sont pas contenus 
dans la meme frnille l de >. . 

PREUVE: Si la feu ille lest cornpa.c te. la. cla.sse de comjuga.ison du groupe 
7ri(N) representee pa.r cet.te feu ille compa.cte est. div isib le . fVl ais cec i est 
interclit par la rema.rque 1.15, puisque la. lamination ,\ appa.rtieut ~\. 0 . 

Supposons maintena.nt. que !es deux points son!. cont.enus clans u 1w 

feuille non compacte l . Le ferrne minimal de ,\ qui contient cette fe uille 
coi"ncide avec la fennetu re l de la. feu ille l. Son ima.ge pa.r P est a.ussi un 
ferme minimal du feuilleta.ge geoclesique clans P 1 (N'). Com me !'image de 
la feuille lest une geodesique compa.cLe, cette geoclesique es t aussi l'i1m1ge 
du ferme invariant l. 

Cousiclerons la su rrace S(l). c!Ni11 ie comnw la plus peLite sous-surf<H.<" 
compa.ctc de S a. bore! gt·oc!Csique. qui co11tie11t. l . L'irna.ge du group<" 



fonclamental de cette surface clans n 1 (N ' ) est un groupe cycliqu<:>. Done 
le groupe foncla.menta.1 de la surface 5(7) E N a une image cyclique clans 
Ti1 (N). On en decluit une contradiction comrne suit : s i la surface 5( l) a. 
deux composantes de bord au mains , on construit un a.nneau joigna.nt ces 
deux composantes . Cet anneau est disjoint de >., ce qui est i11terdi t par la. 
remarque 1.15. Si la surface 5(7) a une seule composante de bord. alors 
cette composante de bord appartient a Ji!f, ce qui est aussi interclit. D 

Done les cleux points p1 et p2 sont contenus clans des feuilles cl ist inctes 
l 1 et l 2 de la lamination /\. 

Soit 5' le revetement plana.ire de la. surface 5, introduit clans la. sectiou 
precedente. Choisissons un releve de !'application p en une application 73 
de la surface 5' a valeurs clans l'espace hyperbolique H 3

. 

L 'application 73 est une app lication prop re, et il existe deux releves de 
f 1 et l2 clans 5' qui ont pour image la meme geoclesique de H 3

: soient 
l1 et l~ ces releves. 

AFFIRMATION 2.8.2. Les de'llx fcuilles Z1 et f2 ont les memcs vou.ts 
dans I\ = S' - 5'. 

PREUYE: Munissons le revetement 5' de la metrique qui releve la. 
metrique r7 sur 5. Soient (x;) e l (y;) cleux su ites de points respec

tivement contenus clans l1 el l2 , telles que la su ite (:r;) Lend vers u11 bout 

de l1 et dont !es images par l'applica.tion i> sont les mernes. 

Puisque le quotient de 5' par son gro u pe d'a.utomorphi smes G = 

n1 (N) esl compact, il exisle une su i te cl 'elernents -r; du groupe G, tels que 
!es elements /';(x;) vi vent clans un meme compact de 5'. On a. i>(r;(.r;)) = 
73(/;(yi)), Done la distance clans 5' entre !es points ;;(.r;) et -1,(y;) 
est bornee par une constante inclependa.nte de i, cl 'a.pres la proprete de 
!'application z5. I1 en est clone de rn eme pour la distance clans 5' entre Jes 
points Xi et Yi . 

Done la suite (yi) tend vers un bout de 12 qui est le meme q ue celui 

de la feu ille l1 • 

En raiso11na.nt de la meme fa.~o n c-ivec: l'aut.re bout cl<~ l1' Oil demontr<:> 
] 'affi rmation 2 .8.2. D 

Consiclerons un system e admissible er par rapport auquel la larni11atiot1 
>. est en position tenclue (cf Theorcme 1.3). 

La feu ille li rencont re necessa.irement une co ur be m de ce sys t.errw 
admiss ibl e qui a.p pMtient h J\J. Sinon , le fer m e minima.I de /\ con te 11a.11L 
cette feu ille. aura.it u11 non1bre cl ' i11tersect ion n u! ;wee to us !es tnericliens 
de la. fa.mille o ce qui co11t.redirnil l'appa.rt.enan ce de ,\ ;i. l'ou\"<~ rt 0 (cf 
Lemme 1.-1- ). 

Notons (n1i);E z la Lrn1ille de relev<~s de lc-1 cour lw 111 qui i11tersccte !1 . 

Happelons que la. feuille l1 intersect<· exa.cteme11t u11e fois chaque rnurlw 



mi (cf Lemme 1.9). D 'a.pres )'affirmation 2.8.2, la. feu ille l2 intersecte a.ussi 
exactement une fois cha.que courbe 1ni . Ordonnons la fa.mille (mi);Ez a. 
partir d'une orientation cho isie sur la feui lle [1 . Notons fi11a.lemenl a; Pt 
bi les points d'intersection respectifs des feuilles l1 et l2 a.vec la courbe 

nii . 

On considere les deux cas sui vants : 

ler cas. La distance m esuree sur la courbe mi entre ai et bi n 'est pas 
bornee inferieurement par une constante strictement positive, lorsque i > 
0 et lorsque i < 0. 

Dans ce cas , les deux feuilles [1 et l2 son t contenues clans un meme 
minimal exceptionnel )..' de la lamination ).. . P ar hypothese, ii ex iste 
des entiers i1..- et )k. respectivement proches de +oo et - oo tels que la 

longueur des intervall es [a;1.:,bi1.:] C mi1.: et [aj .. ,bi .. J C n1i1.: so it arbitraire
ment petite. Ceci entraine que la mesure deposee par ).. s ur ces intervalles 
est arbitrairement petite. On constru it une su ite de courbes fe rmees clans 
5 ' en prenant la reunion des intervalles [ai1.:, bii.:], [aii.:, biJ, et des a.res 

contenus clans 11 et i2 qui Jes joignent . Ces courbes fermees ne sont pas 
homotopes a 0 clans 5' , car Jes deux feuilles l1 et l2 sont des geodesiq ues 
distinctes de 5'. Le ur projection sur 5 est une suite de courbes (91..-) 
homotopes a 0 clans N , dont le nombre d'intersect ion avec ).. tend vers 
0. D 'apres la version de Stallings du lemme de Dehn , on peut constru ire a. 
partir des courbes 91..- une su ite de courbes s imples h1..-, appartenant a. }.1. 
telles que le nombre d ' inter section i(A, h1..-) tend vers 0 , lorsque /..: tend 
vers oo . Ceci contreclit l 'appartena.n ce de >.. a. 0 . 

2e cas. Pour i > 0 ou pour i < 0 , la. distance sur la courbe mi entre les 
points ai et bi est bornee iriferie urement par une constante stricternent 
positive. 

Supposons par exemple que cette situation se presen te pour i > 0. On 
commence a.lors par montrer le resultat sui vant : 

AFFIRM ,\TlO N 2.8.3. Snr l<L CO'llrbe rn. les projections (a~,b~) des cou
ples ( ai, bi) po·uT i > 0 ne s e crois ent pas. c 'cs t cl din~ IJUe chac11:11. rh Ce8 

couples est contcnu dans un intervalle rfo complementaire du,n:; m rle tout 
a·utre couple . 

Pn.EUVE: On cons idere le revetement plana.ire 5' , muui de son ploogC:'
ment ha.bit ue l clans la sphere 52

. La. reunion des fermet ures des feuillcs 

11 e t 12 est une courbe de J ordan c . Soit / un element du groupe 
cl 'automorph isrnes G. Cou1me les fe ui lles l1 et l2 se plougcut cla.ns 5. 
l'uue des deux conditions suivantes est verifiee: 

( 1) la. courbe ~r( c) borcl e un di sque de 52 disjo in t. d' un disq ue bo rcl e 
par c . 

(2) !'element / ' fixe les deux bouts commu ns aux l'euillcs i 1 ct i1 . 
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Dans ce derni er cas, si l'une des feui lles 11 ou 12 est non cornpacle, on 
e n ded uit par m in imali te, q ue la fer rneture d ans /\ de cette fe uil le est une 
lam ination do nt l' image par P est une geodesique fer mee de N': c ·est 
impossible d'apres !'a rgument utili se clans la preuve de !'affirmat ion 2.8. l. 
Lorsque !es deux feuilles 11 et 12 sont compactes, on en deduit un a.nneau 
essen t ie l proprem en t im m erge da.ns N don t le bo rd est conten u cla ns un 
vo isinage de 11 U !2 . D 'apres le t heoreme de l 'anneau, ii exis t e un a nneau 
p longe dont le b ord verifie !es m emes proprietes. C 'es t im poss ib le d 'a.pres 
la rem a rq ue 1.15, p uisq ue /\ E 0 . 

Done nous som mes .neeessairem ent cla ns le p remier ca.s . Ceci clem on tre 
I ' affi rmat ion 2. 8 .3. 

D 

R evenons a la. preuve d u t heoreme 2.8 . Soit D un cl isq ue proprenwnt. 
plonge dans N de bo re! ·1n . Iclen tifio ns ce d isque avee la fe rmetu r<" du 
disq ue de Poinca.re. A chaq ue couple (ai, bi), on associe la. geodesique 
g; de D qui ace coup le pour extremites. D 'a.pres !'affir mation 2.8. :3, !es 
geoclesiq ues g1 sont d isjoi ntes . Corn me pa.r hypothese, la. d istan ce entre 
les ex t remi tes de ces coup les est bo rn ee inferie urem ent par une constante 
no n nu lle , !'ensemble des geo clesiques g; es t precomp act clans !'ensem ble 
des geo desiques du di sque hyp erbolique D . 

Si cle ux geo desiq ues cl is tinctes g1 et g1 ont a.u rnoi1ts un bo ut en co lll 

m un , on en d ecluit un e lem ent non tri v ia. I du groupe G , qui fi xe Jes d<" ux 
bouts commu ns a ux fe uilles 11 et l2 . D 'a.p res la preu ve de l'affirn 1atio 11 
2.S.:3, on sait que c'est imposs ible. 

Done !'ensem ble des geocles iques g; est infini et deux quelconques 
d'entr 'e lles ne sont pas asy m ptotes cla ns D. 

Ceci entraine que Jes feui ll es 11 et 12 sont cha.c une contenues clans un 
m in ima l excep t ionnel de >.. On peut done t rou ver deu x geodes iques , g; 
et 9) te lles q ue la d ista.nce entre le urs ext remites respectivem ent s it. uees 
sur Jes feuilles 11 et /2 es t a rb itrairement peti t e e t te lles que le rectangle 
contenu cla ns D decoupe par ces <leux geodes iq ues ne co 11 t ie n 11e a. urn 11c 
des geod esiques 9k pour i < k < j . O n const rui t a.lors a. pa.r t ir <lf' (' ( 'S 

deux geo<l c~s iques et de deux a rcs respect i vement co11te11us cla n s l 1 e l da1 1s 
l2 un a n nea. u propremen t p longe clans N , clo nt chaque cou rbe du bord a 
un nombre cl ' inte rsect iou avec >. qui est a.r bi t ra.iremen t pet it. 

Comme Jes deu x fe ui lles 11 e t. 12 ne sont pas parall e les sur la smface 
S' . l'an nea u a.insi construit n 'es t pas para.ll ele vers le borcl clans le bretzel 
creux N. Soient 1 1 et /2 Jes courbcs du bore! de cet a nnea.u; pour des 
en t ie rs n 1 et n2 bien choisis, la la111i11a.tion 11. 11·1 + n.2 12 appa.rtient. ~' .H' . 
Dans notre cas, on peut p rendre: n; = i(/;. m) . C'omme n 1 = 11 1 . la 
laminat ion ')'1 + "'l2 a ppart ie11 t a J1'. Le 11 om bre d 'i11Lersectio11 cl<~ ('(' LL<· 

lami nat ion avec >. peut et re ren cl u arbitra irP.n1e11t pct it: o n <1 <lo11c 11 11< ' 

eontroc.l ietion avec l ' <tppa rterrn11ce de ,\ ~1 0 . 



Ceci termine la. preuve du theoreme 2.8. D 

De la proposit ion 1.1 3 et du th eoreme precedent on dedu it i111mecl iateme11t 
le corolla.ire sui vant. 

COROLLAIRE 2. 9 . Soit ). une lamination appartenant a l'ouvert 0; si 
deux fe-uilles de la lamination relevee ~ ont 1m bout en commun dans 
5 2 - 5' , elles sont asymptotes dans le revetement planaire 5'. 

Nous a.lions maintenant etudier le probleme de la r ealisat ion des la mi
nations geodesiques , pas necessairement mesurees. 

PROPOS IT I ON 2. 10. Soit ). 1me lamination mes·llrte de l'o1weTt 0. 
rea.lisee dans la ·uariete N . Alors, to·tLte la.mination geodesique >..' con
tena.nt le sv.pport de ). est anss i realis ee. 

PREUVE: Q ui tte a rajouter a. ). un nombre fin i de fe uilles isolees, on peut 
supposer que ses regions complementai res sur la surface 5 sont toutes 
homeomorphes a des triangles ideaux. 

Considerons la lamination mesuree maxima.le >. 11 dont le support est 
c.onten u clans ).. . Si la lamina.tion ). a toutes ses regions complement.a.ires 
simplement. connexes , a lors N' = >.. . Sinon, la la m ination >." est rea.lisee 
clans la vari et e N' d 'a.pres la proposi t ion 2.-1 . O n peut dot1c toujo urs 
su pposer que ). = /\ " . 

Pour construire une realisation de [a lamination >.. ', nous a. llons con
struire une a pplication de 5 clans N' bomotope a I 'i nclusion, qui en voie 
chaque fe uille de >.' homeomorphiquernent sur une geodes iq ue de JV' . Par 
hy po these, une telle app lication est deja <lefinie su r le support de >. . Nous 
allons clone voir comment, a partir d 'une realisation de ).. obtenir une telle 
application. 

Soit (a,p) une realisation de >.. . Chois issons un releve de p en une 
a pp lication z3 du revetement universe! H 2 de la su rface 5 a valeurs clans 
l'espa.ce byperbolique H a . Soit i une feuille de la preirnage de >.' - /\ . 
Pa.r maxim a.l ite de la. lamination ). , chacun des bouts de cette feui!!<:' <.:st. 
asymptote clans H 2 a. une feuille de la. preimage de >. . Done !'image 
de chacun des bouts de la feu ille i est deja don nee par l 'applica.Lion f> , 
puisque chaque feuille de j est envoyee sur une geodesique de H 3 . 

II nous suf£t de voir que !es images des bouts de la. feuille i sont bien 

clistinctes. Soit l !' image de la feuille l clans le revetement planaire 5'. Si 
!es images par 1> des deux bouts de la fe uille l etaien t !es memes, !es cleux 
demi -feui!les de la preima.ge de >.. a.uxqu 'elles l est asymptote aurnient un 
bout en comrnun clans I..: = S' - 5' . fvl ais cec i est. impossib le d ' a.pr(~s le 
corolla.ire :U.l et l'incompressibil i L<~ du comp!ernenLa.ire de >.. sur S. 

Done [es cleu x bouts de la. feui lle l ont. des images par JY qui so11t 
distin ct.es . On peut. a.lors construire t111 e application hon1otope a. JJ - qui 

envoie chaque feuille de N su r une geod<~sique de H :.i . 
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On en clecluit !'application eherchee (cf [CEG, Theoremes :J.:3 .6 et. 

5.3.9]) . [] 

Generalisan t le theoreme 2.8, on a: 

PRO POSITION 2 .11. So it A' une lamination geodesiq·ue reak~ ee s·ur une 
surface plissee. Supposons que le support de la lamination >..' contienne 
le s·upport d 'une lamination mesuree )... E 0. Alors ['application P e.~t un 
homeorphisme de )...' sur son image. 

PREUVE: On sait deja d'apres le theoreme 2.8 , que !'application P re
streinte au support de la. lamination mesuree maxima.le qu 'e lle eontient 
est un homeomorphisme sur son image: en effet eette lamination rnesuree 
maxima.le contient /\ et done a.ppartient a 0. On peut su pposer que 
eet te laminat ion mesuree maxima.le s'a.ppelle a.uss i )... . Le eornplementaire 
du suppo rt de )... clans ).. ' est un nomb re fini de feu illes isolees . Dans le 
revetem en t planaire 5', cha.que releve cl' une fe uille iso lee de ce type est 
asymptote a une feuille de la preimage de >.. Done chaque derni-feuille de 
ce ty pe a un bout bien clefini clans 11: = S' - 5'. De plu s chaq ue releve 
cl'une feuille de >.' - /\ a des bouts clist incts clans X puisque ['app licat ion 
propre p l'envoie sur une geoclesique de H 3

. 

Si deux feuilles de la preima.ge de >.' - >. sont ident ifl ees eutr'ell es . o u 
sont iclent ifiees a. des feuill es de la preima.ge de ~'on deduit a partir (l'elles 
cl eux fe uilles de ~ , non asy mptotes clans 5' mais posseclant un bout e 11 

commun. Ceci est imposs ible d 'apres le corolla.ire 2.9 . 

Done, l'application P es t un homeomor phisme de >. ' sur son image. 

[] 
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3. Les courants geodesiques cla ns les b 1·etzels cre ux 

Dans cette section, nous introduisons l'espace des cour a.nts geodesiq ues 

C(N) du bretzel creux _V. Ensuite, nous const.ruisons un plongement. de 

la variete de Masur L(N) (cf §1), clans cet espace C'(N) . 

Donnons-nous une equi\·a lence cl'homotopie entre le bretzel creux _y et 

une variete hyperbolique complete IY', sans e lements pa.ra.bo liques. Con

siderons le feu illetage geoclesique :F cl u fibre en cl roi tes P 1 
( N') a la \·a.riete 

:V'. 

Definition. Un coura nt geodesique sur la. va.i'iete .!.V' est. u ne mesure 

t ransverse a u feuilletage :F , c'est-a.-dire la don nee sur cha.que t.ra.ns\·er

sale de ce feuilletage d'une mesure posit.i\·e i1m=iriant.e par r holonomie. 

L'exemple le plus s imple d e mesure t.rans ,·e rse s 'o b t ient a part.ir cl't1t1e 

collection finie cl'orbites fermees de :F. e n munissant cl1acune de ces o rbit.es 
d'u n poids transverse non nu!. 

On defi ni t le suppo rt d\1ne mesure t ra.11s,·erse fl co111rn 1· l"e11se111bl<:> des 

geocles iques de :F qui sout. sur chaque t rans,·ersal c . da11s le support de 

µ . Le support es t done un ferrne invar ia.11t du fe uillet age F. 
On muni t l'espace C( .!Y') de la topologie d e la convergence ,·ague. 

P a rfois , on aura a.ussi a. cons idere r l"espace project if PC(_Y' ) s ur 

C(N') , c'est a. dire le quoti ent de C(..~V ' ) par la. relation qui iden t ifiP 
deux rnes ures non nulles s i et seulement. si elles son t proport.ion1wlles. Cet 

es pace projectif muni de la. topologie quotient de eel le de C'( S') est un 

espace topologique separe. 

L'un des inLen~ts d es cournn t.s geodesiques p rov ie nt. du fait que les 

classes d e co11jugaiso11 du groupe fo11da111e nt.al de _V s ·injectent. clans 

PC(N' ), par !'application qu i associe a une classe de conjugaison la rnasse 

de Dirac en la geoclesique de N ' qui la represente. 

On rappelle le resultat. sui vant (cf [Bo3]) . 

PROPOSIT I ON 3.1. So it J .. : ·u.n compa.ct 1lc I'1 (_V' ) . L 'r.n,,cmble de,, 
c01lrant$ projcctifs de PC(S' ) dcmt le support est contr:n11. rlo.11 . .- J\- e,,t 
compact. Lc8 t:la.88 c.~ ti c: c011.Jn.1J 11.i .~ 011. ·' ont tf P.11.8 C8 tin n.~ cc com.po.ct. 

P a r c:-;e111 ple . si Iii nui~t t> .Y' est g<~OllH; t.r iqut"Illent fi11ie t>t s<1ns 

elernenls pa.raboliques. la proposil io11 ci -dcssus pernwt de co111p<1ct i

fier l 'ensemblc des c lasses de co11juga ison clc ;;- 1 (:Y) par l"e11se111b le des 

courant s geoclesiques d e PC ( ~V' ) support c:'.·s dans lr: coeur ilr: Nir:L, cn d e la 

,·ariete N', c 'esL-a.-dire le quotient d<> l"cn,·elo pp<> conYe:-;e de !'ensem ble 

limite du grou pe G clans H 3 par !"action du groupc G. 



Un t.el courant se releve da.ns H :i en un courant G -i ll\'i1ria11t sur 
la restri ction du feu illet.a.ge geodesique de H 3 a. I 'e1weloppe COll\"E':\l' de 
!'ensemble limi te L (N') du groupe G. L'espa.ce des feui lks du fcuilkt.age 
geodesique rest reint a cette enveloppe convexe est homeomorp he au quo
t ient du complernenta.ire de la cli a.gonale cla ns le proclui t. L(:Y') x l(_V') 
par l' in\·o lu t ion qui echa.nge Jes cleux fac te llrS. Un courant geodesiq ue 
supporte clans le coeur de Nielsen s' interprete do ne cornme une mesu re 
de Borel ri1(N' )- in vari a.n te sur cet espa.ce. Lorsque le g ro upe r. 1(S ') esL 
geometri quement fini , !'ensemble limit.e L(JV') peut et. re clefini <.>n te r
mes uniquement combin a.toircs ([Gro], [FI]) . Done l'espa.ce des courant.s 
geodes iques clans ce cas ne de pend que du groupe G. Nous le 11otero 11 s 
a lors C' (G ), et PC(G ) pour l'espace project if assoc ie . Nous noLero ns aussi 
1\tl( G) l"espace des fe uilles du feu illetage geocles iq ue. decrit prececkmmen t. 

Da ns les cas qui nous int.eresscnt. . la n 1.ri6te 1V 1 n ·est. p<ts geomet riquement. 
fi nie et nous desirons mesurer la cli ffere11cc entre l"cspace des cou r<111ts 
geodesi ques de N', P C'(N') et l'espace P C'( G ) . 

Nous a.lions d 'abord cons iderer les resul La.Ls du chapilre p r C:·n~cknt da11s 
le conte:-; te des coura.n ts gc~oclesi q ucs. 

Notons 6 la. prei rna.ge cl e l'ouvcrt. 0 cl a ns J'espacc d(·s l<rn1 i11a t ions 
mesurees JI L(S). Si /\ es t u11 e lc1.111i1 1at.io11 de 6 r<~ali sec da 11s l;.1 \"<lJ" i('.'tt; 
N ', on not.era P( /\ ) , ]' image du support. de /\ clans le fibre'.· t'll dro itcs 
p1 (N'). 

Soit r une lamin at ion de 6 don t le suppo rt est u11e reunion de f<'ui ll es 
compactes. Alors P(t) est la. reun ion des geodesiques de :V' homotopes 
aux cornposa.ntes du su pport de / . Ra.ppelo11s que P b) a autnIH cle 
composantes connexes que le support de r eL qu e chaque com posante de 
P (I) est pa.rcourue exactement une fo is (cf Remarque I. J .s ). On peut do ne 
a.ssocier Ull element, de C'(_V') a -f, en lll ll lli ssa.11t. cha.q u<• CO ll lJh.lScllll(' de 
P(1) de la mesure Lrnns,·e rs<' de la composan Le de/ qu i lui co1Tt's1w11d . 
Soit F(1) !"elemen t de C'(N' ) ains i clE·fi 11i . 

Nous allo 11 s 111 a. inLena11t rnont rcr k rC:·s ul t.a.L sui\-;.11 1t , 

T ll EO !lb ! E 3. 2. So it N ' unc va.rirHe hyz1crbo li:qne complr:te. :<r1.ns 1ilr'.mcnL' 
paraboliq·ucs et rlont le grnnpr: fonrlnmcnia l est i.,omorphe 1l G . Soit ,\ unr: 
lamination mesuree rlc 0 rcal1:8ce da.ns lo. varictc N' . Alors. il c1:i.<tc 11.n 
voisinagc de /\ dnns 6 ·'·nr l<yncl l"apphud1:on F rlf:_Fnir: r:i -tli:.<.«11.<. ,<<: 

prolongc en nne a.pplica.t.ion c011.f.i'll:11.r'. 1). vo.ku:rs do:n,, C ( _Y' ) . 

PrtEli VC: Nous comme11 <:011s p;1r 111011t.rcr qu<' les l;1111i11<1tio11s de U 
realisees clans N' forrnent. llll OU\"<'l"t. 

A .FF IIU L ATlO N 3. 2 . 1 . fl cxi,, tc un -voisinnge rlc >. rlrrn,, 6 . tlo nt to us le.< 
clements sont realises rlo.ns :V'. 
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PREUYE: D 'apres la proposition 2. -1, Jes laminations de 0 clont les 
regions comp lemen tai res ne sont pa.s tout.es simplement conn exes sont 
tout.es realisees clans JV'. Le probleme est done de real iser les laminations 
proches de >.,et dont les regions complement.ai res sont toutes simplem ent 
conn exes. 

D 'apres le theoreme 2 .3, ii nous suffit de montr er !'exis ten ce d'un com
pact ]{ de la var iete N' et d'un voisinage V(>.) de la laminat.ion >. clan s 

6 tels que si 1' est une multi-courbe de F (.A), son image F (lr ) a un 
support 1'* qui rencont re J{. 

Raisonnons pa r l'absurde. Soit (1-;) une sui te de multi-courbes de 0 
qui converge vers >. clans 0 et telles que Jes geod es iques 17 finisse nt pa.r 
quitter tout compact de N'. Qui t t e a. extra.i re une sous-suite de la. sui te 
(Ji), on peut supposer que ces la.mina.tions convergent pour la topo logie 
de Hausdorf vers une lamination >.'. 

On a une inclusion na.turelle du support de >. clans le support de >.' . 
Done, d 'apres la. proposition 2.10 , la laminat ion >.' est realisee clans la 

variete N' par une app li cation pli ssee (a. p) . 

Consiclerons Ull resea.u ferrovia.ire presque geocles ique T sur la su rface 
(S, a ) qui porte la laminat ion A'. On peut homotoper !'application p e n 
une application z/ de sor te que !' image par !"application p' de ce resea.u 
clans la variete N ' so it une reun ion cl 'a rcs geodesiques qui se rencontre nt 
en leurs extremites en y fa.isant. un a ngle proche de 7i. Pour un en tier ·i. 

suffisamment grand , !es mul t i-courbes -;'i sont. portees par le reseau T. 

Done, !' image p' (l'i) est une courbe geodesique par morceaux, clont !cs 
co ins sont proches de rr. La geoclesique 1; de la variete 1V ' homo Lope a 
une Lelle courbe, est cont.enue clans un \·o isincige de ra.yoll constanL de la. 
courbe p'hi) ([Bol]). 

Ceci cont redit l'hypothese que Jes geodes iques ri finissent par qu itter 
tout compact de N'. D 

Soit V(A) un voisinage ferme de la. larnin cition >. clans 0 fourni par 
)'affirmation prececlente. 

No us allons montrer que ]'appli cation F s"etencl par conti nuite da.ns 
le voisina.ge 1/(A) . 

No us cornrnenc;ons pa.r deflnir a. part ir de la clonnee d'une ap pli ca
tion pli ssee (a,p) qui reali se une lamina tion mesuree >., un coura.nL de 
C(N') supporte sur P(A ). Ra.ppelons pom cela que l 'a.pplica.tion P · est 
un homeomorph isrne su r son image P(A) (cf le Tlieorbrnc 2.8 ). Soil. R 
un petit rectangle ferrn e conl.enu clans S. \'Ois inage cl' un arc clans unc 
fe uille de >. . On choisit R de sortc que Jes fcuilles de /\ n R so ient des 
arcs para.l leles. Soit rna.int.e11ant U un clisque fermc' de cocl imension l da.ns 
pl (N' ), t ransverse a.u feu illetage F au point. I' (p) . e t. t el que p - l (U) 
soi t en bijection avec u11 fc rme ck l'espace des fe uil!cs de fl n ,\ (un t el 
clisque existe toujours. cl"ap res la. co11t.i 11 uit.e de p - 1 ). On peut a.lors tra.11s-
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porter la mesure t rausverse a. /\ en une mesurc su r C p<n l'a.pplicat io n 
P . 

En ut ili sa.nt des recouvrernents , on peut. definir une nwsure t ra.ns\·f'rse 
F( >-) sur cha.que transversale de :F. On montre l'i m·a riance par holonomie 
sur Jes petits ouverts transverses qui ont servi ii defi n ir F(.\) . 

Pour justifier le nom F (>-) que nous a.vons don ne a c<:'ttc mesure. re
marquons que lorsque la. lamination /\ a un support rE-u nion de ft-uilles 
cornpa.ctes , le courant a.ins i defin i coi.ncide ;-1,·ec le courant F ( ,\) int roduit 
precedemrnent comme une combin a.ison lineairc de masses de Dirac. 

Toutefois, il nous faitt rnontrer que le courant a insi clefini ne depend pas 
de la realisation (c7, p) de la. la.mina.tion >- . Ceci clecoule cle !'affirmation 
su ivante: 

AFFIIl.MATION 3.2.2. Soit /\ E 6 unc lamination 171.e$ll.Tfr ren.!£$Ce da.11.-' 
la variete N '. Soit ( /i) ·une suite de laminations 1i Jeni/le" compactes q11.1: 

converge vers A pour la. topologic de 6 . a.in$i 1ru.e ponr ln. fopolo2ie de 
Ha:ns dorf. Alon;, la $Uitc (Fhi)) cm1:0Cr!JC ·per,, FP) d11.11..> C (S' ) . 

Pn.cuvc: Nous allons suivre les argu nien ts ut ili ses dan s ;Boi.3.j]. 

D 'apres un lemme de t.heorie de la. mes ure. ii 11 ous suffit de n10 11t n'r 
que pour tout di sque ferme U , cle cocl imensio 11 l clans P 1 

( _Y' ). t ransH·rse 
a.u fe uilleta.ge :F tel qu e la mesure cle l;-1 fronti(·re de C Sl)it nulle. 1(1 111 <l sse 
cleposee par F ( ·yi) sur U converge vers la. masse deposet' par F ( ,\) . 

Soit ( c7, p) une surface plissee qui realise la l<1m in <lt ion /\. So it C un 
petit disq ue transverse a. :F clont la fron t i e r<:'~ Lille FPl -11wsure lllllk . 011 
peut se restreind re a ux disques CO!l1enus dans les pe ti ks \"<1ri('tes tr<11is
verses qui ont serv i a clefiu ir F(/\). 

Soit E un nom bre posit if a.rbiLraire. J\ Iunissons le fib re P 1(_Y') de 
la. distance a.ssociee ~. la metrique cle N '. II exis te un e couronne C., 
d 'epa.isseur 217 a.utour de la. l'ron t iere de U. clont la masse F (,\)(C,1) es t 
stricternent inferieure a. E. 

Considerons un reseau ferrov ia.ire T sur la surface S. tel que la lami
nat ion A so it con tenue clans un voisin a.ge cle T . 

On peut homotoper l'applicat.ion p cl e sorte que !"image cle 1 so it u11 
gra.p he clo11t Jes branches ont 11nc petite cou rbure. et "vllt t <-1 11ge11tv,; t~ 11 

leurs ext r<~m it . es (re8w:u t!i.tfc.,-enh11.hl1:). . \prc~s u11<:' ,;el·lrnde lm11ll)t lipi(-. 
cet t.e fois uuiqucmenL ~\.la. sou rce, 011 obtic'llt u11e applicatio11 p' telk que 
la lamilla.t.ion /\ ~1 une image cont.en ue cL-1n s ;/( T). 

La condition de differenti;.1bilitc'- i!llpost'<"' i1p' (1 ) ent r<1i1w que 1"011 pt>u t 
relever dans le libre unita.ire P 1(:Y') l"i1m1gc par p' de tout(' courlw p \Hl<~e 
par T; on notera. j'/ I 'application relevc~<:' . 

On peut done pa.rler du poicls ck-pose~ sur u11e sous-\arie te C cit> codi
mension J clans P 1 (;V' ) t.ra. 11 s \·erse i1 i/(1) . par p1(JL ) . .J;'s quP 11 est u1w 
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laminat ion portee par r: ce nombre s'exprime comme la. sornrne des co
ordonnees de µ sur les branches b (comptees avec multip li cit.e) du reseau 
r telles que 7J'(b) rencontre U. 

Si le resea.u de depar t r est choisi suffisament proche de >., on peut 
garantir que : 

(1) l'homotopie de p a p1 bouge les vecteurs tangents a.ux feuilles 
de >. de rnoins que 17/2; 

(2) le reseau p'(r) a une courbure suffisa.ment petite <le so rte qu 'une 
courbe fermee quelconq ue q u 'ii po rte puisse etre hornotopee a 
sa geodesique de N ' pa r une homotopie qui bouge les vecteurs 
tangents de moins que 17/2. 

Cette dern ie re propriete entraine que pour une eourbe fermee quelconque 
I portee par le reseau T, on a. l'inega.litc: 

IP' ( -y )( u) - F(1 )( U) I s; p' b )( c,,12 ). 

D'a.pres la definition de la. mesure FP) , et la pr<·miere propriete ci
dessus, la. meme inega.lite est verifiee cnt.re les poids deposes sur F pa.r les 
mesures p'(A) et F(>.). 

Remarquons maintena.nt que l'hypo these que la suite ( "/i) converge 
geometriquement vers >. entra:ine que tout reseau ferroviaire qui porte 
>. porte a.ussi presque tous Jes termes de la. sui t.e ("i i). On peut done 
appliquer l ' inegalite prececlente a chaque terrne de la suite ( ·y;)' le reseau 
T eta.at fixe . 

On a aussi: p'(>.)(C',1; 2 ) s; F p)(C,1). Done p'(/\)(C,1; 2 ) < E . 

Choisissons maintenant !es courbes / ' i suffisament proches de >. de 
sorte que: 

jp'(l'i)(U) - p'(>.)(U)I s; E 

et 
p1 (;i)( c,,) s; f, 

On a a.lors: jF(-yi)(U) - F(/\)(U)j s; :3E. Ceci t.ern1 ine la preuH' de 
!'affirmation :3 .2.2. D 

Pour t.erminer la preuve du Ll·1(~or?-111e :3.2 . ii nous suffit de rno11trer 
!'affirmation suivante: 

AFFlHi\! Xl'ION 3.2.3. Soit (Ii) ·11.ne suite de nwlti-wurbc.~ da.ns 6 1r11.i 
converge vcrs une l11.mina.tion >. . 1'611.lis f'.r: d11.n8 la. ·110.riCtc _Y' . A lo rs la. 
suite (Fhi)) converge vers Fp) d11.ns C(N'). 

PllEUVE: On demoutre ceLte afTirrnat.io11 d't111e ma11ihe simi la ire a cellc 
de !'affirmation precedenLe. On peut supposer que la sui te ( ;; ) converge 
pour la topologie de I-I ausdorf vers 11ne la111inat. io11 geoclesique /\' . Le 
support de >. est done eontenu d<rns /\'. 
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D'a.pres la proposition 2.10, la. lamination )/ est realisee par une sur
face plissee (a, p) . 

Soit T un reseau ferrovia.ire quelconque qui porte la lamination /\ '; 

alors, d'apres la convergence geometrique de la su ite (t·i) vers >.. ' , les 
multi-courbes /i seron t. portees par T pour i suffisa.men t grand . 

L 'a.rgument u til ise clans la. preuve de !'affirmation preccde 11te montre 
que la suite (Fhi )) converge clans C(N') vers le courant FP) associe h 
l 'application (a, p) . 

D'apres !'affirmat ion :3.2.2, le courant F(>..) ne dc~pend pas de la 
realisation (a, p). 

Ceci demontre !'affirmation 3.2.3. D 
L 'application F peut d 'a.pres !es affirmations 3.2. l et :3.2 .2, etre defin ie 

en tout point de l'ouvert VP). L'affirmatio11 :3.2.3 entraine que ce pro
longernent est une application rnntin ue. 

Cec i termine la preuve du t heoreme :3 .2. D 
D'apres le theoreme precedent, !'application F est. clefinie sur un ou

vert dense de 6, qui , d 'autre pa.rt est in var iant sous !'action du grnupe 

lvfod0 (N). De plus , !'application F commute a.vec J\.1od0 (N) . On a clone 

une application continue d'un ouvert dense de O/l11od0 (N) su r C(N); 
comrne cette application es t homogene, on peut la voi r comme une a ppli 
cation F' d'un ouvert dense de L(N) clans l'espace project.if PC'(N) . 

Dans le ca.s ot1 la variete N' est geo 111etriq uement fin ie et sans cusps. 
d'apres le coro lla.ire 2.G , tou t.es !es laminat io ns mesur<~e.s de 0 so11l 
realisees, et done !'application F' introduit.e ci-dess us est ddi11ie su r t.o u tc 
la variete L(N) . 

Le reste de ce chap iire est consacre ~1. l'ctude de cette application F' 
clans le cas ou l\T' est geometriquem en t finie. Nous allons montrer qu"alors, 
!'application F' est un homeomorphisme sur son image. 

Commen~ons par l'injectivite. 

THl~OR EME 3 .3. L'npplication F' es t injective. 

PREUVE: Soie 11 t >.. et ,\' de ux la mi11a.t.i ons de 6 qui 0111. la. n1en1e i1m1ge 
pa.r l'a.pplica.Lion P. Nous a. ll o 11 s construire un cliffc~o 1norpl1islll e t:' cle 
J\1 od0 (N) tel que 1/,().) = /\'. On clisL ingue pour cela. Lrois ms. scion IC:' 
type topologique de la lamination /\ . 

ler cas. La. lamination /\ a tout.es ses f'euilles compactes. 

Alors, ii en est de meme pour la laminat ion N, cl'a.pres le t heorerne 

2.8. Les supports respect ifs des lamina.Lions >.. et >..' sont l10111otopcs clans 
N. On coustrnit alors une applica.tion f du bret:;,e l crcux N cl<1ns lui
merne, !to 1110 Lope a ]' i cle1 I t,i te, Cj l1 i ell VO i e cl I <l<J ue CO!Tl p OSrl 11 (C de ,\ S l11' ]a 
cornposa.nte de /\' qu i Ju i est liomoLopc·. 
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On peut voir l'a.pp li ca.tion f comm e une a.pplica.tion de la pa.ire (;Y. /\) 
vers la. pa.ire (N, N) ([Jo]) . Puisque la. pa. ire (N, >. ) est incompress ible 
et anannulaire. l' a.p pli ca.tion f est une equi\·a.lence d'hornotopie de JMires . 
Done. d 'a.p res un theoreme de Joha.nnson (cf [Jo]), elle est homotope a 
travers des a.pplica.tions de pa.ires a un diffeornorphisrne. La restriction a u 
bord de ce diffeomorph isrne est un element ~, de 1\1od0 (N) qui e nvoie le 
support de ). sur le support de >.'. 

2e cas. La lamination >. a toutes ses regions complementaires simplement 
conn exes . 

Considerons deux applications plissees (a, p) et (a', p') definies su r S 
dont le lieu de plissage contient respectivement les laminations >. et >.' . 

D'apres la definition de !'application F, le support du courant F (>. ) 
est P (A), Oll !'application p est de fini e a pa.rti r de la real isat ion de A 
par !'app lication plissee p. Soit. P' l'a.ppli ca.tion a.ssociee a. >.' . Puisque 
les deux applications P et P' sont des homeomorphisme sur leurs images 
(Theorerne 2.S), !'application P 1

-
1 o P def1nit un homeomorphisme (f) du 

support de la lamination /\ sur la surface (S, a ) sur le support de la 
lamination >.' sur la surface (S, a'). 

Par construction, l'horneornorphisrne <f; est une isomet rie le long des 
feuilles, et les applications p et p' o d> co'incicl ent sur la lamination >.. 

L E~l i\I E 3. 3. 1. On pe'lli prolon9er l 'a.pplica.tion <P en ·11:n. homeomor7>hi.mu: 
de la . .s·lf.1jace S dont la cla . .s.se d 'i$oto7>ie a.ppa.rtient <l. ,\.{ vd0 ( .V ). 

PREuVE: On commence par etendre cet horneomorpl1isrne a un voisinage 
de la lamination >.. 

Tout d 'abord, on remarque que la lamination >. a un nombre fini de 
feuilles isolees: ces feuilles isolees se groupent par cycles ot1 Jes feuilles 
clans un meme cycle correspondent a. une composante du bore! cl'une region 
complementaire de >. clans S. 

Si deux feu illes de /\ sont asymptotes sur S , leurs images pa.r d> sont 
deux feuilles de N qui sont. a.ussi asympt.otes, d'a.pres le corollaire :2.9. 
Done, !'image par ¢ des feuill es de ). cont.enues clans le bore! cl'une regio n 
complementai re de ,\ est un cycle cle feuill es contenues da.11s le bore! cl' u ne 
region complernenta.ire de N. 

Puisque nous avons suppose quc les regiolls complementaires de 
A eta.ient simplernent connexes . ii en ('St de rnen1e po ur !cs n~g io11s 

complementaires de /\ ' par un arg ument. cle caracteristique d ' Eu ler. 

O n const ruit. un feuillet.age p<trlie l des regions compleme11taircs de la 
lamination /\ sur la. surface (S, a) e11 prcnant !es horocycles contenus clans 
ces regio 11 s de longueur ink·rie ure ;i l.111 co11st.;1nte que nous ckt<'ri'll inero11s 
plus tare!: rhoisissons t.outefois cettc const.a11k· suffisamment. pe t ite de• sort.e 
que les horocycles ai11 si construits soieut disjoints. Ceci dc;fin it. une sous
su rface conten a.nt /\et Lelle que chaque point. de ccl.t<' surface est ro111e11u 



clans ,\ ou clans un horocycle du type precedent. Effectuons la merne 
construct ion sur la. lamination >..' cont.enue clans la su rl'ace ( S, 17

1
). 

AFFIRMATION 3 .3.2. Les images par ¢ des extremites d '·u.n horocyclc 
d'n feuilletage associe a ,\ sont les extremites d '1ln horocycle rln fe11.illctage 
a.ssocie r1 ,\' . 

PREUVE: Considerons un horocycle h0 du premier fe uilletage. Tout 
d'abord, les images des ext remites de cet horocycle son t s ituees sur deu x 
feu illes de ,\ ' qui son t asymptotes. Supposons que ces ext remites ne sont 
pas extremites d 'un ho~·ocycle du feui lletage associe )..'. 

Soient x 1 e t y1 !es images par <P des ext remites de l'horocycle ht 
obtenu en poussant h0 ~i. une distance t clans le cusp delernite par ho . 
On peu t trouver une suite (.r 1;) tel lt' que P(.r 1;) (et done a uss i P(u1,)) 
convergent vers des po in ts joints par un a rc geod<~siq u e de longueu r non 
null e conten u clans une feu ille de P( /\'). 

D'autre part, ces points etant images des extremit.es cl'un horocycle 
clont la longueur tend vers 0, Jes deux lirnites sont en fa.it ega.les . Done 
la lamin ation P(A) cont ient une orbite ferm ee. Ceci est en co nt radiction 
avec le fait que ]'application P est un homeomorphisme su r son image . 

D 

L'affirmation p recedente permet. cl'et.e11dre l'<1pplic<1.Lio11 0 su r le 
voisinage feu illete de ).. e n un horneorno rphi sme qui respecLe !es feuil
letages horocycliques . On prolonge ensu ite cette a.pp licatio11 e n un 

horneomorphisme ·~· de la su rface S en uti lisant le fait quc !es reg ion s 
cornp lernentaires des laminations ).. et /\ ' sont tou tcs deux s impletneu t 
connexes. 

Soit h un horocycle du feu illetage a.ssocie a. >-. Si la. longueur des 
horocycles a ete choisie inferieure a la. moiti<~ du rayon cl ' injectivite su r un 
vo is ina.ge compact de p(,\), !' a. re p(h) sera. ho rnoto pc ~' ex tremites fixes;, 
!'arc p' o 1t>(h) clans la va.ri ete :V' . 

Done. par coust ruct ion , les appl icat.i ons p rL p' o v so1 1t l1 0111ot.opes 
lorsque on les reslreint. a u vois i11age fcui llcte de /\ co11struit. 011 t··11 d c''.du it. 

puisque le groupe fonda.111e11tal de ce voisinagP. se su rject.c clans le groupe 
fo 11 da111e 11t a l de S, q ue !cs dcux applicaLions p e t. p' o v so11t l10111otopes. 

Do11c la classe <l'isoLopie de l'hornfornorphisme 1/1 appar tienL ;t AI od0 ( N). 

Ceci term ine la. preuve du lemme :J.:1.1. D 

On a a insi ramen(> la s it.uat. io n h. eel le de deux lilmi11at. io 11s 1ncsun~es /\ 
et 1/J (,\') q u i 011t le tneme support. et. t.ellcs quc F( /\) = F(,\') . 

ll decoule a.lo rs de la cldi11itio11 de l1<1pplicatiou F , quc lcs rncsurcs 
t ransverses de ces la.lll inat.ions co'i1 1cidc11 t .. 

Ceci resoud le probleme de l'i11j<'ct.ivite clans ce cas . 



3e cas. La lamination >. es t quelconque. 

II nous suffi t de considerer le ca.s oi.1 la. lamination /\ n 'est ni une 
reunion de feuilles compa.ctes, ni reduite a un m in imal exceptionnel clon t 
les regions complementaires sont simplement connexes. 

On cons truit comme da.ns le deuxierne ca.s, un horneomorphisme du 
support de >. vers le support de >.': cet homeomorp hi srne p eut etre p ro
longe a un voisina.ge V(A ) de cha.cune des cornposa.ntes de >. qui est un 
minimal exceptionnel, en un horneomorphisme a. va.leurs da.ns un voisinage 
V(>.' ) des composa.ntes co rresponcla.ntes de la la.rnin a.tion /\ ' . 

Notons ¢ rl10meon1orphisme ainsi cons t.ruit. L'homeomorphisrne <P a. 
la propriete q ue, pour to u te courbe trad~e clans une eomposante connexe 
du voisina.ge V(>.) , [' image de cette courbe par ¢; Jui est homot.op e <la.us 
la variete N . 

On choisit maintena.nt une suite de laminat ions a. feuilles co rnpa.ctes 
( >.i) avec Jes proprietes sui va.ntes: 

( 1) pour tout i , le support de la. laminatio n Ai es t contenu d <tn s la. 
reunion des feuilles cornpades de >. et des voisiHa.ges feuill e tes 
V(A ) des composa.n tes min ima.Jes de >.; 

(2) la suite (>.i) con verge cla ns l'espace des la minations mesu rees 
vers la. la minat ion A. 

Considerons pour tout i, Jes cleux laminations >.i et di(Ai) . o·a.pres 
le premier cas, ii ex iste un cliffeomorphisme !/.J i appart.ena.n t a. 1\1 od0

( _\T ) 
tel que 1/Ji( Ai) = </>(Ai) . 

Lorsque i tend vers l ' infini , la. su ite (<-6(Ai)) te nd vers la. la.mi11a.t ion 
</>(>.) dont le support coi'ncide a.vec celu i de >.'. La la minat ion <P(A) a.p

p artient clone a l'ouvert 6. 
Puisque ! 'action du groupe lvf od0 (1\T) est propreme nt discontinue s ur 

l'ouver t 6 (car elle !'est sur 0 ), Jes classes cl 'isotopie de cliffeornorphi sm es 
1/J i sont en nombre fini. On peut done supposer, quitt e h ext ra.ire une sous
suite de la suite Ai que le meme cliffeomorplii sme IL' inten- ien t. On a. a.lo rs 
par conl inuite: 1t1 (>.) = d>P). 

On conelu t comme cla ns le <leuxi(~me eas. Les cleux lami11a.tions 111(A) 
et N onl le meme supp ort et leurs images par l"a.pplicat io11 F sont. <~ga.l es. 

E lles sont done egales e n tant que laminations rnesurees. 

Ceci terrnine la. preuve du theoreme 3. :3 . o 
Nous a.lions ma.intena.n t montrer le rcsultat sui va.n t: 

T II EORE111 E 3. 4. L 'app li cat ion F' r.s t 11.n homeomorphi8me snr son im. 

age. 

P ltEUVE : ll nous suffit de mo11trer que si ( /\i) ('st unc s ui te de la.m i1 rnt.io11s 

da.ns l'ouvert 6. Le lle que la suite de coura 11 ts (Fp i) ) con\·ergc ,.<·Ts I<' 
cournnt F P ) clans C'UY), ot1 >. est 1111 r~l<~llll..'llt de 6, alo rs ii c>xis (.(' des 
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diff eomorp h is mes <Pi do 11 t Jes classes cl ' isotop ie a.p parLien 11 e n t <1 u grou pe 

JV!od0 (N) tels que la su ite d e lamina.tions (<i>i (,\i)) converge H' rs /\ pou r 

la topologie d e 6. 
On p e u t se restreindre au ca.s OLl Jes la.mina.tions ,\i o nt tou t.es 

pour support une reunion d e feuilles compactes . d 'a.pres la. con t. inui te de 
! 'application F. 

Nous a.lions d 'aborcl tra.iter le ca.s OLl le bretzel creux N a pour grou pe 

fondamenta.I un groupe libre; nous indiquerons cl ans le chap itre sui,·a nt Jes 

modifications a apporter pour tra.iter le cas general. 

La strat egie d e la demonstration consist.e ~\. parLir c!"un sy stem e ad

missib le m erid iens a par rapport auquel la. la.mi na t ion /\ es t en posit ion 

tendue, et d e trouver des elements rP i du groupe 1\1od0 (N) tels que les 

lamination s cPilAi ) conve rgen t vers une lamina.t ion /\ '. en posit.ion tendue 
par rapport au me me system e a . On montre ra ensui te que la. lamination 

>..' apparti ent necessairement a. 6 . Ceci pe rmettra. d e conclure grace a 
l ' injectivi te de ! 'applicat ion F'. 

Le premie r problerne est de nature topologique : nous <t \·ons beso i11 
de cornpren<lre a quelle condition o n peut modifi e r une lalllination d e () 

a feu illes cornpactes par un d iffeo lllor phisrne 0 clans } f or/0 (_Y) pour la 

rendre en pos it ion tendue pa r rap po rt i1 un sys t(~rne admissible clo1111e. 

R a ppelons que si l'on n ' impose pas a u cliffeornorph isnie o d'arnir sa 

c lasse cl'i sotopie clans i\1ocl0 (N), o n peu t toujou rs m eL tre u11 e lalllination 

de 0 en posit ion tendue par ra.pport a un systerne admiss ible clo nn e en 

lui appliqua.nt un cliffeomorphisme de AI od(N) (d Theo re me 1.:3 ). 

Nous allons t rou ver une condition necessaire et suffi sante de natme 

combinatoire pour qu 'un tel diffeomorphisme ¢ existe cl ans le groupe 
!\if od0 (N). 

Pour cela, soit o· un systerne adm issi ble d e 1 rn~ ricli<~ ns d e la surface 5. 

Soit 5' le revetement pla.n<ii re cle la su r fa ce 5 , bo re! du bretzc l _y. 
int rocluit clans le clrnpitre l. Les bouts de ce reYe t.ement s 'i dcn t ifient de 
manie re na.ture lle a un ensemble d e Canto r 1.;. 

On coust rui t a. pa.rt ir du systeme d e mcridiens o· , un do m a ine l'on

clamental pour !'action du groupe G = rr 1 (J'V) sur la surface 5'. C'e 

domai ne fondamenta.l es t un e surface pla na ire D a vec 2.r; co1nposa11l e'.' d e 
bore!, que ]'on peut vo ir comrne la fenneture cl ' un e co rnpos<ln te co 111 1c:-;e 

de la pr<;' image d e 5 - a clans 5'. 

Soil. ·111. 1111e cornposant.e cle bend d<' 1<1 sllrf<1u· D. Let coll r lH' 111 cldi 11it 

u11e p <t.r tit io 11 de l'e11 semb le de C<111lor I..' e11 de ux co mp <1cts d is_joi11t s 111 + 

et m-. C'hoisissons les indi ces + 01 1 - de sorll' q uc· ks cu111pac1s 111+ 

soient di sjoin ts lorsque 111 clecriL la l'rn11 L i i~ rc • cle D : ils fornw11t done u1 1c 

partit ion de l\.. en '2g compacts mt. 
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Donnons-nous rnaint.ena.nt un couran t geodes iq ue p; a partir d u 
system e de meridi ens a, nous allons construire un graphe qui va. .1ouer 
en q uelque sorte le role d 'un reseau fenoviaire pour le courant µ. 

Les sommets de ce graphe sont en bijection avec Jes elements de la. 
partition definie ci-dessus; on joint deux sornmets pa r une arete s'il existe 
uncouple (a, b) clans le su pport de µ tel que a et b a.pparti ennent respec
tivement aux deux elem ents de la. partition rorresponcla.nts aux sommets 
consideres . 

Cette construction n 'est a ut re que la generalisation cl 'une construct ion 
de Whitehead clans le ca.s oi'.1 le coura.nt p etait une masse de Dirac ([W]). 

Definition. Nous appelerons le graphe a.insi defini le gmphe de Whitehead 
du C01Lrani µ relativement au systeme de meridiens Cl' et nous le noterons 
C~(µ) . 

REMARQli E 3. 5. Soit (f.Li) 'llne s11.ite de courants qui co 11:uer9e ·unguc
ment vers ·1m courant µ. Soit a: nn systeme rulmissible de meridiens. 
Alors, le graphe r 0 (µ) est conte1w de far;on naturclle, pour tout ent?:cr i 
suffis amrnent grand_. dans le graphe l' 0 (f.ti). 

Cette remarque eta.nt faite, cons iderons ma.intenant le ca.s cl\111e mesu re 
µ, qui est une somme fini e de masses de Dirac . 

Nous a llons associer a.u suppor t de la mesure p une relation d '<:~qui,·al e 11 ce 

su r !'ensemble J( , par une construction qui sera. exploitee clans un cadre 
plus gen eral clans la suite. 

On interprete le courant f.l comme une rnes ure de Ila.don sur Jf (J\- ), 
invaria nte sous !'act ion du groupe G. Le support de cet t.e rnesure est un 
ferme de Jvl(I\ ) que !'on peut relever clans J\. x ]\ . . Soit 9 C E x X la. 

reunion de ce support et de la diagona.le. 

PROPOSITION 3. 6. Lorsf)ye le s'llpport de f.'· est -nne reunion fin ie de 
f euilles compactes, ['ens emble 9 introd-uit ci-rless·ns est le graphe d '·u:n.e 
relation d 'equivalence snr E d 'espace quotient scpa.rc. 

PREUVC: Un couple de points distill cts (a , b) est da.11 s 9, si e t seulement 
si ii exis te un element du groupe G relevant une coinposa.n te du support 
de f l qui le fixe. 

Deux couples cliffercnts de points distincts de 9 n'ont ja rna is une 
ext remite e11 commun. car deux elements de G , ou b ien n 'ont a.uCL111 point. 
fixe en commun, ou bien 0111. exa.ct.e111e11t cl eux points fixes en co rnrnun. 

Que 9 Soit ferrne clans /1.· X J1.· resu]t.e du fa il <jUe Jc Sllpport de f.l ciatlS 

J\i(E ) e!:it. ferme. D'apres la. rern<irque preceden te c'est le grnplw cl'u 1w 
rela t ion d'equi,·a.lence. Puisque E est compact, l 'espace q uotie n t. de cettc 
relation est. separe. D 

Notons J\·,, l'espace quot ient. de X par c<>l.Le relat ion. 
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Nous a.lions rna.i ntena.ni relier des propriet.es combina toi res du graphe 
de Whitehead r(µ) a.vec des proprietf-s topologiqul's de 1·t>:-pac0 quotien t 
I<,,. 

PROPOSITION 3. 7. Soit µ un courn.nt geodesique de C(.Y). Su.ppMons 
que le graphe f(µ) est connexe ainsi q·ne le complhnenta.ire de charnn de 
ses sommets. Alors, pour to·ut i. et pour to'/l.te partition de mt en deux 
compacts disjoints A. et B. il cxiste ·nne fe·u.ille du. ,<uppnrt de p dont les 
bo'llts sont respcctivcment contenus do.11.s A. et rlan,< B. 

PrtEUVE: On raisonne pa.r l'absurcle. Le ferme mj peut alo rs etre ecrit 
comme la reun ion de deux compacts disjoints A et B de so rt e qu'il n·existe 
a.ucu n couple clans le support de la. mesure 11 dont une extrt;111ite est clans 
A e t l'a.utre clans B . 

Au systeme de mericl iens C\', on peuL associer une ba:'e de \·oisinages 
pour le ferme mt de la fa.r;on suivant e. Cha.que trn11sla te par un element. 
du groupe G de la. partition a.ssoc iee a. Ull mericlien du :'.\'Sti?rne (\ clefi11 it 
une nouvelle partition de h:. Consicl<:.rons la fa mille des oun'rts de ces 
partitions qui sent entihement contenus clans mt. Les Oll\'L'rt~ a insi con
struits engendrent la topo logie de mt: nous appelleron:s ces ou\·erts des 
ouverts basiqucs. 

On peut exprimer cha.cun des co1npacts (ou \·erts) A c.:' t B co mrne la 
reunion d'un nombre fln i d'ouverts lrnsiq ues. Etan! clonne deux Oll\·erts 
bas iques, ou bien ils sont disjoints, ou bien l' un es t contenu clans l'autre: 
on peut done supposer que Jes ouverts bas iques qui intcn·iennent clan::; la 
decomposit ion de .-1. ct de B sont d isjoi nts. 

Choisissons pa.rrni toutes les decompos itions de Ct' type u11<' qui pos;:;ecle 
le plus peti t nornbre d 'elements . 

R.appelo ns que la. composante de la pre image ck o qui d<-~fi nit mt es t 
une composa.nte de bore! du donrn.i11 e fo11clame11tal L., de l'arti011 de(; :-:u r 
S'. 

Cha.que ouvert ba.sique qui interv ient cla ns la dhomposit ion de A t'l 

de B est associe a une composante de la prei111agc de Ct . d<rns la frontier<' 
d 'u n unique t ranslate de D. Choisissons parmi lcs tran:.-:latcs de D associes 
a la decomposition de A et de B un Lra nslatl; g( 'D ) qui l'Sl ;, di stal!('(' 
maxima.le de D: ici. la. clista.nce e11t.r<" deux translates dl' D rnesure le 
nornbre minimal de compos<1 ntes de la preim<1ge de de o quc !'on renco1.1t re 
pour joi11dre ces de ux tra.ns la.t.es de D pa r un chemin. 

Soi t. m la. composa11t.c de la fnrnt.ic're de:> _q(I:>J qui st;p<He. da 11 s 5' . 
les smfaccs D et 9(D). !)'a.pres 1·1i.\· pot li esc de rnilxinrnlite de la dis
tance, chaque composant.e cle la fro11tii'rc de 9('fl ) dilft;renlt.' de 111 clefinit 
un ou\·ert basique qui inlcrvienL clan s l<"s clfrompos it ions dt" A ou de B 
ci-dessus . D'apres l'hypothc·se de mi11i111alitc sur la t·ardinalite des recou
vrements de A et de B. 011 \·oit <1pp<lrailrC' parn11 ces '217 - l ou\·erts . 

. Jl) 



des ouverts qu i interv iennen t clans le recouvrement de A. et. d'autres qui 
interviennent clans le reco uv re rnen t de B. 

Le fa it qu 'i i n 'y a. pas de connexio ns de .-1 a B clans le domaine g( V) 
traduit alors exactement le fa.it que le gra.phe de \V hi tehea.d du coura.n t p. 
o u bien est non connexe ou bien peut ct. re di sconnecte en lui enleva.n t un 
sommet. a savoi r celui qui co rresp ond au me ridien m . 

Cette cont radict ion <n·ec l' hypothese termine la. preuve de la proposi-
tion :3 .7. D 

COROLLAIRE 3 .8 . Soit µ un cO"ltrn.nt geodesiq·u.e de C(N ) dont le ,<np
port est rennion d, '1m nombre ji.11.1: de geodesiques Jermees . Alo rs l 'e8p<Lce 
I<1t est localement connexe. 

PREUVE: Si le support de µ est reu n ion d 'un no rnbre fin i de feuilles 

compactes , l'espace !{1, est clefini et la projec tion de mi+ cl a ns I<, a une 
image connexe , pour tout ind ice i, d' a.p res la. proposition :3.7. Puisque Jes 
translates par le grou p e G de ces ouverts forrnen t une base de voisin ages 
fe rmes de I\. , leurs projec t ions da.n s !{1, forrne nt. une ba.se de voisinages 

fermes connexes. D 

l\ous a llo ns main tenant rest. re indre not re attent io n a ux coura.nls F ( /\). 

Oll ,\ est une lamina.tion a feuilles co rnpactes de l'ouve rt. 6 . On d(~signera 
par f{>.. l'espace quotient de l\.- par la. relat ion d'cqui\'alence associee a.u 
coura.nt F(,\ ) . 

Soit d 'autre pa.rt o un systerne admissible de m eridiens pour le bretzel 
N . On notera r>.. le graphc de Whi tehea d du cou ra.nt F( /\ ) par rapport 
au systeme a. 

Nous a.lions m aintenant montre r le resul ta.t sui va.nt : 

T HEORblE 3.9. Soi:t /\ ·11.ne la.min11.tion a. Jeuil fos r:ompnctc,, telle ljl/.C 

le graphe de Whitehend r ,\ est connexe. 11.insi que le compl(;menta.ire de 
chacun de ses s o mmet-~. Alor8_. il cxi,, te un dijfcom.orphism.e o du groupe 
JV!od0 (~Y ) . tel que ln la.minahon ¢(/\) soit en position pretenduc p(J.r r(J.p 
port a·n systcme admissible o· . 

P ilEUVE: Pour la demonst ra.tion de ce t heo reme, nous allons ut iliser 
!'ex is ten ce d'un p lo ngement du compact J;>.. clans la sphere 5 2

. On 
pourrait construi re une tel plongerne11t par des methocles purerne nt 
topolog iques, mais !es propr ietes qui 11 ous in t.eresse11t de ce plo11ge11w11t 
sera ien t plus diffi ciles a (;•tablir. Aussi . llOUS allo 11 s uti liser la g<:O llH~ tri e 

hyperbolique, el identifi er f{>.. aYec l'<'11semble lilllitc d ' un grotqw klei11it•11. 

AF F!Il \ lr\TI ON 3.9.1. Li:. Jenne !{,\ e$t h.om.c;omorphe Ii. l'rn.8emblc li:m.
ite dan.> 5·1 d 'un grnupe Kleinicn 9comctri q'l1.emcnt .fi>ni. La. Jcnnctu.rc de 
clwque region complhn.entnire de ce Jenn(~ d(/.1/.$ la. ,,71h.hr: 5·1 ('.8t '//.'//. di,,que 
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ferm{ Les frontieres de rleux composa.ntes complCmentaircs rle A.>. rlans 
5 2 ont a·u plus ·1m poin t en commun. 

PREU VE: La variete paree (N, >.) est incompressible et ana.nnullaire (cf 
Rem arque 1.15). Done, d 'apres le t heoreme cl 'hyperbolisation, ii ex
is t e une metrique hyperbolique complete sur 1\T, t elle que Jes regions 
complementaires de la laminat io n >. sur 5 = DN so ient to tale men t 
geodesiques et que !es courbes >. soient homotopes a. des elemen ts 
paraboliq ues . Soit r le sous groupe de PSL 2 (C) a ins i obtenu. 

D 'apres un theoreme de W.Floyd ([Fl]) , l'ensembl.e limite de du groupe 
r est homeomorphe de fa.c,:on equivaria.nte a. 11 . .">., . 

Le fa.it que les composa.ntes du complementaire de /\ sur la surface 5 
soient totalement geodesiques pour la. metrique a.ssociee a. r entra.]ne que 

la. fermeture de cha.que region cornplernenta.i re de !"i...>. clans la. sph ere 5 2 

est homeomorphe a. un di sque fe rme . o 

Definition. Une courbe de Jorda n conten ue clan s la fronti ere cl ' une region 
complernentaire <le A.>. sera. appelee u11 e cou:rbe frontiere. 

Soit V un d o111aine fond a.rnental pour l'ac:L ion <lu groupe G sur la 
sphere 5' a.ssocie a u systeme a.drniss ible a: . Soient (mT),i. = l, . .,'2g !es 
2g fermes de J( delimites par Jes cornposantes du bore! de D. 

On note 7r la. projection de ]'ensemble de Canto r A. sur 1<>.. Iden

t ifia n t l'espace K>.. a.vec !'ensemble limite d ' un groupe h:l e ini en grfrce a 
]'affirmation :3.9 .1, nous a. lions montre r le resu lta.t suivan t . 

PROPOSITION 3.9.2 . fl exis te de.> com·bes de Jordan I i, pour i 
1, .. ., 2g , conten·ues da.ns la sphere 5 2 , se rencontro.nt ta.n.r;cnti:cllement 
en un nombre fini de points tclles que pom to ·ut i = 1, . . ., 2g l'un des dis
ques de la sphere S2

,. delimite pa.r la courbe /;) intersecte l 'espace quohent 
I<>.. exactement en ! 'ensemble n (niT ). 

PREUVE: Considerons tout cl 'a.bord !' intersection de c! eux ferrnes cli s

tincts 7r(mt) et 7r(rnj). Cette intersection est exa.ctement l' im<1g<:' clans 

X>. des couples (a, b) E (mf x mJ) , ot'1 a et b so n t les points fixes cla.11s 

!"i... d'un element de G relevant un e cornposa.nt.e du support de /\ . Cette 
intersection est don e fini e . D 'autre pa.rt., ces poin ts cl ' inte rsec tion sont des 
points fixes clans S >. d'<~leme11!.s cle G clans la classc de conjuga.iso11 de 
composa.n tes du su pport de ,\ . 

Soit p un point clans cette in tersection . D'a pres la. construct. ion du 
plongernent de J"i... >. da.ns I 'a.ffi r rnat ion :3 .9.1. ii exist<:' da11 s J\. >.. exactenw11t 
deux courbes fron t ieres c1 et c2 , qui cont.iennent p . Ces deux co u rbes 
frout ieres sont t a.ngeHtes cxa.ctement au point. p . 

La. seule finitucle de I ' intersect ion ;r(m T )nrr( m +) e ntrnlne I ' aJfirrnaL ion 
.I 

suiva.nte su r ]'allure de ces deux fe rmes pr(~s du po i11 t JJ. 



Soit tou t d 'abord k un petit a.re clans 5 2 qui intersecte !es deux 
courbes c1 e t c2 , transversalement au point p . 

AFFIRMATION 3. 9. 3. fl existe nn disque D : voisinage du point p sur la 
sphere 5 2 tel que l 'intersection de chac·u.nc des dcnx composantes connexes 
de D - k avec IC .. est entierem ent contenite, l'une dans 7r (rn j) ,. l'a'lttre 
dans 7r(mJ). 

PREUVE: Rappelons que ]' intersection de deux fer mes 7r(m tl et li(mf) 
est fini e. C hois issons alors un disque D, vo isinage du point p suffisam
m ent pet it de sorte que p soit le seul point de ces inter sect ions conten u 
clans D. On peut choisir aussi ce d isque de sorte que sa fronti ere ne 
rencontre qu ' un nombre fini de courbes fronti eres . 

L ' intersection de chacune des courbes Ci avec D est un a.re. Le point p 

decoupe chacun de ces arcs en deux composantes, chacune cont,enue clans 
l'un des fermes 7r(mt). 

Deux de ces a rcs c~ et c; qui sont d'un merne cote de !'a.re k: sont 
contenus clans le meme ferrne. En effet,, on peut joindre ces arcs par 
une chai ne fini e de cour bes fron tie res Langen Les et co11 ten ues da.11 s D - I.: . 
Puisque chacune de ces courbes es t entierement contenue clans l' interieur 
de l 'un des fermes 7r(mt), toutes ces courbes sont contenues da.ns le rne rne 
ferme. II en est done de meme pour !es a rcs c~ e t. c~ . 

L'argumen t precedent montre aussi que chaque courbe fronti ere con
tenue clans D - k es t contenue clans le meme ferme que Jes deux arcs c~ et 
c~ . La densite des courbes fronti eres clans le quotient ](>. ent raine a.lo rs 
que !' intersect ion de chacune des deux composantes de D - /,; a.vec ]\>.. 
est entierement con tenue cl ans un ferme rr(mt ) . 

Maintenant , comme le point p es t clans la fronti ere des ferrnes 71 (mt) 
et 7r( rnJ) , I ' intersection de chacune des de ux composantes de D - k· avec 

I\>.. es t ent ierement contenue soi l clans r.(mf) , soi t da.ns 71( mJ) . 

Ceci terrnine la. demonstration de l'a.ffirma.tion 3.9.3. D 

Reprenons la demonstration de la proposit ion 3.9.2. 

Definition. Nous d irons q u 'une courbe frontiere de A->.. es t exceptionnelle 
lorsqu 'elle contient des poi nts de la. front.iere de l'un des fermes -o (mj). 

II ya done un nornbre fini de cour bes ex cept ionuelles . tout.es les aut.res 
courbes etan t entierernent contenues dc1ns l'interieur cl 'un fen n& . 71 ( rut). 
Chaque courbe exceptionnelle est re un ion d 'u n nornbre fi 11i cl ' int.ervalles. 
chacun coutenu clans un m erne fe rme rr( mj ), e t qui s 'intersec t.e nt. en le urs 
extremites. 

Soit D le disque de 5 2 borde pa.r une courbe frontiere exceptionnelle. 
et d 'in terieur disjoint de A->... Pour cha.quc in ter va. lle, composa nte con
nexe de !'intersection de EJD a.vec l' un des fermes 7r(ni t), choisissons un 
arc proprement plonge clans D et a.yant Jes memes ext.r&mites que cet 



intervalle. On peut choisir ces a.res de sorte que leurs interieurs soient 
disjoints. 

Ces arcs peuvent etre groupes en 2g famil ies selon la. composant.e 
-rr(mt) qui a servi a Jes defin ir. D 'apres !'affirmation :3.9.:3, pres d'un 

point p de I 'intersect ion de deux fermes 71( mt) et rr( rn J), les arcs con
struits se recollent en cleux arcs l'un clans la fami lle d'inclice -i , l'autre clan s 
la famille d'indice j. tangents au point p et coupan t transversa.lement 
1\ >.. La reunion des a.res clans nne meme fa.mi lie est done Lllle collection 
de courbes fermees disjoin t.es, qui rencontre l 'espa.ce quotient K>. en un 
nombre fin i de points. 

AFFIR~IATION 3.9.4. Potlr tont inrlice i = 1, ... 2g, la collection de 
co1irbes associees cl l 'indice j ne contient qu 'un seul element . 

PREUVE: Soi.t mj le complementa.ire clans I ensemble 1\- du compact 

mJ. La p rojection rr(mj) cla.ns 1 .... ->. est homeomorphe, par un ele rnent. 

du groupe G associe au domaine foncla.mentaJ V, a. un rerme rr(mt), 

pour un certain indice j E 1, .. . 2g. Done rr( m.j ) est connexe, cl 'a pres 

l 'hypothese sur le graphe r( /\) . 

Maintenant, chaque composante du complementaire clans 5 2 de cet te 
collection de courbes d ' indice j est une surface clont !'intersect ion avec h°>. 
est entierement COntenue clans le fe rrn e rr( m j) OU clans le fe rme ii( rnj): 

ceci d 'apres ]'allure locale de rr(m.j) pres de ces points frontieres (Affir

mation 3.9.:3), et pa.rce que X>. = rr(mj) U rr(m.j). 

Si la collection de courbes associees a. l'indice j 11.etait p<1s co11 1wx<'. 
on contredirait a lors la connexite de l'un de ces cleux fermes. Or ii(mj) 

est connexe, par hypothes~, et rr(mj) !'est aussi, comme on vient de vo ir. 

Ceci terrnine la preuve de !'affirmation 3.9.4. D 

Soit done Ii la courbe de Jordan fournie par l'a.ffi rma.tion precedeute, 
associee a l' indice j. Cette cour be clecoupe 5 2 en deux cli sques ferm es 
qui intersectent l \->. respectivement en ir(mt) et en ir(mi) . 

Lorsque j clecr it ]'ensemb le (1, ... 2g), les courbes ~;'j ont des contacts 
tangentiels. 

Le disque borde par / 'i et qu i co11tient la cornposante rr(mf) ne con
tient clans son interieur aucune des courbcs / 'j, car I 'intersection des deux 

fermes ii(n1f) et rr(mj) est conten ue da.ns la frontiere "'/i. 

Ceci t.ermine la clemon st.ra.t.ion de In proposition :3 .9.2. D 

n.e,·enons rna.i11tena 11t a la demonst.rnt.ion du tl1c:·ori:·111e :3.9. 

Au doma.ine fond a.mental D. on associe une ba.se (!Ji) du groupe l'o n
damental G. et une numerolalio 11 des '2g courbes (m;) de la. fro nt.i e rc 
[)F. Lelle que Yi( mi)= m;+g. 



On notera NA la va.riete hyperbo lique utilisee clans la. demonstration 
de raffirmat ion :J.9. 1, c'est a di re la va.r iete hype rb ol ique hornfomorph e ~l 

N pour laquelle les composantes du support de >. sont paraboliques, et 
les composantes de 8N - >. sont tota.lement geodesiques. Le revetement 
universe! de la variete l\T A est l 'enveloppe convexe de !'ensemble limi te ]{ >.. 
clans H 3 . On identifiera le bor<l de ce revetement avec le complementaire 
de ]\.->.. clans la sphere 5 2 , par la projection orthogonale. 

Considerons la partie fine de la va.riete NA ; chaque composa.nte de 
cette partie fine est homeomorphe au produit <l ' un anneau par l'intervalle 
[O , (X)[, et est contenue clans un voisinage de chaque cusp de NA. 

Notons N~ la fermeture du complementaire clans N>.. de cette pa.rtie 
fine. La variete N~ est homeomorphe a _N . De plus le bore! de N~ 
porte la marque des composantes de la partie fine qui ont ete enlevees. 
Par construction de N>.., c'est une reunion d'anneaux A( >.), voisina.ges 
r eguliers des composantes du support de /\. 

Soit .:\~ la preimage clans H :! de N~. On a uue actiou naturell<" du 
grou pe G = 7r 1 ( N) sur cet te va.riete. 

En utilisant la proposition 3.9.2 , nous a.lions montrer le resulta.t s ui v
ant: on ra.ppelle que (g;) est la base du groupe G , a.ssociee p recedernme11t 
a u domaine fondarnenta.l 'D . 

PRO POSITION 3. 9. 5. fl existe snr 01\r des courbes de J ord(l.n disjointes 
(mi), pour i = 1, ... 2g: telles q'lf.e: 

( 1) les courbe8 ( rn';) bordent ·u.ne su.rfa.ce pla.na.fre F 1 C [)_\ r : 
(2) po·ur to·ut i E (l , .. , g) , on a: g;(mj) = m £+

9
: 

(3) l 'intersection de chaq·u.e conrbe mi a:vec toute composa:n.te de la. 
preimage de A(A) est connexe. 

PREUVE: Identifions le bord de NA et le complementaire de J\A clans 
la sphere 5 2

. On passe de 1\r >.. a. 1\r en enlevant les composa.ntes de la. 
preimage de la par t ie fine de N >.. . 

Reali sons sur le bore! de ]\TA !es courbes "fi fournies par la proposit ion 
3.9.2, par des geo<lesiques clans chaque composa.n te de 5 2 - 1\.-A qu 'e l lc~s 
tra.versent. Soient ;-; les courbes (non compa.ctes) obtenucs. On a ;-dors 
la propriete: Yi( 1'i) = ; ;+ 9 . 

Pour obteni r a. pa.rt ir des courbes ;; , les courbes mj clicrchees . con
si<lerons leur intersect ion a.vec le bore! de 1\r: c·est une reu111011 d"<1rcs. 
plonges et disjoints. 

Sur le bore! de chaque composa.nte de la preimage des anneaux --!. (,\) 
que les courbes ~r : rencon trent, on a deux pai res de points d'intersect ion 
(une pa.ire sur cba.que composa.nte du bore! d u rele,·e de cet. annea.u ). 
Puisque les courbes ;; ont. des cont.a.ct.s t.;rn gent iels clans 5 2 . ces cle11x 
paires de points a.ppara.issenL clans k 1n(·11w ordre sur cli<1.n11 w des deux 
composa.ntes de la fro11tiere de ce relen~ . 

C) .J 



On peut done prolonger a. l 'inLerieur de ces a.nnea.ux la reun1 011 d'a.rcs 

1; n ii en des courbes fermees disjointes mi . 
Prolongeons Jes par exernple pa.r des geoclesiques de la metrique (plate) 

induite sur ces anneaux: la. 2eme conclusion de la proposition 3.9 .. 5 sera. 
alors verifiee. 

La troisieme conclusion est verifiee car Jes courbes l 'i fournies pa.r la. 
proposition 3.9.2 sont plongees da.ns 5 2

: Jes courbes 1i pa.ssent done au 

plus une fois par cha.que cusp de JV. 
La premiere conclusion est a.ussi verifiee car, clans 5 2 • cha.que courbe 

/i borde un di sque dont l'in terieur est disjoint de tou tes !es a.utres. II en 
est done de meme, d'apres la construct ion pour Jes courbes m~ su r le bore! 

de JV. 
Ceci terrnine la. demonstration de !Cl. proposition 3.9 .. 5 . D 
Pour terminer la demonstration du theoreme :3.9, nous rernarquo11s 

que la surface D', borclee clans 81\ r par les courbes m. ~ est un dornai11e 
fondarnental pour !'action du groupe G, d 'apres la. condition (:J) de la. 
proposit ion 3.9.5. 

l dentifions, comme les notations nous y inv itenL, la. variete !\r avec le 
revetement universe! du bretzel N . Ainsi, on peut considerer qu e les deux 
surfaces planaires D et D' sont conte11 ues toutes de ux sur le bore! de j \ T . 

A pa.rti r cl 'un bomeomorphism e entre Jes deux surfaces V eL D' , on 
en construit un autre ¢>, t e l que 

Vi= 1, ... g, Vx E rn.;, ¢>(gi(.1:)) = g;(</>i(:-i;)) 

ceci par une isotopie supportee sur clans un voisina.ge regulier de la reunion 
des courbes mi, pour i E g + 1, .. , 2g. 

Cet homeomorphisme peut a lors etre prolonge, d 'a pres la deux ierne 
condition en un homeomorphism e ¢> de fJiV qui commute avec !'act ion du 
groupe G. 

Cet homeomorplii sme se proje Lt.e en un homeomorphisme 11' de la. sur
face 81\T, clo11t la c lasse d' isotopie es t. da.11s le groupe !\I od0 (N). 

D 'ap ri~s la. troisieme co 11 c lu sion de la. proposit ion :UJ.S, la la.1lli11 a.t io11 
>. es t en position pretencl ue pa.r rapport. a.u systeme de meridi e11 s u·(o-) . 

Done la. lamination 4) - 1 
(/\) est en position pret.enclue par ra.pport a. u 

systeme de meridiens C\'. 

Ceci Lermine la preuve du theorcme :J.9. D 
Revenons maintena.nt a. la. demonst. ra.tion du t.heorc-:me :3 ..s. Soit cl one 

( /\;) une suite de la.rnina.Lio11s de l'ouvcrt 6 Lclles qu e les coura.11 1.s F( /\;) 
convergent da.ns C(N) vers un courant F( /\ ), 0\1 ,,\ est. u11 element. de 6. 

ous a. lions montrer gue la suite A; co11verge clans L (!V) vers lc1 laminat ion 
/\ (nous ga.rdons la. rnerne notation pour une lamina.Lion rnesuree et pour 
son image clans P111 L (5). 

:) :) 



On p eu t supposer , d'apres la. continui te de !'application F et la densite 
des lam inations a. fe uilles compa.ctes que Jes la.mina.tions /\ sont t.outes a 
feuilles compactes . 

D'autre part, comme >. est une lamination de l'ouvert 0, ii ex iste 
d'a.pres le t heorem e 1.3, u n systeme admissible a par rapport a.uquel elle 
est en position tendue. 

PRO POSITION 3 . 10 . So it /\ 11.ne Zn mi nation de l 'owuert 0 en position 
pretendue pa.r rapport rl ·u.n -~ ·vsteme de meridiens a . Alors elle es t en 
pos it ion ten due par rapport rl ce meme systeme a si et se1dement si, le 
graphe de Whitehead r 0 ( F ( /\)) es t connexe ainsi qi1.e le complementaire 
de chacun de ses sommets. 

Pour la. demonstrat ion de ce lemme, nous a.llons clonner une a u tre 
defini tion de l'a.pplica.tion F , qu i montrera le lien entre le gra.phe cle 
\ 1\!hiteh ea.d cl'une lamination et la. cornbiua.toire de cet.te la.min a.t.ion su r 
la surface fJN. 

Soi t >. une la.mina.t.ion de J\1 L (S) en position pret.endue pa.r rapport. 
a un systeme admissible donne a. Si le support de cette lamination est 
une reunion de fe uilles compact.es, on peut definir une la.rnin a.tion image 
F(>.) da.ns C(N): en effet cha.que composa.nte de >. rep r esente une cla.sse 
de conjuga.ison particuliere non trivia.le <lu groupe G. Cette classe de 
conjugaison peut et re di visi ble m a.is definit toutefo is une ma.sse de Dirac 
clans C (N) : le supp ort e n est la. racine da.ns G de la. cla.sse de co11jugaiso t1, 
et le po ids t ransverse est l 'o rclre de divi sibilite. Si on a.sso cie a >- la 
combin a.ison lineaire des images de ses composa.ntes , on clefin it un cou rant 
de C (G), qui si ,\ a.ppa.rtient a 0 , coi"ncide a.vec le coura.nt F (/\) (d 
Remarq ue 1.15). 

Nous allons ma.intenant generaliser cette construction a. une lamina.tion 
>.de 1WL(S) a la.quelleon dema.ncle seulem en t d 'etre en posit ion pretendue 
par rapport a. un sys teme admissible donne a. 

On va. utiliser comme definition de cournnt geodes iq ue celle de mesure 
de Borel G-inva.riante sur Af ( !\). 

Soit 5' le revetement pla.na.ire de la. surface 5 I bore! du bretzel N . Les 
bouts de ce revetement s'identinent de maniere na.t urelle a.vec !"ensem ble 
lirnite J\.- du groupe G = rr 1 (JV) . 

Notons ~ la preima.ge clans ce revetement de la la.rnina.t ion ,\. 

Cha.q ue fe uille cl e ~ coupe a u plus une fois cha.(p1e composa.nt.e de la. 
preima.ge de O', pu isq ue la. lamin a.I.ion /\ es t en posit ion pretendue pa.r 
rapport au systerne ll' . D 'autre pa r t. d'a.pres la definition <le pretcnrfoe 
a.ucune feuille de ~ 11 'es t co111pa.cle . En pa.r ticulier, cha.que releve de o 
cl a ns 5' a une i11te rsectiou non 11tille avcc ~. 

Un rclc\'e pa.rt.iculier cl"une co11 qH>s<1. t1 t.e de n dc'·fi11 it. utw r:oup-11:re cle J\.
en deux compacts disjoints . Si 011 SP donnc deux co111posa.11t.es distinct.es 



a 1 et a 2 de la. preirna.ge de o· , on defi nit un ou vert de I\ : en t'!fet. 
exa.cternent cleux des ouverts borcles par ces compos<111tes ''')J]l disjoinb. 
de sorte que leur procluit clefinit u11 ouvert compact C(o 1.n:.!) dt· JJ(J\.). 

Si on considere tous les ouverts ainsi associes aux paires de com
posantes de la preimage de o:, on obtient une famill e cl'ou\·erts F0 qui 
engendre la topologie de lvl ( E ) . 

Une a utre propriete de la farn ille F 0 est que l'espace vectoriel engendre 

par les fonctions caracteristiques des ot1verts de la fa.mi lle F0 est dense 
clans l'espace des fonctions continues a. support compact sur Jl(J\.-). Grace 
a cette derniere propriete, pour clefinir une m esu re sur 1\l(I\_- ). it nous suffit 
de donner la valeur de cet te mesure sur !es ouverts de la fam ille F 0 • de 
so rte que la relation d'a.clditivite fini e soit verifiee. (La densite de l'espace 

des fonctions caracterist iques sur Jes elements de F 0 permett ra em:uite 
cl 'integr er cette mesure sur toutes !es fonctions continues) . 

Si A est une lamination en position pretendue par rapport a o. 011 

definit un courant Fp) (la justification de cette notat ion apparait ra plus 
tare!) de la maniere suivante. 

Soient o: 1 e t o: 2 deux composan t es de la preirnage ck n da ns 5'. 
L 'ensemble des feui lles de /\ qui coupent exactement une fois o 1 et C\·2 es t 

compact clans l'espace des feuilles de /\. On peut. dollc pre11dre sa masse 

pour la mesure transverse de ~ . Ce nornbre sen1 la rnasse de l"ou\·ert 

U(a1 ,o2 ) pour F(/\). Cette fonction11elle est fi 11irnent additive et clet1nit 
done d'apres la remarque precedente, une mesure de Borel sur JI( I\. ) . La 
relation cl'invariance sous !'act ion de G est automa.tiquement. \·erifiee. 

L 'allure du support de F(>-) est clecrite par le resultaL su i\·a11t : 

AFFIRMATION 3.10.1. Le support d1t co1trant F(,A) considere comm.e 
une mesure sur _M(I<) est exa.c tement ['ensemble de8 boni8 de,~ feu.ille,~ de 
la lamination ,\ dans 1W(E ) . 

PilEUVE: On a une inclusion de !'ensemble des bout.s de/\ cl;ins le support 

de la rnesure F(,\), car chaque feu ille de la la.111inatio11 ,\ est da11~ le 

support de la rnesure transverse a. /\ . 
La reciproque clecoule du fa.it quc le support cle la lamination .\ t':S t 

ferme clans S' et que !'application qui a. un e fcuille de ,\ associe la pa1rt' 

de .M(J\.- ) formee de ses cleux bout. s est. continue (Lemme 1.1 -1 ). D 

D'apres !'affirmation :3.10.l, lorsqu e le s llpport. cle la lami11atio11 ,\ 

est reunion de feuilles compa ct.es . lcs cleux ddillit io11s du coun111t F l .\) 
co.incident . 

Pour montrer que la. nouvelle clefi11 ilion <'st. la 111<.'llW qut> l'<1ncit·111w 
clans le cas des larniuations de l'ou\·ert (). 11ous co1n111c1H;o 11 s par t~ 1<1blir 
la continuite de !'application defi11ie. 
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AFFIRMATI ON 3 .10. 2. Soit A.0 l "en8emble des la.mino.tions de J\.1 L ( S) 

en position pretendue pa.r rapport. a.u systemc a.dmiss1:ble o: . r:nsc mblc qw: 
l 'on m:unit de la topologie inrl-nite de cellc de _\f L (S). Alors . l'applica.tion 

restreinte FIA.a est continue. 

PREUVE: II nous suffit de montrer que pour tout ouver t de la base F0 , 

la. masse cleposee sur cet ouver t pa r F (>.) varie con tinument lorsque >. 
d ecri t A.O' . 

Soit >. une lamination de A. 0 . Puisque le nombre d 'intersect ion de 
chaque composa.nte de la. preimage de Cl' a.vec la lam ination >. est non nul , 
la con t inui te au point >. deco ule di recternent de la definition de F et de 
la topo logie sur l 'espace des laminat ions A1 L( S ) . D 

L 'affirma.tion 3.10.2 entralne que la defin it ion de l'a.ppl ica.tion F 
coincide a.vec celle donnee clans le theoreme :3 .2. puisque ces deux ap
plications con tinues co'incident sur un ensemble dense. 

Nous sommes maintena.nt en mesure de dernon trer la. proposit ion 3.1 0. 

PREUVE: Le gra.phe de Whi tehea.d du courant F (>.) sur le systerne a.d
missible a: peut d'a.pres Jes affirmations :3.10. l et :3.10.2 , etre decrit de la 
fai;on suiva.nte. 

On choisit un dornai ne foncl am enta.I D pour !'act. ion du groupe 
G sur la su rface S', en prena.nt la ferrneture d'u11e composaut.e d u 
complementaire de la. preima.ge de a· cla ns S'. Les cornposantes de la. 
frontier e de D s' identifien t a.lors de fa.i;on na.turelle aux sommets du gra.phe 
de Whitehead de F(>.) sur la base a:. 

D 'apres la. description precedente de !'application F, le gra.phe 
r 0 ( F ( >.)) con ti en t une a.rete joigna.n t deu x sornmets donnes si et seu le

ment si la lamination >. contient une feuille qui coupe exactement une fo is 
Jes deux composantes de a;: qu i correspondent a. ces deux sommets. 

On clefinit un autre gra. phe r~p), clonl les som n1ets co rres pouclell t 
a.ux composa.nt.es d u bord de D. en joigna.11t deux so rnrnet.s m. 1 et. ·m 2 

par a uta.nt cl'a.retes q u ' il y a. de classes d'isotopie modulo le bo re! a;: 
d'arcs, composa.ntes connexes de /\ n F. 11 y a une surjec t ion na.Lurelle 
d u gra.phe r~p) vers le graphe de Whitehead 1 0 (F(>.)) qui cons iste ~t 

identifier Jes aretes dont Jes cleu x sommels sont Jes memes. 

Supposons m aintenant que la. lamination >. n 'es t pas en position tendu e 
par rapport au systeme de rneridiens o· . Alors, clans le graphe r'~, (>. ), le 
complementa.ire d 'un sommet n'es t. pas connexe: ii en est clone de 1ne1 11 e 

pour le grap li e de \Vhiteheacl fr .. (F(/\)) . 

P om la reciproque. cons iderons u1ie partition du gra plie de \Vhit.eheacl 
en cleu x graphes G1 et G2 qui s 'intcrsectent a.u plus en un som meL. II 
existe done une partition du meme ty pe pom le gra.p he r~. P) qui dis
connecte le complemen t.a.ire d u sommet corresponcla11 t. pa.r exemple ~i. la 
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courbe m de EJ'D. Puisque le gra.phe de Whitehead f~(/\) est pla.naire . ii 
exi ste a.lors un a.re proprernent plonge clans 'D a.ya.nt ses extrem i t.c~s cl<ws 
m et qui intersecte le gra.phe f~(A) exactement en le sommet m . 

L 'ex istence de cet a.re montre que la. lamination ).. n'est pas en pos it ion 
ten due par rapport au systeme admissib le o. 

Ceci termine la. demonstrat ion de la. proposition :3. 10 . D 

D 'apres la proposit ion prececlente, clans le g ra.phe de Whitehead du 
courant F(A ) sur le systerne admissib le n , le complernenta.ire de chaque 
sommet est connexe. 

D 'a.pres la remarque :J . .S, ii en es t de m erne pour le gra.p lie de \iVhite head 
des coura.nts F(Ai) sur le rne me syst eme o, lorsque i est s u ffisarnrnent 
g rand. 

D 'a.pr es le theoreme :3 .9. on peut clone supposer que Jes laminations >.. 1 

sont en position pretendue par rapport a u systeme de mericliens a, ceci 
san s changer leur image clans L(N ) . 

On ut ilise ma.intena.nt le resulta.t suiva.nt: 

LDIME 3 .11. Q·uitte d. remplacer la suite (A1) par une sou s -suit e. on 
peut trouv er une snite de rliffeomorphismcs ( r/> i) dans le groupe l\1 od0 ( .N) 
telle q·ue: 

( 1) la, suite ( r/> i( /\i)) es t cont env.e dans A.a ct converge rl.anc~ 

P 111 L( S) vers un element de A. 0 ; 

(2) la suit e (¢i(>..i)) con·11erge da ns j\1L(S ). 

PREUYE: Les ter mes de la suite ¢i ()..i) sont dej~t conten us dans A.a . La 
t race de /\; sur le complementaire de o· est un e reunion d'a.r cs . On peut 
supposer , quitt e a extra.ire une sous-s uite de la suite Pi) que ces reunions 
d'arcs sont clans la. meme cla.sse d ' isotopie lorsque i va.rie; on obtient cette 
sit uation en a.ppliqua.nt h la. la.mina.tion Ai un diffeomorphisnw qui rf's pecte 
chaque composa.nte de la. collect ion de courbes Cl' (ce diffeorno rphisnw 
appartient cl one a u groupe J\1od0 (1V) ). 

On peut control er a.ussi le twist de Ai su r cha.que composan te de 
a par un produit de tw ist de Delrn sur ces com p osa.ntes . Fina.le
men t , en cornposant !es cleux cliffeomo rplii s mes, on obtient une suit.e de 
diffeornorphismes ( </>i) pour la.quelle nous a.lio ns rn ont rer qu "clle verifi e Jes 
conclusions du lemme 3.11 . 

Definition. Si fl est u ne lamin at ion de .HL(S) clont le s upport est 
reun ion de feuilles cornpa.ctes, on notera. l(1t) sa longueur clans le groupe 
fonclamenta.l de la su rface S , rnesuree ;, p<u t.ir cl ' un sys t.e111e de ge11<~rat .eurs 

de ce groupe. 

Si /l est de plus en positio11 pre t.enduc par r<1p port ;, u11 syst.i··11w de 
meridiens ct, on p e ut aussi mesu re r la lo11gueur l'( F(p )) clc111s le groupe 
G = ;;- 1 ( .Y ) du coura.nt F(p). 



Les choix effectues da.ns la. premiere pa.rtie de la demonstra.tio11 qui ont 
fixe !'allure de >..i clans le complementaire de a, ainsi que le tw ist le long 
de a entra.lne11t que Jes longueurs!(>..;) et l'(F(>..i )) sont c:ommens ura.bles 
( choisir par exemple comme base de G la. base du ale de a, et pour base 
de 7r1 ( S) une base contena.nt a et une collection de g courbes du a les) . 

Puisque par hypothese, la. suite (F(>..i)) converge clans C'(G), la. suite 
de longueurs (l' ( F(>..i)) converge. Pour montrer que la suite (<;bi( >..i)) 
converge a.pres extraction d'une sous-suite, ii nous sutiit de montrer que 
la suite (l(/\i)) est bornee. 

Ceci decoule de ce qui vient d'etre dit. D 
D'apres la proposition precedente, on peut supposer que la. suite de 

laminations (>..i) converge da.ns J.1 L(S) vers une lamination >..' en position 
pretendue sur le systeme admissible a. 

D'apres la. continuite de !'application F (cf Affirmation :3.10.2), on a 
F(>..) = F(>..'). 

La proposition suivante di t que la lamination >..' a.ppa.rt ien t a l 'ou vert 
0. L 'injectivite de l 'a.pplica.tion F' terminera. la. preu ve du theorerne :3.4. 

PROPOSITION 3 .12. Soit ). une lamination me:rnrec appnrtcnant a 
l 'o·uvert 0. en position tendue par rapport a 'lln systcm.e adm1:ss1:blc de 
meridiens 0: . Soit >..' une lamination m.e::;urec en pos ition pretend11.e par 
rapport U1l meme s·ysterne O' . tel le q·ne F( >.') = F(>..). Alor::; , la lnmina.tion 
>.' appartient aussi a l 'ouvert 0. 

PREUVE: Nous deduisons tout d'a.borcl de l 'egalite des coura.nts F (>..) et 
F( >..') que leurs gra.phes de \i\'hitehea.d sont Jes memes par ra.p port a. un 
systeme de rneridiens quelconque. En pa.rticu li er, si on ra.isonne a vec le 
systeme de meridiens a de l'enonce, 011 deduit de la proposition :3.1 0 que 
la lamination >.' est aussi en position tenclue. 

AFFIRMATIO N 3 .12 .1. La lamination >..' n'appartient pas a J\11
• 

PREUVE : Dans le cas contra.ire, le support de la lamina.Lion /\' est contenu 
clans une lamination geodesique p qui est limite de mericl iens pour la 
topologie de Hausclorf. 

D 'a.pres le critere de Casson (Theorerne 1.8), ii existe alo rs une feuil le 
homoclinique pour la lami nat ion 1-i. , preirna.ge de p clans le reveLemenL 
planaire S' de la. su rface S. 

Si cette feuille homoclinique intersecte la. preima.ge de ( I, on voit. <dors 
un arc propreme11t plo11ge dans le cloma.ine fonda. nie 11 Lal 'D. qui !'a.it. u1 1 
a.Iler retour sur une composante de o'D, ct qui est disjoinL de la pn;' irnaµ;e 
~I de la. lamination >. clans le revete ment S'. 

Si cette feuille n'intersec te pas la prei mage de 0. ii e:-: isLc une cour lw 
fermee de V disjointe de la. lamination /\' qui decoupe S' en deu:-: cou1-
posantes, chacune ren cont.ra.nt ~'. 
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Selon laquelle de ces deux situa.tions qui se presente. ou bie n le graplie 
de vVhit ehea.d n 'es t pa.s connexe ou b ien le complementai re c1·un de ses 

somme ts ne I 'est pas. D 

Mais ceci ne suffit pas en general a entrainer que la lamination ;\' 

a ppartient a. l'ouvert 0 , a.ussi nous allons uti liser un autre rai sonnement 
pour demontrer le lemme 2.16: l'outil principal sera l'e t ude d e certa.ines 
relations d 'equiva.lence sur !'ensemble lirnit e I\. 

Definition. Soit ,\ une lamination en position pretendue par rapport ~1 . 

un syst eme a dmiss ible de meridiens , de sorte que le courant F(,\) existe. 
On d efinit une relat ion sur !'ensemble de Cantor J\.- en identifiant cl eux 
points s i le couple de 1\1(!\.- ) qu ' ils rep resentent est dans le support de 
la m esure F(A). Cette re la tion engenclre une re lat ion d 'equ iYa.lence tran

sitive . On note R la re lation obtenue en prenant la fe rmeture de cette 
rel a. ti on. 

Nous desi rons dec.rire de rnaniere precise cetLe relation cl 'equi va. le 11 ce 
R a. partir de la la mina tion >.. 

Definition. On note ra. ~ la. lamin at io n o bteuue en ra.joutanl a. ,\ !es corn
posantes eventuelles du bord de la surface S(,,\) qui ne sont p<1 s co nt.enues 
clans ,\. 

Si la laminat ion ,,\ a pp a. rtien t a l 'ouvert de Nias ur 0 , ii en es t. de rneme 
de la lamination ~ d 'a.pres la positiv ite du nombre d'intersection. 

AFFIRJ\IATIO N 3.12 . 2 . Soit ,,\ unc lamination conien'lle dans l'o'llveri 
de Masur 0. Deux points distincts a ct b de J\.- sont 1:dentifies par la 
relation R exa.ctement dans lcs dcux sdu.a.t ions suivrmtes: 

( 1) a et b sont bouts d '1me m em.e f e11.ille de ~; 

(2) il existe une region complementaire de ,,\ dont le stabilisatrnr es t 
ou bien c:i1cb:q'll.e ou bien triv1:a.l q·11.i contient dan,~ .~ a Jenn.du.re 
les dc'!lx points a. et b; 

( :3) i[ existc dctlX regions compfCmcnta.fres de ~ ayant ·11.n memc sio.
uilisa.teur cycfiqv.e (e t done ruljacentcs) tel le fj ll.C l "11.ne contient 
a dans sa f ermei'llre. ct l 'a.utre contient b rla.ns .s 11. fermctv.re. 

P REUVE : . Ious a llo ns d'a.bord montrer q ue la. re lation q ui ident ifi e deux 

points cli stinc ts si et seulement. si ils veri fie nt J'une d<-'S troi s co11clitio11s 
c i-dessus est une re la.t. ion d'equindence clo11t l<:> g raph<:> est fern 1e. · 

Puisque la. la.mi11a.Lio11 ~ est 11H:'S 111'<~(' . cleux regions com pl f-. 11w11t.airC's 

dist.inctes de sa prein1age n 'ont Ull<:' l'c1 1il le de !cur fro 11Lil.•n-' en com11 1111 1 
que lorsque cct.te feui lle a un e project. ion co111pact.e. 

Puisque la. la.min a.t. ion ~ a.ppart ient a u domaine de i\ [asur. cleux feuill es 
d ist in ct.es de sa. preirnage 11011 asymp t.o t es clans la surface 5' n '0 11 1. jama.is 
un bout en cornmun (cf Coro llai re 2.n). 
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Ces cle ux rerna.rques entrainent que la. relation R' qui identifient deux 
points de 11.' lorsqu'ils verifient l'tme des trois conditions de l' a.ffi rmation 
preceden te est une relation d 'equi va.lence . 

Que cette relation cl'equivalence est fermee result e du fait que la. 

preimage de la lamination .X est fermee clans la. surface pla.naire S' . 

Pour terminer la. demonstration de I' affi r mation :3 .12. 2, i I nous su ffi t 
de montrer que !es gra.phes des cleux re lations R et R' co.incident. 

D'apres !'affirmation :3.10. 1, le support de la. mesure FP) est exacte

ment !'ensemble des bouts des feuilles de la. la.min(l.tion 5- . Comme la. 
relation R' est. fermee, on a done une inclusion du g ra.phe de R clans celui 
de R'. 

Pour l'aut.re inclusion, ii nous suffit de considerer les classes de R' qu i 
sont du 2e <:u 3e ty pe . Consiclerons une region complementa.ire C de la 

lamination .X dont le stabilisateur est cyclique. Si la. feuille de la. frontiere 
de C fixee par le groupe cycl ique n 'est pas contenue clans la preimage de 
.A , ses extremites sont clans la. fermeture de la relation transi t ive assoc iee 
a. /\, de sorte qu 'elles sont a.ussi clans le gra.phe de R . 

De la m eme fa.c;on, on rnontre !'inclusion de la classe de R' a.ssociee 
a cette region (ou aces cleux regions) clans une classe d 'eq uiva.lence de la. 
relation R. O 

Puisque la relation R est ferrnee, son espace quotient est. sepa.r e 
([Bou]) . . ous le noterons ]{ >.. • 

La demonstrat ion de l'a.ffirma.tion 3.12.:2 a. utilise d'une rnaniere 
cletournee que la. lamination ). a.ppartena.it a l'ouvert 0: la. propriet.e 
utilisee des lami nations appa.rtenant a. cet ouvert es t que si 0 11 les re leve 
clans le revetement planaire S', cleu x feu ill es non asymptotes s ur la sur
face S' n'ont jamais un bout en commun (Corolla.ire :2.9 ). Ceci sugghe la 
definition suivante: 

Definition. Une lamination en position pretendue par rapport a. un 

systeme a.clmiss ible de meridiens -ueri.fic la Propricte * lorsque SOil support 
n ·est pas contenu clans celui cl ' une lamination mes uree cl on t la preirna.ge 
clans le revetement pla.na.ire S' contient <leux feuilles non asymptotes qu i 
ont les memes bouts clans ]{. 

Il est facile de voir que toute lamination de l'ou·vert 0 \·erifie la Pro
priete * : toute lamina.lion mesuree qui la contient a.ppa.rt ient en effct aussi 
a l'ouver t 0, et la. preirna.ge cl'une telle larnina.t.io ll da.ns l<t surface S' ne 
possede pa.s <leux feuilles a.vec la propriet.e ci-dessus, cl'apres le corolla.ire 
2.9. 

D'a.ut.re pa.rt.. t.outc lamination \'erifiant. la. Pro p ri~tc'.· x a t.<rnlcs sc:·s 
regions complC·111ent.aires in comprcssibles e(. (1Jl i"II111ll l<tires . 

6:2 



Nous desirons rnontrer que la relation R peut et re decrite, comrne 
clans l'a.f-firma,tion :3,12.2, a partir de la lamination 5, 1

, Nous allons e n fait 

montrer le lemme suivant, plus fort, rnais qui sera utilise sous cette forme 
par la suite. 

LEMME 3,12.3. SO'lts l'hypothese de la proposition 3,12, Zn lamination 
5- 1 verijie la P ropriete *, 

P REUVE: On raisonne par l 'absurde, II existe a.lo rs une clecornposition 
du compact 11->.. en cleux fermes disjoints qui s'intersectent exa.ctement e11 

!' image des ext remites du couple de feuilles obtenues en niant le fa it qu<" 
A' verifie la Propriete *. 

En particulier, selon que !es extrernites de ce couple de feui lles sont ou 

non iclentifiees par la relation, le comp lementaire d'un point ou de cl eux 
points clans K>.. n 'est pas connexe. 

Pour demontrer que ceci n 'est pas le cas, nous allons utiliser que, la 
lamination ,,\ appa.rtenant a, 0 , la lamination 5- verifie la Propri et<~ "', 
Nous construirons a.vec cette information un plongement du ferrn<~ ]\,.>. 

clans la sphere 5 2 qui rnontrera certa.ines proprietes topologiques cle eel 

espa.ce dont celle-la. 

Commeni;ons par decri re ce plongement. Considerons la. sphere 5 2 = 
5' U ]{, obtenue en compactifi a.nt le revetement plamiire 5' par ses bouts. 
Chaque composante connexe du complementaire de la lamination relevee 

5- clans la surface planaire 5' es t horneomorphe ~tun clisque dont let ferrne
ture clans 5 2 est un disque ferme (cf Lemme 1.10 et Propriete * ). CetLe 
composa.nte peut avoi r un sta.b ilisateur t ri v ial, cyclique ou bien isornorplie 
au groupe fondamenta l d'une so us-su rface de 5 = a1v . 

Definition . Nous appelerons une composante connexe du complernentaire 
de la preirnage de ,\ clans 5' une region. 

U ne region clont le stabilisateur est trivial est bordee par un non1bre 

fi.ni de feuilles isolees d'un cote; chaque feuille isolee cl'un seu l cote apparait 
clans la frontiere d'une region a stabiJisateur trivial OU cyclique, cl'ctpres la 
definition de 5-. 

Soit C une region clont le stabilisateur es t cyclique; ii exi s te exa.cterneuL 
une feuille clans la frontiere de cette region qui est i11varia.ntc par le groupe 
cyclique e11 question , cl'c1.p res la clefi11itio11 de la lami1rnt.io11 ,\ . Lorsqtw Li 
region C'' clo11L la fermeLure est ctdjctccnLe ~l eel le de c le lo11g de Cl'I t (' 

feuille a aussi un st.a,bi lisateur cyclique, 11ous clirons que la rcullio11 CU 
C' est une region maxima,lc rl. stabilisatcur cydique . Hc111<1r<JU011s quc "1 
fermeture cl ' une region l11ClXirnale ~I sLabilisaLeur cyclique est lt om<:on1orplw 
a un disque ferme d 'apres la Propriete *. 

Nous definissons une partition de la splii~ rc 5 2 en !cs e11sembles de l'u11 
des trois types suivants: 



( 1) la fermeture d 'une region a stabiJisateur trivia] OU la fe rmeture 
d'une region maximale a. stabilisa.teur cyclique; 

(2) la ferme ture d'une feuille isolee cl'aucun cote OU la ferme t.ure 
cl 'une feui lle isolee des de ux cotes (et done de projection com
pa.cte sur S ), qui n'es t pa.s da.ns une cornposa.nte du type 
precedent; 

(3 ) un poin t de S 2 qui n'es t cl a ns aucun compact du typ e precedent. 

AFFIRMATJON 3.12.4. Soit >. une lamination mesnree verifiant la Pro
priete *. Alors, les ensembles ci-desrns definissent 1me partition semz
continue superieurement de la sphere S2 en compacts cellnlaires. 

PREUVE: Pour montrer que !es ensembles definis ci -dessus formen t bie n 
une part ition de la. sphere, ii nous suffit de montrer que deu x ensembles 
du premie r type sont disjoints. C eci resulte cl ' une pa.rt du fa.it que de ux 
feuilles d is t inctes non asy mptotes de la. preirnage ~\ tte peu vent aYo ir un 
bou t en commun , puisque la. lamin ation>. verifie la. P ropriete "' . e t c1· a utre 
part de !'exi stence cl'trne rnesure tra.nsverse pour ~ qui int.erdit l'exist.e11ce 
de feui lles non compa.ctes isolees des cleux cotes. 

Cette decomposition est cellulaire: en effet, !es elemeuts du prem ie r 
type sont des disques, ceux du deuxieme sont des intervalles fermes puisque 
chaque feuil le de la. preimage de .>. a. ses cleux bouts clistincts . et ceux du 
troisieme type sont des points. 

Dire que la decornpos i ti on est semi-continue superieu rem en t (cf [Why, 
page 122]) , equivaut a. d ire, cl 'apres la. compa.cite de la. sphere, que son 
gra.phe es t fe rme cl a ns S 2 x S 2

. Cette clerniere proprie te d ecoule <lirec te

ment du fait que le support de la. lamination >. est ferme clans S' (cf 

[CaThu]). O 

COROLLAJRE 3 .12. 5 . L 'espace q·u.otient de la sphere S2 par la decompoM:tion 
ci-deSS1lS est homeomorphe a, 1me sphere de dimension 2. q1te l'on notcrn 
Si , q·ni contient de ftu;on naturellc l'espnce qtwii cnt ]-...->... 

PREUVE: D'a.pres un theoreme de fLL. ~·Joore ([M] , [Why, page J 70]) . 
une decomposition cellula.ire semi-co nt inue superieurcme t1t de la. sph(: re 
5 2 a. un cs pace quo t ie11 L horn comorpli e a. la sph ere. 

Pa.r co nstruct ion, la decomposition est inva.ria.n te sous l'a.ctio11 du 
groupe G = 11 1 (JV), ce qui fourni t une acti on pa.r lio rneo mo r plii smes d u 
m eme gro u pe G sur l'espa.ce quot ient Sl. 

L 'espace quoti ent 1.;>.. esL naturell emen t conLenu da.ns Sl: en e ffe t.. 
chaque cla.sse cl 'equi va.lence de la re lat ion R sur !'ensemble de Can tor 
1-...- est contenue da.ns exactcment un compact de la dc'.·co r11 posiLion de S 1 

puisq ue la lamination 3- v<~ rifi e la Proprietc~ *. L'inclu sion de 1.; clans S 2 

fournit do ne pa.r passage a u quot ie nt un plo 11gcrnent de 1 .... -).,, cl a ns Si. D 
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Re111arque. D'apres la construction du plongement ci-clessus, l'espace 
J.;;.. est horneomorphe a, la. sphere si et seu lemen t si !es regions complemen ta.i rF.s 
de la. lamination ~ sur la surface 5 ont un groupe fondamental cycl ique 
ou trivial. 

Reprenons la. demonstrat ion du lemme 3 .1:2.3. 

Considerons tou t d'a.borcl la. frontiere cl'une region complementaire du 
ferrne Ii.-;.. clans la. sphere 51. Cette reg ion cornplernentaire correspond a. 
une region complemenLa.ire de la. lamination ~ clans la sphere 5' Uh .. - clont 
le sta.bilisateur n 'est ni cyclique ni trivia.I, car la restriction de la. projection 
su r une telle cornposa.nte est un homeomorphisme . sur son image. La 
fermeture de cette region a.va.nt le passage au quotient est un disque fe rme 
R d 'a.pres le lemme 1.10. 

Nous a.lions d'abord montrer en utilisa.nt la. Propride * , qu ' il en esL de 
meme a.pres le passage a.u quotient, c'est-a-cli re que l' irnage de la. co urbe 
de Jo rd an 8R clans S;.. est encore une courbe de Jordan. 

Sous-LEMME 3.12.6. Soit ,\ une lamination ·venfi.fl'nt la. Propriete *. 

Soit R la fermeture dam 5 2 d 'une region complementaire de la la.mi na

tion ~ , rlont le stabilisateur n'est ni cycliqne ni tri ·vial. So it [ une fenille 

de la lamination ~ do nt les deux bouts sont contenus dans la fronticre 
8R. Alors, la fcnille [ est enticrcm.cnt contenne dnns 8R. 

PREUVE : Rema.rquons tout d'a.borcl que si la feuille l en question a une 
projection sur la. surface 5 qui est une courbe fermee l, la. concl us ion ci
clessus est verifiee. En effet, clans le cas contra.ire , con:;iclcrons les t ra11sl;1tf>s 
par le groupe I' , sta!)ilisateur de la. region R du couple de points fonnE' des 

bouts de la. feui lle l. Ces couples ne :;e croisent pa.s d'a.pres le theoreine 
de Jordan puisque la courbe l est pJongee clans la surface 5 . D 'a ut re 
part , comme la feuille la une projection compa.cte, seulernent un nombre 
fini de releves di stincts -y( l), pour / ' E r, peuvent rencont.rer un com pa.ct 
donne de 5 2 

- !1..-. On definit a. insi une courbe simple l' sur la. s urface 
compa.cte quotient de l' interieur de la region R par le groupe r. qu i est 
homotope clans le bretzel N a. la courbe l. 

Dire que les courbes l et l' sont pa.ra.lleles sur la surface 5. bore! clu 
bretzel, equi va.uL ~t dire que la. fe uill e l es t COll Lenue cla.11 s la frontiere de 
la region R. 

Dans le cas contra.i re, la. l<nnina.tion ~Ul ' contrcdi t le fail que _,\ ,·erifie 
la Propriete *. 

Consideron s ma.intena.nt l'a.utre ca.s , a sa.voir celui Oll la. fe ui lle l a sa 
projection sur 5 qui est contenue clans un minimal exceptionnel cle In 
lamination ~. Elle est <lone contenue dans une region cornplementaire C 
de la reunion des feuilles c:ompa.ct es cle >. Sur la. surface s. Soi t R' la 
fermeture clans 5 2 de la composa.nLe cle l<l preimage cle cette region (' qui 
contie1 1L l . 
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On distingue deux cas, selon que la surface C est incompressible ou 
non. 

ler cas. La surface C est incompressible. 

Al ors, d 'apres le lemme 1.11, la. surface R' est un disque fer me. Con
si derons le ferme A.= oR n oR'. 

ler sous-cas. Le ferme A est egal a oR. 
Une application du theoreme de J ordan comm e clans la. demonstra tion 

de !'affirmation 1.12.4 montre que les tra.nsla.tes pa r un element du groupe 
f, stabilisateur de la region R, du ferme A. , ne se ctoisent pas en t r .eux, 
c'est-a-dire que !' image d'un couple de points a.ppartena.nt a A. pa r un 
element de r ne sepa.re pas Sur le cercle oR' deux elemen ts quelconques 
de .4 . 

l'viunissons la surface S d'une m etrique hyperbolique, et cons ideron s 
l 'enveloppe convexe c( A. ) du fe rme A. (qui n 'est pas reduit a un intervalle, 
comme clans !'affirmation 1.12.3) pour la meLrique hyperbolique induite 
sur la surface R'. La fron t iere de l 'enveloppe convexe de ce ferme clans 
la region R' se plonge done clans la. surface , quotien t de R' n S' par son 
stabilisa.teur. On a suppose le ferme A. propre, ce qui est equ i valent a d ire 
que cette enveloppe convexe c( A.) est clifferente de l'interieur de R' . 

La projection sur la. surface S cl 'une geodes ique clans la frontie re de 
l'enveloppe convexe c( .4) est une geodesique l' sans poi uL double cou Lenue 
clans la projection de l ' interieur de la surface R'. 

AFFIRMATI ON 3. 12. 7. La fe-nille l' n ·inters ecte pn.~ la lamination ,,\. 

PREUVE: Sinon, il exist.e un conjugue ~,(i') de la preimage de la feuill e !' 
qui intersecte la feuille l. C'est impossible d'apres le theoreme de Jordan . 

D 

Puisque l'enveloppe convexe c(A.) est differente de la surface R'. la 
fe uille l' est clifferente d'une courbe de la. frontihe de ]' image de la. surface 
R'. 

La seu le possibilite qui res te est que la fe uille !' so it contenue dans 
une composante (minima.le, clone) de la la.m in a.t ion /\. iVIais , clans ce cas, 
on contredi t le fail qu 'un nombre fini seulement de trans lates de la region 
R' n S' rencon t re un compact donne de S' . 

2e sous-cas. Le ferme A est egal a. f) fl. 

Camille cl a. 11 s la fin de la demons t.rat.ion de la p ropos1t.1on I. J :2. on a 
a. lors une decomposition e11 un produ it. C x [O, l] d u bretze l N LPllc que 
la surface C x 0 s' identifie ~1. la. surface C. 

La. la.1nina.tio11 >. est done en tii~ remenl. conlC'mw da11s C x 0 et 011 peut 
la. reprod uire sur la composa11t.e C x I. La 110u\·ellc i<·111Ji11ation o ht. t' llll<' 
cout.redi t le fa.it que l<t lamination /\ vc~rifie la P rop ri c.'>t.e ". 
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2e cas . La surface C' est compressible. 

A FFIIl MATION 3. 12. 8. La lamination ,\ n C' est en position preiendne 
par rapport a ·un mfridien contenu da.n8 c. 

PREUVE: D'apres le t heorerne 1.6, ii nous suffit de montrer que la lam
ination .:\ n C n 'a pas un nornbre d ' intersection nu! avec une limite de 
mericliens con tenus clans C'. 

D'a.pres le theoreme 1.8, et puisque la. lamination .:\ n C est min ima.le 
clans la surface C', il existerait alors cleux feuilles di stinctes de la lami-

nation .:\ avec un bout en commun clans !'I.-. C'est impossible puisque la. 
lamination .:\ verifie la. Propriete *. D 

Soit clone m. un mericlien contenu clans la surface C par ra.pport a.uquel 
la lamination >.nC est en position pretenclue. Dans le revetelllent plaua.ire 
S', cha.que releve de ce meridien es t disjoint de la surface R'. Co1nme 
la feuille l' coup e exa.ctement une fois un de ces re leves . elle ue p eut pas 
a.voir ses deux bouts clans la. frontiere de R'. 

Ceci termine la. demonstration du sous- lemm e 3.12.G. D 

COROLLAIRE 3 .12. 9. Soit ,\ 'Une lamination ·uerifi,ant la propriete *. 
Chaqne region com.plernenta.iTe du ferme J\.. >. dans la sphere Si est lln 
rlisque dont la ferm.eture est ·11.n disque ferrnC. Ces 1hsqlle.S :;ont en corn'.

sponda:n ce rw ec les regions complementa.ires de ~ dont le ,~tablisa.itu:r 'fl:est 
ni cycliq·ue ni trivial. 

PREU VE : Soit rr la. project ion de la. sp here S 2 clans la. s phere Si. Soit 
R la fermeture clans S2 cl 'une composante connexe du cornp lementaire 

de la preimage .:\ . D'a.pres le sous-lemme 3.12.6, la restri ct ion de cette 
projection a la. frontiere fJR n ' iclentifi e deux points que s' ils sont clans la 
fermeture d 'une meme composa.nte de la preirna.ge de >.. Cette projection 
ne fa it clone qu'ecraser en un point un e famille cl' intcr va.lles de 8R. II est 
alors cl air que l'irna.ge de fJR clan s Si est une com be cle .Jorcla.11. D 

Definition. Ulle courbe fronti ere cl 'ulle reg1011 cornp len1 ent;tire de !\.->. 

s'appellera. une conrbe fronticre. 

COIWLLA I llE 3 .12 .10. Soit /\ ·11.ne lo. mina.tion mcsuree qni ·ueri.fi:e 

la. Propri Cte *. Soit l v.ne feuille de la pnfrrnnge .:\ . dont. l'irn(l.!JC 
dans Si appnTiient a une CO'llTbe frontiere, C01'TCSJJOnda.nt a ·u.nc region 

complcm.r:nta.iTe R de >.. Alors. on bien la fc11.ille i est contenue dans 
fJR. O'll bien elle est d(J.n.~ la front?:crc d 'unc reyion dont le stabi:li.~atr:-u.r . 

cyclique . stabilise <L nssi R. 

PH.EU\' £: D 'a.pres la definition cle la relation cl 'equivalence s ur s;,,. si Oil 

n 'est pas clans rune des cleux situat ions decrites, ii exist.e llllE' reuilk de 
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la laminat ion 5\, q ue nous noterons toujours i clont un bout appart ien t a 
8R . et. qui n 'est pas contenue clans 8R. 

Une telle feuille l ne peut avoir une projection compacte: en effet ses 
deux bouts appart iendra.ient aJors a 8R, ce qu i est interdi t par le sous
lemme 3.12.6. 

Done, la projection de l sur la surface S est une feuille non compacte 
l , contenue clans un minimal excep t ionnel disjoint de la fron tiere oR. 

l\tlunissons la surface s d 'une metr ique hyperbolique, et consiclerons 
le reveternent p la nai re S' equipe de la metrique riemannienne induite . 
Soit g une demi-geodesique sur la su rface R qui tend vers le bout l n R. 
II existe a lors deu x suites de points (x;) et (yi), chacunes in clexees pa r 
i E N , telles que: 

( 1) :r i E i et y; E g ; 
(2) la distance rnesuree clans S' entre les points :ri et Yi est bornee 

par une constante; 
(3) la sui te (:ri) tend vers le bout l n R . 

En uti li sant que le groupe G a un dornaine foncla.rnenta.l compact pour 
son action sur la surface R , on en deduit des elements /i, clans le sous
group e stabi lisant R , tels que -1;( :ri) appartient a un compact de S' e t 

que !es bouts de la feuille ''/i(l) sont de plus en plus proches des bouts de la 

feui lle -1;(g). Quitte a. extra.ire une sous-su ite de la. suite de feuilles -fi( i). 

on peut supposer q u 'elle converge vers une feuille /00 de la. laminat ion 5\ . 
dont les deux bouts seront con ten us clans 8R . 

D 'autre part, cette feuille a. sa. projection con tenue clans le merne min 
imal exceptionnel que la feuil le l. On a done une contradict ion a.vec le 
sous-lemme 3.12.6. D 

Nous a.lions maintenant etu<lier p lus precisernent la topologie du fe rrne 
!\..>.. en vue de d<f.rnontrer le lemme 3. 12.3. C'es t. l'objet de la proposition 
sui va.nte: 

PRO POS ITI ON 3 . 12 .1 1. Soit /\ mie la.mination vfrifiant la pTOpriete *. 
Alors: dans l 'espace q1l0tient fl">.. , les proprietes s·£Li·uantes sont ·verif£ees: 

( 1) rle-u.x conrbes frontd:.res distinctes s "int ersectent en rrn pfo,, un 
point; 

(2) le complementairc d 'un point est conncxe ainsi que le complcmen fo.ire 
d 'nn couple de points) ninsi q1le le compllrnentaire d '·u.nc conrbe 
fronticre. 

P ll EU v E: Pour la. demonstration de cc tte proposit ion. 11ous a.I Ions su i ne 
des arguments deja util ises clans la. preuve du sous-le lllmc :3.1:2.G. 

Soient R et R' les ferrnetures de cleux regiolls co rnplemeu tai res du 
ferme fl. >.. da.ns la. sphere Si telles que leur int.erscct ion colltieut pl us 
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d'u n point. Cette intersect io n A est un fe rme dis t.in c l d ' un i11Len·a.lle . 
d'apres l'affirrna.Lio n 1.12.:3. 

D a ns le cas OU ce fer me est exac te rnenL I 'u ne des courbes an OU DR'. 
on decri t par un a rgu men t deja rencont re le bretzel _V comme un produit 
d' une surface compacte a bo rd p ar un in ter valle . de sorte que la la.mina.tion 

3- soi t isoLope a la. reunion des courbes du b ord de cett.e surface . Si cette 
surface n'est pas homeornorphe a un panta lon , la lamina t ion ,\ ne ,· e rifie 

pas la P roprie t e * ; le cas o u la surface est un pa.n ta.lon n'ap paralt ra pas 
cl an s la su i te . 

Supposons done le fe rme A. propre et consid erons !' image rec iproq u<:> de 
ce fe r me cl a ns la sphere s'J.. Les deux d isq ues fe rm es preimages respec ti U :'S 

des d isques R e t R' ont a. lo rs un e in tersect ion non connexe A'. ?vl u ni sso11s 
la. Sur face 5' d ' une met r ique hyp erbo lique qui rele\·e une met.rique Slit' la 
su rface S. 

S ur ch acune des cleux s urfaces R e t R'. o n cons idere l'enveloppe con
vexe d u ferme A ' que l'on no te c( A' ) et c'( A' ) . 

A FFIRMATION 3 .12 . 12 . Une geodCsi que dans la frontiere de c( A ') (o u. 
de c' ( A' )) a un e projection sur S qui es t nne gP.odesiQne f ermee sans point 
double . 

PREUVE : Un a rg u111e u t d eja. utili se bast~ sur le theo rc llle de J ord a11. 111 011-

t re q ue la. p roject io n sur la surface S cl' un e co urbe l d a 11 s la fro nt iere de 
chacune de ces envelo ppes convexes est une courbe s im ple . 

Si cett e p rojectio n n 'est pas com pacte, o u bien el le spira.le n~rs une 

comp osan te d u bord de la projection de R , o u bien elle s 'accurnu le dcu1s 
l' interieur de cette projection. Le pre mier cas est impossible d'ap res le 
t heorem e de J o r dan. 

D a ns le second cas, o n a urait une infini te de t ra ns lat.c'-s de la. feuil le 
l q ui s'accu m ulen t da.11s l' inter ieu r de R. Ccs t ra nslates auraic11t ]f'urs 
bouts cl ans des t rans la t es di stincts de la su rface R1

• \l ais c 'est impossib le. 

pui sq ue seulem e nt un nombre fi.ni de t ra ns la tes de R' peu,·ent. re ncont re r 

un comp act don ne de S'. D 

Cons id erons cleux geodesiques d a.ns la fro n t ie re de c( .-:1. ' ) et de c(.-l.') 
qu i ont Jes rnemes bo uts d a.ns A'. La project io n de ces deu x gE·oclesiques 
sur la. surface S fo urnit une ou deux cour bes s im p les . disjoin tes de 5: . 
La laminatio n obtenue en rajouta.nt A. 3- cett.e ou ces cour bes simples 

contredi t q ue la lamination ,\ verifie la. Prop ri et.e "' . Cec i demon t re la 
p rem iere par t ie de la. proposition :J . J :2.11. 

Nous pou,·0 11 s 11 1a in t.ena n t 111011trer la d<:>uxii.'11w partic dl' rette propv

sit ion . Les argurnent.s u t ilise::; d<rns !es t.ro is cas (·ta1 1t ks 111f-11ws . JJl>t Js 

mont rerons p lus en detai l le fa. it quc lcs courbes fro 11t ieres 1w disco111wct(·11t 

pas I\>... 
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La. preimage dans 5 2 du disque borde par uue telle courbe l'ro11Liere 
C est homeomorphe a un <l isque ferme D , d 'a.pres le coro lla.ire 3.1:2.10. 

Considerons elem: compacts da.ns la. decomposition de 5 2 , disjoin ts de 
D, et que nous supposerons clans un premier temps non reduits a des 
points. 

D 'a.pres la connexite du complementaire de D clans S2 - k, on peut 
joinclre ces deux compacts par un chemin plonge k, disjo int de D e t de 
E . On peut supposer que ce chemin est trans verse a la lami nation >. . Par 
cornpacite, il ne rencontre qu'un nornbre fin i de r egions complementa.ires 
de >. a stabilisateur ni cyclique ni t ri vial. 

L'image d\m tel a rc clans S1 n 'est pa.s entierement contenue clans Il->.. 
Toutefois par construction, elle est clisjoin te de la. courbe C. L'ima.ge 
est un chemin qui rencontre l' in teri eur d'un norn bre fini de disq ues du 
complementa.ire de ]\.->.. Puisque cha.cun de ces disques est d istinct de 
celui delimite par la courbe C, sa frontiere intersecte la. courbe C en au 
plus un point . On peut a.lors, cl'a.pres la premiere pa.rtie de la proposition, 
pousser !'image de !'a.re k clans le ferrne I\>. de sorte que son image so it 
clisjoin te de la courbe front iere C . 

Ceci mont. re que !es compacts de la decomposition de I\.-. non reduits 
a. des points et disjoints de la courbe C out leur image clans u11 e ineme 
cornposante connexe du complementa.ire de C'. Puisque ces compacts so11t 
clenses clans le complementair e de C clans E >., ce complementaire est done 
connexe. 

Pour terrniner la demonstra.tion de la. proposition 3.12.12, ii nous suffit 
de rnontrer que le complementa.ire de deux points de I<>. est connexe . Si 
!es deux points en question ne sont pas contenus clans une merne courbe 
frontiere , la m eme demonstration que la precedente clonne le resultaL: on 
utilise que la preimage de ces deux points ne disconnecte pas la sphere. 
Si ces deux points sont clans une merne courbe fron tiere, on peut utiliser 
que cet te courbe frontiere a un complementa ire clans !\>. connexe, et que 
ce connexe es t dense clans le complement.a.ire des cleux points en quest.ion . 

Ceci t.ermine la demonstration de la proposition :3 . 12.12. 

Remarquons qu'il est faux, en general , que le comple ment.a.i re de Lrois 
points dans I\.->. soit connexe. D 

Cet.te clerniere proposit ion nous perrnet de conclure la clemo11st.rat.ion 
cl u lemme :3 .1 :2. :3 . 

On a. vu que si la lamin a.Lion /\' ne verifi.ai t pas la P ropr icte "' . le 
complenwntaire d"un point ou de cl eux points clans !\,\ ne serait. p<1s co11 -
nexe ce qu i n ·es t pas le cas. D 

!\lai11tenant. nous revenon s a, la demonstration de la proposit. io11 :l.1 1. 

0Jous desirons mo11 trer que la. lamination N ap pa rt ie nt. a J"ou,·er t. de 
.\ l asur 0. Dans le ca.s contra.ire . d 'a.prc~s la defini t ion de cet ou,·ert., il 
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existe une lamina.Lion rnesuree ft.
1 de !'if', clont le nombre d ' in tersection 

a.vec /\' est nul. 

AFFIRMATION 3. 12 .13 . La lamination µ' est en position pretendue par 
rapport au systeme de meridiens a . 

PREUVE: Puisqu e la lamin ation >.' est en position tencl ue par rappor t au 
systeme de merid iens a (cf le debut de la. demonstrat ion de la. proposition 
3.12), la lamination µ ' est en posi t ion pretendue p a r rapport ace merne 
systeme. o 

On p eu t done appliquer a la lamination µ' la proposit ion 1.12. Di st in
guons !es Lroi s ca.s sui va.nts corresponda nts aux troi s p oss ibilites fourni es 
par cette proposition. 

ler cas. La. lamination ft' a. un complementaire compressi ble. 

l e r sous- cas. Une composante de p,1 es t contenue clans le suppo rt de 
)..' . 

Si cette composante est redui te a une feuill e compa.c t.e l' , le comp lerne11taire 
de la courbe l sur la surface S est compressible. D'a.ut re part, le couple 
forme des bouts d' un releve quelconque de la fe uille l' a. ppartient au sup
port de la mesure Fp). 11 existe clone, cl 'a.pres l'a.ffir rn a.t ion 3. 10.l , une 

feuil le l du s upport de la. lamination /\ qui a. Jes memes ex tremites . 

_La. projec tion l de cette feuille sur le surface S est compa.cte pu isque 
). verifie la Propriete *. Done Jes cleux feuill es l et l' son t Ii bremen t 
homotopes clans le bretzel N. 

AFFIR.MATIO N 3.12.14 . Le cornplementa.ire de la co·u,rbe l sur la s·u:rface 
S es t compressible. 

P ll EUV E: La. courbe l es t hornotope a la courbe l' , clon t le co 1 nplc~meu ta. i re 

est compressible. II ex iste clone une a.p p li ca.t ion continue surj ect.ive sur le 
groupe fo n<l a.rnenLal, de la. surfo.ce S <li1.ns un bouquet de cerc les , Le lle 
que !' image de la courbe l evite a u moins un des cercles . On en d eduiL 
une a pplication du meme type pour la courbe l . Ceci entra]ne, par la 
construct ion de Stallings ([St] ), que le complernentaire de la courbe l su r 
la smfa.ce S est compressible . D 

Dans notr e si t uat ion, cl 'apres cette affirmat ion, le compl('.'rne ntaire de 
la co urb e l est comp ressible. D 'apres le lemme J .:3.2, la lamination 
appa.rLie11L a. ?ii' Ceci con trecl it l'a.ppart.emrnce de la. laminatio n /\ h 
l"ou verL 0 . 

Lo rsq ue la composan te commulle au support des deux larnin;-1Lio11s X 
et f'·' est min ima.le, on se ra.me ne ~1 la si t u <1 tion prececlel! te de la l'M;o n 
s uivaIJte : une courbe simple clans le bord d'une composante commune 
a un complerncntaire compress ible et appa 1t ie nt d 'a utre part a X1

• II 
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existe don e une courbe simple clans >. a.vec !es memes propri etes. Le 
raisonnement uili se precedemmen t perme t ensuite de conclure. 

2e sous-cas. La lamination µ' a un cornplementaire compressible et est 
contenue clans le complementaire du support de la la minat ion >.'. 

Si une cornposante de la lamination p' est contenue clans le support de 
>. 1

, on peuL a.ppliquer le raisonnement du premier sous-cas. Ceci se pa.sse 
par exemple lorsque le ferrne J().. est homeomorphe a. la sphere, c 'est a. 
dire lorsque !es regions complementaires de la lamination .:\' ont toutes 
un groupe fonda.mental cyclique ou t ri via.I. 

Nous pouvons done supposer que le support de la. laminat ion p' est 
contenu clans une region complernentaire de 5..1 • 

On commence par approximer clans P j\1 L(S ) une composa.nte quel
conque de p 1 par une laminat ion reclu ite a une feu ille compacte l', a.ya.nt 
un co rnplementa.ire compress ible et un nombre d'in tersect ion nul avec >.' . 

Consiclerons une composante de la preirna.ge clans le reveteme11L 
pla.naire S ' de la. reg ion complementa.ire de la lami nation /\1 qui cont. ieu t. 
la courbe l' clans son interieur. L 'image de la fermeture de ceLLe region 
clans la sphere S~, est une reg ion complementaire R' du ferme J1:>.. ' da.11s 
la. sphere s1, . 

11 existe un homeornorphisme ¢, G -equivaria.n t e nt re 
contenu clans la sphere s1, et le fer me x).. clans la sphere 

le fe rm e I.,.-N , 
5 2 

).. . 
D 'apres la proposit ion :3 .12.12, !es courbes front ieres de 11.·>.. (done 

a.ussi de JI." A') sont cara.cterisees intrinsequement pa r la propriet~ de 1w 

pas disconnecter le ferrne 11.-).. (ou le ferme 11.·>.. , ). Done. !"image par 
l'bomeomorphisrne ¢ de la. courbe i'rontiere fJR' est u11e courbe front iere 
fJR. Les sta.bi lisateurs de ces de ux regions sont done !es memes sous
groupes de G. Considerons Jes bouts des releves de la courbe l' s itues 
clans la courbe de Jordan fJR'. Puisque la courbe l' est simple su r la. sur
face S, les extremites de ces releves ne se croisent pas sur fJR', il e n est de 
meme de l' image par l'horneomorphisrne ef> de ces ext remites. Done, cette 
image represente !es bouts des releves da.11 s R d'une cour be simple l sur 
la. surface R contenue clans u11 e region complementaire de la laminat ion 
>. . P ar constructio11, la courbe l est li bremen t holllo t.ope cl<-1.ns ~v ;, la 
co ur be I' . D'apres ]'affirmation :J.12.1-1. le complemc11 ta.ire de la cou r be l 
sur la surface S est compressible . 

On tcr111i 11e la clemonst rn.Lion comme clans le prem ier sous-cas, en co11 -
t red isan t l'appart. ernu1ce de /\ it l'ouvcrl. 0. 

2e cas . La larni11aLion 1.t' a un rnmpl&mentaire incompressible. 

D'apres !'affirmat ion :3.1 2.1:3, la lami11at.ion 11' est. en posit ion prC:·tendue 
par rapport au sysU:me de meridie11s <1. Done sa. prc!ima.ge cla ns k 
reveLemcn L pla1l<tire 5' contienL deux f<·u il les dis ti nct.es 11011 as_\·11 1pt.o l. <'S 
a.ya11 t. t ill bout. f'll co1nm u11. cL1pres Jes proposi tions 1.1 2 et l.l:L ('011 -
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siderons la laminat ion S1 U µ'. Sa pr eimage clans la. surface S' possecle 
alors deux feuilles clistinctes aya.nt un bout en cornrnun. Or cl 'a.pres le 
lemme 3.12.:3, la. lamina.Lion ),' verifie la. Propriete "'. C'est la. contra.dic
tion cherchee. 

3e cas. Le bretzel N est decompose comme une produit I:' x [O, l] et la 
lamination µ' es t une la.mina.tion minima.le contenue clans la composa.nLe 
Ex 0 . 

ler sou s-cas. La lamination µ' est contenue clans le support de la. lam

ination >..'. 
Alors, la laminat ion S1 conLient parmi ses feuilles compactes le bore! 

de la surface B', bore! que nous noterons l'. 

A FFIRi\l AT ION 3 .12 .1 5. Lo. lnm-irw.tion ,;\ co11.tient dans ,,e,, feuilles com.
pactes ·1ine collection de conrbes fermees l. librement homotopcs dans S 
a. l' . 

P REUVE: II suffit de voir que a chaq ue composante compa.cte de >-', ii 
correspond une composante compacte de A. Les composa.ntes compactes 
de ,\ sont ca.racterisees par la. propriete que tout e lement du grou pe G 
qui leur correspond a.git sur l 'espa.ce ]{>.. a.vec un point fixe et un seul. 
On en deduit qu 'a chaque composante de l' correspond une composa.nte 
de A. La. r eunion de tou tes Jes cornposa.ntes obtenues est une collect ion 
l de courbes simples clans le support de ), , qui verifie Jes conclusions de 
l 'affi rma.tion precedenLe. o 
A FFillMATLON 3 . 12 .16 . Il existe ·nne decomposition du bretzel J\T en ·1m 
produit Ex [O, l] telle que la frontiere de la surface E soit isotope a l . Les 
deux fibrations Ex [O, 1] et I: ' x [O, l] di.ffereni par 1m un homeomorphisme 
·1p d·n bretzel ]\T dont la. restriction <LU. bard appa.riient a:n grO'lLJ>C J\.f od0 

( N) . 

P REUVE: A la co llection de courbes lest a.ssociee un e relation d 'equiva.le nce 
dont l'espa.ce quotient 11.-, est borneomorphe au cercle S1

, puisque tel est 
le ca.s pour le quot ient J<,,. On a un plongemen t de ce ferme clan s u1ie 
sphere Sf, tel 4ue !es regions comp lementaires de 1<1 soie11t en corrc
sponda.nces aYec !es regions cornp lernenta.ires de la. co llect ion c.le courbes 
l. On e n dt·duiL done que le groupe G a.git su r la. sphere Sf en re
spectant chacune de ces deux composantes, puisque le groupe G respect<:' 
I 'o rientat ion de la. sphere. Ceci entraine que le groupe fonda.menta. I des 
regions cornplc~rneutaires de la col lection de courbes l se surjecte da.11 s le 
groupe fonda.mental du bretzcl N. D 'a.ut re pa.rt, le quotient 11.-, c~tant. 

connexe, ces regions complementaires sont incornpressibles. 

D 'a pres un t heoreme de Waldhausen ([Wal ]), ii existe a.lors u1H:' 
clc~composiLion du bretze l _\' comme un produit ~ x [O , l] Lei quc le bo rd 
de la. surface ~ s'identiue a la collection de cour bes l. 



Ceci demontre la. premiere pa.rti e de !'affirmation 3.12.16. 

On cons truit l 'horneomorphi sme ·VJ de la. fa~on suivante: pu1sque 
les collections de courbes l et l' sont homotopes clans .V. 011 a un 
homeomorphisme de J{1 vers J{1, , qui commute aux actions du grou pe 
G su r ces deux espa.ces. Les regions complementaires de ces deux fermes 
sont en correspondance respecti ves a.vec !es regions complemen taires des 
collections de courbes l et l'. Le ty pe topologique de ces surfaces se 
lit sur !'a.ct.ion du groupe G sur Jes cercles f(1 ou I<t'. Done ces types 
topologiques sont les memes et on peut etendre l 'homeomorphisme en
tre les cercles a l' infini en un horneomorphisme G -equivari ant ent re !es 
spheres Sl et S~. Cet homeomorphisme fournit par passage au quo
tient un homeomorphisme clans le groupe Ji.1od0 (N) qui verifie la seconde 
assert ion de !'affirmation 3.12.16. 

Remarquons que le diffeomor phisrne construit peut. envoyer a volon te 
la surface ~ ' x 0 sur I \me des deux surfaces ~ x 0 ou ~ x 1 . En eff et. 
ii exis te un diffeo rnorphism e de N homotopiquemen t trivial qui echange 
ces deux composantes: a savoir, la reflection a. travers les fibres . o 

On peut maintenant supposer , quitte a appliquer l'homeornorphisme 
fourni par la proposit ion precedente, que !es deux laminat ions ,\ et ,\ ' 
sont situees toutes les deux clans la r eunion des surfaces ~ x 0 et ~ x l. 

La lamination ,\ contient une composa.nte qui definit le rneme coura11t 
que la CO!l!posa nte de )..' de meme support que µ'. On peu t St' ralll t'lll' t' 
a u cas Ott cet te cornposante de ,\ es t coutenue d a us ~ x 0, d'ap ri~s la 
remarque terrn inant la preuve de ! 'affirmation 3.12.16. Elle coi'ncide a lo rs 
aYec la composa.nte de ,\. puisque les la.mina.tious su r !es surfaces sont 
classees a. isotopies pres, pa r le couran t qu 'el les clefini ssent. 

De meme, la composante de la lamina.tion >. contenue clans la surface 
E x 1 co'incide avec la composante de la lamination 5.1 sur cette surface. 
Done, !es cleux laminations ).. et A' ont le meme support . En pa.rticuli er. 
si I 'une appart ien t a. 0. l'autre a.u ssi. 

2e sous-cas. La. lamina.Lion ~t' est. contenue clans le cornplementa ire de 
>.' . 

:.\!ors, la lamina.t ion >.' es t conte!lue par exernple clans la compos11 ntr· 
~ x l; c'est. -a-dire que la. surface ~ x 0 est con ten ue clans un e region 
complementa.ire de la lamination /\' sur la surface S . Choisissons une 
region complementa.ire du ferme 11.· ).,, clans la. sphere s1, ' qui correspond 
a cette region complementaire. P ar l' homeomorphisrne </> entre Jes fermes 
J{ >..' et J{ >.., cette region complernent.aire R' est en corresponda nce a\·cc 

u11e rE'gion cornplementa.ire R cle I<>.. clan s la sphere Si. En utili sa nt quc 
la co llection de courlws l' = fJ~ est. plongee sur la. surface S. O ll mo111 re 
comrne cl ans le deu xi (~ nH' so us-cas du premier cas. que ks i111ages p<H o 
des bout.s des rdcv<~s de l sont les bouts des rele v~s d'u11L· co llenio11 dt· 
cou rlws sim ples I. do11t la project. ion su r la su rl'ace S est. co 11 t.e1nie da1 1s la 
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composante cornplementa.ire de /\ correspondant a. la su rface R. D 'apres 
la premiere pa.rtie de !'affirmation 3.12 .16, on a done une decomposition 
du bretzel N en un fibre ~ x [O, l] tel que la frontie re de la. su rface :S x 0 
s ·identifie a l. D'apres la construct ion de l , la. surface 2: x 0 est contenue 
clans une region complementa.ire de ,\ . 

Ceci es t impossible pour une lamination ,\ de l'ouvert 0 , si la surface 
~ n·est pas homeomorphe a un pantalon: en effet on peut alors rajouter a 
la lamination ,\ son double sur la surface ~ x 0 et la nouvelle lamination 
obtenue appartient a. NJ' (presence d 'ann ea.ux essentiels OU de limites 
d 'annea.ux) . 

Si la surface :S est bomeomorphe a un pa.ntalon , la. lamination ,\ a son 
su pport con tenu clans la reun ion des courbes fron t ieres de cet te surface. 
La deuxieme partie de !'affirmat ion :3 .12.16 <li t alors que >..' differe de /\ 
par un element de J\J od0 ( N ) . 

Ceci termine la demonstration de la proposition :3. 12 . D 
Comme ii a deja de <li t, cet te proposit ion et le t heoreme d ' injecti vite de 

l'applicat ion F' ter minent la. demonstration du theoreme :3.'l. L 'application 
F' es t done un homeomorphisrne sur son image. D 
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4 . Appen d ice 

Dans le ca.s ot1 le bretzel N a. un groupe fondamenta.l d ifferent d'un 
groupe libre, le pla.n de la. demonstration du t.heoreme 3.4 reste le rnerne: 
on commence pa.r eta.blir un critere qui permette de transformer une 
lamination ), a.ppa.rt. ena.nt a. l'ouvert 0' clont le support est reunion de 
feuilles compactes par un element de 1\l od0 ( .Y) pour la. met tre en position 
pretendue pa.r rapport a un systeme de meridiens d a.ns JV. 

Cn systeme de meridiens est, pa.r defiui t io11 (cf §1) la. reunion des corn
posa.ntes d'un systerne admissible qui sont homotop es a 0. 

Soit a un systeme de mericliens. La reunion des cornposa.ntes de 
a a. done la. propriete de border une reu11i on de di sques D = UD; qui 
decoupe N en une reun ion de surfaces epa issies ~; pour i = 1. .. l.: (cor
responda.nt bijecti,·ement clans la. decomposition de r.1 (l'V) en fa.cteurs 
indecomposables aux fa.cte urs qu i sont des groupes fonclamenta.ux de su r
face fermee) . 

:\otons I\ la complete de GromO\· du groupe G : 011 peut. voir 
cet es pace com m e un ferrne de la. sphere 5 2

• ensemble limite cl ' une 
representation geornet riq uement finie cle G sans ele111ents paraboliques. 

Chaque composaute conncxe de la prei111age clans la sp l1e re 5 1 de la 
collect. ion de courbes a d ecoupe !'ensemble l\- en cleux ouverLs coinpact.s 
disjoints. que nous appellerons ouverts bnc~iqur:8. 

Chaque region complemen t a.i re F <le D.Y - a est une surface dont 
le groupe fonclamental a une image clans G = r.1 (l'V) , conjuguee a l ' un 
des facteurs rr1 (~) de la d ecomposit ion en proclu its libres de G. Done, a. 
chaque composante de la preimage de o n fJF , on associe un sous-groupe 
conjugue a r.1 (.S), clont !'ensemble limit.e es t une courbe de .Jordan de 
1,-. Reciproquement, a. loute courbe de .J o rdan C de la fron t ie re de I\ 
clans 5 2 . on peut assoc ier u11e fa mi lie de co rnposa.ntes de la pn~image 
de (a) particuliere: cette ra.mille est fonn l>e des 111e ri die11s du bend de la. 
composante de la preimagf' de F do11t la fronti(Te da.ns 5·2 co11tient C. 
C hacun de ces meridiens decoupe A- <'11 dcu:-: ou,·erts clont u11 seul est 
disjo int de la courbe C . 

Defini t ion. L'oun:-rt hasique a.i11 si cldini sc ra clit a.:;8nc£c a C. 

L ·analyse prececlc11te en lr<1.l1w la remarque s uivante sur la t.opologie ck 
l\ .. 

R E.\l:\llQL1 E :\ .. 1. Soit o '//.11.r'. .<:11.~t.r'. 11u: 11<: u1.frirli1:n,< r:om:111.r: ci . r/r'.,<.:;'//..<.' 

a.lo 1«': 

( l) tont point rle ]{. qni ·11. 'r:.<t pa,, conl.cn'll. rlo:n.:; ·11.nc co ·11:,./u: rlc 

Jordan corre.:;ponrl11.nt r), l'cn.<cmhlc limite rl 
0

'1/.n .:;0·11 .. <-gro·u.pc: con-
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jug·1uf rl ·u,n sO'lls-gro·u.pe r.i(:Si) , admet 11.ne base de no1.s1nages 
dans Ii.. joT'lnce d ·o'l/.uert-~ bo .. ~i q'lles. 

(2) io'llie co'llrbc de .J orda.n C C l~· rulmct 'lln systcm.e de 1101.srnayc,, 

compa.cts 011.ucrts dont chaqne clement est le complCrnent.o.fre 
d ''llne r{u.nion finie d 'ou·uerts ba.s·iques assocics Ii C. 

Soit fl un courant geoclesique du groupe rr1 (N) e t n un systeme de 
mericliens. On clefinit le graphe de Whi:tehea.d r 0 .(11.) de p. par rapport a. o 
de la fac;on suivante: ce gra.phe est un reunion de graphes chacun associe 
a. une composa.nte connexe de ]\T - D et <1ppeles fa.cte'l/.rs. Pom u11e t.elle 
composante connexe ~, le gra.phe a a.utant de sornmets qu 'i i y a de com
posant.es Di clans sa front.iC:'re . Fixons une courbe cle .Jordan C i11\·ariante 
pa.r un sous-groupe conj ugue cle i'i'J ( C ) . .A un tel sornmet. correspond de 
manihe unique, a. conjuga.i son pres, llll ouvert basique a.ssoc it· a c. 

Un couple de sommets clefi nit done cleux ouver\.s de l\, associes a C 
disjoints, que nous notons U1 et U2 ; on joillt alors ces deux sommet.s par 
une arete si et seulement s' il existe un (~ICrnent / ' du groupe ii 1 (~) tel que 
la rnesure µ.(U1 x ;(U2 )) est non nu lle. Le 11ombre d 'aretes joigna.nt elem: 
somrnets differents est cl one egal pa.r definition ;ui nombre d"elernents ;; 
du groupe rri(I.:) tels que la. mesure 11.(U1 x /i(U2 ) ) est non nul le. 

On joint fi na.lement un sommet. h lui-merne par <1.ut.a.n t d'<1ret.es qu 'ii y 

a d'elernenLs du groupe rri(:S) tels que la. mesure µ(U1 x ;;(D"1 )) es t non 
nu Ile. 

On obtient a insi un gra.phe, eventucllernent non loca.lernent filli. pour 
aque composante connexe de JV - D. Dans Jes ca.s qui nous interesseront 
ce gra.phe sera compact . 

Nous introdu isons maintenant la. propriete combina.toi re de r 0 (µ.) qui 
t rad uira. , lorsque p a.ppa.rLiendra. a. 0. des propriet.es int6ressantes de fl 

rap port h o· su r DN. 

Definitions. On dirc1. qu ' ull grap he connexe inclus clans u1ie co rn pos;rnte 
de r 0 (µ) correspondant ~' un sous-groupc rr 1 (S) est fortcrn ent cunnexe 

s'i l contienL a.u rnoins un cycle qui reprcsenLe un elernellL non nul de 77' 1 (~) . 

On dir a. qu 'un fa.cteur du g rn.plie [' 0 (11) a. ·1m point dt jonchon. 
lorsqu'on peuL l'ecrire cornnw la rcu11ion de deux graphes G1 e t G·2 
s'intersecLanL en u11 seul sorn111eL, Leis q11c l' u11 de. ccs deux g1«1phes est 
connexe llla.i s pas fortc111e11t. co11nexc. 

Lorsque le su pport cle p est unc n!1111io11 finie de g(~Ocl(~siquf:'s fennfrs . 
on <lefi11it un e relat.io11 d'eq11 i\'<1le11ce s11r X, co11rn1c d1rn s l'<tffinw1tio11 :l./. 
Son es pace quotient l,·,, est. sc~pare con 1111c clans le cc1s des ])!'et zt·ls. 

La proposit.ion sui vant.e rnont.rc 1111 prC'111in li <~ 11 <·ill.re !cs proprictc'·s 
cornbina.toires de ro(P. ) et. la. t.op olog i(' de x,,. 
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P RO POS IT ION A . 2. Suppo sons quc clw.qne composo.nte conncxc riv. gra.phc 
r a (p) est fort emcnt connexe et n ·a pa.s de sommct rle jonction: o.lors : 

( l ) ponr to·nt e pnrti ti on de X en dC'llx compa.cts disjoint.-; A ct B . 
on a fl( A x B ) f:. 0 ; 

(2) po·nr to1d e parti tion d 'un O'llvert basiq1le U en de·nx fermes di.~ 

joints A et B. on a ft( A. x B ) f:. 0 ; 
(3) si le s1tpport de fl est 11.ne rennion de fenilles compnctes, l"espa.ce 

!'1.-1, est conn cxe et loca.lement conn exe. 

PREU VE : Pour dem ont re r la. premiere pa.r t. ie de l'affirrn a.tion A.2, on 
ra isonne pa.r l 'abs urde. 

Soit A- = A. U B une par t it ion de J( en de ux fermes d isjoin ts Lelle que 

l'( A. x B ) = 0. Re rna rq uons que si une courbe de J ordan de ! 'I.- rencont re 
l'un des o uver ts A. o u B . alors e lle est entierement contenue da.ns ce t 
o uver t . 

U tilison s Jes ouverts ba.siques a.ssocies a.ux composa.ntes de la preirna.ge 
de (a: ) . Puisque A. est ouvert , e t cl 'a.pres la. re marque sur la topo logie 

de I\ , o n peut le recouv r ir par des o uverts q ui sont ou bien des ouverts 
associes aux composan tes de la p reima.ge de Cl' clans 5 2

, ou bien qu i 
sont complemen t.a.ires d'une reunion finie d'o uverts basiques associes a 

une cour b e de .Jorda n de X . 

P ar co rnpa.c ite de _-l , o n peut extra.ire de ce recouvremeu t un recou
nem en t Fi n i. Effectuons la m eme construction a.vec l'ouve rt compact B 
et supposons que les recou vrernents ob tenus ont une ca.rclina.l ite m in ima.le 
parmi to us les recouvrements de A. e t de B par des o u verts d u type 
pr ecedent . 

Les ouver ts intervena.n t da.ns les recou vrem ents de A et de B sont 
chacun associes pa r definition a une courbe de J o rdan . Ces recouvre
ments etan t finis, ii n 'y a. qu 'un nomb re fini de telles cour bes de J o rdan . 
On en clecluit que . pour J'u ne de ces cour bes de Jordan . C . les ou,·erts 

basiques associes sa.uf a u plus un son t conten us clans A ou da.ns B. De 

plus J'hypothese de miu ima li te fa.i te sm les recouvrement.s de A et. de 
B , enlralne la. presence d'ouverts da.n s A et d 'ou ver ts clans B parm i Jes 

o uver ts associes a C. 
Considerons a lors la. composa.n te du gra.phe r 0 (1-t) a.ssociee a. la. com

posan te de fJN - D corres ponda.nt a. C. Le fait q u "i i n 'y a pa.s de feuil les 
clans le Support de /I jo ignan t A_ ~t fl Se 1.ra clui t par le fa.it Cjllf.' la CO!ll 

posa.n te etucliee du g ra phe n 'est pas CO l1 11<:'Xe OU bien est la reu11 io11 de 
cleux g rc1phes a.yant u11 seu l sornmel. e n cornrn u 11 . Suiva11t. leq uel de ccs cas 
se produit. le g raphe n'cst. pas l"orlCllH'lll C'Ollll<'Xe. Oil bie11 <l llll SOllllllCI 

de jo llC( ion : Cll effet. . s i j)iH exemple C' C .-1 , alors la. l"a.111i )lf' des Oll\'C•rts 
bas iq ues i1SS OC ies a. (' e t COllte llUS da11 s fl ('SI. fin ic. 

Pour t ra ile r la cl eux ierne part.ie du le1 111nc, 011 r<1ison1ie de la 111e111e 

fa\on : ii fa.ut alo rs considerer le recoune1nc11t de C obl.<'11u ;, pMtir de 
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ceux des ouverts du type ·y( V ) ou ·y( J .... - - F ) . qui sollt co11te11 us da11s C. 
Le rneme raisonnement que precedem rnent permet. de co11clure. 

Pour ce qui est de la clerniere par tie de la. proposit io11, la prernit'r<:' 
etape entraine que 1 .... -µ est connexe; d'apres la. deuxi eme eta.pe. Jes points 
qui ne sont pas clans ]'ensemble lirn ite d 'un sous-groupe conj ugue a. un 
7r1 (2::) ont une base de voisinages connexes. Considero11s clone le probleme 
de la locale connexite pour Jes points contenus clans l' une de ces courb es . 
disons C. 

Soit l et l' deux courbes simples tn1.cees sur la composan te de _y - D 
dont I 'ensemble limite est C', et qui ont la. propriete cl" axoir un 11ombre 
d:intersection non nul a.vec toutes !es courbes t racees sur cette composa.nte. 
On peut supposer que ces courbes sont di sjoi ntes de a. de sort.e qu ·011 peut 
!es voir sur une surface :S. composante connexe de S - a. :-\!ors chaque 
releve de l ou de l' clans 5 2 decoupe X en <leux ferm es do11t l"int.ersect ion 
est fo rmee d 'exa.ctement de <leux points clans !"ensemble limite c1 ·un con
jugue de rr1 (I: ) . Ceux de ces fe rmes clont la fron t iere es t cont enu <" clans 
la courbe C' defini ssent une base de voisi nages compacts des points de 
C' , car les courbes l et l' ont la propriete cl" in tersec ter tout.es les courbes 
t racees sur :S. 

Soit U un tel ouvert; on co 11st rui t en utilis<lnt les cleux cas prececle11ts et 
la connexite de U nC Lill ouvert. connexe co11 t.0nu cl a ns iT( C) . et co 11 te na.11t 
Un C. Done tout point de 1 .... -,, possecle un e base de rnisin<lges con nexes . 

Ceci termine la demonstration de la proposition :-\ .:2. D 

Avant de reprendre la. demonst rat ion du t heoreme :3.-l clans le ca:; des 
bretzels creux, nous a llons d 'a.borcl cl ecluire des methocles prececlentes u11 
a lgorithme pour decider si un mot du groupe G est conjugue a un mot 
clans l'un des facteurs d 'une decomposition en produit libre de G. Cet 
algori t hme repose su r le resultat suivant: 

P H.OPOSITION A. 3. Soit / une cln .. ,,,e rle c011.juga.ison de G' . Su.pposon,, 
(j'ne / est la. cla.sse de conjuga.i8on rl ··u.n m.ot contenu rlr/.71.8 un fru:four rl ·une 
decomposition en produits librcs de G'; 11.lor,'. pour tout ·'!f·' tcme 11.d111:i,,.'1:ble 
a- , il cxis te -u.nc composa.nte tlu grophr~ tle Whit ehen. rl r 0 (p) q11.i . ou. bien 
es t COnn CXC San,, eirc fort cm.cnt CO'f/.17.C:z;c, OU bien n. ·u.n poinf. rfe joncti:on. 

PREU\.E: D'a.pres un t heoreme de Sla.lli11gs . on peut real iser u11e clecomposit io11 
de Gen procl uit. libre (resp . e11 H ~N) par un clisque 111ericlic~11 ~. ::.;ep<1rc111t 
(resp . 11011 sepa.rant). Dire que ; est co11tcnu da.ns u11 fact<'ur cl"u1w tel lc· 
decornpos itio11. r<.>vienl a dire (j ll <' I est. repr<,'S(' J! tablc· par Lill l<tet'l libn·-
ment. liornotope cl<111 s l'u11e des con1pos<111t.cs de .Y - ~. 

Si ce di sq ue ~ co·lncic.le <t\"<:'C l"un des clisqu0s du S.'·s t i:-111<.' de 111t;ridiC'11s 
o-, une composante du gra.pl1c [' 0 (11 ) (I ;tl ors un so111111ct isole. qui rn1-rc·
spond a .0i.. En eff et. pour que le SOlll lllC! co rres po11dc1nl a ~ lie ~tlit pets 
iso le, ii est nccess<li r<:> que r intersecl.c gc~o1 1 1<~l riquerm'nl ~. 



II en est de rneme si le disque ~ est isot.ope a un disque disjoint. de o: 
clans ce cas, 6 est con tenu clans une composa.nte connexe ~ x [O. l] de 
N - D , et est parallele au borcl clans cette composante. La cornposa.nte 
du graphe r er(µ) correspondant a ~ a alors une composante connexe qui 
n'est pas fortement connexe. 

Si on n 'est pas da.ns l'une des elem~ sit uations precedent.es, !'intersection 
de 6. avec D contient a.lors un a.re qui decoupe sur D un disque 6. clont. 
l'interieur est disjoint de D. Supposons que cet arc est contenu clans une 
composante D0 de D ; a.lors l'un des deux clisques ~o que l"on peu t forme r 
a partir de 6. et de D0 est cont.enu clans une cornposante ~ x [O. L] de 
N - D, et est parallele a.u bord sur cette composante. La. composante 
du graphe r er(fl) corresponda.nt a. ~ x [O, l] peu t alors etre ecrite comme 
la reunion de deux grap hes ayant un sommet en commun (p rovena.nt de 
D 0 ). Celui de ces deux graphes qu i provient de la boule de parallelisme 
de 6. 0 vers a(~ x [O , l]) n'est pas fortement connexe (i i est non reduit a 
un point, des que le disque .0. minimise les intersect.ions a.vec D. ce que 
l'on peut toujours supposer). D 

Algorithme de reduction des mots clans G . 

La proposition A.3 nous permet de defiuir un algorithrne pour decider 
si un mot 1' est eonjugue clans G a. un mot contenu clans un facteu r 
d'une decomposition en produit li bre de G = rr 1 (N). Soit. o un systeme 
de meridiens pour N. Si cha.que composant.e du graphe de Whitehead 
r er(µ) est ou bien connexe sans etre fortement connexe, ou bien n'a. pa.s 
de _sommet de jonction, alors cl 'a pres la. proposition A.:3, le mot / ' n'est 
pas conjugue a un mot contenu clans un facteur d'une decomposition en 
produit libre de G. 

Sinon, on a deux poss ibi lit,es : la. composa.nte du gra.phe de \V liitehea.cl 
associee a Ex [O, 1] ou bien a. une cornposa.nte connexe Z qui n·est. pas 
fortement. connexe (ler ca.:;), ou bien po:;:;ecle un sonllnet. de jo11ctio11 (2e 
cas). 

ler cas. Si C est reduit. a. un somniet., alors le mot 1· est re presente 
par une courbe contenuc clans N - Du, ou D 0 est 1<1 composant.e de D 
correspondant a. ce sornmet. Selon que Do est. un clisq11e si-·parant OU non. 
le mot 1' est done eontenu clans un fad.cur de G cl'u11e <l6composi t ion en 
produit libre ou en H TN. et :;ion veut, on peut. cont.i11uer <"ll rai:;on11a11t pa.r 
recurrence s ur la longueur de I pom t l'Oll\'Cl" Ull [';-1ct.eur ( c'.·\'(~ 1l t.Uelk 1 1w11t 

indecomposable de G) qui cont.ic11t. 1111 rn11j11g11(· de. ; . 

Sinon, fixons un sommet. de la. co111pos;111te C qui cor re:;po11cl ~1 1rn 
clisque Do du systeme de disqucs 1116ridie11s D. Les ar(·tc~s de C cor
respo11dent a des a.res Sur D(:S x [O , I]) joignant. e 11t.1"cux !cs disquf's de 
D correspondants aux sommet.s de C, On realise alors des g lis:;eme11t.s 
d a.nses pour ra.rnener s uccessivement !es disqucs corr<:>spo11d21nt.s aux sorn
met,s de D clans un vois in age D!1 de D0 • h t race cle ~, corrcspo11da11t ~\ C 
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etant contenue clans le meme voisinage de D 0 . Ces glissement.s se fo n t de 
proche en procbe en utilisant un a.rbre maxima.I contenu clans C iss u du 
sommet Do: qu'en suit.e une homotop ie de la courbe represent an t. -: per
rnette d'obtenir que la trace de / associee a C soit eonten ue clans le rneme 
voisina.ge D~ clecoule de la non-existence clans C de cycles represent.ant. 
des courbes homotopes a. 0 (cf la defin ition de fortement connexe) . Alors la 

pa.rtie de / eorresponda.nt aux aretes disjo intes de C peu t etre supposee 
clisjointe de Db. Rernarquons que les gl issements c1·anses ci-dessus ont 

change le systeme de meridiens D e n un nouveau systeme D' . fournissant 
une nouvelle decompos ition en produit lib re de G , toutefois calculable a 
partir de la composa.nte C et clone clu mot / ' . 

Pour ce nou vea.u systeme de meridiens. on a un nouveau disque pro

p rement plonge clans N e t disjoint de la courbe rep resentant -r (si on a 
chois i le voisina.ge Db de D0 sur CJN. horneomorphe a. un cl is que. ii nou s 
suffit de pousse r ce clisque clans l' interieur de ~v en ga.rcla.nt son bord fixe. 

pour obtenir un tel clisq ue). On poursuit alo rs comrne precedemment 

2e cas. Soit D 0 le cl isque de D corresponclant au sommet de jonc tion du 

gra.phe r a(P). On realise des glissements cl ·anses . de la meme fa.r,:on que ci
dessus pour amener Jes d isques du syst.eme de meridiens D correspondants 
aux sommets de C dist incts de D0 , clans un rnisinage Db de Do. 

On peut a. lors tra.cer un a.re p roprerne nt plonge cla ns :S. dont les 
ext remi tes seront sur 8D0 • q ui cle•coupe sur :S - Du un clisque co11te11ant 
t ous Jes somrnets de C ainsi que to u t.e la part.ie de ; · corresponcla 11 t a C. 
On constru it a. partir de cet a.re et de Do. deux d isques clont 1·un peu t etre 
incorpore a. la p lace de Do clans un sys terne de meridiens . C'h<1cun de ces 
deux disques est calcu lable (a. parLir de C) ct son 11ornbre cl"i11Lersection 

a\·ec -1 est inferi e ur st ricternent a ccl ui de 1· a.vec Du. On peut clo11c 
ra isonner par recurrence. O n recommence a.l o rs avec ce nou\·ea.u systeme 
de meridiens: O U bien on prod ui t un facteur d'une decompos ition de G 
en procluit libre qui contient I. ou bien on t.rou\·e un nou\·eau systeme de 
meridiens qui a un no m bre d ' interseet. ion str ic ternent inferie ur. Done en 
un nombre fin i d 'eta.pes. on peut t.rou\·er un fa.cteur cl 'u ne clecornposit ion 

de G en produit libre (ou I-INN) qui contient un conjugue de ; . 

Re m a r q u e. Cet algoritl1me n'est. autre que !'adaptation au n1s des 
groupes fondamenta.ux des breLzcls crcux d ' u 11 algorithrne de \Vh itehead 
pour dec ider si un mot 1· cl'un gro1qw libre es t conjugue a un gent:·rateur: 

la condition de Whitehead est a.lors que pour tout systenlf.' admissible o. 

le gra.phe de Whitehead rn (I) OU IJie1 1 n "est pas co11 11exe OU bien es t let 

reunion de deux gra.plies aya11t. cxacte111e11t u11 sornmet. en co1rn11 u11 ( [\ i\T] ). 

!\ious al lous a.bo rder 1nai11tcn;rnt. I<"' problcrne de lc1 g<~11er<ilisat.io11 nu u 1s 
des bretzels creux du 1.heorcme :3.~J . Soi l n un syst. c~me de mer idicns pom 
le bretze l _V , c'est ii dire u1ie co llcct io11 d«;lrments de JI. bo rdant des 

clisques qui decoupent _y c-·11 une l't'\111io11 de~ smfncc~s c"paissies ~ix [O. I ] . 

c\ I 



Soit a u ssi /\ une lamina.L ion a.ppartena nt a. 0 donL le s uppor t est reunion 
de feuilles compa.ctes. C ette lamin ation definit un courant FP ) . No us 
noterons pour simplifier r,\ le gra.p he cle Whi tehead du coura.nt F P) par 
rapport a.u syst.eme de m eridiens a:. 

Rappelons qu 'une lamination ), E 0 es t <lite en position pretend·ue 
par rapport. au systeme admissible o s i d 'une par t, ii n'existe pas d 'a.rc 
contenu clans une feui lle du supp o rt. de ), , dont !es extrernites so n t clans 
un e m eme composa.nte O'Q de a et qu i p eut e tre homotope a. extrernites 
fixes d a.ns o 0 (cf §1) et si d'a.ut re p<1 r t chaque fe uille de /\ inte rsecte a.u 
moins une composa.n te de a. 

THEOREME A.4. Avec les notations ci-dessns,. supposons q1le le gro.phe 
r a(>. ) a io'lls ses factenrs fortcm ent connexes, ct sans point de jonction. 
Alors, il exis te un d?:_ffeomorphisme ¢ E 1\1 od0 (N), tel que la lamination 
¢(>.) est en position pretendne par rapport a.u sys teme de meridien.~ (\". 

P REUVE: On notera. !'I.->.. le quo t. ient. de !'I.- , ensemble lirnit.e de G. par la 
re lation qu i identifi e les pai res de po ints fix es cl'ele111e11ts de G co ujugu1:s 
a. une composante du sup port de /\: so it a.ussi rr la projectio n de A- sur 
]\.- >., . 

A.FFIRMATI O!'\ A. 4 .1. L 'ensemble 11:,\ , est homeom.orph e a l 'ens em.ble 
limi te ( da.n.~ la sphere 5 2 

) d '-nn grn·upe Kleinien gcom.etriq·nement fini: fo 
fermefore de chaque composant e complementaire de 11:,\ drrns la sphere 
5 2 est mi disq·ne Jerme. Les front ieres de deux tels rhsques fermes ont a.a 

pl-us un point en commnn. 

PREUVE: La varie te p a.r<~e (N , /\) est incomp ress ible ct anannula.ire (cf 
Remarque 1.15 ). Le raisonnemen t es t a.lors exactement le rneme que celui 
de l'a.ffirmat ion 3.9.1. On ra isonnera cla.ns la sui te avec cette iclentifi ca.tion 
de J(,\ a.vec !'ensemble Ii m ite cl ' u11 groupe k le i11i e 11 f. D 

Avant de continuer , rappe lons la definition d 'u n o uvert ba.si que. Soit F 
une composa.n te connexe du complcmenta.ire de a clans 5 C fJN. Chaque 
composan te de la. preima.ge de F clans le reve te ment plana.ire 5' de la sur

face 5 est homeomorphe a u complemenla.ire cla ns le disque de Poinca re 
d 'u ne reun ion denombra.b le de clisques invarian ts sous l'act ioll du groupe 
I m(rr1 (F) ), lequel es t isornorphe au groupe fo 11da111e11ta.I d'u ne surl'ace 

fer mee. La frouti e re cl 'u nc telle cornposa11l<~ . F clan :; 5'2 esL un e cour b<-' 

de J ordan C contenue da.11::; 11:. Le::; composa ntes d u bord de F corre
spondent kl des e lements de la pn~irn ag<:> de o in va riant.cs par ! 111( ;;- 1 ( F )) . 
C li ac un de ces e lements decoupe I\- en deux l'e rnlt'S d isjoin t s u+ et [ · - . 
dont U l1 Seu!. di sons [!+, ne cont.i ent pas C' .. -\!ors 1111 OUV<:' l'l (ferm<") du 
ty pe u+ sera a.ppele un 0·1u1ert ba .. ~iqne as.~oc1:c rl. C. Sous l'hypot hi.·s<:' 
du theo1-C-rne .-\. ·l , et d 'aprcs la p ropos ition .-\.:2. cl1aq uc fcrrn e ;;- (C+) 
est connexe. .\ous 11ot.crons U l'e ll se rnbl e des ouvert.s bas iques assoc il":;; 



a.ux diverses courbes de Jordan, ensembles limites des conjugues des sous
groupes r.i(2:i) . 

PROPOSITION A.4.2. fl existe 1mefarnille de courbes de Jordan (;)u 
dans la sphere 5 2 ) invariante sous l'(J.ction du groupe r' en bijection a:uec 
la famille d '01werts U. tel le que: 

(1) deux courbes de la famille s 'intersectent tangentiellement a:u 
pl-us en ·u.n nombre fini de points et 'llne reuni:on d "interwdles 
contenus dans une region complcmenta.ire de 52 - l\..>.. : 

(2) [)intersection de l 'un des dwx disques de 5 2 hordes par chaque 
courbe /u+ a-uec l\>.. est exa.ctement rr (U+) . 

PREUVE: La frontiere de I...">.. dans 52 contient deux types de courbes 
de Jordan. En effet la resLriction de la projection ii" a une courbe de 
Jordan C clans 1 .... est injective: a.ucu11e feui ll e de la. prei11rnge ~ n·a l"u11 
de ses bouts clans une tel le courbe de .Jordan C, car a.Jars s(·s deux bout:; 
seraient clans C', eL sa projection clans 5 Sera.it u11 eJemenL de ;\{" (si .\." 
est different de la somme connexe de deux su rfaces epa.issies) ou de JI' 
(clans Jes aut res cas. d'apres le lemme J A). Les courbes C de ce type se 
plangent clone clans 1 .... >... 

Definition. Les autres courbes cle .Jo rdan clans In front iere de E>.. da.ns 
5 2 seront appelees courbes f rontieres. 

Une courbe frontiere borde un disque da.ns le revetemenl pla.na.ire 5': 
ce disque est un releve d'une composa.nte connexe du complementaire de 
,\ da.ns 5. 

Considerons une courbe de .Jordan C. clans E , et taus les ou,·e rt.s 
basiques de la famille U qui Jui sont associes. Soit Uc la farnille form ee 
de ces ouverts ba.siques: dcux ouvert.s de cette farnille sont. di sjoints dans 
l\. L'image da.ns 1 ... ·>.. d'u n ouvert basique U a. une front.iere clont les 
elements correspondent bijcctivcment aux feuilles du coura.nt F(>.) clont 
une extremite est clans U et l'autre cla.ns E - U : cette frontiere est do ne 
fin ie. 

Pour la merne rai son. lcs images cle deux ouverLs cli s t ill cls (com pacts) 
de la fa.mille Uc sont cleux compacts d'i11Lcrsectio11 finie. So it p u1 1 po i11 t 
de l"intersecLion de deux fe rmcs rr( U1 ) eL rr( [ '2 ) : 1Jous a.llo11s clPcrire 
l';tllure de ccs fermes prb du poi11t. p. co111rne clans l'afTir111a.tiou :J.<J.:J. 
Le poillt p est. contcnu clans !'intersection dC' cleux co11rbes frontic·res c1 

ct c:2 , tallgcntes au point p. Soit !.: 1111 pctit arc plo11g<~ dans 5!. qui coupe 
tra.11sversalcme11t. ces cleux courbes au poin t p. 

AFFIR\Ji\TION A.-±.3. Il cxi.de ·n11. rlisq·nc D. ·11m,,z11.nqe rlr: p ,,·nr la. 
sphere 5 2 . tel q·11.e les intr'. rsection,~ de.~ rle·11.x composantes de D - /.; a:ucc 
1 ... · >.. s<mi entierernent contr:n:1u:s . !"11.nr: r/11.11.-' U1 • l"r1.utre rlo.ns C2 . 



PREUVE: La demonst rat ion est exact.ement la meme que celle de !"affirma tion 

3.9 .3. D 

Les fermes de la. fa.mill e U se pa rt.a.gen t en un nornbre fin i d·or b ites 
sous l'act ion du groupe G. Soi t U l'un de ces fe rmes; la. frontiere du 
ferme 7r(U) intersecte un nornbre fini de courbes frontieres . tout es !es 
a.utres courbes frontieres eta.nt en t ierement contenues clans ;;- ( [.) ou d a.ns 
r.(K-U ) . Soit D le cli sque de 5 2 borcle par l\ine de ces courbes fronti e res : 
!'intersection de rr(U ) et. de [)Dest une reunion d ' interva.ll es. Pour chacun 
de ces inter valles, considerons la. gfo desique de l ' interieur de D qu i a Jes 
memes bouts (pour la metrique asso ciee a r ): on obtient don e une reunion 
d'arcs di sjoints de D. Ces a rcs se recollent , d'apres !'all ure loca.le de 1\_->.. 
(cf Affirmation A.4 .:3 ), pour former une reunion de courbes de .Jordan de la. 
sphere 5 2 qui in tersectent chacune en un nombre fini de points !"ensemble 
E>... Si !'on fa i t cette cons truction pour ! 'image du fe rrne F ainsi que po ur 
!'image du fe rme 1 .. .- - [T. on obt ient cle ux farn illes de courbes de .Jord an: 
deux courbes clans des fami lies different.es ant un contact t a.ngen t iel en des 
points de la fronti ere de rr ( U) ou le long d·a rcs geodes iques cl a ns l"un des 
disques de 5 2 hordes par une courbe fronti ere. 

AFFIRUATIO N A.4.4 . Po11.r tou.t ov:vert U, la. fa.mille de co11.rbe$ de .Jor
dan associee rl U es t redu.ite <L ·1me 8eule courbe . 

PREUVE: Soit R la fermeture d ' une composan te connexe du compleme ntaire 
clans 5 2 de la collection de courbes associees a U . o·a.pres 1·affirmati o11 
A .4 .3, !'intersect ion de R a.vec 7r( /\) est ent.ie remen t contenue clan:.- l"un 
des ferm es rr( U ) ou r.(I\_- - U ) . Or , cha.cun de ces deu x fermes est conn exe 
cl 'a.pres l ' hypothese sur le gra.phe de \Vhitehea.cl de ,\ e t la propos ition ,\.:2. 
Done, la famille de courbes associes a U est reduite a une seule courbe 

simple. D 

Nous en cleduisons tou t de suite: 

COROLL\IRE . .\.4.5. L·intersection de ;i ( [T ) rwec charnne des courbe,< 
frontiere s exceptionnelles es t un intervalle. En pnrticulier. le.• courbe,, 
associees <rnx Jenn.es rr (U ) et rr(I,· - U ) ;;ant les m eme.' . 

P 11.EUYE : Ra.isonnons par l 'a.bsurde. So it / la. rnurbe fournie pa.r 
I 'affirmation AAA , qui deli mi te rr ( U) . Si ce clernier intersecte une courbe 
frontiere fen I.·~ 2 in terva.ll es . la. courbe ~i in tersecte le complemen ta ire 
du disque de 5 2 borde par f en k a rcs . Les exi remi tes de chacun de ces 
a.res sont necessa.irernen t , ~1. cause de la topo logie du plan . Jes extren1iU:·s 
d ' un inten ·a.l le de rr (J\.. -[ )nf . Puisqu c J.: ~ 2 . on e11 dedui t que -;; (1\ - [· ) 
n 'es t pas connexe. 

La dcrnierc pa rt ie du co rol la.i re es t in11rn:·di ate. d' ap rc's la co nst r uc ti o 11 
des cou rbes associces a. C et ~1 f,- - C. D 

S-1 



Reprenons la clernonstra.t ion de la propos1t1on A.4 .2. Soit h ' )u la 
fami lle de courbes de J ordan associees par la construct ion preceden te a.ux 
divers ouverts de la farnille c·. 

Tout d 'a.borcl, deux t.elles courbes /U et /U' ont un contact ta.ngentiel 
en un nombre fin i de points et d'intervalles d u complementaire de ]\.->.. 

clans 5 2 . En effet, ou bien Jes ferrnes U et U' sont d isjo ints, ou bien l'un 
des deux disons U est contenu clans l'a.utre. Dans le premier cas, soit 6 
un disque de 5 2 

- 11· >.. borcle pa.r un cercle frontiere associe a. U; al ors 
l'intervalle 85 n (;r(U)) intersecte l 'intervalle 85 n (rr(U)) au plus en ses 
extremites. Dans Jes trois cas de figure qui peuvent se presenter, on en 
d ed ui t que Jes arcs /Un 8 et /U' n 5 ou bien sont di sjoints, ou bien ont 
une extremite en commun, ou bien co"inciclent . Ceci entra.ine, en utilisant 
l'afirmation A.4.3 que !es contacts entre !es courbes ~fu et ~fU' sont bien 
du type clecrit . 

On ra.isonne de la merne fa<.;on lorsque ;r( U) est con ten u clans "( U' ) . 

La deuxieme pa.rt ie de la proposit ion A.4 .2 decou le d irecternent. de la 
construction des courbes /u a.ssoc iees aux ouverts U . 

De merne, la condit ion d'<~quivariance de la. famille (/' )u proYie11t de 
la. construction. D 

Reprenons rnaintenant la demonstration du theorerne A . ..J .. 

Nous noterons N>.. , la. ,·a.riete hyperbo lique a. bord convexe a.ssoc1ee 
au groupe r intervenu clans la la demonstration de l'a.ffi r rna.tion :\.-1.J . 
c'est-a-dir e la. va.ri ete hyperbolique homeomorphe a JV pour laquelle Jes 
composa.ntes du support. de ,\ sont pa.ra.bo li q ues, et les composa.ntes de 
8N - ,\ sont totalement geoclesiques . 

On peut identifie r le bord du revetement universe! de N>.. avec le 
comp lem entaire clans 5 2 de ]( >.. . Considerons la par t ie fin ie de N >.. . 
La fermeture clans N>.. du complementa.ire de cette pa.rtie fine est une 
va.riete ( compacte) homeornorphe a. N que nous noterons N~. La. com

posante compressible d u borcl de JV~ porte la. trace des composantes de 
la partie fine qu i ont ete enlevees. C'est une r eunion cl'annea.ux ...!.(,\). 
vo isinages regulie rs des composa.ntes d u support de ,\. Nou s noterons 
8(1V) la preima.ge clans le revelement un iverse! de _-;\,,r de la. composa.11t.e 
comp ressible du bore! de :V . CeLte composante s ' identifie na.Lurellernent 

avec un e composante du bord cle N~ . On a le resu ltat suiva11t, clont 1ious 
allons cledui re le theorc:> n1e A .-l. 

AfFln!\L\T !ON A.4.6 . fl e:ri8f.f ·11.ne /11.mille G-f.q·11.1:·110.rio.nte rle co11.rbr:s 

de .Jordnn (a')u. deu1: u. rlcu:r: rk~joint.1:8 . tr:lle q·nc: 

( .l) ! "intersection rlr. chncu.11.c rlc8 r:n ·u.T!if.8 de cct.t.c fo.m.illc nvcc ·u.nc 
com.posa.ntc de .-!.(,\) c8i co11.11.r:xc. ninsi rr11.e ,,on intr:r.,cctio11. 
n·ucc chnquc com.po.'lw.te rle D(~\· ) - .-!.( ,\ ) : 

(:2) cha.q·u.c co11.1·be n /.· rlfruupe 11.- 1:11. r/1: ·11:1: fcn11./,, rluni l"un 1: .~t. C. 

s.s 



PREUVE: Considerons la. fa.rnille (/)u fournie par la. proposition A.4.:2. 
On pa.sse d'abord de cett.e famill e a un e famille de courbes qui rea.fo;e ks 
rnernes coupures de !\.->..et. qui n 'ont entr'elles que des con tacts t.a.ngenciels 
en des points. Ceci de la. ma.niere suiva.nt.e: les disques de 5'2 borcles par 
des courbes frontieres de E>.. se pa.rt.a.gent en un nornbre fini d 'or bites sous 
l'action du groupe G, correspondant aux diverses composantes connexes 
du supp ort de la lamina.tion >. sur la composant.e compress ible de oN. 
Choisissons un represent.ant de l'une de ces orbit.es de stabilisateur Go: la 
trace de la famille h')u sur chacune de ces composantes est une reunion de 
geodesiques plongees et disjointes, invaria.nte sous !'action du groupe G0 . 

Remplac;:ons chacune de ces geodesiques /3 par autant d'arcs (:J;, para.lle les, 
disjoints , et avec !es memes bouts que /3 qu 'il ya de courbes clans la famille 
h)u qui intersecten t le disque seleetion ne le long de ['a.re /3 (on verifie 
qu 'il n'y a pour tout a.re ,8 qu'un nombre fi.ni de tel les courbes). 011 peut 
supposer que la nouvelle famille d'arcs obtenus est encore G0 -equiva.riant.e . 
On prolonge cette construc tion pa.r equi va.riance a to ute l'orbite du disque 
selectionne. On raisonne de meme avec Jes a.utres clisques. Finalement, Oil 

obtient un disque a.yant !es proprietes voul ues . 

Les arcs dans Jes clisques complementaires ainsi construits se reco llen t 
en des courbes fermees, formant une famille G-equiva.riante de cou rbes 
de Jordan disjointes a.vec des contacts ta.ngenciels . A cha.que cour be de 
l'a.ncienne famille correspond de rna.n iere unique une courbe de la. nou
velle famille, de sorte que ces cleux courbes decoupent de la. meme fa<_;:on 
!'ensemble I\>..; a ins i, on peut indexer la nou\·el le famille par U. Nous 
noterons encore la nouvelle famille ( ; · )u, 

Pour obtenir a. pa.rtir de la. famille (/)u , une fa.mille de courbes (a' )u 
sur le bord de N~, on ra.isonne comme clans la proposition :3.9 .6. D'apres 
la construction, chaque courbe al/ clecoupe J( en deux ouver ts fermes 
dont l'un, U0 a. une image par 7r qui coincide avec 7r(U). On peut dire 
aussi que si on lui enleve un nombre fini de points (ceux dont !'image est 
clans la frontiere de rr(U) ), eet ouvert ferme est sa.ture pour la. rela.tion 
d'equivalence qui definit h>.. Done eet ouvert (ferrne) F0 est egal il U. 
La collection de courbes (; )u verifie done les conclusions de raffi tTll rltio 11 
AA.6. D 

La condition cl'equivaria.uce ci -dessus entraine que !es courbes a' se 
pro jet tent en une fa.mi Ile de courbes sim ples a' sur oN qui sont tou tes 
des rnericliens (puisqu'e lles se relevent e11 des courbes fermees), pa.r rapport 
aux quelles la. l<tmination ,\ est en position pretendue. 

Pour termiuer la demonstration du theor(:·rne .-\. -L il nous suffit d(· 
montrer qu"il exis t~ un diffeomorphisme o E Jlod0 (N) tel quc n' = 
¢(a·). L"inverse de CCL liomeomorphismf' verifiera a lors les cottclusiotts 
cl ll th eo renw .-\. -1. 

Soit (Fi) la. famiJle des cornposa11t.cs complement.<1ires de er sur la sur-



face compressible de a_'f\T. Soit c ! 'ensemble limi t e d'uue composa.nte p 
de la preimage d e F E (Fi) clans le reveternent planaire 5'. La. courbe 
de Jordan C definit une certaine famille d 'ouverts basiques Uc delimi tes 
par la famille de courbes (&)uc de la pre ima.ge de a- .. 1otons (O.')uc 
les composantes de la preima.ge de o:' qui delimitent !es ouverts de la 
famille Uc , fournies pa.r !'affirmation A.4.6. Les disques de 5 2 ho rdes 
par !es courbes de cette famille et contenant un ouvert ba.sique de Uc 
sont deux a de ux disjoints. Le complementa.ire F' de la re union de ces 
disques clans le revete rnent pl ana ire 5' es t le re leve da.ns 5' d'une com
posa.nte complementa.ire F' de la. collection de courbes o.' su r la. s urface 
5 ; !'adherence clans 5' de F' est la. courbe C, puisque le cornplementaire 
clans 1 .... · de la reunion des ouverts de la. fa.mi lie Uc n 'est a.utre que C . 

On choisit a.lors un homeornorphism e c/> ; de la. surface F; su r la. su rface 
:S; qui a la propriete de se relever en un homeomorp h is me de F; ,·ers 
P: , qu i est l' identite sur C, et qui e n vo ie la. courb e o·u su r la courbe 

a' u . On peut supposer que ces homeomorphis mes coi'ncident SU I' cha.que 
composa.nte de a; il s se reco lle nt alors en un horneomorphi sm e ¢ de la 
surface 8N qui envoie le syst.eme de meridiens o· sur le systerne 0-

1
• Cet 

homeornorphisme se prolonge par construction a u bretzel N . D'a.ut re 
pa.rt , le releve privilegie, obtenu en recolla.nt tous les re leves des <P i (de la 
seule fac;on possible) a.git pa.r l' identite su r !'ensemble lirnite de G. Done 

<P E lvf od0 
( N) . D 

Nous rep renons mainten a nt la. demons trat ion du t heo reme :JA da.us 
le cas des bretzels creux . II nous faut montrer que l'applica.t ion F es t 
b icontinue. 

So it (A i) une s uite de laminat ions ( que !'on peut s upposer cha.cune 
etre reunion de feui lles compactes) a ppartenant a l 'ouvert 0 Lelle que la. 
suite (F(>.i) ) converge vers !' image F(>.) cl 'une lamination de l'ou vert 
0. D 'apr es le t b eoreme L3, ii ex is te un sys teme ad miss ible pa.r rappo rt 
auquel /\ est e n pos ition tendue . Soit. O' le systerne de 111erid iens l'orrn<~ de 
la reunion des courbes de o· qui sont da11s :\1 . On a. a l o rs : 

P llOPOS l'l' ION A. 5 . Soit /\ ·11.ne lamination appartenant rl. l'ou:vert 0 en 
position tendne pa.r rnpport <I. ·nn systcm.e rulrn.i,,sible contcnnnt o . Alor,, . le 
graphe de Whit ehead du courant FP) pa.r ra.ppori a.u systcme de meridiens 
o: a tontes scs compo.rnntes connr.xc$ fortement conncxe.- et n 'n pas rle 
sommet de jonction . 

P11cuvc: Le premier point. est d"int.crp r<'.-tcr le g raphc de \Vliit cheacl C'n 
termes de la topologie de l;.1 la111 i1u1.tio 11 ,,\ su r 5 C D.V . 

O n co111nw11 ce pour ccl<1 p<ir r<'d1'·fi11i r l';ipplicat.io1 1 F pou r c'· t.<'11dr<" so 11 
cloma.ine de d efi11ition aux la lll inat ions 1 11esur<~C's /\ qui so11t se11le11ic·11L e1 1 
pos ition pretendue par ra.pport ~' u11 sysU· 11 w <tclmissible de rner iclicns o . 



On defin it a. part ir de ,,\ un courant. geodesique d u groupe G. c'est
a-dire une rnesure G-inva.riante fl, sur .W(X ), de la. fa.\:on su iva.nte . 
Soi en t deux cour bes o 1 et n 2 con ten ues cl a.ns la pr eirna.ge de a clans 
le re\'etement plana.ire 5' ; cha.cune de ces deux courbes parta.ge I.: en 
deux ouverts de IO:. P a rm.i !es qua.t re ouvcrts ainsi definis , exactement 
deux sont disjoints: leur produit es t done un ouvert (ferme) de l'espace 
J.J(l\), ensemble des pa.ires de points di s t i nets de J{. L 'ensemble des 

fe uilles de la laminat ion ~ qui coupent a la fo is Cl'] et 0'2 est ferm e clans 

l'espace des feuilles de /\ ; sa mesure transverse est un nombre positif que 
!'on definit comme la ma.sse de U1 x U2 pour la mesure p . 

Toutefois, !es ouverts du type U1 x U2 ne suffisent pas a. engendrer la. 
t.opologie de 1'.1(1\.-) (en effet !es ouverts du ty pe U1 n 'engendrent pas la 
topologie de J( ). No us a.lions clone definir un nouveau type d 'ou verts 
qui constituera cette foi s une base de voisina.ges des points situes sur 
les courbes de J o rdan de K . Notons, pour chaque cornposante F du 
complementaire de n sur S , F' la surface fermee obtenue en identi fi 
a nt en un point chaque composante du bord de F . Consiclerons deux 
courbes simples /1 e t 12 de la surface F' te lles q ue chaque co rnposante 
complementaire sur F' de 11 U 12 es t un disque. Pertu rbo11s legeremf!n t 
ces courbes, de so r te qu 'ell es soient d isjo intes des points images du bore! 
de o· n F. On peut a lors !es considerer cornme des courbes sim ples (que 
nous noterons toujo urs l 1 et l2 ) de la. s urface S , qui, adjoin tes au syst<~me 
o cl ecoupent F en une reunion de surfaces planaires dont. Lou tes les com
posantes du bord sa.uf au plus une son t des courbes de oF. Cons iclerons la 
preimage de ces deux courbes da.ns un releve P de la. surface F. C'est uJ1 e 
reunion <l'intervalles homeomorphes a. ]O, 1 [, proprement plonges; la. fer

met ure de chacun de ces in terva.lles est un intervalle ferme qui decoupe I .. ." 
en deux ouverts. L 'ensemble des ouverts ainsi cons truits , a. par tir de deu x 
courbes a.yant !es memes proprietes que /1 , / 2 , sur chaque composa.nte de 
la preimage du complementa.ire de O' sur S c fJN, definit une base de 
,·oisina.ges ouverts de tous les poiuts de 11..· dont la. composante connexe 

est une courbe de J orda n . Done, la reunion de cette fa.mi Ile et de la. fam ille 
cl'ouverts basiques U. fo urni t une base de la topologie de I\ tou t e nt ie r. 

Soient U1 et U2 cleux ouverts de la. famille ci-dessus, di sjoin ts eL s up
posons que l'un de ces deux ouverts a.u mo ins. n 'est pas un ouvert ba.sique, 
puisque la rnesure fl a deja. etc dd inie sur le proclui t des ouverts de ce 
type. 

Celui (ou ceux) de ces ouverts qu i 11 e so11t pa.s· d<~s ouverLs ba.siques 

est (o u so11t) ddi ni pa r des composantes i1 (el l~) de J;-1 pr<~imagc~ de la 
ret111 io11 des CO urbes 11 eL 11 <l SSO Ci t'C'S illlX d iH' J'Sl'S CO lllj)OS i1.JIL<.'S COlll lt'XeS 
de S - n. Co11siderons l'e11sc111ble de to ll s ll's OU\'C'rt.s basiques co11t.c11t1s 
dans C1 OU da.11s u'.! . D~finissons la lllilSS(' de:' U1 x C1 co mn1e la SO ll lllJ(' 
des masses fl( 11 1 x 112), pou r tolls !es couples u 1 , it2 d'ouverLs ba.s iq ues 
rcs pecti,·c111ent contenus dcn1s U1 ou [12 . II nous faut ,·erifier que ce 
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nombre est fini; or tel est bien le cas, cl'apres le fa.it suivant.: 

AFfIRMATl ON A.5.1. 1l n'y a qu··u.n nombre fini d'ou·ucrts d·u. iypt: 111 x 
u 2 qui contribucnt de maniere non-1rnlle ri. la sommc ci-dess1Ls. 

P IlEUVE: Considerons d'aborcl le cas de cleux ouverts non basiques U1 

et U2 , associes a des composantes connexes d istinctes de Fi. 

Les feuilles de ,\ qui joignent ces ouverts ( contribuant a insi a la rnasse) 

doivent rencontrer un compact fi xe de S' (par exemple une composante 

& qui separe clans S' les cleux su rfaces Fi). Si ! 'affirmat ion A .. 5.1 n 'etait 
pas verifiee , on clecluirait du lemme 1.14 !'existence cl'une feuille f de 

~ possedant un bout clans un courbe de Jordan de I\. Ceci entraine 
facilement, puisque ,\ est une lamination me.mree que la. feuille f est 
ent ierernent contenue clans une composant.e connexe de la. prc~irna.ge de 
l'une des surfaces Fi. Ceci est contraire a. la propriete de ,\ d 'etre en 
position pretendue par rapport au systeme de meridiens ct : en effet, alors, 
la feui lle l aurait une intersect ion geometrique nulle avec a. 

Lorsque !es deux ouverts U1 et U2 sont. associes a. des feuilles de [1 et 
1;, contenues clans une meme composante connexe de la. preirna.ge des Fi, 
de sta.bilisa.teur r, I 'argument ci-clessus cloit etre modifie. S'il existe Ul l E' 

infin ite cl'ouverts u; x u~ qui cont ribuent. a la masse de U1 x U2 . on peul 
supposer, qu it.tea. extra.i re une sous-suite, que Jes ouvert.s u( so11l de la 
forrne '/'i(u?) pour une cert ai ne sui te d 'nements /i du groupe f'. Alo1·s, 
quitte a extra.ire eventuellernent une sous-suite, la suite cl'ouverts l'i 1 (u.2) 
s'accumule vers un point de ! 'ensemble limite c du groupe r (puisque 
U1 et U2 son t disjoints et que r agit proprernent discont inurnent s ur la 
composante P qu 'i l stabilise) . On en decluit toujours cl'apres le lemme 

1.1 4 !'existence d'une feui lle f de la preimage ~ clont un bout appartient 
a C. On trouve alors une contra.d ict ion, comme precedernment, avec le 
fa.it que la. lamina.Lion 1\ est en position pretenclue par rapport ~1 o. D 

L ·a.ffirma.tion precedente nous cl it que I' prend des vctleu rs fin ies su r 
tous Jes ouvert.s de j\J(J\) ( rela.Livernent compacts) obtenus en effect.ua11t. 
des produiLs d 'ouverts de la. fa.rnille U que nous avons a.grandie. On ,·e·rifie 
que cette fo11ctionnelle est finiment additive. Pour pouvoir e11 faire une 
rnesure, ii nous suffit cle remarquer que l'espace vectoriel engendre par 
les fonct io ns ca.ra.cteristiques cle ces ouverts est dense clans l'espace des 
fonctions continues de J\1(1\:) pour la topologie u11iforrne . 

Ainsi p clefinit bien une rnesur<> cle Borel su r _H(J\: ) , invaria11te sous 
!'ac tion clu groupe G. par co11strnctio11. 

Notat io n. Nous not.eron s 1.1,( ,\) la nwsurc a.insi cldinie. 

Le s upport de it(;\) est excictement le l"c rmc cle 1\1(1\:) forn1(~ des bouts 

des feuilles de la. lamination ,\ . prcimage de 1\ cla11s le rev<~'ternc11t plana.ire 
S'. 



Nous nous interessons maintena.nt a. la. continuit.e de l'a.pplicat. ion 
µ. Nous noterons Ci les sous-groupes de su rface intervena.ut clans la 
decomposition en produit libre cleu groupe G ( ces group es sont bien clef-in is 
a conjuga.ison pres) ; il correspond a cha.cun de ces sous-groupes un espace 
de courants C(Gi ) na.turellement contenu clans C(C). 

LEMME A.5.2. Soit P,i) ·une suite de laminations mesurees en position 
pretend'tlC par rapport a 11.n systeme de merirliens a tel le que la S1lite p( A;) 
converge dans C( C) vers un co·nrant geod esi q1le µ. Alo rs le courant µ est 
la somme d '·nn co·tlrant p( ,\) 0·1£ ,\ est une la. mi nation mesuree en position 
pretend·ue par rapport a a et de co·nrants geodesiq·ues dans C ( C i). 

PREUVE : Consiclerons la. trace cl'une lamination >._; sur une surface F; , 
composante connexe de S - a . Cette intersection est formee d'arcs pro
prement plonges; ces a.res se decomposent en un nombre fini de classes 
d ' isotopie relativement au borcl 8F1. 

Nous allons definir une notion de longueur pour un arc ~: proprernent 
plonge clans Fi. Fixons un a.re k? contenu da.ns F et clont les ex tremites 
sont da.ns !es m emes composa.ntes que k; al ors la longueur l( k) de k sera. 
la. longueur homotopique du mot de Gi represente par le la.cet k U k?, 
cette longueur eta.nt mesuree sur une ba.se fixee une fois pour tou tes . Pour 
un arc k dont !es extremi tes sont sur la. meme composante, la longueur 
est definie comm e la longueur du lacet de Ci represente par k . Nous 
a ppelerons ce nombre la longueur algebrique de k. 

On a a.lors une notion de longueur pour la lamination ,\.i, en position 
tendue par rapport a a:. Puisque >.1 est une lamination mesuree, Jes 
classes d'isotopie d 'arcs k~ de /\J n F ont une mesu re transn~rse /\~'; 

le nombre obtenu en addi tiona.nt !es longueurs algebr iques >.jl(kn des 
diverses classes d'isotopie d'arcs de >.1 n F fournit une bonne mesure 
l(F(>.1)) de la longueur de F(,\1)· Pour un courant de C(C), reun ion 
finie de feuilles compactes, la. notion de longueur longueur ha.b ituclle l' 
est definie comme cornbiuaison des longueurs des classes de conjuga.ison 
des composantes du coura.nt consiclere. 

II existe une constante C, telle que. pour tout coura.nt. p(,\) a.ssocie ~i. 

une lamination mesuree en position pretendue pa.r rapport a Cl'' clont le 
support est reunion de feuilles cornpactes, on a.: 

l(;1.(,\)) ~ Cl'(p(>.)) . 

Cette constante C' ne depend que des bases des groupes Gi i11te rw~ 11a11t 

da.ns la. definition 

Supposons que les arcs de /\Jn F ont. u1ie longueur a lgebrique bornfr 
(lorsque j va.ri e). Alors. quitte ~\. extraire une sous-suite, on peuL rem
placer la suite (,\j) pa.rune suite de lamina.t io11s (>.j) . te lle que ,\jest 

homotope a. ,\j, que les llOU\·c lJ es laminat.ions soienL t.oujours e11 posit.ion 
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pretendue par rappo rt a. (l', et telle que les classes c1·isot.opie d'arcs de 
F n /\ forment une famille inclepenclante de i.. 

La nouvelle suite >.j converge a.lors clans l 'espa.ce des laminations 

mesurees lvl L(S) vers une lamination >. qui est en position pretendue par 
rapport a u systeme a: en effet, d 'apres l'inegali te precedente. e t puisque 
la suite (1l(>.j)) converge, tous Jes poids /\ j sont bornes superieurement. 
Quitte a extra.ire une nouvelle sous-suite , on peut supposer que ces poi els 
ont une limite, non toutes nulles puisq ue les arcs k~: ont une longueur 
bornee superieurernent. 

Considerons maintenant le cas oi1 la. longueur a.lgebrique de certa.ines 
classes cl'i sotopie de feuilles de >.in F tend vers l 'i nfin i. Les feuilles clans 
une meme classe d 'isotopie ont un po ids transverse pour la. mesure >. j . 

Puisqu'on a suppose que la suite µ(>.j) convergeait, le poicls transverse 
des feuilles dont la classe d'isotop ie a une longueur qu i tend vers l'infini , 
tend necessairement vers 0. 

Considerons a lors !es feuilles de >.i n F <lont la cla.sse d' isotopie a 
une longue ur born ee. Ces feuilles ne se recol lent pas exa.c t ement en une 
lamination: on p eut toutefo is suppose r. comme preceden1111ent que ces 
classes d ' isotopie, en nombre fini, son t. t.e ll es que leurs poicls t ransverses 
convergent. Ces poicls limi tes ver ifient alo rs les conditions de recollement 
le long des composantes de 0: (puisque Aj verifi.e ces COllclitions et que l'on 
a neglige exa.ctement des classes d'isotopie d 'a.rcs dont le poids transverse 
tend vers 0). Ces poids limites definissent ainsi , lorsqu ' ils ne sont pas tous 
nuls, une lamination >. en position pretenclue par rappo rt a.u systeme a. 

Rappelons que le support de µ(>.) est exa.ctement forrne des bouts des 

feuilles de la. lamination preimage ~. U ne base de voisin ages compacts de 
ce support est forme des produi ts de <leux ouverts basiques di sjoints. ~u r 
ces ouverts U , on a.: 

fl(U) 2 p.(>.)(U). 

Done, la differe nce µ - µ(>.) est un cournnt geodesique µ'. II nous suf
fit de voir que le courant fl 1 est une somme de coma.nts geodesiques 
contenus clans les espaces C'( Gi) . Pour ce la., ii nous faut montrer que 
le nombre d'intersection de µ' avec chaque co rnposa.nte de a · est 11u l. 
Or , puisque Aj est en posit ion pretendue par rapport a. (l' , le llOl!1bre 
d'intersection de µ(Ai) a.vec une cornposa.11Le o 0 de o. est exa.dem.ent le 
nomb rc d'intersection (celui de iv! L(S) ) de la lallli11at ion >. , a\·ec c.1 0 . 

Par construction cl(;' la. lamination /\ . r e 11omhre cl ' i11t.crscctio1 1 co 11 -
verge, lorsque j Lenci vers l' infini, ,·ers le 11ornbre cl' i11Lcrsection de /\ (I <' 
nom bre d ' iutersect ion calcul e clans J\l L(S )) <1,·ec o 0 • q ui est. a ussi I<' 11o n1 -
bre d'intersection de p.(>.) a\'ec o o. 

Done le coura.nt p' est bien clu ty pe dccri t clans le lenrn1e A.5.2. 
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Remarquons que lorsque Jes longueurs a.lgebriques de to us Jes a.res l.:j 
tendent vers l 'infini, la. lamination >. n 'existe pas, et qu 'alors le courant µ 

est exactement µ'. O 

COROLLAIRE A..5.3 . Surl'ouvert 0 , les npplications µet F coi"ncirlent. 

PREUVE: Pour une lamination >. de 0 don t le support est reunion de 
feuilles compa.ctes, on a ega.lite de f-l(>.) et de F (>.). 

Il suffit clone de voir la. continuite deµ sur 0. Or l'argument precedent 
montre que si la lamination >. de 0 est en position tendue par rapport a 
un systeme admissible qui contient un systeme de mericliens a, la. mesure 
F(>.)-µ(>.) est une mesure somme de couran ts geodesiques contenus clans 
!es espaces C( Gi). 

Or, d'apres le Theoreme 2.8, le support de F(>.) ne peut. conteni r 
le support d'un courant clans un sous-espace C(Gi). En effet, a.lors, ce 
courant a. meme support que !'image par F d'une sous- lamination >.' de 
>.. Or, cette lamina.tion a. un nombre cl'intersection non-nu! avec tous !es 
meridiens de O' (sinon, elle appart iendrait a. JV!'), et done puisqu.elle est 
en position pretenclue par rapport a. a- , son nombre cl'interscction a.vec o 
est non-nul. O 

Definition. Nous noterons toujours F le prolongement de l 'a.pplica.tion 
F a !'ensemble des laminations en position pretendue par rapport a un 
sys teme de meridiens. C'est-a-dire, nous poserons F(>.) = µ(>.), pour 
toute lamination >. en position pretendue par rapport au systeme o:. 

Pour terminer la demonstration de la proposition A.5 , on definit un 
graphe r~ ( >.)' lie a la. topologie de la. lamination >. sur la surface s. 

Pour chaque composante de S - a, ce graphe a ses sommets en corre
spondance avec !es courbes de a clans la frontiere de S - a. Pour cha.que 
classe d 'isotopie de feuille de >. n ( S - a), ce graphe aura. une a.rete joigna.ll t 
les sommets en quest ion. Le graphe f~(F(>.)) est a.lo rs la reunion cl isjointe 
des graphes associes aux di verses composantes de S - a. 

On a. une app lirntio11 na.turelle du graphe f~(>. ) vers le gra.phe de 
Whitehead f 0(F( /\)) qui iclentifie deux a.retes si elles corrresponclent a 
des feuill es de >. n (S - n), hornotopes rela.ti vernent a. a: clans la. va. riete 
N. 

Supposons que le graphe a.ssocie a la. composa.nte F de S - o 11 ·esL 
pas fortement connexe: o n pcut alors exprimer ce graphe conune reu11io11 
de deux graphes tel que tous !es cycles que contient l 'un d 'cux. di so11 :; 1"'0 

sonl homotopes a 0 da.ns :V. On construi t. alors uue courbe ferm<'.·e da.us 
F, homotope a 0 clans I\T qui separe Jes feuilles de /\ clout !"image est 
clans r 0 de celles dont !'i mage est clans le complement.a. ire r a·(>.) - ro ( d 
la demonstration de la proposition :3 .10). L'existen ce cl'une tel lc courbc 
fermee est impossible pour une lamination ,\ contenue clans l'ouvert 0. 



De la. meme fa.c;on , on montre q ue ce graphe n 'a pas de sommets de 

jonction (on utilise cette fo is la pla.narite du revetement P ). 
Ceci termine la demonstration de la proposition A.5. D 

Retournons a la demonstration du theoreme 3.5 clans le cas des bretzels 
creux. Soit p.i) une su ite de la minations de 0 telle que la su ite (F (>.i)) 
con verge ve rs un courant F( >.), oi'.1 >. est a.ussi un eleme nt de 0. On peu t 
supposer , puisque F est cont inue, que les laminations >.i on t to utes un 
support qui est re union de fe uilles compa.ctes . D 'autre part, p ui sq ue /\ 
appart ient a 0 , ell e est en position pretend ue par rapport a un systerne 
admissible de meridiens a . Done, d 'apres la proposit.ion A .. 5, le gra.phe de 
Whitehead de F(>. ) par rapport a a est fortement connexe e t sans point 
de jonct ion. Puisque Jes courants F(>. i) convergent vers F( /\ ), la meme 
p ropriete est veri:fiee pour le graphe des courants F(>.1) du moins lorsque 
i est suffisamrnent grand. 

D"apres le theoreme A...!. , quitte a remplacer la. suite de laminations 
p;) par une suite qui a meme image clans L (N) , o n peu t. supposer que 
ses elem en ts son t des laminations en position pretendue par rapport a 0 . 

D 'a.pres le lemme A.5 .2, ii exis te un e laminat ion /\' en position 
pretendue pa.r rapport a a tell e que le couran t F (>.) est la. somme de 
F ( A') et de coura.nts clans Jes es paces C( G i) . Corn me cla.ns le com Ilaire 
A .5 .3, l 'etude du support des coura.nts F(>.)' Oll /\ appart ient a 0, en
t ra.ine que necessa.irem ent F (>.) = F (>.' ). Nous sornmes clon e conduits ~t 
generali ser la proposition 3.12 a u cas des bretzels creux : 

PRO POSIT IO 1 A. 6. S oit /\ une lnm.ination de l'ouvert 0 en position 
pretendue par rapport (L 'lln 8ysteme de meridiens o ,· soit >.' ·une lami
n ation mesuree en position pret endue pa,r rapport a a telle q·ue F ( >.) = 
F ( >.' ). Alors. la. la.m.inatio n >. ' nppo.rt?:ent o:u.ssi rJ. l 'o11.vert 0. 

P REUV E: La d emonstrat ion est exa.ctement la. meme que cel le de la. 
propos ition :3 .12. On montre cl 'a.borcl que la lamina.Lion /\' n'a.ppar tient 
pas a JH' , c'est -a.-dire q u 'ell e n 'es t pas une limite de rne ridi ens. Dans ce 
cas e n effe t , le cornplementa.ir e de sa preimage clans 5' co nti enclra.i t une 
courb e sim ple l10moclinique . Se lon que cette feuil lc i11te rsec te o u 110 11 u 11 c:
cornposa.11 Le de o:, on t rouve a lo rs quc le g ra.p he de Whi tehead de F( /\) 
11 'es t pa.s fort.ement con uexe ou bien conti en t un sommet. de jo11ct ion. 

On clefinit a.lors une relat ion d'equivale nce su r J\ associee a >. <-'t 011 

mont. re ensuite que cette rela.tion peut aussi etre clec ri te a pa.rLi r de >.'. 
Plus precisement, on montre q11e >.' ve rifi e la. Propriete "', cl efini e cornm e 
d a.ns le §3 pa.r le fa. it que sa. prei magc da.ns 5' ne cont ient pas clcux fcui lles 
dist inctes avec Jes memes bouts d <l 11 s I\.": on demontre pour ccla que 
l'espace quot ient I\>. ne peut pas etre cli sco1rnecte e n lui enlcva.111. Liil OU 

de ux points . 



Pour terminer la demonstration du fa.it que >..' appart ient a 0, on 
raisonne par l'absurde . Supposons qu 'i l existe une lamination p E 

111!1
, telle que le nombre d 'intersection i( >..' , p) est nu!. Comme clans 

]'affirmation 3.12.13, cette lamination µ ' est en position pretendue 
par rapport a a . D'apres Jes propositions 1.12 et 1.1:3, OU bien le 
complementaire de µ' sur la su rface S est compressible. ou bien il ex
iste deux feui lles de la preimage fi, 1 qui ant les mernes bouts clans 1..:. 
C'est ici une simplification par rapport au cas des bretzels, car le :3e cas 
de cette proposition n'apparait pas. Alors, !es memes raisonnements que 
ceux utilises clans la fin du §3 achevent la demonstration. 

0 
Ceci termine la demonstration du theoreme 3 .. 5 da.ns le ca.s des bretzels 

creux. 
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Relations d 'equiva le nce 
sur ! 'ensemble des bouts d'un groupe libre 

Soit G un groupe libre a g generateurs. Nous nous interessons cla.ns 
cet article au problerne de reconnaltre Jes classes de conjugaison de G 
qui peuvent etre representees par des courbes simples sur le bore! d 'un 
bretzel (ha:n.dlebody) H de groupe foncla.mental G. Ra.ppelons qu 'i l ex iste. 
a diffeomorphisme pres, deux bretzels de groupe fondarnenta.I G: l"un 
orientable, l 'au t re non-orienta.b le. 

Le probleme plu s genera.I que nous ct.udierons sent celui de repr esenter 
u11 e collection finie de classes de co11juga.iso n non proport.ionelles pa.r u11e 
reunion de courbes simples d isjo intes sur 8H. 

Definition. Un m·u.ltimot du groupe G est une collection finie r 
{11, 'Y2, ... , rp) de classes de conjuga.ison de G , chacunes indi visib les et 
distinctes deux a deux. 

Soit l\.- l'espace des bouts de G. On a.ssocie ~1. un mul timot ; un e 
relat ion d'equ iva.lence sur I\ de la fa \O n suiva.nte: deux points clistincts .z: 

et y de I\ sont identifies s i et seulement si ii ex is te un element de G clo11t 
la classe de conjuga.ison appa.rtient a /' et don t les cleux (seu ls ) points 
fixes sont x et y. Cette re lation est. fe rmee de sorte que l'cspa.\c quotient 
de J.; pa.r ce tte relation est un espa.ce separe compact que nous noterous 
K -y. Nous noterons rr la projection canonique de I\ sur A-.., . 

Rerna.rquons que ]'action du groupc G sur J( se projette natu rcllemcnt 
en une action topologique sur I\-y. 

1. U ne condition necessaire pour la r epresentabilite d'un multi
mot ~f par une reunion de courbes s imples disjointes. 

Soit H un bretzel de groupe fon cl a.menta.I G dont le bore! co111ient u11e 
reunion c de courbes si111p lcs disjoint.cs repr~sc~nla 11 I. ~1 . L<" re,· c";· t.e 111 en1 
universe! de H se com pCl ctifi e clc fc-t<.; 011 11<-it urelle e11 u1ie bou le cle cli111 eusio11 
3, de so rte que la fronti ere de cet te boule es t u11e sphere 5 2

• reu11 io11 
d isjoin te de la preirna.ge de DH ct de l'ensc: rnble J.;. L'a.ct ion du groupe 
G sur l \.- se prolonge done en u11c ;1 ct.ion sur cctte sph ere 5 2

. La prc imagc 
de c clans 5 2 

- 1 .. .- est un reunion cl'a.rcs proprcments plong&s el cl isjoi 11l s . 
clont la ferrnet ure clan s 52 est une reunion cl'interva.lles fermt·s di,~join t.~ 

cl" a.pres 1 • hypoth cse cl ' j II di\" isi bi Ii te cl<'S c I a.sses de conj uga.iso ll de la fa Ill i I le 

Defi ni ssons LllH:' relat ion cl" cqui ntlc 11 cc Sllr 5 2 de: 1<1 ra~O ll sui \"<111 1<:': 
cliaque classe d"c~quintl e11ce 11011 r<~d11itc h 1111 poi nt s<'ra l"c11sclllble d"s 
points de 5 2 sur lll1E' mcme composanlc· de l<l fcrrncture d<:> la prcimag<" de 
c . Commc ces composant.cs sont clisjoi 111<'s . 011 a. bien cldi11 i u11e re latio 11 



d'equiva.lence. Puisque l'a.ction de G sur la. preimage du bor cl de H est 
proprement discontinue, cette relation est ferrnee. L 'espa.ce quotient de 
5 2 pa.r cette relation est done homeomorphe a. la. sp he re de dimension 2 
d'apres un theorem e de R. Moore ([M]) . D 'a.utre pa.rt, cette relation induit 
sur K la relation d'equivalence que nous <wons associee au rnultimot. / ' . 
On a. done un plongement de K 1 clans la sphere de dimension 2, c'est-a
dire que le continuum 1\-y est plana.ire. On peut resumer ce qui precede 
clans la proposition suiva.nte: 

PROPOSJTION 1. Si la collection de classes de conj-ugaison I est 
representable par 1me reunion de conrbes simples disjointes s·u.r le bord 
d 'un bretzel H , le contin-irnm ]{ 1 est plrmaire. 

§2. La topologie des espaces quotients ](_
1

• 

No us nous interessons maintenant a la. reciproque de la proposition 1, 
' . a savoir: 

Question . La planarite du continuum K 1 en tra.lne-t-elle que le multimot 
/ est rep resentable pa.r une reunion de courbes simples disjointes sur le 
bord d ' un bretzel? 

Commenc:;ons par une reduct ion du problerne: supposons qu 'il existe 
une decomposition du groupe G en un procluit. libre de deux groupes A et 
B telle que la. collection 1 se decompose en cleux fami lies IA et / B. l'une 
contenue clans A et l'a.utre clans B. Alors, si /.-I et rB sont representables 
chacunes par une reunion de courbes simples disjointes sur des bretzels de 
groupes respectifs A. et B, la collect ion ~,, sera representable sur la. somme 
connexe de ces bretzels par une reunion de courb es simples disjo intes . I I 
en est de meme lorsque le groupe G se decompose en une H I 1 sur le 
groupe trivial. 

On peut clone supposer da.ns le problerne de la represen t a.b ilite de ~,. 

qu 'une tel le decomp osit ion n 'ex iste pa.s . 

Definitio n. La. co ll ection -y est elite inrlecomposa.ble lorsqu ·une decolllpositio11 
de G en produit libre ou HN N induisa.nt. une decompos ition de ; n 'existe 
pas. 

Consiclerons a.lors une ba.se B du groupe G sur la.quelle la. collection 
/ a. une longueur min ima.le . Le g ra.p he de Whitehead de r sur cet.te ba.se 
a alors la propriete d'etre connexe, ainsi que le cornplementaire de cha.cun 
de ses sommets (d [0,§:3]) . 

A cette base, nous pou,·ons associer unc par tition du colllpact K en 2g 
compacts disjoin ts mi , i = 1, ... , 29 : la. prop ri <~t.e du gra.plie de Whit.ehea.d 
entra.ine que !'image de cl1a.cu11 de ces co111pa ct.s d<rns l'espace q uo t i«11 t ]\.·., 
est conncxe (cf [0 Ji:3 Propositio11 :J.i]). Cc qui ,·ien t. d'etre d it <'l I<' f;1 it 
que les translates pa.r G des compacts 011\·crts mi forment t ll I<-' base de 
voisi na.ges de h- deniontre clone la proposition su ivante: 
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PROPOSITION 2. Si le m1lltim ot ~( est indecomposable, le continn'll.m ! .... -..,. 
est connexe et localement connexe. 

Notons que la reciproque de cette proposition est immediate . 

Poursuivant notre a.n a.lyse des quot ients J( 'Y , nous nous posoJ1 s m a.in
tena.nt la question de sa.voir a. quelle condition l'espa.ce 1\1 peut possecl er 
des points de coupure , c 'est a. dire des points qui le cli sconnectent. 

Soit p un tel point. Tout d 'abord la classe d'equ ivalence de p ne peut 
etre reduite a un seul point . En effet , le complementa.ire de p clans J(_I 

est alors une re union cro issante d ' images de translates des ouverts (rni) . 
Ceux-ci sont conn exes par hypothese; il en est done de meme pour X-1 . 

Done, pour que le point p puisse di sconnecter J\.1 , il es t necessa.ire qu e 
sa cla.sse d'equivalence ne soi t pas redui te a. un seul point. La. preima.ge du 
point p es t clone fo rrnee des points fixes d 'un element g du groupe G don t 
la. cla.sse de conjuga.ison a.ppartient a. r · Notons alors (g+ , g-) la. cla.sse 
clequivalence du point p, c'es t- a-dire les cleux points fixes, resp ect ivement 
att ract if et repulsif de !'element g. Notons a.ussi m+ et m- des vo isinages 
respectifs des p oints g+ et g- , translates des ouverts de la part it ion (m1 ) 

de J(. Un base d e vo isinages de p clans K -y s'obtient en prenant la. reun ion 
des images par r. de deux fermes de ce type. 

Rerna rquons tout de suite que Jes images pa.r l'a.pplica.tion rr de cleux 
tels voisin ages s uffisa.mment petits s'i ntersectent uniquemen t au poin t p: 
le point p est clone toujours un po int de coupure local. 

LEMME 3. 1. Le complementaire lu. point p a. 1m nombre fini de com
posantes connexes. 

PREUVE: Soit C unecomposanteconnexe cle K-y-P· La. preima.ge C' de 
C clans J( est un ouvert ferme de J( - (g+, g- ), dont la fronti ere da.ns ]{ 
cont ient a u mains l' un des points g+ ou g-: s inon cet t e preimage est un 
ouvert fe rme de J( sature pour le relation d 'equi va lence, a.lors que cl'npres 
notre hypothese l 'espa.ce 1\1 est connexe. 

On p eu t exprimer l 'ouvert C' comme une reunion cli sjointe cl'ouverts 
bas iques con ten us clans !1.- - (g+, g- ). Remarquo11 s que les ouverts 
bas iques sont chacuns associes a un trnnslate privilegie du cl o rnaine fon
dament a.l de reference pour l'a.ction de G Sur l'arbre clua.I T a. la. ba.se 
choisie B du groupe G. 

Rema rquons a.ussi que ]'on peut effectuer sur le recou vremcnt de C' 
par cJes OUVerts ba.si ques ]a reduction suiva.nte: des que to us !es OUV<·:rt.S 
a.ssocies a. un cloma.ine fondamenta.l clonne sa.uf llll a.ppa.ra.i sse11t cl ans le 
recouvrement, on peut Jes rempla.cc r par le cornpl<f~ 111cntc1ire de celui qui 
n 'a.ppa.rai t pas (ces mo di fi cations peuvent s'cffcctuer par recurrence en 
utili sa.nt une nurnerotation convena.ble des translates du doma i1 1e fo 11 cla
menta.l). Ccs modificat ions e ta.11L l'c:iites . on a a lors: 
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AF FIRlvI AT IO N 3. 1 . 1 . Chfu)'ue 0·11:uert ba:n:q·ne intcrvenant da ns le reco·n

vrement d e C' est associe a un dornaine Jondamento.l sd1d le long tle z ·axe 

de l'element g dans T. 

PREUVE: Considerons un translate d du doma.ine fonda.menta.l situe le 
long de l'a.xe de !'element g da.ns T et supposons que l' un des ouverts 

basiques qui lui sont a.ssocies, a.utre que l'un des deux qui contiennent 

respectivement g+ et g- 11 'est pas entierement contenu da.ns C' OU da.ns 

son complementaire. Considerons les doma.ines foncla.menta.ux qui ne sont 
pas contenus le long de l'a.xe et tels que le chemin qui !es joint a l'a.xe de 

g aboutit a. d. 

II n 'y a qu'un nombre fin i de tels cloma.ines qui contiennent un ou

vert basique intervena.nt clans le recouvrernent de C': en e ffet, da.ns le 

cas contra.ire, on trouvera.it un point clans la. frontiere de C distinct de 

g+ et de g-. Consiclerons un cloma.ine fonclamen tal de ce type qui con

tient un ouvert basique clans le recou vrement de C'. D 'a.pres not re hy
po these de m inima.lite sur le recouvrement de c·. l' un a.u rnoins des ou

verts basiques associes a ce dornaine fondarnenta.I est entierement contenu 

clans le complementa ire de C' . On met a.lors faci lernent en evidence un 

point de coupure clans le graphe de Wliiteliead (d [0 ,§:3 Proposition :J.7]). 
Done, les o uverts ba.siques inLervenan t clans le recouvrernent de C' sont. 

associes a des domaines fonda.mentaux s itues le long de r axe de g. D 

AFFIRMATION 3. 1. 2. Il n 'existe pas d 'onuert b(J,siq'l/.e m.+ . ·uo1:sina.gc de 

g+ ou de g - dans ]{ tel q'lle m+ - (g+) ( O'll m+ -(g - }) soit enfrcrement 
contenu dans ]( - C o·u dans son complemcntaire. 

PREUVE: Raisonnons par Pa.bsurcle: soi t m+ u n ouvert qui contient par 

exemple g+, maximal pour la. rela.tion d' inclusion, et qu i verifie cette pro

priete. Soit d le tra.nsla.te du domaine fonda.menta.I qui contient m+ . 

Chacun des ouverts basiques associes h. d, sa.uf celui qui co11t.ie 11t. g- est. 

entieremenL contenu da.ns C' OU bien clans SOil compl<~ll1e 11t.a.ire d'a.pres 

!'affirmation 3.l.l. Si on clecriL le graphe de Whitel1eacl de ; · sm ce 
dorna.ine fonda.menta.I, on decouvre alors l'exist.en ce cl 'u n sornmeL qui le 

disconnecte. D 

Nous pouvons rna.intena.nt clemontrer le lemme 3.1. Choisissons un 

ouvert basiq ue ni situe le lo ng de l'a.xc de g, c'cst-a.-dire t.el que g+ Em 

et g- E I\ - m. D 'a.pres l' a.ffirmat.ion prc~·cc'.·de 11 t.e , (: a. tine intersect. ion 

non vide avec 111. et a.ussi avec 1,· - rn. Soil. C u11c· co1nposant.e connexe 

du cornplt'menta.ire du point. p clans J{. II ex ist e <lo11c 1111 Pl e men t. de l<i 
pn~image de ; , a.ul re que !J. clont. un poi11t. fix<' est. clans rn n (' <'l l 'aut.re 

clans 1,- - 117 n c· . Comm<:' il u·y a (jll
0

lllt 110111')1'(' fini de co111posa1tLCS de 
la preirnage de ')' don t Ull point. fixe <.'St da.n s /II et r aut,rc da!ls /1- - '/II. 

ii n ·y a. qu \m 11ombre fini de compos;rnt.es con 11 cxc:s pou r 1,-.., - p. 

Ccci Lermine la demonstration du lemme :3.1 . D 
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.N ot.ons done Ci, pour i = 1, .. I.:, !es fe rmetures des composan tes con
n exes de K-y - p. Ces connexes sont done permutes par !'elemen t g car 
celui-ci agit sur 1 ... --Y en fixant le point p. Nous a llons maintenant constru
ire a partir d 'une telle donnee combinatoire une action de G sur un arbre 
simplicial. 

Tout d'abord, si h est un element de G non proportionnel a. g, h(p) 
est contenu clans une composa.nte connexe de J( - p , clisons Co. Soit C 
la composante telle que p E h(Ci). Si i 2 1 , puisque h(p) ~ C, h(C) 
est ouvert clans Ci; ii est aussi ferme . Done, C; est contenu clans h( C). 

Done, toutes !es cornposautes h(Ci), sauf exactement une, sont contenues 
clans C0 . 

Definition . Considerons Jes elements h(p) contenus clans Co et distincts 
de p. Un tel element sent dit maximal s'il n'existe pas un autre h'(p) 

avec h' distinct de h et cl'une puissance de g, tel que h'(p) E C 0 et h(p) 

appartient a l'une des cornposa.ntes h1 (C;) contenues clans Co. Lorsqu 'une 
telle relation <l'inclusion a lieu entre h(p) et h' (p), on clira. que h est 
superie11.r a. h1

• 

LE!lli\IE 3.2. Po·ur to·nt element h(p) contenv. dan8 Cu. il e:ri:.:dc -u.nc 
suite finie d 'elements hi: pour i = 1, . . k tel le q11.e 

( 1) h 1 est maximal et h1,; = h; 
(2 ) hi s; hi+l. 

PREUVE: Nous cornmencerons pa.r montrer que tout element h est 
superieur a. un element maximal. Si h n 'est pas maxima.!, i I exisLe un 
element h1 qui lui est inferieu r; si ce clernier element n'est pas maximal, 
on recommence, clefin issan t a.insi une su ite decroissa.nte d'elements (h;). 
Si cette suite est finie, on a. obtenu un element maximal inferieu r a h.. 
Supposons done que cette suite est st rictement. clecro issa.nte. Nous allons 
trouver une contradiction gra.ce ~t l'a.ffirrnation suiva11Le: 

AFFIR~lATION 3. 2 .1. Soit C la. fermehi:re da.n:; J ... - de la preirna.r;e rl ·u.ne 
composante connexe de 11· , -p . 1l exi:;te nlor$ un nombTC .fi:ni rle translates 

h' ( C) dont le di a metre ain8i que celui de lc-ur cornplementaire est 8ll]J frieur 
a ·une Constante po8itive donnee rl l 'ava.ncc. 

PREUVE: Ra.ppelons que C est un ferme dont la frontiere est reduite 
aux cleux points a et b. D 'apres !'affirmation :3.1.1, l'ouvert C-(o. , b) est 
reunion cl'ouverts basiques a.ssocies a. des doma.ines fondarnenta.ux le long 
de !'axe de g. 

Consiclerons !'action sta11dard du groupc (; sur la spherP 5 2 c1·<'t1se1llble 
li rnite J\. r\ la base /3 est associee u11 sysU~n1e de 111(~ridie11s rn du brctzel 
H. On peut. a.Jors const.ruirc:· deux arcs de .Jordan /,:1 et. /,'2 qui vt'·rilit·11t.: 

( l) ces arcs s'illtersectent en !Purs sculcs extremites qui so11L a cl 

b; 
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(2) k1 et k2 intersectent uniquement les composa.ntes de la preimage 
de m situees Je Jong de 1'<1.xe de g co rnposant.es; 

( 3 ) ils inte rsectent ces courbes transversa.lernent et une seule foi s 
(en particulier k1 et k2 intersec ten t Jes memes composantes de 
la preimage de m. ); 

(4) leur reunion est une courbe de .Jorda.n c qu i decoupe h- en de ux 
fermes dont I 'un est C. 

Comme les points a et b sont !es points fixes d 'un element de G, l'orb ite 
de cet te pa.ire de points da.ns A- x J.; est discrete. Puisque les a rcs k1 et 
k2 intersectent les composa.ntes de la. preim a.ge de rn au plus une fo is, ii 
n'y a qu 'un nombre fini d 'elements de l 'orbi te de k1 et de k2 qui inter
sectent un compact donne de 5 2 - J{. En pa.rticulier seulement un nombre 
fini d'elements de cette orbite p eut decoup er J{ en deux fe rmes dont les 
diametres respectifs sont superieurs a. une consta.n te donnee a. l'avance. 

On construit ainsi un element h', inferi eur a h et maximal. 

Le meme argument montre qu ' il n 'y a qu ' un nomb re fin i d'elements 
entre deu x elements donn es a. l'ava.nce. D 

Ce lemme nous p ermet de construire u11 e action du groupe G sur un 
arbre simplicial T de la fa.<;on suivante. Tout d 'a.bo rd on peut definir une 
notion de region complement.a.ire. 

Definition. U ne region complementa.fre est un ensemble 9 cl 'elemen ts de 
la classe de conjugaison de G tels que : pour tout cou ple cl 'elements dis
tincts g et g' appartena.nt a. 9 , g est un element maxima.I da.ns !'ensem ble 
(h (p) ) des elements de l'orbite de p cont.enus clans la. composa.nte co11nexe 
de l\.--y qui contient g'. Le groupe G a.git de fac;on na.turelle sur les regions 
complementai res a.vec un uombre fin i d 'orbites, puisque le comp lementa.ire 
du point p n 'a qu'un nombre fini de composan tes connexes . 

On clefinit alors ]'ensemble des sommets de T comme la. reunion des 
elements de l'orbite (h(p)) et des regions complementaires. On join t cleux 
tels sommets q et q' par une a.rcte, si et seulement s i l'un des deux, 
disons q' correspond a. un point de l 'orbi te de p et l'autre a. une region 
complementaire qui contient p. 

D 'apr es le lemme 3.2, deux somrnet.s quelconques sont. joi11t.s par un 
chemin cl'aretes; d'apres Jes rela. Lions d'in clusion qu i ex istell l. ellLre les 
ensembles /'( C) , lorsque C est u11 e region complement.a ir<' clP p, le che111 i11 
qui joint deux somrnets est unique . 

Done T est un a.rbre sirnp lici a.I sur lcquel le groupe G agiL silllpliciak
ment. Ou constate qu' il a.g it. Sall s in \·crs ion. 

Un domaine rondarnen t.a.1 pour J' a.ct.iou de G est lllle et.o il e ~I k 
bra.nches, k eta.nt. le nombre cJe regions CO!llp]e111eu t. ;1 ires cJe jJ cla11S X-,. 
Le sommet a.u cent re de cet.Le etoile correspond a !'element. g de G (iclell
tifi e avec le point. g(p) = p ). Les aul.res somin<~t. s correspo11clent. aux 
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regions complementaires (au nombre de k ), qui Jui son t adja.centes . En 
pa.rticulier le stabilisateu r du sommet central est le groupe cycl ique en
gendre par I 'element g . 

On peut appliquer a cette action le t heoreme de decomposition de 
Bass-Serre (cf [S J), pour e n dedu ire ue decomposition du groupe libre 
G comme le groupe fond amental d ' un g raphe de groupes, cl an s lequel le 
grou p e cyclique engendre pa r g est le so us-groupe a.ssocie a un sommet . 

Une telle ecriture de G ne pe ut se proclu ire pour un element g ar
bitraire. En fait, comme me l'a explique !Vlla.clen Bestv ina, les resulta.ts 
con ten us clans [BF] en t ra.inent qu ' un tel mot g est · necessairem ent co n
tenu clans un facteu r direct propre de G; en par ticulier si nous s upposons 
qu 'aucune des composantes du mul t i mot I n 'es t contenue clans un sous
groupe de G, q ui es t fa.ct eur direct, a.lo rs l 'espace quo t ient I<.,. n 'a pas de 
points de coupure. 

ous resu n1ons ce qui vient d,etre den1ontre clans la. proposition sui,·
ante: 

P llOP OS IT ION 3 . Si a·ucune tles composa11.tes d-u multimot 1· r1,'es t con
ten'tle dans ·nn fact eur direc t cl e G, alors l'cspn.ce !\.·., n ·a. pas cle points de 
co·u.p1Lres. 

Re marquons que lorsqu e le multimot I est connexc, I 'espace It" -, es t 
connexe, loca.lernent connexe et sa.ns po int de coupure, des q ue / ' est 
indecomposa.ble . 

D a ns la suite, nous supp oserons qu'i l n 'ex iste pa.s de decomposition 

de G comme procluit ama.lga.me ou comme HNN sur Z, tel le que cha.que 
e lemen t de / soit contenu clans un fa.ctcur de cette decorn positi o n. 

3. La topologie des espaces K -y lorsq u ' ils sont plana ires. 

Comrne, sous notre hypothese, le cont. inuurn It" -y est con nexe, chacune 
de ses regions complementa.ires clans S 2 est homeomorpbe a.vec 1111 d isque. 
Puisque 11.·-Y est localernent con nexe, ii en es t de m ern e de la. fron Liere de 

chacune de ses regions co rnplement a.ires ([W, page 106)). Puisque I\-, n· a 

p as de points de coupure, la fro11L i (~ re de chaque region complerne 11 ta ire 
es t une courbe de .Jordan . de sort.e q ue la fermetnre de cette rc;•gion est u11 
cli sque ferm e. 

L 'espace X 1 cornrncnce done ~1 ressernbler ii l.'e11sernble limiLe cl'u 11 
groupe kleinien ... 

No us desirons a.11alyser !'al lure de Cf' ferrne prh des points de I\-. cor
resp o nda nt a des classes d'equiva.Jence l lOll tr i\· ia les. 

D esignons Lout d 'a.borcl par (m;) la fa mi lle des o u \·ert.s ba.siqucs as

soc1es a. un doma.ine fo11clam ent.al de !'act.ion de G s u r 1·arbrc dua l a la 
base 6. On a. a lors : 

l Q:J 



PROPOSITION 4. Il existe une famille de co·nrbes de Jorda.n (c;)i=l.. .. "2g 

chaC'une plongee da.ns la sphere 5 2 telles que: 

( 1) deux co·u.rbes q·u.elconques de cette fa.mille ne -~ 'intersectent qu 'en 
"lln nombre fini de points O'lt. elles ont des conta.ct.~ ta.ngentieL.;: 

(2) po·nr to·ut i .. l'-un des deux fermt~.~ de 1,·, decou.pe pa.r c; e.:; t 
exactement rr ( m.i) . 

P REUVE: L 'intersection de deux fermes ;r( m;) es t un nombre hni de 

points dont la. classe d 'equiva.lence n'est pas tri via.l e. 

Considerons un tel point p, dont la cla.sse d 'equi ,·a.lence est forrnee des 

deux p oints fixes d' un element g de G; so ient m,+ et m- des Oll\·erts 

basiques elements de la fami lle ( nii L=I.. .. :!g , voisinages des points fixes 
g+ et g - de !'element g . On commence par montrer le resulta.t sui\'Crnt: 

LEM.ME 4 . 1. Il existe de'llx arcs de Jordan (pe·u.t-etre confond11s) k 1 d 

k2 dans la fronti ere <le l\.."I duns 5 2 q1ii s 'intersectent en le se·u.l point. p: 
il existe en o·ntre ·un a.re plonge da.ns 52 q·u.i intersecte le co11,tinu.u111. 1\.·-, 
en le se'll.l point p et qui decoupe to'll.t disq·u.e -''11.ffisa.mmcnt petit centre~ a:n 

point p en de·u.x <li.~ques contenant respectivement les frna.ge,~ de rn+ ct de 
rn-. 

Pn.EUVE: Tout c!'abord rema.rquons que !'image pa.r la. project ion ;;- d es 

deux ouverts compacts m+ et m - est connexe, et loca.lement connexe. 
On a. de plus: 

AFFIRMAT ION 4.1.l. Cha.c-nnedcsima.ge.~ rr(m.+)-p ou. ;;-(111- )-p e,, t 
aussi connexe. 

P REU VE: Supposons pa.r exemple que ce n 'est pa.s le cas pour ii ( 111 +) - p . 
Alors, cet espa.ce a un nombre fini de composa.utes connexes pa.r le merne 

argument q ue clans le lemme :3.1. D'a.utre part, 1\ -(g+. g- ) est la reunio 11 

des iteres par g - 1 de m+ - g+. Done 1\"I - p ne sera.it pas connexe. re 

qui a ete exclu precedemment. D 

Consiclerons a.lors la. composante connexe R. du comple111e11taire cli-111s 

5 2 de rr(m.+ ) qui cont ient le connexe ;;-(m-) - p . La. re prese11tation 

conforme du di sque unite clans R s'et.end au bore! en une applicat io11 

f , puisque rr(m+) est locale ment con nexe. Le po int pest n~cessairemellt 
contenu clans la.fronLii~re de rr(m+) clans S 2

• puisqu'il e:>st dans la. fronti e re 

de r.(m-). Comme p n 'es t pa.s u11 point de coupure de l\."-.,, la prei111 age 

de p par l' a.pplica.tiou f csL reduite a un scul point Po du cerck unit&. 

Soien t k{ et Lj cleux inte rvalles du cercl e unit.c. d'intfrieur di sjoints . qui 

ont p0 comme extremite. Rcma.rquons que s i ces i11t.ervallcs sont chois i ~ 

suffisa.mment petits (ii suffi t que leur i1rn1gc (>,·ite le 11ornbre fiui de poi 11 1::; 

de la frontiere de iT( m.+) clans X., a11t.r<•s q11e p ). l<1 rt>st ri c t ion de, f 
a. cha.cun de ces arcs est injecLi\'(:'. <~tc111t do1111e e ncore utH, fois qm· k 

continuum 1\.·.1 !l ·a pas de points d e co11p 11rc·. L "itnil'"C de clt;-1cu11 d<' n•s ,..., 
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deux arcs par l'applica.t.ion f est contenue clans la. front.i ere d 'une region 

complement.a.ire de ]{ -Y clans 5 2 . 

Le m eme raisonnement, effectue cette fois anx ;;- (m- ) fournit deux 

ar cs k-; et 1.::; dont !' image est clans la fron t iere d 'une region complementaire 

de J("'f clans 5 2 ' et tels que la reunion des images des a.res kt et kj es t 
un arc ki plonge clans la frontiere de 11.·, clans 5 2

; ces a rcs :;onl done 
contenus clans des courbes de Jordan de la. frontiere de 11.--, clans 5 2 . l1 n 
arc n ' intersectant t ransversalement ces deux courbes de Jordan qu'a. u seul 
p o int p sa.t isfera. Ia demi ere pastie cl u lemme -l. l. D 

Pour terminer la demonstration du lemme ·Lon raisonne cl t l<-1 maniere 
sui vante: la reunion des frontieres clans 1\-y des compacts ;;-( m , ) est un 

ensemble fini. C ha que point de cette frontiere est con tenu. d'apres le 
lemme 4.1, clans une courb e de la frontiere <le J\1 clans 5 2 : chac une 
des deux courbes <le Jordan produites par ce lemme sera elite excepho n 
nelle. D 'autre p a rt , toujours d'apres le rnerne lernrne 4.1. !'intersec tion 
d ' u n ferme 7r(n1i) avec une courbe excep tionne lle est une reun io n f-inie 
d ' intervalles, delimi tes par des poi nts de la frontiere de ;r ( m;) . C011-
siderons pour chac un de ces intervalles 1, un a. re k1 aya11t les rnernes 
ex tremites que I , dont l' inte rieur es t contenu clans le clisque borde pa r 
la courbe except ionnelle qui le cont ien t, de so r te que to us !es arcs A·1 
a insi construits s ' inte rsecten t au pl us en leurs extremi tes ( cec i est pos~ i b le 
puisque !es interval les (I) ont leurs interieurs di sjoints ). 

D 'apres le lemm e 4.1, Jes arcs associes ~. un merne ferme ;;-(m;) se 
referment en une reunion de courbes ferm es. La connex it.e des fermes 
7r(rni) et 7r(J\ - ·mi) ent ratne a lors que cette reunion est en fa it recJuitP 

a une seule courbe fermee Ci (cf [O . !i:3 Affirmation :3.9.-l] pour plus de 
d etails ). 

Ceci termin e la demonst ration de la proposit ion -1. D 

4. Existence d'un representant pour un n1ultirnot ~:' lorsque les 
courbes de Jorda n d e la frontiere de ]{ .. t clans 5 2 s'intersectent 
en au plus un point. 

On ra isonne avec Jes courbes ( c;) l'o urni es par le lemme -L l . Le 

comp lernentaire clans 5 2 de la reu nio n de ces cou rlws a une ft·' rn1eture 
homeomorphe a une sphere a.vec '2.g trous p, pin cee le lo ng des COill

posan tes cl ' une !'a.111 ill e cl 'ar cs (h:) deux a. cleux d isjoints (!)). prupreillc'lll 
plonges clans P: ces arcs correspondent aux points ck 1\., dall s l<1 r<'.·uni011 

des fronti eres des ensembles rr(m;), pour i = l . ... !.g. 

Pour tout i = l , ... '2. g . la trace de C<' LLe reunion d'<-i rcs ,., a\·ec la courlw 
ci est en corresponcla.nce avec la fro nt. i(~ re du !'crn1e ;;- (m;) . Puisq uf:' lt·s 
ensem bles (m ; ) so n t assoc ic~s a un do111ai nr rondarn <-:· ntal pour !'an ion de 

G, Jes generateurs (g; L=i...u de la bns<' 6 e 11 rn ient l"ensrn1ble :-:-( m;) sur 
le cornp lernentaire de l'ense rn ble rr(111 1+ 11 ). c<'c i a pres un e nu 1 11~rota ti oll 



convenable). Done le generateur g1 induit une bijection ent re la frontiere 

du ferme 7r(rn.i) et la frontiere de rr(mi+g). 

A vec ces notations, on a.: 

PROPOSITION 5. S ·upposons q1te les regions complem.enfoires de X-, dans 
5 2 ont des f ermetures q·ui s 'intersectent deux a de·ttx en au plus 'ltn point. 
Pour io'ut i = 1, .. 2g , equipons la frontiere des ensembles rr (nii) de l'ordre 
cycliqne ind·uit de l'ordre cyc lique sur le cercle Ci. Alors; pour tout i = 
1, .. g, l'element 9i induit 1me bijection entre la frontiere de l'ensemble 
7r(mi) et la frontiere de l'ensemble rr( m i+g), qui respecte l'ordre cycliq1te. 

PREUVE: Raisonnons par l'absurde. Si cet o rdre cyclique n'est pas re
specte, il existe un quadruplet (x 1 . :r 2 . :r 3 , x.1 ) contenu clans la. fron tiere de 
7r(mi) tel que: 

(1) les points .1· 1 et .r2 sont dans la. rneme courbe exceptionnelle 

C; 
(2) !es points :z: 3 , :z: .1 sont clans une courbe excep t ionnell e C'; 
(3) !es images des couples (x 1 , :i:2 ) et ( .T 3 , :t 4 ) par !'application 9i 

se croisent sur Ci+g . 

Soient D et D' les deux disques du complementaire de la courbe Ci 

da.ns 5 2
. La situation clecrite ci-dessus entraine que !es deux a rcs C n D et 

C'nD s'intersectent clans l ' interieur de D: le merne raisonnernent ap plique 
cette foi s a D' clonne que I 'intersection des arcs C n D' e t C' n D' <la.us 
l 'interieur de D' est non-vide. Done !'intersection des courbes C et C' a 
Ul1 cardinal superieur OU egal a 2. ce qui est contrai re a notre !Jypothese. 

D 

D'apres la proposition 5, pour tout i la restri ction de 9i a la frontiere 
de 7r( mi) est la restriction cl'un homeomorphisrne f 1 du cercle Ci vers 
le cercle Ci+g. Considerons a.lors la surface de genre g obt.enue a. partir 
de P en iclentifia.nt Jes composantes du bore! (en corresponda.nce a.vec les 
courbes Ci) par l 'bomeornorph isme f;. 

Cette su rface est rnunie d'une su rjection naturclle de son groupe fon
da.mental vers le groupe G. On peut done la rnir co111111e le bord d·un 

bretzel H (pas necessairement orientable), clo11t le groupe f'o11cla11wntal 
est iclentifie a. G. 

Soit ("·i) la. famille de courbes fermees sur oH obtenues a. par
t ir de h'. en identifia.nt la frontiere des arcs composant,es de '' par les 
liomeorphismcs fi. 011 obtient ains i une col lect io11 finie de cou rbes si111-
ples et cli sjo in tes su r le bore! de H. Puisque cha.que homeomor pliisme .fi 
a la propriete de prolonger la. rest.r iclion de g; a la. fron t ier<.> de rr ( mi). 

!'ensemble des classes de conjugaison de G reprc~sentees par les courbes 
t\; n·est autre que notre rnultirnot. ; . D 
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5. Etude des continuum.s planaires E ..., lorsque certaines courbes 
d e Jordan clans la frontiere de 1 ... -..., clans 5 2 s'intersecte nt en pl us 
d e deux points. 

Reprenons les notations utilisees clans la. section prececlente. Fixons un 
domaine fondamenta.J de reference et soit Cj Ja. courbe de .J ordan a.ssoc iee 
a 7r(mi) . Si l 'element gi envoie la. frontiere de 7r(m.i) sur la. fron ti e re de 
7r(mi+g) en respecta.nt sur ces ensembles l'ord re cycliq ue indu it, de l'o rclre 
des courbes de Jordan Ci, a.lors on cons truit comme precedemrnent u11 e 
fami lle de courbes de J ordan qui realise le mult imot / . 

Si cet ordre cycliq ue 11 'est pas respecte, a.lo rs ii ex iste deux courb es 
exceptionnelles C et C' qu i pa.ssent par des points distin cts (x;)i= 1,2.J, .1 
de la fron tiere de 7r(rn) et qui s'in tersectent clans l'interi eur de chacun des 
deux disques borcles par cette courbe sur la sphere 5 2 . 

Supposons que les points :r 1 et .r2 sont clans la fro11Liere <le la courbe 
exceptionnelle C, que x 3 et :t.1 sonL clans la. frontiere de la cour be C' et 
que les po ints x; a.pparaissenL clans cet ordre su r la. courbe de .J or<l a.11 c;. 

On peut alors trouver cleux a.res k, k' respectivernent co11Lenus clans C 
e t clans C'' tels que: 

(1) x 1 Ek et x 4 Ek'; 
(2) k et // s'intersecten L uniquernent en leurs extrerniLes (p, q). 

Nous a.lions cl'abord montre r le resul ta.t sui vant: 

LEMME 6. Les points p et q ont chnc'lln ·nne preim(/,g e rla.m 1 ... · q·u.i est 
red-uite <l ·un se'lll point. 

P REUVE: On rai sonne par l'absurde. Supposons pa.r ext·11 1ple que la 
preimage de p es t formee des deux points fixes g+ et g- d 'un element 
g clans la classe de conjugaison de I· So it 7r( m;) I ' image clans X ..., 
d 'un ouver(, basique qu i con tient g- et clont le complementaire con
tient g - et la preima.ge de q. Consiclerons une courbe de Jordan q ui 
decoupe 1 ... ·.., KA-..,..., endcu;r f erm.e.sdontl'un e.s t rr(mi) (cf Proposition -1 ) . 

L'intersect ion de B avec la l'ro11L iere de ii( mi) est reduite a u seul poi11 L 
p . Soient :r et :r' les points d'i11Lersect ion res pectifs dt· l"int c~rieur ck k <,t. 

~· ' avec r.( n1 i). On alors: 

A FFlfl i\ I AT ION G .1. Pour tout cntier posi:tif m . l'un rlt8 ]Joint~ g111 
( .!') 

o·n g111 (:r') est contenu rlan8 A. 

P IlEUVE: Les a.res [p. :1:] et [p, :r'J res pect ivernent con ten us clans k <" l 

clans k' sont d ' interieurs disjoints. Leur i1rn1ge par l' homeomorph ismc g"' 
es t done fo rme de deux arcs qui s' intcrscctcnt u11iqueme11t au point p. U11 
vo isinage d u poin t p su r ch<icun de C<:'S cleux arcs <~s t conLcnu d<111 s . ..J.. 
car g- 111 (;;-(mi)) est inclus cla11 s ii(n1 1 ). Do11c 1·u11 de c<·s deu.x a rcs a u1w 
image contenue clans ...J. . D 
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Supposons que le point :i.: a la. propriet e qu'i l existe une sous-suite 
infinie contenue clans (g"'( :r) qui est contenue <la.ns A .. Alo rs . cette sous
suite converge, (quitte encore a. ext ra.ire une sous-suite) n~rs un poi llt. 
contenu clans A. - 7r(mi), clone di stinct de p. Ce point est necessairemen t 

un point fixe de g. C'est imposs ible car !'element g n'a qu\111 seul point 
fixe, le p oint p. D 

Definition. Nous <l irons qu ' un translate li(D) du domaine fondamen tal 
D separe !es points p de q , lorsque !es points p et q sont contenus clans 
des ouve r ts basiques differents associes a. ce translate. 

On p eut decrire les translates de D qu i separent de la rnaniere su ivante. 
Considerons l'arbre dual T a la base B. Les sornrnets de cet a rbre cor
respondent aux translates du domaine fondarnen tal D. D'apres le lem me 
6 , la prei rna.ge des points p et q clans l\.- es t forrnee d'u niquernent deux 
points, que nous noterons toujours p et q. Considerons la geoclesique de 

l 'arbre T qui joint Jes deux points p et q , !'ensemble I\ etant iden tifie 
comme d'habitucle avec Jes bouts de T. On verifie fac ilement qu \ 111 t rans
late du doma.ine fondamental separe !es points p etq si et seulement s'il 
est situe le long de cette geodesique. 

On peut definir sur cette fa.mille un orclre, de la maniere sui vante: 
/ i(D) est injeriem a /j( D) lorsque l'ouver t basique associe a 1i( D ) qui 
contient q est contenu clans l'ouvert basique associe it rj (D) q ui conlienl 
q. C 'es t o rdre est equivaleut a l'ordre SU I' la geoclesique [p. q] . celle-ci 
etant orientee de p vers q. Nous indexerons cette fa.mille par Z de fac;;on 
croissante et cette farn ille sera. notee (Di). Si on o r ie nte !'a rc I.: de p ve rs 
q, et si on associe a tout element cle / 'i(D) un point d' intersection de k 
avec la frontiere de ces ouverts basiques asso cies , !'app lication <lefinie est 
monotone. 

On construit a partir de k et de /.:' une courbe de J ordan da.ns 5 2 qui 
inLersecte le continuum !\-., uniquernent aux poin ts p e t q: pour cec i, 011 
isotop e re lativement le bord cha.cun des a.res k et I/ clans i·interi eur de la 
composante du com ple men ta.ire de J\_

1 
qui les contien t .. lotons alors _-l et 

B !es deux fermes de l\.--1 clel irni tes pa.r cette rnurbe de .Jorda n. Do ne .-l 
et B sont deux fermes clont la fronti ere (commune ) es t reduite aux cleux 
points p et q. R ema.rquons qu ' ils sont Lous !es deux connexes puisque. 
sous nos hypotheses, X -., est connexe et n 'a. pas de points de coupure. 

Considerons !es domaines foncla.mentaux (Di)iE Z que nous avo 11 s co11-
struits: cl eux translates suc:cess iJ's Di et Di+J ont. la· propr iete quc l 'un d es 
ouverts bas iques associes a. l'un d'eux est exacteme 11 L le co111p l(·111e11t<l irc 

de l'autre .. 1oLons rr (mi) celui de ces ouverts bi\siques q ui co nl ien t le 
point q . 

No LOllS A; = .-l n o (;-r(1ni)) CL Bl = B n CJ (;;- (111;)) : chacu11 de CC'S 
deu x eusembles est fi 11i et 11011-v idc. Sous l' a.ctio 11 du grou pe G lcs o uverls 
ba.s iq ues se reparLisscut e 11 un 11ombrc fi 11 i ci ·orbites: ii e11 est <le 111e11w 
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pour les ensembles A.i et B;. Une at1tre propriete des ensembles .-1.; est 
que lorsque i tend vers l 'infini, il s convergent vers p ou vers q. On peut 
done choisir clans une meme orbite deux ensembles .-1.; et .-1.1 = g(A;) 
disjoints. Les notations etant a insi precisees, on a: 

LEMME 7. Les points p et q sont les points fixes de ['element g . 

PREUVE: Soit 6.i le disque de S 2
, contenant le point p et borde par la 

courbe de Jordan c~ qui delimite g(?r(rni)) . Considerons le ferme An6.;; 
c'est un connexe dont la frontiere est la reunion du point p et des points 
de !'ensemble g(A.i). 

Considerons maintenant !'image par l'a.pplication g de An D;; sa 
frontier e consiste de g(p) et des poin ts de g(Ai); ce clernier est contenu 
clans la courbe de .Jordan a.ssociee a. g( rr( m;)). 

AFFIRMATION 1.1. On a: 

(1) le point g(p) est contenu dans _-! ; 

(2) po·ur tout entier n positif. le point q est contenu dnns le 
complementaire de gn(rr(mi)). 

PREUVE: Si g(p) = p, la. premiere assertion est cla.ire . Sinon, cons iderons 
l' irnage par g de !'a.re reunion de kn Di et de k' n D; . Puisque cet a.re 
contient le point pet que les extr ern ites de cet a.re ont une image co uten ue 
clans .-1. , l'irna.ge de eel arc par l'applica.tion g ne pouna.it et re un a rc 
simple, s i ]' image de p n'eta.it pas contenue clans A. 

Montrons ma.intena.nt que le point q est clans le complernentaire du 
ferme g 2 (7r(nii)) n A. Ce dernier ensemble est connexe, comrne A (la 
frontiere de celui-ci est en effet contenue clans un connexe de A , et f\"_r 

est connexe). Puisque nous avons suppose que A.in g(Ai) = 0, !es points 
de A1 sont clan s l'interieur de g(7r(mi)) . Done l 'ima.ge par !'application 
g de A.1 est clans l' interieur de g2 (A.i). D 'a.utre pa.rt , g(A.i) intersecte !es 
arcs k e t k' (par definition). Done, un voisina.ge de kn g(A.i) clans /,; 
est contenu da.ns l' ima.ge g 2 (.-li); cl<:> rnenw pour //. On <:>n deduit qu <:> le 
complementa.ire du ferme g2 (7r(m;)) contient le po in t q. On pcut a.lors 
recommencer le ra.isonneme11 t. 0 

On cleduit de l'etffirnrn.tion prececlente que !es iteres positifs pa.r 
l'a.pplica.tion g de ]'ensemble discret Ai convergellt vers le point q; comrne 
cl 'autre par t, ces iteres convergent vers le point fixe attractif de g. 011 a 
que g(q) = q. Le meme rai sonnement. s'a.pp lique a.vec g- 1 pour rnontr<:>r 
que le point p est fixe. O 

ArFIRMATION 8.1. Le co·m.pltm.e11.tnirr: drrn.8 ]\- , tic,~ point,~ p d q 11. a 
fJ'll "un nom.brr: fini de composrl71.tcs conne:us. 

Pn.EU\'E: Soit rr (rni) !"image d 'un ou\·ert. basique qui contient le poi11L p 

et qui est a.ssocie a. un doma.ine foncla.rnc11t.<1l qui separe les points p ct <j. 
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Les iteres posiLifs par g de 7r(m.i)n A.-(p) recouvren t A. -q . D'a.pres 
!'argument utilise clans le lemme 3.1, rr(mi) - p n'a qu 'un nombre fin i de 
composan tes conn exes. II en est done de merne pour K 7 - (p, q). D 

Soit Ci la fermeture de ces composantes connexes. Les ensembles C'i 
sont des fermes dont la frontiere est formee des deux points p et q. 

Nous allons appliquer le raisonnement utilise clans la proposit ion :3 
pour produire une decomposition du groupe libre G comme un produit 
amalgame telle que le sous-groupe cl 'amalgamation est contenu clans le 
sous-groupe cyclique maximal contena.nt g. 

On notera Ci la preimage clans J( des fermes Ci . 
Comrnenc;ons par la. proposition suiva.nte qui traclu it une propriete de 

non-croisement de l'orbite par le groupe G du ferme c:i. 

L El\1.ME 8, Si ·un element de l'orbite G( C;) intersecte dans 80n intfrie·ur 

Ci ainsi que son complementaire, alors, il contient on bien (\ ou bien 
son complementaire. 

PREUVE : Les points p et q sont !es deux points fixes de !'element g; 
done, d'a.pres des proprietes cla.ssiques de la dynamique de G sur 1'.." , si h 
est un element du groupe G tel que h(p,q)n(p,q) =/:- 0, a lors il appartient 
a.u sous-groupe cyclique maximal contenant g . 

On a de plus: 

AFFIRll!ATION 8.2. Ponr tont element h E G' les de1tx points h(p) et 

h( q) sont contenns dans le meme ferm e C\ , 

PREUVE: Il nous suffit de montrer que clans le quotient K-1 les cleux 
points h(p) et h(q) sont tous deux clans la meme composante C';. Ou peut 
se restreindre, d'apres la remarque precedent !'affirmation, aux elements 
h qui ne sont pas clans le sous-groupe maximal cyclique qu i contient g . 

On distingue deux cas, selon que le nombre n de composantes C; est 
egal a. deux OU SUperieur a. J, 

ler cas. n = 2. 

Alors !es deux cornposantes C; sont exactement A et B. Raisonnons 
par l'a.bsurcle et supposons par exemple que p E A et q EB , Alors . !'arc 
h(k·) par exernple contient p et l'arc h(k') conLient q (puisque le couple 
(p,q) disconnecte 1'..-1 , et que k et !.:' sont d'interieur disjoint). 

Si l ' un des arcs h(C- /..:) ou h.(C' - /..:1) contient le point p (resp. le 
point q). alo rs, on a une contradiction puisque k et C'-k sont d'inL<~rieurs 

disjoints ainsi que les arcs k et C - k' (resp. /;' et C - k', k' et. C - k ). 

2e cas. n 2: :3, 

Supposons par exemple que h(p) E C 1 et h(q) E C2 . :\lors . ces cleux 
points so11t clans l'interieur de ces co111posa11tcs. pu1sque h 11 'appa rtient 
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pas au sous-groupe cyclique maximal contenant g. Pour tout i. comme 
h(Ci) est connexe, l 'un des point.s p ou q appart ient a /i (C', ). Done 
!' intersection h(C) n C3 est non-vide . D 'autre pa.rt, l"int.ersect ion de 
h(Ci) avec C3 est ouverte; elle est aussi fermee. Done h(C;) contient 
C3 . Ceci ayant lieu pour tout i, on a done une contradiction. D 

Soit maintenant h un element de G qu i n'est pas clans le sous-groupe 
maxima l cyclique con tenant g. Supposons par exemple que h(p) et h( q) 
sont contenus tous Jes deux clans C;; ils son t a.lors contenus clans I ' interieur 
de Ci. Le merne argument de connexite que celui uti li se prece<lernrnent 
entralne qu'i l existe un element Cj (unique) tel que h(Cj) contient le 
complemen ta.ire de Ci. 

Si h appart ient au sous-groupe cycl ique maximal contena.nt g , ii per
mute Jes composantes Ci. Ceci termi ne la. demonstra.tio11 du lemme 8. 

D 

On peut alors construire un arbre exactement de la rneme fa<;:on 
qu'apres la demonstration du lemme 3.1. On clefin it d'abord un ordre 
partiel en t re les e lements de l'o rbite de la paire (p,q) qui sont contenus 
clans une composante Ci . On montre !'ex istence cl ' un element inferieur 
a tout element donne a. l'avance. Pour eel a, on rnontre qu 'ii n ·y a qu ·un 

nornbre fini de translates cl'une composante C clont le diamet re. ainsi 
que celui de son complementaire est superieur a une constante donne a 
l 'a.vance. La demonstration de ce dernier point est exa.ctement la. meme 
que celle de !'affir mation 3.2.l. 

On obtient finalemet un arbre simplicia.l sur leque l le groupe G agit 
san s inversion a.vec un domaine fondamental qu i est une etoile. Si cet te 
etoile n'a que cleux branches, on en deduit une decomposition du groupe 
G comme un produit amalgame sur Z dont le sous-groupe d'amalgame 
est le sous-groupe cyclique maximal con tenant g. 

Si cette etoil e a plus de trois branches ( ca.s Oll Jes composantes C', 
sont en nombre superi eur ou egal a. trois). on en declu it une decompos it ion 
du groupe G comme grou p e fondarnenta.I cl'un graphe de groupes le long 
d ' une etoiJe tel que le sous-grou pe associe a u sommet central est. le sous
group e cyclique maxima.I con tenant g. 

Dans les cleux cas, chaque classe de conjuga.ison du rnultimot / est 
contenue clans le sous-groupe d ' un som met de l'etoile, d istinct. du so m111eL 
central. En effet, clans le cas . con traire. les composa.ntes C'; a.uraient une 
intersect ion contenant. le poi11t fix e c1 ·u n conjugue cl'un mot. de -: . Or. l<~s 

points da.ns la frontiere de C; so11 t poillt.s fixes de l"eleme11t g. qu i 11·<·~1 

pas conj ug ue a. un mot de / ' , puisqu"i l a. deux points fix es lorsqu"il <lg it 
sur J\-, . 

Nous pouvons rna.iu tenant e 11011cer le res11lta.t auque l nous sommes pa r
ven us, ma.is to ut d'aborcl uous a.l ions do1111er une clerniere d efini t ion. 
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Definition. Un multirnot / est <lit a.cylindriq'lf.e s·il n'existe pas de 

d ecomposit ion de G comrne un produit a.ma.lga.me (non-t rivia.I) ou comrne 
I-INN sur Z telle que cha.que element du multimot I est contenu a con

jugaison pres clans l'un des sous-groupes de la. decomp osition. 

Nous avons done demontre le resulta.t suiYa.nt: 

THEOREME 1. So it / un m'llltimot indecomposable et acylindrique tel 
que le continuum E 1 se plonge dans 5 2 . Alors le m·nltimot / ' est 
representable par une reunion de courbes s1:mples disjointes s1lr le bord 
d 'un bretzel H de groupe fondamental G. 

§6. Le cas p a rticulier OU le quotient K-y est homeomorphe a un 
cercle. 

Un exemple d'abord: soi t F une surface compa.cte a bord dont le 

groupe fondamenta.l est identifie a.vec le groupe G. Soient ; le mu ltimot 
de G forme des classes de conjuga.ison des courbes du bord de F. On 

peut alors visualiser Jes bouts de G comme !'ensemble limit.e d 'un groupe 

Fuchsien, a. pa.rtir de la donnee d'une rnetrique hyperbolique SU I' F qui 

rend le bord geodesique. L'ensemble l{ est a.Jars na.Lurellement. contenu 

clans le cercle 5 1 et Jes classes d'equ iva.lence de la. relation a.ssociee a. : 
sont exactement les pa.ires de points clans la. frontiere d'un inter rnlle de 

5 1 
- l{. Le quotient l\·, est a.lors bomeomorp he a Ull cercle. 

En fa.it la reciproque est vra.i et la. demonstration pro cede comme suit. 

Soit A/ un multimot de G tel que le quot ient l\.; est homeo morphe a. un 
cercle. 

Reprenons les notations du §2 . Soit B une ba.se sur la.quel le le multi

mot A/ a. une longueur minima.le. Soient (rn;)i=i,. .. 29 Jes ou,·erts ba.siques 

a.ssocies a un doma.ine fonda.menta.I de !'action d e G sur l'a.rb re dua.l a la. 
base B. On sait d'apres la proposition 2 que l'ima.ge da.ns l\·..,. de cha

cun des ouvert s (fermes) (mi) est connexe. Done, <la.HS not re cas . cha.cun 

des 7r( nii) est un interva.lle ferme. En pa.rticul ier, chacun des ,..(mi) in

tersecte exactement 2 a.ut res interva.lles rr(mj) . Cons iclernns un 2g -gone 

dont la frontiere est identifiee avec le cercle l\·, par un horneomorphisme 
qui envoit !es cotes su r !es interva.lles rr (m;) . A partir cle ce 2g -go ue. 

on construit un 4g -gone en rempla.c;a.nt cha.que sommet pa.r une nou ,·elle 

arete. Les cotes pa.irs du polygone obtenu P sont en correspondance 
avec !es inte rva lles rr(rn;) et nous les indexerons par i = l ... :2g . Les 

cotes impairs sont en corresponda.nce a.vec !es poi nts clans la. reunion des 

frontieres des inte rva.lles rr(m;). Supposons a.ussi que !' indexation des 

ferrnes (m.;) est telle que pour cha.que generatem g; de la base B. on a 

g;(mi) = l{ - mi+g, pour i = 1, ... g. 

Effectuons sur le polygo11e P les idcnt. ifi ca.t.ions cl'c1ret.es sui,·ant.es : 011 

idc11tifie l'a.rete (paire) 111; ii. l'a.rete m;+9 par un ho111eomorpl1is111e do11t 

l' a.ction sur 8(r.(m;)) est la meme que celk du gi·nera.t.eur g; ( u11 tel 

homeornorphisrne est alors unique a isot.opie pres). Le quot ien t. de P p<1r 
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ces identifications est une surface compacte a bord F (pas necessairement 
orientable) dont les composantes du bord representent le multimot ; . 

On a. done demontre le theoreme suivant: 

THEOREME 2. Sait / ·im multimat d·u graupe G. L e cantimrnm f{-y est 
hameamarphe a un cercle si et seulement si il existe une surface campacte 
a bard F dant le groupe fandamental est identifie a G telle que les caurbes 
dit bard de F representent / · 
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Le spectre marque des longueurs des surfaces 
a courbure negative. 

Soit s une su rface fermee orientable de genre superieur OU ega.l a. 2. 
Si cette surface est munie d 'une metrique riemannienne rri de courbure 
strictement negative, ii est bien connu qu'on peut representer chaque cla.sse 

de conjuga.ison non tri via.le < / > par une unique geoclesique de cette 
m etrique; on notera. l(J) la longueur de cet.te geodesique. 

Soit C !'ensemble des classes de conjugaison du groupe fonda.mental 
7r1 (5). On definit le spectre marque des long1leurs de la metrique rn 

comme !'element (l(J))-yEC du produit direc t R e inclexe pa.r !'ensemble 
C. 

Si on remplace la. metrique m pa.r une metrique qui lui est isotope, 
c 'est-a.-dire qui lui est isornetrique pa.r un cliff eomorphisme isotope ~1. 

l'identite, l'element de Re ainsi defini ne change pa.s. 

Soit A1(5) l'espa.ce des metriques de courbure negative a. isotopie pres. 
On a. done une a.pplica.tion £ de h1(5) da.ns Re . Le but de cet article 
est de demontrer le resu lta.t suivant, conjecture clans [BK, problerne :3.1 ]. 

THEOREME 1. L 'application £ est injecti-ve: une meiTiq11.e de courbure 
negative s·ur une s1lrface est dCterminee rl. isometric pres par son spectre 
marque des long1leurs. 

Le probleme de l'injectivite de l'a.p plication £ a deja ete cons iclere 
par \/. Guillemin et 0 . Kazhdan dans [GK] Oll ii est e tabli que le sous
espace de 1vt (S) forme des rnetriques aya.nt un rneme sp ect re rna.rqu e des 
longueurs ne contient pas d'arcs. 

D 'a.utre part , A. K a.tok a. rnontre da.ns [K] que l 'a.ppl ica.tion £ re

streinte a ux metriques clans une rneme cla.sse conforme est inject ive. 

Il est important de remarquer que le spectre marque des longueurs, 
tel que nous l'avons clefini, est un ensemble indexe (par !'ensemble C ). 11 
ne faut pas le confonclre avec la co ll eclion des longueurs des geoclesiques 

fermees cornptees a.vec rnultiplicit e: cet ense111ble est liabitue ll e1nen t. appele 
spectre des longueurs. Cette <listinctio11 est !'011clarnentale pour ce qui 11ous 
interesse ic i. En effe t, on connait depuis !es travaux de J\'l.P . Vign<~ras (d 
[VJ) des exernples de surfaces de courbure consta.nt,e -1, non isomctriques, 
ma.i s do11t. !es lapla.ciens respect.ifs ont le rncme spectre (vo ir a.ussi [Su]); 
et sous notre hypothese de courbu re. le spect re du lapl;1cien dde rrnin e 

le sp ect re des longueurs (cf [Be]). Done le t liforhinc l est !'aux s i !'on 
rempla.ce clans son enonce spectre rnarqu~ des lo11guems pa r spect re des 
longueurs. 

Je rc me rcie tout.es !es perso11111•s <1\·ec qui j'a i 1• 11 l 'occasio11 d<' discut.er 
de ce probleme, en particulicr Fran cis 13011<1.!1011. :\dri1·n Duu;1d_,._ :\llH'rt 
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Fath i et Cur t ?\lac !'vi u llen. Le t heoreme 2 sur la p ossib ilite de reconstruire 
un cour a.n t geodesique a. pa.r tir de sa. fonction nomb re d'intersection (er§ l) 
repond a. une quest ion que m 'a pose(' A.fat.hi: je l'a.i rrsolue en comrnun 
a.vec C. !\fac j\folJen en sui va.n t une indi cat ion de A .Dou a.cly. 

§1.Les coura nts geodesiques. 

Soit m une metrique a courbure n~ga.ti,·e su r une su rface 5 . On peut 
com pactifier le revetement universe! 5 de la. surface 5 par l 'espa.ce des 
rayons geoclesiques issus d'un point donne p E S: cet espace s'iclent ifie 
a un cercle 5 1

. Il est cla.ss ique que chaq ue demi-geodesique de S est 
asymptote a. un unique ray on geodesique issu de p, de so rte que le cercle 5 1 

est m un i d\me action topologique du grou p e fondamen t a.l IT1 (5 ) . D 'aut re 
pa.rt, si I 'on change de poin t p , on a. encore , pour la. meme raison, un 
hom eomor phism e r. 1 ( 5 )-equ iva.ria.nt e ntre !es cercles a. l' infiui qui leur s 
sont associes ([EbON]) . 

L 'espace des geodesiques de S s 'iden tifie a !'ensem ble des pa.ires (non 
ordonnees ) de poin t s d ist incts de 5 1

: cet espace est horneomor phe a un 

ruban de ivlcebiu s ouvert G(S) . 

O n definit un courant geodesique comme une mesure de Borel sur G ( S) 
inva.ri ante sous !'action (prod ui t) de r.1 (5 ); on note C'(5) !'ensemble des 
coura nts geodesiques de S, ensemble que l'on m uni t de la. Lo po logie de let 
converge nce \·ague ([Bol ], [Bo2]) . II est im portant de rema.rq uer que cet 
espa.ce ne depend pas du choix de la metri que sur 5 qui a servi a clefin ir 
le cercle a. l ' infi ni 5 1 

; e n effel, si !'on rempla.ce m pa.r une a.utre rnetrique 
de courbure negat ive , il existe un liomeomorphisrne nature! (cf [Gr, §7]) 
ent re leurs cercles a. l' infini res pectifs . 

Une p ropriete fon<lamen ta.le des courants geo<lesiques sur les su rfaces 
est ! 'existence d'un nombre <l ' intersect ion. 

R a ppelons tout d 'aborcl que !'ensemble C s' injecte clans C'(5) pa.r 
l' a pp lica.tion defi nie de la fa.\on su ivan te. Soit < I > une cla.sse de con
jugaison clans C(5), que nous supp oserons tou t d 'a.borcl incl i,·isi b le: on 
lui associe la rnesure j( < / >) de C'( 5 ) sorn me des masses de Dirac sup
portees sur Jes pa ires de poin ts fi xes des elements de iT 1 ( 5) cl a.n s la. classe 
de conj ugaison < ~,- > . On verifie facilcrnent que la rnes ure a insi dMinie 
est fin ie su r !es compacts de so r te que j (t) est bi en une mesure de Borel. 
O n pro longe cette fo rmule a. !'ensemble de t.outes !es classes de conjugaison 
par homogeneite : j( < 1 P >) = lplj( < /' >) . 

~ous n'a.urons a. ut iliser q 11 e le nombrc~ cl' i11 te rsection cl'un cou ra 11 t avec 
Jes elements du type j( < )' >), C\llSSi llOllS llC rappelJero ns la definition 
que clans ce cas . 

Soit done < ;· > une class" de conjugR.iso 11 de ii 1 (5 ) et so it fl. u1 1 
courant. geoclesique sur S . Po ur al ll-gcr lcs 11otat.io11s. 011 not e ra ; · le 
courant qu i Jui a ct~· associe pr(•n'.·dc1111 1H'11t . .\ous al lo11s (kfinir I<' 110111-
bre d" inLersect iou i(p, ~;) . Soit I u11 do1naine fond c-uncnt.a l pour l'a.ctio11 

ll(i 



d'un elemen t clans la classe de conjugaison de < / > sur la geodes iq ue 
q u "il la isse invari an te; I est done un in terva.lle semi-o uvert donl les tra ns
lates par !'element en quest ion so11t d isjoi nts et. recou nent !"axe i11,·a.ria11 t. 
Soit F le sous-ensemble bore li en de G( S) forrne des geodesiques qu i ill
tersecten t le segm ent geodes ique I . On pose: i(µ , 1·) = µ( F ). Cette 
defini t ion es t indepencla n te d u domaine fond a.mental I chois i d 'ap res 
! 'invari ance de fl ; elle co·incide d 'autre pa.rt a.vec celle don nee clans [Bol]. 
On obt ient ains i une applicat ion "fo nct ion nornbre d'intersect ion " I de 
C(S) a va leurs clans Re , qui a.ssocie au coura.11t fl l 'element ('i(µ, /)),EC . 

Nous commencerons pa r demont re r le res ulta.t suiva.nt: 

T m~o REM E 2. L 'applico.tion I es t injective: un coumnt geode.si q1ie su r 
S es t determine par sa fonction nombre rl 'intersect1:on. 

P n.EUVE: Soit fl un element de C(5). I I ll OLIS faut mo nt re r que l'on peut 

calculer a partir de I (fl ) la f t-ma.sse de deux o uverts de G(S) du ty pe 
I1 x I2, Ott 11 =]a. 1 ,a~ [ et I2 =]a.2,u.~[ sont deux interval les o uve rts d u 
cercle a. 1'in fi ni d'adherences disjoi11tes . 

M unisson s la surface 5 cl 'une met rique de co urbure negat ive a.rb i
t ra ire, par exemple une meLrique de courbure constante - 1. Soit. 9 une 
geodesique (orientee) de 5 dense pos iti ve 111ent et 11 egati ve111e11t clans le 
fib re tangent unita.ire de S (une tell e geocles ique exis te tou jours. pa.r ex
emple d 'a.pres le t heoreme e rgodi que de Birkhoff i-Lpplique a la. 111es ure de 
Lio u ville sur le fi bre uni taire T 1 (5 ) ). Les ext remites de ses releves clans 
S sont i-L lo rs clenses clans le ruban de f\ Iceb ius G(S) . 

II no us suffit d 'a.pres cette clensite de sa.rni r mesurer !cs o uverts 11 x h , 
o u (a1,a2) et (a.~ , a.~ ) sont ext remi tcs de deux releves d isjoints h, h' de 
la geodesique g . 

Puisque fl est une mesure de Borel, ii existe un po in t .r E S te l que la 
masse de !'ensemble des geodes iques de S pa.ssa.nt par .i· est. nulle. Done . 
pour to u t E, ii existe un e bou le cc 11 t rce en .r de ra.yo n r . B (.r . r) . t.e llc quc 
la rna.sse de !'ensemble des geodcs iques passa 11 L par B (.r. r ) es t. i11 1'e ri cu rc 
~t E . Puisque fl es t iuva.ri a nt.c sous !'act. ion de rr 1 (5 ) . il e 11 es t dC:' 111('111e 
pour !'ensemble des geod&s i q u<~s passant pa.r la boule B ("J'( .r ), ,.) . pou r 
tout 1' E rr 1 ( S ) . 

C hois issons un vecteur tangent v a rbi trai rc base i'I U po i11 t .r. P uisq 11e 
la geoclesique g est dense di-Lns le fibre unit ai re T 1 

( 5 ) . e lle passe arb ilrai rc
ment pres de la. project ion d u ,·ccLeur v cl ans la surfa ce 5. Soil alors E

1 u11 
nombre positif q ue nous fixC' ro11s par la su it.<' <utqurl ii l'<1ut. pe11sn co111111C· 
et.a.11 1. beaucoup plus pet.it q uc /'. II <·x ist.r done des <'·lc;lllC' ll tS ; I . i'.!. ; ; 
f't -; .. ~ da 11 s I<" grou pe ii1 (5) . t<'ls q11c· : 

( J ) la d istance cl0 /i(t•) <·t 12(1•) ;1 /, di1 11s le fi lm·· u11it ;1irc T 1 (5) 
est in feri eure ;, E

1
: 
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(2) la distance de l ';(u) et l'~( v) ah' clans le fibre unitaire T'(S) 
est in feri eure a. f.

1
; 

(3) l 'i(x) (resp. r :( x)) es(, proche de Cli (resp . de (l~) clans la. 

compactificat ion usuelle de S par le disque ferme. 

P - 1 I I -1 I - 1 t I -1 
osons g1 = /1 ° /2 , g2 = / 1 ° /2 , g3 = / 1 ° 12 , e g4 = 1'1 ° 1'2 · 

Considerons l' axe de l'element g1 : on peut approcher un domaine 

fondamental de g1 sur cet axe par I 'arc geodesique k1 de S qui joint 
r2 (x) a r1 (:i:) . D 'apres les hypot heses faites, l 'arc 1..:1 se projette en une 
courbe fermee geodesique sauf au point image de x, ot1 elle fait un angle 
B proche de 7r : en effet les ext remites de 1..~ 1 on t des vecteurs tangent s 
proches de h et done , respectivement, proches de ')' i(v) et {2(v). 11 est 
a lors connu que le maximum de la. distance d'u n point s itue sur !'arc k1 a 
l'axe invariant de g1 est infe rieur a .f( B), la. fond ion f( B) tendant vers 0 si 
B tend vers 7r (cf [Bol ]) . De plus le maximum de ce tte d istance est atteint 

au poin t r 1(x) (ou r 2 (x) ). D one, si on choisit e.' suffisamment p etit de 
sorte que .f( B) < r, on aura., s i G1 designe ]'ensemble des geodesiq ues q ui 
intersectent k1 : 

En effet Jes deux ensembles de geodesiques que l'on m es ure different par 

un ensemble de geodesiques passa.nt par B(!1(:i:),1·) ou par B ( --12( .r),r) . 
O n peut faire le meme ra.isonnement. avec !es trois autres elemen ts g 2 , 

g3 , g4 . Si Gi, p our i = 2, 3,4 designe !'ensemble des geodesiques de 
S qui rencontrent Jes arcs geodesiques /..:; associes de la merne fa.c:;on que 
prececlemment a. ces e lem ents, on a.: 

Rem arq uons maintenant, que ]'on a, s1 FE clesigne !'ensemble des 

geodesiques de s qui separent Jes arcs k1 et k2: 

Si l'on fail lendre e. vers 0, on vo it done que l'on conna.it a parlir de I(11.), 
la limite limE-O µ( FE) . O r cet t e limite n'est a ut re que p(J1 x12); ell effet. 

la. frontiere cle 11 x h est contenue clan s !'ensemble des gfodesiques de S 
clont un bout est l'un des a1 , a'1 , a 2 o u a~. P uisque t.o ule geodesiq1w 

de S dont un bout est l'un de ces quatre points a. une projection clc11sc 
clans T 1 (5), (puisque ceUe project.ion e::; t alors asyrnpt.ot.e ;\. g ), el q11c la. 

mesure µ est finie s ur !es compacts . rc11sernble des gc~odf'.·siques do11L u11 

bout est l'un de ces quat.re points est cl<" rncsure t1 tdle. 

Done lim{-u /t( FE ) = p( l1 x h) . 

..-\ insi, a. pa.r ti r de I(11) , Oil pcuL reco11st.rnire ];1 11 wsure fl. I 
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Remarque. On p eut voir que la. seul e do11nee des nom bres cl 'in tersect ion 
d 'un courant gfoclesique a.vec Jes classes de conj uga.i son re present a.blcs pa r 
des courbes simples su r S ne pennet pa.s de le reco 11struire en gene ra l. 
Dans [Ho], on t ro uve des exemples de classes de conjugaison di s tinctes 
cla ns c ayant la mem e long ueur pour tou tes Jes metriques de 1 'esp a.ce de 
Teichm i.iller; par passage a. la lim ite clans la compa.ctification de Thurston 
de l'espace de Teichm i.i ller par !es lamin at ions mesurees, on e n cleduit que 
les nombres <l ' intersect ion de ces deux classes de conj uga.ison avec to utes 
les courbes simples sont Jes m emes (cf [Bo2]) . 

Le li en en t r e le probleme de l' injectiv ite de !'a pp licatio n [, et le 
theorerne ci-dess us est dtt a.u fa. it que l'a.pp licat ion [, se fa.c t.a ri se a. Lra.vers 
I par une appli cation de l 'espace ;vt (S) des metriques a. isotopie p rc~s, 

clans C'( S), a ppe lee la mesure de Lio u vil le, que no us clefin issons ma.in 
ten an t . 

Associee a la met r ique m , on a une m esu re canonique sur l'espace des 
geodesiq ues, la rnesure de Liouville (cf [Sa,§19]) . Une fac;on de cl ecrire 
cette m esure est a par ti r de la fo rme vo lume (de Lio uville) sur le fi bre 
uni tai re r;1 , invariante pa r le flot geodesiq ue. Le p roduit in teri eur de 
cett e 3-forme pa r le champ de vecteurs tangent a.u flot est u ne 2-fo rme 
do nt la vale ur a bsolue est une mesure transve rse a.u fe uil letage geoclesique 

1 de T
111 

• 

So it rn une m e tr ique ri em a.n nienne s ur S, de cour bu re s t.r ic t e 111t'11L 
n egat ive. E ll e se releve clone en une met r ique 1h S ll!' le reveternen t uni
verse! de S dont l'espace des geodes iques s' iclen t ifie a. G(S). La mes ure de 

Liouville clefinie ci-dessus se releve clone en une m esu re sm G( S) inva.ri
a nte sous !'action de 7r 1 (S) . L 'express io 11 en coordonn ees de la mes ure de 

Liouv ill e cla ns le G(S) est la suiva.nte . Soit !.: un arc gfocl es ique conten u 
clans le revetement universe] de S ; pa.ra.metrons cet a.r e pa.r long ueur cl 'arc 
apres choix cl ' une or ig ine. Cons iderons G(I.:), !'ensemb le des geo cl esiq ues 
qui intersectent /..: transversalement. O n chois it co n1 11H:' coo rdonnees sur 
G(k) le poin t t d 'intersection a.vec !.:. et. !'angle de rot. a.lion (le revet.en lC'nL 
un iverse! est orienLe) de la rotation qu i a m ene la gcodesique /,. su r la. 
geodesiq ue etu cl iee: c 'cs t bien un systemc cl e coord onn ees puisq ue toute 
geodesiq ue de G( I.:) in te rsecte /..; en un seu l po in t . Done l 'espace des 
geodesiqucs qu i in terscctent tra.nsversa.lcmeen t /..: s'identiGe a u prod uit. 
k x JO, 7r[; clans ces coorcl onnees , la m esu re de Liouv il le s'ecrit: 

1 . 
d,\ = - s 111 ec1ec11 

2 

Ceci defin it bien une 11 1cs ure su r l'<'sp;in· G(S) d<'s gC>o<.ksi ques . in
varianle sous !'a.ct.ion d u groupe (cl"iso1nc:t,r ics) ;r1 (S). On a done une a p
plica.Lion A de l'espa.re .vt (S) des l llC~t. r iq u <'S a isot.opie prC'S clans l'cspace 
C ( S) des courall Ls geocles iq ues. 
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PROPOSITION 3: LA FO RM U LE DE C llOFTON. [, =Io ;\. 

P REll v E: Soi en t 1 une classe de conj uga.i son de r. 1 ( 5) et m. une rnetri q ue 
de M(5 ) . Soit I un domaine fondamenta.l pour l 'action d'un element de 
la classe de conjugaison de I sur son axe et G I 'ensemble des geodesiq ues 
de Sm qui intersectent I transversalement . P ar definition du nombre 
d'intersection , on a 

i(i\(m),1) = i\(rn)(G) . 

E n uti lisant la definition de la. mesure A(m.) en coor<lonnees (t. B). une 
integration immediate donne: !\(rn)(G) = l(/) . I · 

COROLLAIRE 4 . L 'application £ est injective si et senlement si l 'application 
!\ est injective. 

Ce coro lla.i re s'interprete de la fa<;on suivante. Si m et rn' sont deux 
m etriques de courbure negative, leurs feuille ta.ges geodes iques respecti fs 
sont topologiquement conjugues: si G ( rn.) et G ( m') sont Jes es paces 
de geoclesiques (non orientees) de leurs revetements un iversels respec

tifs Sm et Sm', ii existe un unique homeomorphisme rr1 ( 5)-equivariant 
</> ent re G(rn.) et G (m') (ceci resulte par exernple du tli eo reme de sla.
bi li te structurelle d 'Anosov puisque l'espace ;\/f (5) est connexe; voir 

aussi [Gr ,§7]). En particulier. soient g une geodesique de S111 et <p(g) 

la geodesique de Sm' qu i Jui correspond. Notons G(g) l'espace des 
geo clesiques de S111 qui intersectent transversalement g; pu isque <P est 
indui t par un homeomorphisme entre Jes cercles a l' infini de ces rnel riques, 
on a : </> ( G(g)) = G(g' ). Introduisons sur chacun de ces espa.ces !es coor
donnees (t,B) et (t ' ,B'). Ces coordonnees sont definies une fo is que !'on 
s'est choisi une orientat ion sur g a insi qu'une origine sur g el une sur g', 
car I 'orientation sur g' est don nee par la conjuga.ison ,P. 

On notera ¢>9 l 'homeomorphisme de gx]O,;r [ vers g'x]O,;r[ induit 
par ¢ clans ces coordonnees. On d eduit d u corolla.ire 4, que, lorsque Jes 
metriques m et ni' o nt le rneme spectre ma.rque des longueurs, £( m) = 
.C(m'): l ' horneornorphisme ¢9 tra.nsporte la mesure d>. =si n BdBdt sur la 
mesure d>. ' = sin B' dB' dt' . 

Pour demontrer le theoreme 1, nous a.lions associer a. cleux rnc~tr i ques 

de courbure negat ive sur S un nngle mnyen; c'est le b ut du prochain 
para.graphe. 

§2. L 'angle moye n e ntre d e u x m etriqu es d e co urbure negative . 

Soient m et m' deux rnt· t r iq ues ~' coml)ll re negative sur S. Soit e u11 
nombre clans l'inte rval le JO. rr[. Pou r lout ,·ecteur 11 d;rns le libn~ t a 11 genL 
unita ire T,~, , notons e.v le vectcur obtcllll C ll tourna 11 l I' d;rns sa fibre d'u11 
aa gle e. Les vecteu rs '(I et e.1 1 SC re le\'C:nt clans s (' 11 deux vectcu rs qui 
passent par le rnerne poin t. definissa11t ainsi d0 ux gc~odcsiqucs g,. el 98.1• 
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de Sm faisant entr 'ell es un angle B. II correspond pa.r l'homeomorphisme 
dJ a cette paire de geodes iques une paire de geodesiques de s,,, .. qui 
s·intersectent en un point. On note B' (v, B) l'a.ngle de la. met.rique 17? 1 

qui fait passer de la. geodes ique </>(gv) a. la geodesique ¢(go.1·) : ce nombre 
ne depend pas du choix particulier du releve de (v,B.v) que !"on a effectue, 
car la conjugaison est equivariante. 

On prolonge en B = 0 , ;r par B'(v, 0) = 0 et B'(v, ;r) = 1.. 

AFFIRMATI ON 5 . La fonction B'( v, H) est continue sur le prorl.u£t T1~1 x 
[O, rr]. 

PREUVE: Ceci resulte de ce que !'application qui a.ssocie a une geodesiq ue 
ses extremites da.ns le ruba.n de lVIcebius G(S) est continue, que la. con
jugaison </> est continue et que si des geodesiques s'intersecta.nt \·arient 
continument !'angle qu 'elles font va.rie auss i cont inl'unent. I 

Notons maintenant dv la. mesure de Lebesgue sur T~1 (im·ariante par 
le flot geodesique) , et V(T1~1. ) le volume du fibre unitllire pour cette mesure. 
c'est-a-dire 2rr fo is !'a.ire de la surface 5 111 • On pose a.lors : 

8'(19)= 
1

1 
j l9'(v, B)dv. 

V(Tm.) 

PROPOSITION 6 . L 'application 8' e8i un homcomorphisme croissant de 
[O, rr] drms Z.Ui-meme tel que: 

( 1) 8' est syrnetriq11,e en rr - (}: 

VB, 8'(rr - B) = rr - 8' (8); 

(2) 8' est sur-arlditif-

p flEUVE : Tout d'a.bord, ii resulte de l'affirm a.t ion .5 que 8' est une fon c
tion continue de () qui va.ut 0 en 0 et rr en rr . o·au tre part. elle est 
st ri ctement positive sur JO, ;r], comme rnoyenne d'une fonction con tinue 
strictemeut positive . 

. 'vlo11t rons la premiere <1sscrtio11. l)";-1p r(~s F'ubi11i. si dA desig11c la 

mesure de Leb<"sgue su r la s urface S,,, et s1 d'i• designe la mesure de 
Lebe~gue sur cliaq11e fibre f de r,:, I Oil a : 

8'(19) = V ( ~,~,) J J l9 1

(v,B)rl
1

udA. 

Sm f 
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Soit f une fibre du fibre unitaire tangent T,~1 • On a. a.lors. pour tout 
8 , si v E f : 

B'( v, B) + B'(B.v, rr - B) = rr. 

Integrons cette egalite pour la rnesure d'v, on obtient en ut ili sa.nt 
!"invariance de la mesure d' v pa.r la. rotation cl 'angle e' 

~ j B' ( v. B) d' v + ~ j B' ( v, rr - e) d' v = rr . 
2rr 2r. 

f f 

Si on integre maintenant cette egalite sur la surface Sm, on obtient la 
symetrie en ir - 8 de 8' . 

Demontrons rnaintenant la deuxieme assertion. Rappelons d'a.bord 
l'inega.li te de Gauss-Bonnet. a.ppliquee a un triangle T contenu clans S 111 , 

dont le bore! est reunion de geodesiques deux a deux transverses: puisque 
la metrique ni' a une courbure strictement negative, la somme des angles 
interieurs de T est inferieure a rr, a.vec egalite si et seulement si le t ri angle 
T est reduit a un point. 

Soient alors f une fibre de T,~t, l' un vecteur contenu clans cette 
fibre, et 81 et 82 deux angles da.ns [O, rr] verifiant 81 + 82 ::; rr. Con
siderons les images par la. conjuga.ison <P des t rois geodesiques g,, . ge1 ... 

et 9(Bi +e2 ).v . Les trois geodesiques images definissent un t riangle T de 

Sm' , eventuellement recluit a. un point (car e!les s'intersectent t ransver
salement deux a deux). Les angles interieurs du triangle T sont: B'( u, 81 ) . 

8'(81 .v,82 ), et 7r - B'( v.B1 +82 ). On a done d'apres Gauss-Bonnet: 

Integrons d'abord cette inegali te su r la fibre f, pour la. mesure de 
Lebesgue d'v , en utilisa.nL I 'invariance de la. mesure d'v par la rotat ion 
d'a.ngle 81 , puis integ rons l'inega.lite obt.enue sur la. surface S111 • On en 
deduit la. sur-aclditivite de la fonction 8'. 

Ceci termine la demonstration de la proposit ion G. I 

§3. Demonstration du theoreme 1. 

Soit F une fondion continue convexe sur l' interva.lle [O. ;i] a. ,·a.leurs 
reelles. D'a.pres l'inegalite de .Jen sen. on a, pour tou t e clans l" illte n·all e 
[O. ;; J: 

F(G'(B)) < V(~ 1 JF(B'(v . B))dc . 
JH ) 

T,~, 

De plus, si F est strict.emcnl conH'Xe, le scu l cas (fegalite dans 
l"inc~galite ci-dessus es t. lorsque la 1'011ct io11 l'---; B'( l' . B) est. constante . 



Remarquons que le second membre de cette inegaliLe est une fonc
tion continue de () cl 'apres !'affirmation 5 et integrons cette inega.lite sur 
l"intervalle [O, 11] pour la mesure sin ()d(). II vient, ap res applicat ion de 

Fubini: 

(-rr F(G'(B))sinBdB:::; (~1 J ( ( -rr F(B'( v,B))s inBdB) dv. 
Jo V 11J Jo 

T,~, 

Posons F'(v) = j~-rrF(B'(v,B))sinBdB. Ainsi le second mernbre de 

l'inegalite ci-dessus est la moyenne sur T~1 de Ja fonct ion (continue) F'. 

PROPOSIT ION 7. S'llpposons que les metriq·u.es ni et m' ont le meme 
spectre marque des long1le11.rs; alors, pour toute fonction con·uexe F comme 
ci-dess·us , on a: 

1-rr F (G' (B)) sin BdB S 1-rr F(B) sin BdB. 

P REUVE: II nous suffit de rnontrer que pour toute fonction cont inue F , si 
on definit lafonction F' s ur T,~1. par : F'(u)=fo-rr F (B'(u,B))s inBdB, a.lo rs 
on a: 

i j r7r 
V(T,~1 ) F'(v)dv = Jo F(B)sinBdB. 

T~, 

Nous allons en fait montrer que pour toute orbite ferm e<-> du AoL 

geodesiq ue 'Y pararnetree par longueur d'arc, la moyenne de la fonction 
F' sur / vaut J

0
rr F( B) sin BdB. On en clecluira. que la moyenne de la fo11c

tion F' pour n 'importe quelle mesure in variante du Act geodesique vaut 
J0-rr F(B ) sin ()dB, d'apres la dens ite des mesures invariant.es su pportees s ur 
des geo<lesiq ues fermees parmi toutes !es rnesures invariantes (cf [Bel]); 
a ppJique a la mesu re de Lebesgue dv, ce resu ltat entrafoera le result a.L 
cherche. 

Soit done t le para.metre le long de I · On a: 

1 J I 1 I l(/) F (-y(t))dt = l (!) . F(B1 (1(t),B)) si11 BdBdt . 

-r -, x]o . r.[ 

Soit 1 ' la geodesique de la 111el rique n1' qui correspo11d ~' /, que 
nous pa.rametrons e11 core par longueur cLi.rc (da.ns la inet.riqt1 <:· m.' ). 
L ·1iorneo111orphisme de conj ugai son 6 ind 11it u11 homco111o rpltisrnc de 
1x]O,rr[ vers 1'x]O , rr[ , qui s·ecril.: 

<l)(l(t). fl) = (J- 1(t 1
). B'(J-(t) . fJ)). 



Cet homeomorphisme envoie la rnesure sin 8d8dt sur la. rnesure sin 8' dB' dt'. 
Utilisons cet homeomorphisme pour faire un cha.ngement de variables. Il 
vient alors: 

J F (B' (-y(t),B))s inBdBdt = J F (B')sinB 1dB1 dt1 

-1' x)O, rr[ 
= l'(J') lrr F(B1 )sinB'cle1

• 

Puisque l(r) = l 1 (J' ), la. moyenne de F 1 sur / vaut bi en forr F ( B) sin BdB. 
I 

LEM ME 8. Soit 8 un homeom.orphisme croissant de [O, ;;] dans hii
meme tel q·ue: 

(1) 8 es t snr-additif et symetrique en rr - e: 
(2) ponr to11.te fonction con·vexc continue F sur l'interv<Llle [O, r.]. 

on a: 

lrr F(8(B)) sin BdB::; lrr F(B ) sin BdB. 

Alors 8 est l"identite. 

P REU VE: Remarquons qu 'il n 'existe pas cl ' intervalle JO, a[ sur lequel 
8(x) < x. Sinon considerons la fonction convexe decroissa.nte sur [O, 7r] 
definie par: Fa( x) = su p(a- :r,O) . L'inega.lite appliquee a cet te fonction 
fournit a.lors une contradiction. 

On en deduit ! 'existence d'une suite (x1) tenda.nt ve rs 0 telle que: 
8 (xi) 2: Xi. 

Supposons maintenant que 8 est differente de l' identite. Alors, 
puisque 8 est symetrique en ;r - B, ii existe un interva.lle [a, b] sur lequel 
8(x)< :t: pour x>a et 8(a )=a . 

La sur-a.dditivite a.ppliquee aux points a et :t'i, pour i suffisa.mment 
gra.nd fourni t alo rs une contra.diction. I 

Remarque. Albert Fathi m'a fait. rC'rna.rquer qu\111e rnodificat iou de 
l'argumeut precede11t permetta.it cre\·it er l"hypothese .. symetrique en iT -

B" . 

PH.EU\.'£ DU TIIEOHblE 1: La fonct.ion 8' veri fie tes hypotheses du 
lemme 8, clone 8' = Id. En pa.rticulier, c 'est une fonctio11 a.deli Live: done 
si on reprend la demonstration de la sur-a.dcliti\·i te de 8' (cf P roposi 
tion 6), on co11state que !'image par la conjuga.ison 9 de Lrois gfodes iques 
transverses concourant.es est formee de trois geoclesiques transverses con
coura.ntes. 
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Ceci nous permet de construire une a.pplication de Sm vers Sm' de 
la fa<;on suivante. Un point p de Sm definit un faisceau de geodesiques 
qu i passP pa.r ce poin t . L 'i mage pa r ¢ de ce fa.i sceau de geodesiques est le 
faisceau de geodesiques pa.ssant par un point p' de Sm' . Posons f (p) = p' . 

AFFIRMATION 9. L 'application f ainsi definie est ·nne isometrie r.i( S) -
equivariante de Sm vers Sm'. 

PREUVE: Soient pet q deux points de Sm; soit g !'unique geodesique de 
Sm qui les cont ient et soit [p, q] le segment de g qui joint p a q. L ' image 
par </> du segment [p, q] est contenue par definition de f clans la geodesique 
<f>(g) . La distance entre les points p et q est exactement d'apres la formule 
de Crofton la mesure .t\ (rn )( G([p, q])) ou G([p, q]) designe !'ensemble des 
geodesiques de Sm qui intersectent l' interi eur de [p. q]. 

L ' image par if> de G([p,q]) n 'es t a utre que G' ([z/ . q' ]), ensemb le des 

geodesiques de Sm' intersect.ant !'arc geoc!esique qui join t v' = f(v) a. 
q' = f( q) . Soit en effet fi, une geodes ique qui intersecte [p, q] en son 
interieur et soient h et h.' deux geodesiques pa.ssa.nt. respec tivement pa.r 
p et q e t disjoin tes de ii. . Alors ¢(i1.) est situee "entre" ¢( h) et </>(h') , 
puisque la. conjugaison ¢ est inclu ite par un homeomorphisme en t re les 
cercles a l'infi ni de Sm et Sm' . Done <1>(11.) in tersecte [p'' q'J. L'inclusion 
clans l'au tre sens a lieu pour la. meme raison. 

Done puisque la conjugaison respecte la mesure de Liouville eL que 
d'(p', q') = .t\ (m.')(G'(k ' )) , !'app licat io n f est bien une isomet ri e. 

D 'apres la natura.lite de la const ru ction, f est rr 1 (S )-equ ivariant.e. I 

D 'a.pres !'affirmation precedenie. l' a.pp li ca.tion f se projett.e en u11e 
isometrie J' de S111 vers Sm' pour la distance par chem i11. I I est connu 
q u 'une telle isometrie est toujours differentiable (cf [M S ]). 

D 'autre part, pa.r construc tion , f envoie !'axe d ' un element ~I de rr1 (_S) 
pour la metrique n1. clans l'a.xe du meme element pour la. rnetrique m '. 
Done, f' est iso tope a. l ' identite. 

Ceci Ler rnine la. demonstration du t heoreme 1. I 
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Sur les longueurs des geodesiques 
d'une metrique a courbure negative clans le disque. 

Soit D un disque compact C2 , de dimens ion n . Si ce disque est rnun i 
d ' un metrique riemannienne rn., on peut defrnir une distan ce sur D: la 
distance entre deux points est la longueur cl 'un plus court chernin joignant 
ces deux points. Ce minimum est alors realise comme la long ueur d 'u n 
chemin rectifiable. 

On p eut done con siderer la distan ce dm incluite sur le borcl de D. 
On defini t ains i une application de !'ensemble des metriques sur D vers 
!'ensemble des fonctions dis tances su r 8D . Si on rem place la rnetrique 
rn par une metrique qui lui est isotope par un cliffeornorphisme qu i est 
l' identite su r le bord, la di stance res treinte ne change pas . On a done 
defini une applicat ion B de l'espa.ce des rnetriques a isometr ie pres vers 
!'ensem ble des fonc t ions distances sur fJD. 

Considerons le probleme suivan t: 

Question. L 'application B es t-elle injective? 

F. Bona.hon m'a fait remarquer que la reponse genera.le a. ce probleme 
etait negat ive si l'on n'imposait pas de restrictions su pp lementaires, par 
exemple sur la courbure sect ionnelle de la metrique rn.. En effet, il est 
facile de cons t r uire des exemples de metriques n1 ot'.1 Jes plus courtes 
geodesiques joignant le borcl a u bore! ev itent chacunes une petite boule 
cl ans l ' interieur de D . Une perturbation de la rnetrique supportee da!ls 
l'interieur de cet te boule ne cha.ngera alors pas la. dis tan ce ind uit e dm. 

R. Michel a. montre cl ans [Mi] le resu ltat sui vant : lorsque n = 2. si 
cleux metriques ffl et m', l'une des cle ux etant de courbure CO!lstcWLe . 
verifient B(rn) = B(m'), alo rs m = m' . 

11 y a a ussi des r esul ta.ts genera.ux clans une merne classe confonne 
obtenus par R .G . rvlukbometov: so ient. m et m' cleux rnetr iq ues clout. 
le comportement des geoclesiques est du type courbure nega.tive e t qui 
sont conformernent equivalentes cl a ns un rappo rt de conform ite do J1L la 
r egul a.rite est Ct1 jusqu 'au bore! de D et telles que le bo re! 8D est 
geocles iquement convexe; si d111 = d,,,, alors m = m.' (nous renvoyons 
a. [Mul] pour le cas n = 2 et h [Mu2] pom le cas ge11ernl) . 

No us no us p roposo11s clans cetlc 11ote de cl<~rnontrer le Tlieo r<~llle l ci
clessous. On se restreint au cas oi1 n = 2 ct cette res tri ction est essentielle 
pour notre argument. 

T lI EO JtEM E 1. Lo rs quc n = 2. lo, restriction rle B ri, l "cspacc di:s 
mefri<] llCS C'2 rl COllTb'/l.TC ,,fricir:rncnf. nr'.gaf.i'{}(: 1'.c'f. injccf.i -u c: ·11.nt: mCfriq·11.c 
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C2 
.';-/lT D m' de co·nrbure sirictement negati·ue peut etre reconstrn.ite a. 

partir de la distance dm s·nr fJD. 

Le probleme de la reconst ruction des rnet.r iques S UI' le cli sque a pa r t ir 
de la restriction de la fonction distance sur leur bore! est a comparer a.vec 
celui de reconst ruire une metrique de courbure negative sur une va.ri ete 
compa.cte a. partir de la donnee de son spectre mrLrrrLLe des longue·nrs (cf 
[Gr,5.5.B] . Dans ce sens, le theoreme ci-clessus est l 'a.na.logue exact du 
theoreme de rigidite de (OJ. 

D 'autre par t, on peut se demander si on peut a.meliorer Jes hypot heses 
de cet enonce. En fait, les arguments que nous utilisons montrent a.ussi le 
resulta.t suiva.nt. Si deux metriques C 2 m. e t m' sur le disque D, sans 
points focaux, verifient: B(m) = B(m') , a.lors elles sont isometriques, des 
que la courbure de l'une est negat ive et ne s 'a.nnulle sur a.ucuu ou ver t. 

§1. L'espace des geodesiques du disque D. 

Soit m une metrique C 2 a courbure negative clans le disque D. 

On peut joindre <leux points que lconques du bore! fJD par un cbemin 
minimisa.nt contenu clans D . Para.metre par longueur cl'arcs , un tel chemin 
sera appele une geodesiq1te de la disirLncc dm. Le resultat suivant concerne 
la regularite de ces chemins. 

AFFIR~Ir\TION 2. Les georlcsiq-nes de la. distnnce dm sont des <LTCS C 1
. 

PREVVE: Le fait que Jes chemins qui rni11imisent la distance e11tre cleux 
points sont C0 est cla.ss ique pour les espaces de longueurs . 11 nous :rnffit 
done de montrer qu 'un tel chem in k ad met. en cha.que point une tangente 
et que celle-ci va.rie de fa<;;on continue. 

Pour cela considerons d'abord un point de k clans l'interieur de D; 
un voisinage de ce point clans k est done une geodesique de la. metrique 
rie1nannien11e rri et en par tjcu] ier 1.~ est differentiable clans un voisinage 

de ce point. 

De rneme si I'\. est un interva.lle de I.: cl ont une ext remite p, cliffc~ re nte 

d\111e ex tremi te de /..· est contenue clans DD, a.lors l'arc "' a u11e deri v c~e 
a.u point p. No t.011s en efft--t. q u<" sous nos hypo theses de cliffe rrnt.iabilit.<~ 

la metrique m a.clmet un proJongeinent. en une met.rique de cla.sse C1
. 

Done la geodesique "~ a. une t.ange nte au point p. Supposons qu 'en son 
ext remite p la geoclesique ''" est transverse au bo rd fJD. Alors la forlllule 
de la. va.ria.tion premiere fournit. unc contradiction au fait que clans un 
vo isinage de "~, ]' arc k rni11irnise la d ist.a nee entre cl1acuns de ses points . 
Done la derivee de "" ex iste <1u poi nt. p ct. cctLc derivc'.·e est la t<rngenLc 
unitaire de DD en ce point.. 

o·aut.re part si "" est u11 i11t.crv;.1ll<' d'i11lcrsect ion de '" avc·c fJD. J..1 
t<1ngente h /,; existe en tout. point. de '' et. l'St. (·g<ll<' i-1. la \.<111ge11te ;, DD <iu 
po int considere. 



Soit ma.intenant g : t __, g(t ) une pa.rametrisa.tion pa.r longueur cl'cHcs 
de la courbe geodesique joignant p a. q . Considerons le probli~mc de In 
differen t ia.bilite du chemin g au voisina.ge du point g(O) E oD. Sup
posons la metrique m. prolongee en une met rique C'2 m ' definie clans un 
disque contenant D clans son interi eur ; cette metrique <wra done aussi 
une courbure strictement negati ve mais nous n 'utiliserons pas ce resulta t. 

Puisque le problerne est local , nous supposerons fin alernent que la 
metrique ni ' est defi nie clans l 'in teri eur du cli sque unite de R 2

, de sorte 
que le disque D soi t I 'intersect ion du cli sque uni te avec le demi-plan 
superieur e t que le point g(O) corresponde a l'origine de D. Nous noteron s 
finalement elm' la fonction distan ce associee a m ' . 

Nous a llons mont rer que lorsque t; es t une suite te nda nt vers 0. la 

limi te de ( 09//'l ) exis te. Pour cela cons icl erons d 'a.borcl la ca.s 01.1 la suit e 
(g( ti) ) a ppart ient a oD. 

Alors, on a: 

le dernier terrne de l'inega.lite eta.n t la. longueur de l'iutervalle [O.g (t;)] 
contenu clans oD. Puisque le bord oD est differentiab le, Jes deux termcs 
extremes de l' inegalite ci-clessus sont equi valents lorsque t; tend vers 0. 
Ils sont done equiva len ts a. celui du mili eu et la suite ( llg ~;:;~ll ) a. hien une 
limite lorsque i; tend vers 0, en verifiant que g(t; ) E oD: cctte limite 
est a.lors le vecteur de norme 1 (pour la met.riqu e rn) a la courbe oD e n 
l 'origine. 

Lorsqu 'il n'existe pas de sui te tendant vers 0 Lelle que g(t; ) appar
tienne a.u bore! oD , a. lors, un interva.lle JO, C\'J a une image eutiere1ne11t 
contenue clans l 'interieur du cli sque D. Cette image est done un seg
ment geodesique de la metrique ri emann ienne m e t ce ca.s a ete t raite 
precedemment. 

Si ce n 'es t pas le ca.s, soi t (t i) une sui te teucla11t vers O; 011 1wut 
encadrer cette suite ent re de ux sui tes !'.enclan L vers 0. (<J et ( t~' ) telles 
que g (t~ ) et g(t~' ) soieut co11te11us clans f)D. 011 d r~clui t !'exi stence de la 

1 .. . d ( Oy(I; ) ) I I ' .· . I ' 1· . . . . ( Oq( I'· ) ) 11rnte e llOy(t, lll , c e existence c u 11 e 11111 Le cornrnu 11 e pou1 llOy( 1: lll 

( 
0 11( 1'. ' ) ) 

et llOg( 1;'J ll . 

Done la courbe /,: es t. diffe ren t ia ble et sa La11 gcnt.e \'<H ie cont i11C1111 c11 t. 

D 

Cert ai11es des geodesiques cl <~ la d is tance d111 rcssc111 blc 11 t vrai1nent a 
des geo dcs iques. On obt ie11 L un e t.el!P gr:'·ocl cs ique ;\ pa rt.ir d ' u11 \'<'Ctcur 
da.n s l 'inte ri eur D en consickrant !C's premiers points cl ' i11t~ rsect. i o n de 
la geoclesique passa.n t par ce vec t.cur: cet.t.e g(-o cl c"s iqt1c i1 1t.e rsec t.c ll' hord 
OD en cle ux points, puisqu' c!le est. propre (courhure ll t'gat. ive) . cr•s cl f' UX 

poin ts etan t bie11 d ist. in cts (courhme nC-gat.i vc) . Lorsqu'o11 a ppliqt1t· la 

I :2 ~J 



meme construction en un poi nt de DD, da.ns une direction non ta.ngcnte 
a.u bord. on obtie nt aussi une geodesique. Toutefois, il est possible que la 
geodesique issue cl'un point. du bore! da.11 s line direction tange11te a.u bore! 
ait son interieur contenu clans l' interieur de D jusqu 'a. son premier point 
de sortie. Les geodesiques de la di sta nce dm obtenues pa r la methode 
precedente seront appelees des geod esiqnes droites: elles sont cara.cterisees 
par le fait que leur interieur est entiere ment contenu clans l 'interieur du 
disque D. 

Lorsque le bord de D est strictemwnt convexe tou tes les geodesiques de 
la distance dm sont des geodesiques droites et peuvent done etre decrites 
par la methode precedent.e. Dans le cas general, Oll le bord n 'est pas 
convexe. ii n 'en est ri en. 

Toutefois, on a. le resultat general sui\·a.nt qui tradui t. le fa.it que, meme 
lorsque le bord de D n 'est pas convexe. !es geodesiques de la dis tance dm 
s'intersectent cornme des geodesiques droites . 

AFFIR~lATION 3. Soit ni nne metriq'lle C 2 a courbure negati-ue definie 
sur le disq·ue D . On a alors : 

( 1) de1tx geodesiq·nes de la dista.nce dm ont ·u.ne intersection connexe 
ou vide; 

(2) pO'ltr tout e pa.ire de points rlistincts p et q de CJD . il exi::-te ·u.nc 
·1miq1ie geodes1:qne de la. distanc e elm qui joint ce8 rleux pofrlis. 

PREU \'E: Considerons cleux geodesiques distinct.es/' et~/ clont l'intersectio11 
n ·es t pas connexe. Jl existe a.lors un arc /..: con tcnu clans ; · e t un a.re J..:' con
t.enu clans 1' qui s'intersectent uni quernent en leurs ext remites : cha.cun de 
ces arcs est une geodesique de la rnetrique m qui in tersecte eventuellemen t 
CJD. Considerons une composa.nte connexe de !'inte rsection de /..; a.vec 
fJD. Puisque k est une geodesique de dm, une comp osa.nte connexe d e 
!'intersection cloit etre, si elle n'es t pas recl uite a llll poi11t, till segmen t 
du borcl de D dont la. conca.v ite est tournee vers l'ext.erieu r (courbme 
geodesique negative). L'arc /..: est clon e une reunion d 'axcs geoclesiques de 
la metrique (riemannienne) m et cl 'arcs contenus clans CJD, de courbure 
geoclesique negative, tous ces a.res c~t.ant. d' i11t.e ric11rs disjoints . La reunion 
des deux arcs !.: et J..:' est le bore! cl ' u11 di sque conte11u da.ns D , cl'aire non 
nu lle auquel on peut a.ppliquer la formul e de Gauss-Bonnet . On obtient 
immediatement une con tr ad iction. 

Ceci montre que !'intersection de 1 ~t "(1 est connexe. 

La cleuxiE:·me pn.rt. ic~ de !'asserti on se dc~cluit ~mrn6diatement. cle la 
premiere. D 

L'ensemble des geodesiq ll es cle !Cl disl;111ce d,,, s'ick11Liri<' 11a.tmellcment 
a\·ec Jes paires de po i11 Ls disti11cts de DD: cct c•sp<ic<' sc: r<1 1101.<~ ,\/t (D). 

Definition . On definit C'(D) co1n11w l'<'sp;H·c· d<·s 111c·sllr<·s de l3 or<'I sm 
.\/t(D) de ma.sse totale finie. 



Un exemple de mesure clans C'(D) est. clefini de la rnaniere sui va11t<:' . 
Soient p et q deux points distincts de DD : ces deux points s· interpreLent 
comme comme un element de A1(D) que !'on voiL a son Lour cornme le 
support cl ' une masse de Dirac. 

Un a.utre exemple est Ia mesure de Liouville a.ssociee a uue metrique a. 
courbure negative ni, que nous clefinissons maintenant. Soit 0 !'ensemble 
des paires de points de CJD tels que la. geoclesique qui Jes joint est une 
geodesique droite dont l'interieur est entie rement contenu clans D et qui 
est transverse en ses extremites a CJD. Ainsi defin i , !'ensemble 0 est ou
vert. Il correspond a un ouvert de l'espace des geodesiques de la metrique 
riemannienne du clisque D . Sur cet espa.ce de geodesiques on a une 
mesure, la mesure de Liouville, clefinie comme la. valeur a.bsolue de la 
2-forme obtenue comme proclu it interieur de la forme volume de Liou ville 
sur le fibre unitaire de D pa.r le cha.mp de vecteurs tangent au flat. 

Nous a.llons ma.intena.nt dormer la. formule de ce tte mesure en coor
clonnees . Soit k un segment geocles ique de la metrique iri contenu clans 
D ou bien un a rc contenu clans DD, clont la. conca.vite est Lournee vers 

l 'exterieur; munissons cet arc cl'une coordonnee par longueur cl'arcs. 

On peut para.metrer !es geoclesiques de l'ouvert 0 qui intersectenL 
k transversalement par leur point d'intersection a.vec k et par [' angle 
qu'elles font en ce point cl ' intersect ion avec !.: . Cette parametrisation est 
injective pour les geodesiq ues de 0 et l 'ensern ble des geodesiq ues de 0 
qui intersectent k est ainsi horneornorph e a. un ouvert de !.:x]O, if[. Sur 

cet ouvert, !'expression de la rnesu re de Liou ville est df' = sin (}dtdH (cf 
[Sa, §9]). 

On definit fina.lement la m esure de Liou v ill e fl(m) sur ;Vl(S) en pro
longeant la mesure a.insi clefinie sur 0 pa r 0 clans le complementa.ire. On 
a ainsi definit une mesure de Borel; son support contient 0, done ce sup
port est exactement la. fermeture de 0 <la.ns /Vl(D) . Remarquons que 
ce support est contenu clans !'ensemble des geo cl esiques clroit es , quoiqu"il 

soit possible qu ' il en so it clifferenL. Il nous reste ~1. voir que la ma.sse Lot<1.le 

de la mesure de Liouville est finie; Loutefois cc clcrnier po int. clecoulcra 

d'une formule generale, la formule de Crofton que no us allons rna.int.c11a.nL 
expliquer. lleprenons les n0La.Lio11s utilisees pour definir eu coordon11f~es 

la. mesure de Liou ville. L 'e11scrnbl e des geoclesiques de 0 qui i11t.ersectent 

k transversalement est homeomorphe a. un ouvert 01.; de l.:x]O, if[ . On a 
al ors: 

AFF TIU I AT ION 4. L ·o·nvert 01.: est de nie.rn,re pleine po'lt.r Zn m.c.rn:re de 

Lebesgue su.r I~ x JO. rr[. 

P IlEUVE: Il nou s suffit. de 1110111,rcr . d 'apr(·s Fubi11i, <J l lC pour t.out. point 
p Ek. ['ensemble des vecteurs 11 au point p tels q11e la gfocksiq1w (<le la 
rnetrique riemannie11ne 111) iss ue clc jJ dr111s lrl direct.ion l ' es t. Lr<lllSVCl'S(:' 



en ses deux extrernites i:i. la. courbe (JD es t un ensemble de mesure plei11e 
clans l'espa.ce unita.ire tangent du disque D 111 a.u point p. 

P our cel a., soit. v 0 un vecteur a.u point p tel que la. geodesique issue de 
p clan s la direction Vo soit tangente en son extremite p' a. la courbe oD. 
Prolongeons la m etrique rn su r le disque D en une metr ique que nous 
noterons toujours m definie clans un di sque D' contenant D clans son 
interieur. La nouvelle metrique peut etre choisie C2 et aura. une courbure 
sectionnelle negat ive quitte a. restreinclre le clisque D'. Les geoclesiques 
issues de p clans un voisinage de la. direction v0 fournissent un feui lleta.ge 
:F d'un voisinage U du poin t p' sur le disq ue D'. Ce feu illetage est 
C1 puisque la metrique ni est C'2 , c'est-a-dire que, si k:' est petit arc 
geodesique transverse a. (JD et contenu clans u la. projection de u Sur 

k' le long des feuilles du feuilleta.ge :F est C 1 . Done, si //' es t un a. re 
contenu clans fJDnU vo isinage du point p', pa,rarnetre par longueu r d 'a.r cs, 
la projection de k" sur l 'arc k' est une ap plication C'1 . Done !'image 
des points critiques de cette application est un ensemble de mesure de 
Lebesgue nulle . Mais !'image de ces points crit iq ues cont ient Jes d irections 
v au point p telles que la geodesique issue de p clans la. di rection v est 
tangente a oD . 

Done pour tout point p !'ensemble des direct ions au point p q ui 
definissent des geodesiques clroi tes contenues clans 0 a un comp lemen t.a.ire 
de mesure nulle. 

Done Ok est de mesure pleine. D 

On en cleduit immedia.tement que si un a.re k es t so it un segment 
geodesique, soit un a rc con tenu clans oD dont la. conca.vite est tournee 
vers l 'exterieur (de so rte qu 'une geoclesique a.ya.nt une ext remite da.ns k 
ait son autre extremite da.ns fJD - k ), a.lors la mesure de Liou ville des 
geodesiques de la. distance dm. qui intersecl.ent !.: est exacternent le double 
de la longueur de k . 

Nous a.llons generaliser la. forrn ule precedente ma.is ii now; fa.ut pour 
cela d efinir le nombre d 'intersection entre deux e lements de C (D) . 

Soit µetµ ' deux elements de C(D ) . Da ns l'espace ;vt ( D ) x ;vt (D ). 
on peut considerer l'ouvert forme des paires de pa.ires de po ints telles 
que l'une des pa.ires n 'est pas contenue clans une composa.nte connexe du 
complementa.ire da.ns (JD de l'a.utre pa.ire. 

L'espa.ce ;vt (D) x ;vt (D) etant muni de la rnesure produi t dp x rl1i' . 
la ma.sse to ta.le de cet ensemble sern. no tee i( µ . ii' ) et a ppelee nom.bre 
d 'inter$ection <le p et de 11.1 • Ce nombre d"i11t.ersect.ion est. syrn(·t. rique. 

Dans le cas OLI l\111e des mcsures, cl isons 11. , est supportcc su r u11e seule 
pa.ire g, et clisons avec ma.sse totale 1, le nombre cl ' int.crscctio11 de /L avec 
une autre mesure fl 1 se calcule en pre11a11t la. p' -ma.sse de l'e11 se111ble des 
pa.ires de points qui sont clans des composant.es distinct es de (JD - g. 
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En particulier, on a. le resulta.t suiva.nt, qu i decou le de la. defi niL ion 
du nombre cl'intersection, de l'ecriture de la. mesure de Liou,·ille en coor
clonnees, et du fait que toute geodes ique de la distance d,,, est reunion 
disjointe d 'arcs concaves contenus clans f) D et de segments geodes iques 
de la metrique riemannienne m. 

PROPOSITION 5 . S·upposons q'll.e le rlis q11.e D est m:u.m: d 'une m.Cin:que 
a CO'Urb·ure negative. Soit ]J et (j deux points distincts de f) D . Alors la 
longuwr de la geodesique de lrL metrique d 111 q·ni joint ces deux points 
est egale a la moitie d'll nornbre d 'intersection de fo mCS'llTC [p, <J] fl'VCC la 
mesure de Liouville µ( m) . 

D'apres cette proposition, ii nous suffit, pour demont rer le tl1eoreme l 
de prou ver que I 'on peut reconstru ire la. rnet rique m a parti r de la do nnee 
des nombres d'i ntersection de sa. mesur<" de Liouvil le p.(m) a.vec !es masses 
de Dirac [p, q] . 

Nous a.lions commencer pa.r eta.bli r que ! 'on peut reconstru ire la. mesure 
de Liouville µ(m) a pa.rtir de ses nornbres d'intersection avec Jes masses 
de Dirac. C'est un cas pa.rt icu lier du resulta.t sui va.nt . 

PROPOSITIO N 6. Soi ent pet p.' rleux elf:ments de C(D) tels fJ'/l.P. pou:r 
to·llt co·11.ple de points distincts p et q. on a.: i(p., [p, q]) = i(p', [p. q]). 
Alors les meS'll7'CS µ et Jl 1 .~ont egale.~. 

PilEUVE PA R A.D OUADY: Soient p, p', q , q' , 4 points clis ti ncts appa
raissant clans cet ordre su r le cerc le f)D. On peut supposer puisque µ est 
une mesure de Ra.don que que la. masse des geodes iques dont une ext remite 
est l'un de ces points est nulle. On a. a.lors, si F designe !'ensemble des 
geoclesiques clont une ext rem ite est da.ns l' int.erva.lle [p,p'] et l'autre da.ns 
l 'intervalle [q, q']: 

µ( F) = i(p, [p, q]) + i(11., [p' , q']) - i(ft. [p, p']) - i(p., [q . q']). 

On en dedu it la. proposit ion. 0 
Soient ma.int.enant m. et m ' dettx m(~L riques ri ema.nnie11nes sur le 

disque telle que !es distances cl111 et. d111 1 qui lelll's sont rcspect ivemcnt 
associees sont isometriques. Soit. <P l'appl ica.t ion de f)D da.ns lui - rncme 
qui reali se l' isometr ie en quest ion. 011 deduit des proposit ions .s et 6 que 
I 'homeomorph isme de A1 (D) , ¢ = 6 x </> t ra nsporte la mesure de Liou vii le 
µ( m) su r la rnesure ft

1 
( m) . Sn pa.r t icu I icr cet homeomorph isrne en voi l. le 

support de la premiere rncsme su r le support. de la. deu;.;ii:111<:'. 

U11e aut.rc conclusio11 est que Iii longuettr de DD pour lc-·s d1·u;.; 
mCLr iques est la. 111i~me: en dl'<"t. c<·tte lo11g t1e ur 11'est aut re que la 111etssc· 
Lota.le de la mesure de Lio11,·il l<:' 11(111). 

F in a.lernent rema.rquons ;1ussi que le \'Ol1111w t.01.<1] de D pour ccs dcu;.; 
rnetriques est. Je rneme: le VOiUtllC 11°i·st <till re Cll l"ffet.. ~l tlll C CO llstanlC' 
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pres, que le nornbre d 'intersect ion de la. mesure p(m) a.vec elle- rneme. a 
une constante pres. 

§2. Une obstruction a prolonger un homeomorphisme de oD par 
une homographie. 

Definition. Soient m et rn' deux metriques de courbure negative sur 
D. Une hom ographie du di sque riemannien Dm vers le d isqu e ri ern a.nnien 
D m' est un homeornorph isme qui tra.nsport.e les geodesiques de la. rnetr ique 
riemannienne m. sur !es geodesiques de la. rnetrique riema.nnienne m'. 

L 'existen ce cl 'une homogra.phie entre deu x m eti·iques riemanniennes 
est un phenomene tres rare. Nous renvoyons le lecteur in teresse a.u livre 
de G. D a.rboux sur les surfaces (t roi sierne partie) clans lequel le probleme 
de !'existence d'homogra.phies C'2 en tre deux surfaces ri ema.nniennes est 
trai tee en detail. 

Soit 1> un homeomorpbisme de (JD clans lui-rnerne. Nous a.lions clefinir 
une obstruction a prolonger I ' homeomorph is me <p en une homogra phie de 
Dm clans Drn'. 

Soi t T1~1 le fibre uuitai re du disque D 111 • Soit t' L111 vecteur et. soit 
B un nombre reel clans l' iutervalle JO, rr[. Noto11s B. v le vecteur d efin i 
en tournant v cla ns sa fibre d'un angle B. II correspond aux vecteurs u 
et e.v deux geodesiques droites de la. rnetrique m., done deux pa.ires de 
points cla ns le cercle oD. A ces de ux pa.ires <le points , l' horneomorphisme 
¢ associe deux nouvelles pa.ires de points de an ' qui ont la propriete 
de se croiser (i. e . une pa.ire n 'est pas entierement cont.enue clans une 
composa.nte co n11 exe du complementaire de l'a.utre ). Considerons a. lors !es 
deux geodesiques /'~ et 1~ . 11 de la. di st.a.nee dm' que ces nouvelles pa.ires 
definissent. Ces geodesiques ont une intersection 11011- vide. 011 defini t 
la fonction B'(v,B) comme !'angle qui fa.it passer de la geoclesique "/(t~) 

a la geodesique 1 ' (8.v): on a. beso in pour cela. d'une orientation sur le 
disque Din, ! 'orientation sur le disque Dm' etant a.lors choisie de sor te 
que l'a.pp lica.t ion ¢ respecte !'orientation incluite Sur oD. 

L'ang le B'(v, B) est a.uss i clefini lorsque !es geoclesiques "'/(u) et "/'(B. c) 
n 'ont pas une intersect ion tra.11sverse: toutefo is ii est fa.ci le de voi r. pu isq ue 
Jes geodesiques de la dis tance drn son t C' 1

' que ]'angle de la rota 
tion qui fait passer de 1'(v) a. 1 ' (8 .u) aux ex t remit.es de leur int. er va. ll e 
d 'intersection est. t.oujours 0 ou rr. 

On a a lors le resu lta.t su i,·a.nt : 

AF FIIltl l AT ION 1 . On a: 

(1) ponr B fixC. fo fonction H' (u, H) r:::; t mr:.~·1£'1'0.ble: 

(2) soit G'(B) in va.leur m.oy<!nne rlr: la. fondion B'(i·. H) po11.r la. 
mesurc de Lebesgue s r1.r le fi:brf: rmita.ire T,~, . Alor.' . lu. fonction 
G' e5t unc fonction cnnti11.·11.1: rle e . 
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P REUVE: Conside rons tout d 'abord l'a.pplication qu i ;1.s:;ocie a un vect,cur 
de T1~ le point e+ ('u) defini comrne le premier point. d 'i nte rsect. ion de la. 
geodesique issue du vecteur v a.vec le cercle f)D. L 'ensemble des vecteurs 
v tels que la geodesique issue de v est transverse au poin t e+ ( u) a. la. 
courbe f)D est un ouvert d u fibre un itai re T~1 du d isque D . D'ap res 
la demonst ration de !'affirmation 4 , cet ouvert est de mes ure pleine pour 
la mesure de Lebesgue su r la fibre de T,~1. au point p . Ceci est encore 
vrai pour l'ouvert clefini de la. meme fa.\on ma.is en consideran t l'autre 
extrernite e-(v) de la geodesique issue d u vecteur v . Done, d 'a.pres Fu
bini , !'ensemble des vecteurs v tels que la geodes ique issue de v est t r a.ns
verse en ses deux ext re rnites a.u bord fJD est un ouvert de mesure plei ne 
du fibre unitaire T,~, . 

Fixons rnaintenant un angle () clans l' interval le [O, r.J. L'ensemble des 
vecteurs v tels que Jes geodesiques issues de v et de B. v sont transverses 
a u bord fJD e n le urs ext remites est encore un ouvert 0 8 de mesure pleiue. 
L 'applica.tion fJ' (v, B) est en ces points une fonction continue du vecteu r 
v . Ceci de montre la. premiere partie de !'affi rmation 7. 

Soit rnaintenant (Bi) est Ulle :;uite te ndant versa. On a pour l' E Oe 
convergence de la su ite (fJ'( v, B;)) vers B'(v,B). Done du theore111e de 
convergence dominee de Lebesgue, o n d ed uit la continuite de la fonction 
8' au point () . D 

La propriete essentielle de la fonct ion 8' est la su ivante. 

PRO POSITION 8. L 'application 8' est nne application cont£rrne crozs 
sante de [O, rr] dans 111.i-meme telle fJ'lle: 

( 1) 8' est symetriq·ne en rr - (): 

va, 8' (71' - fl)= rr - G'(B); 

(2) 8' est ·u.ne appliwtion swr-adrliti>ue: 

PREUYE: Le fait que l'a pplica.tion 8' est croi ssante resultera. de la sur
additivite, pu isque 8' prend des va.le urs positi\·es. 

Montrons la. premiere asse rtion . D 'apres Fu bini . si d--1 designe la 
mesure de Le besgue sur la. surface 5111 Pl. si d' t ' clcsigue la rnesurc d<.:' 
Lebesgue su r chaque fibre f de T,~ 1 , on a : 

I l f f I I 0 (fJ) = 
1 

a (1., a)d 1·dA. 
V(T111 ) 

s, .. f 

Soit f une fibre du fib re u11it.aire t.crngcnt T,~1 • 011 a. ;ilo rs , p our I.ou t 
e, s i v E f: 

()'(u,fi) + fi'(B.u , r. - fJ) = 71 . 



Integrons cette egali te pour la rnesure d' v, on obt ient en utilisant 
l 'invaria.nce de la. mesure d'v pa.r la. rot.a.lion d 'a.ngle 8 ' 

-
1 j B' (v, B)d'v + ~ j B'(v.,.. - B)d'v = 7r. 

27r 27r 
f f 

Si on integre ma.intenant cette egalite sur le clisque Dm , on obt ient la 
symetrie en 7r - 8 de G' . 

Demontrons maintenant la. deuxieme assertion. Rappelons cl 'abord 
l' inegalite de Gauss-Bonnet app liquee a un triangle T contenu clans D m' 
dont cha.que cote du bord a. une courbure geoclesique negative O U nulle. 
Puisque la metrique m' a une courbure st ri ctement negative, la sornme 
des angles interieurs de T est inferieure a. rr. avec ega.lite si et seulement 
si le triangle T a une a.ire nu lie, c'est.-a-cl ire si et. seu lement si triangle T 
est reduit a Ul1 point O U a Ul1 int.erva.Jle. 

Soient a.lors J une fibre de T~, , v un vect.eu r contenu cla.ns cett.e fibre, 
et B1 et 82 deu x angles clans l' inter va.lle [O, 7r] verifiant 81 + B2 S 7r. 
Cons iderons les images par la conjuga ison <!> des trois geodesiques / 'v, 

~/8 1 .v et / (81 +82 ). v . Les trois geodesiques images definissent un triangle T 
de Dm'' eventuellement reduit a. un point OU a. un interva.lle contenu clans 
fJD. Les angles interieurs du triangle T son t : 8' (v, 81 ), 8'(81 .v,82 ), et 
7r -B'(v,81 +82 ) . On a done d 'apres Gauss-Bonnet: 

In tegrons d 'abord cette inega.li te sur la fibre f, pour la mesure de 
Lebesgue d'v, en ut ilisant !'invariance de la. mesure d'v par la rotation 
d 'angle 81 , puis integrons l'inegalite obtenue sur la surface Dm . On en 
deduit la sur-additivi te de la. fonction G'. 

Ceci termine la demonstration de la. proposition 8. D 

THEOREM E 9. L 'h omeomorphisme q> se prolonge en unc homogru.phie 
de D 111 dans Dm' si et seulement s1: les deux conditions snivanfrs sont 
verifiees: 

(1) l'applicntion G' est egale rl. l'irlentdc; 
(2) l 'application J indnit ·nne bijection eniTc les geodesiqucs droites 

rle Dm et le:J geodesiq·u.es droites de D 111 , • 

PllEUVE: La necessite de la. dc uxieme condition est cla.ire; pom la 
premiere, rema.rquous seulement ,·que !'a pp licat ion (-)' es t <:tlors u11e fonc
tion continue et additive cle l'inten·al le clans lui -meme. 

Cons iderons maintcnant la rec iproq11<'. Si l'app licatio11 G' est l'ide11t it.c. 
en pa.rticulier, elle est adclit.i,·e. D'<1pri~s sa definit.io11 . l'c1ppl irntio 11 (:)' est. 
la moyenne des applications (-);, . oi1 (-);

1
(8) es t. defini comme la tnoye!lne 
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sur la fibre au point p de la. fonction B'(v, 8) . Ivia.intena.n t, le meme raison
nement que celui effectue clans la demonst ration de la. continuite et de la 
su r-a.ddi t ivite de l'a.pplica.tion 8' mont.re que cha.que application 0;) est 
continue croissante, et sur-addi t ive. D'a.ut re pa.rt si la. suite (pi) converge 
vers le point p, la. sui te cl 'applicat ions (8;JJ converge simplement vers la 
fonction 0;), d ' a.pres le theoreme de convergence clominee de Lebesgue. 
Puisque cette clerniere ap plication est croissante et cont inue, un theoreme 
de Dini <li t alors que la convergence des fonctions 0;J; vers la fonction 

8~ es t uniforme. Done la. fon ct ion 8' est la moyenne pour la mesure de 
Lebesgue du di sque Dm. de la fon ction 0;) continue en p . A insi , pour que 
8' so it l' identite, il est necessa.ire que cha.que fonction 0;, so it l ' identite. 

Fixons un point p da.ns le disque D et considerons la fibre J du fibre 
uni t.a.ire T;1 en ce point . L' ima.ge de chaque geodesique clroi te issue d'un 
vecteur v E f est une geodesique droite par hypothese. rvion t rons que 
main tenant que si V1, V2 , V3 sont t roi s vecteurs deux a deux clistinctS de 
la fibre f, !es trois geodesiques droites ~( -Yv;) pa.ssent par le m erne point 
de l' interieur du di sque D m.' . 

L 'application qui a un vecteur v a.ssocie ses ext remites clans JVI (D ) 
est continue sauf en un nombre denombra.ble de points de f . En effet 
I 'application v ~ e+ ( v) est monotone et il en est de meme de I 'application 
v ~ e-(v). De plus chacune des applications e+('v) et e-(v ) est cont inue 
a droite OU a gauche en tout point. 

Supposons clans un premier temps que !es trois vec teurs Vi sont con
tenus clans l 'ouvert 0 n f; clans la preuve de !'affirmation 4, on a vu que 
l'ouvert 0 n f eta.it de mesure pleine, clone en pa.rticu lier, dense. 

Ra.isonnons a.l o rs par I 'a.bsurcl e et reprenons la. demonstrat ion cle la. 
proposition 8: l' image par ¢ des trois geodesiques "tvj est formee de Lrois 
geodesiques deux a. deux transverses et ]' intersect ion de deux quelcon
ques d'entr'elles est contenue clans l' interieur du disque D. Si ces trois 
geodesiques ne sont pas concourra.n tes, le triangle qu 'e ll es defin issent a 
une a.ire non nulle et don e l' inega.lite de Gauss- Bonnet est st ri cte. Elle est 

stricte aussi pour des angles vo isins des a ngles (Vi), car Jes vectems Vi 

sont su pposes a.ppar tenir a. J'ouvert Q n f, Oll l'a.pp li ca.tion V ~ "':' t• est 
cont inue . Done d'apres la demonst ration de la. proposit ion 8, la. l'onction 
0;) esL differente de ]'iclenLite. 

On en decluit done que cha.que gfo cl esique de l'ouvert 0 n f a pour 
image une geodesique qui passe pa.r le rneme point ·1/•(p) de l ' in L<_; r ieur du 

clisque D m' . 

No us a llons maintenant montrer que toutcs les gf:·odcsiques droites pa.s
sanL par p ont pour ima.ge un e geoclc"sique d ro it.c passant. par t/,•(p) . Pour 
cela, soit v un vecteur clan s la. fibre f, et. soi t ( v;) une suit.e de vecteurs 
clans 0 n f qui l'a.pproxirne, choisie de so r t.e que (v;) l'a.pprm:ime par 
la. dro ite ou pa.r la gauche selon quc 1<1 fonct.ion t' ----) ( +( c) est conti nue 
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a droite OU a gauche. Alors !es images par </> des geo cl es iques / ' 11; sont 
des geodesiques droites et la suite de geodesiques g; converge vers une 
geodesique de la distance dm' contenant !es points </>(e+(v)) et 1/• (p) . 

Si cette geodesique a son interieur contenu da.ns Dm' , a.lors ses 
extremi tes sont ¢(e+(v)) et q)(e-(v)) et on a bien que la geoclesique / 'v 

a pour image une geoclesique droite passant par V,1(p). 

Sinon, consiclerons la geodesique droi te dont une extremite est </>( e+ ( v)) 
et l'autre ¢>(a.) , Cette geoclesique contient le point 1/J(p) clans son 
interieur. Done, d 'apres notre hypothese sur ¢> la geodesique joignant 
les points a et e+(v) est droite et intersecte toutes !es geodesiques pas
sant par le point p clans des directions contenues clans l 'ouvert 0 n f. 
Ceci n'est possible que si toutes !es geodesiques passant par le point p 

rencontrent la geodesique joignant a a e+(v ), auquel ca.s , on voit alors 
facilement que le point p lui-meme est contenu clans cette geoclesique. 
Mais ceci entraine que a = e-(u). Done la geodesique droiLe issue de p 
clans la. direction v a pour image une geodesique clroite pa.ssaut par 1Np). 

Done I 'applicat ion de l'interieur du disque D 111 clans le disque Dm' 
definie par ·f(p) a la propriete que !'image de toute geodesique est con
tenue clans une geodesique. 

Il nous reste a montrer que cette application se prolonge en fa.it en un 
horneornorphisrne du clisque D 111 clans le disque D 111 1 • Pour cela., remar
quons tout cl'aborcl que la restriction <le 1/; a cha.que geodesique droite est 
un homeornorphisme sur son image. Soit p un point situe clans l'interie ur 
d 'une telle geoclesique g et soient (Pi) une suite de points con ten us clans g 
qui converge vers p . Choisissons une geodesique I transverse a. g au point 
p qui est transverse en ses ext rerni tes au bord f)D et soit / 'i la geoclesique 
issue de Pi clans la direction fa.isant le meme angle avec g que I· Alors !es 
geodesiques images de I et de /i sont proches (leurs bouts sont proches) 
et t ransverses (car ce sont des geodesiques droites) a. la. geodesique image 
de g . Done la suite de points (~·(pi)) converge vers 'lj,• (p). 

On montre maintenant que la rest ri ction de ¢1 a l'interieur d ' une 
geodesique g est st rictement mo11otone. Un point p situe en t re deux 
points a et b sur cette geocles ique a une irna.ge situee entre les cle ux 
points 1/.1 (a) et 1p(b) . Soit en effe t h une geodes ique droite passa.uL pa. r 
p qui separe !es deux points a et b cla.ns de clisque D 111 ; !'image de cett<> 
geoclesique est une geodesique qui sepa.re les cleux points 1/>(a) et l,'.' ( Ii) 
(considerer deux geodesiques clroites pa.ssa.nt pa.r a et b respect. ivelllenl. 
chacune etant disjointe de h ). 

Do11c !' image de l'interieur de la. geodcsique g est co11te11 u da11s 
l ' interieu r de la. geodesique g' = 0(g) . Supposons que cctte image n 'est 
pas exactement l'interieur de g: a lors, par un point du complcmentaire 
de 7/• (g) clans g' consiclerons une gfocl<'.·siquc droite transverse ;1 g'. Son 
image reciproque est une geoclesiqlW dro it.e ( d 'apr~s les hypot.lfrses sur 
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o) qui intersecte (done transversa.lernent) la. geodesique droi te g. Ainsi. 
!'image de ce point d 'intersect ion est contenu clans ·1/J( g), ce qui est. la 
cont ra dict ion cherchee. 

Ceci entraine tout cl'aborcl que la restriction de ·1/1 a. chaque geocles ique 
droite est un homeomorphisme sur une geodesique droite qui est ega l sur 
le bord a I 'homeomorphisme ¢> . 

~fontrons maintenant la continuite de 1/; . Montrons la. continuit e 
en un point de l 'interieur de Dm , la cont inuite en un point du bord 
se demontrant de maniere exactement analogue. Soit p un point de 
rinteri eur de Dm et soient / et 1 1 deux geodesiques pa.ssa.nt pa.r p. trans
,·erses ent r 'elles et transverses en leurs ext rernites a BD. Notons /'+ . / -. 
(res p . /~ et 1 '_) des geodesiques t ransverses a 1' (resp. I) fai sant a.n:'c 
cette geodesique le meme a ngle que / (resp . 1'), et situees a di s tance c 
de part e t cl 'autre du point p . Si c est suffisarnment petit. les images de 
ces geodesiques seront qua.tre geodesiques, !es deu x premie res tra.ns,·erses 
a v (;') et fai sa.nt avec cel le-ci un ang le voisin de celui que fait 1; 1 (~;). les 
deux dernieres transverses a 1/-•(/) et fa.i sant avec cel le-ci un angle voi sin 
de celui que fa.it 1/; (1/). Done ces qua.tre geodesiques definissent un rectan
gle clans Dm' de p etit di a.metre qui contient I ' image par 1f; du rectangle . 
\'Oisinage de p, clefini par Jes qua.tre geodesiques clans D 111 • Done 1;· est 
con t inue a u point p . 

L 'application ·t/; es t done un homeomorphisme de Dm clans D 111 ,. qui 
em·oit !es geodesiques de la metrique riemannienne m su r !es geocl<'.·s iques 
de la metr ique ri emannienue 771

1
• c·est clone une hornogra.p lii e. 

0 

Remarqu e . Tout d 'abord, notons que si le bord fJD pour la met. rique 
m est convexe, la. deuxieme hypothese de l'enonce du theore me 9 es t 
supe rflue. 

En out.re, on p eu t se dem ander si el le n'est pas toujours supe rflue. 

§3. Pre u ve du t h eoreme 1. 

:.Jous a.lions d 'abord montre r quc s1 on a u11 liorn(·o111orpli is 111c o cle 
fJD qui est une isometrie de la. di s tance d,,1 vers la. distan ce d,,,,. ii , ·eri fie 
Jes hypotheses du theo re rne 9. 

Ve rifions tout d'abord la deuxieme ltypothese. lle marquons qu'u11e 
geodes ique de la d istance dm' qui join t les points 7j et q n'est pas droi te 
si e t seulement si ii existe u11 poin t r sur fJD, di stinct de pet de q tel que 

dm1 (p.q ) = dm'(p,r) + d,,,, (r ,q). Do ne si u11 lt o 1111~0 1norp his111e o i11duit 
une isomeL ri e de la dis t a nce d111 ve rs l<1 d istance dm' . !' image d'u11c pa ire..· 
de po in ts joints par une g<~oclesique dro ite est unc pai re de po i1 1t.s d u 111e11ie 
t,\·p e . 

Done ii 11ous suffit cl e 1nont rcr quc l'l10111 eo1norpl1is111e:· 0' <'st l'ide11 t itl;. 
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Soit F une fonction cont inue convexe sur l ' intervalle [O, 7r] a valeurs 
r eelles . D'apres l'inegalite de J ensen , on a, pour tou t e clans l'intervalle 
[O, 7r J: 

F (8' (8)) ~ ~1 j F (B' (v, B) )dv . 
V( m) 

y1 
m 

Remarquons que le second membre de cette inegal ite est une fonc
tion cont inue de (J d'apres l'affirmation 7 et integrons cet te inegalite sur 
l ' interva.lle [O, rr] pour la mesure sin Bd8. II vient, apres application de 
Fubini: 

Posons F' ( v) = f
0

11" F( 8' ( v, e)) sin ()d(). Ainsi le second membre de 

1 ' inegalite ci-dessus est la moyenne sur T:n de la fonction (continue) F'. 

PRO POSITIO N 10. S·npposons q·ne ¢> en·uoit la mes·nre de LiD'lrnille µ 111 

s·ur la mesure de Lio·u-uille µ 1111 • Alors, pour toute fonction con-uexe F 
comme ci-dessus, on a: 

1 11" F (8'(8)) sin ()d() ~ 111" F(B) sin BcW. 

P REUVE: 11 nous suffit de montrer que pour toute fonct ion continue F , si 
on defini t lafonction F' sur T'/11 pa.r: F'( v)= fo11" F(B' (v ,B)) sin Bd() , alors 
on a : 

V( ~,~1 ) J F'(v)dv = 1rr F (B)si nBdB. 

T~, 

Pour prenclre la rnoyenne cl ' une fonction sur le fibre unita. ire T,~i pour 
la mesure du, il nous suf£t de faire la. moyenne su r l'espace des geodesiques 
la rnoyenne de cette fonction sur !es geodes iques . La. mesure de Liou v ille 
peut etre a.pprox imee clans la topologie vague (corn me toute rnesure de 
Ra.don) par u11e combina.ison Jin ea.ire finie de masses de D irac. Done i I 
nous suf-fit de montrer la proposition ci-clessus clans le cas particulier oi.1 
la mesmc sur l'espa.ce des geodesiques est une masse de Dirac. Dans ce 
cas, un cha ngement de variable clonne imrncdia.tement le resu lta.t cherche 
(d [O, Proposition 7]). D 

L'bomfornorphi srne 8' veri fi e a.J a rs les hy potheses du lemme S de [OJ: 
011 en clc"duit. q u<:> 8' est. l ' identit.e. 

Do11c il exisLe une homogrnphic ·1j> e 11 t.re !cs disques D,,, cl D,,,,. '.vl o11-
trons q ue I.! ' est en fa.it une isometric. Pour cela. ccrnsiderons cleux points 
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p et q clans le disque Dm. Leur distance, pour la distance par chemin as
sociee a la metrique riemannienne m. est, cl 'a.pres la formule de Croft.on la. 
mesure de Liou ville de !'ensemble des geoclesiques clroites qui les sepa.rent. 
Or !'image par ,,P d 'une geoclesique droite qui separe p de q est une 
geodesique droite du disque Dm' qui sepa.re ·1/;(p) de 7/1 ( q). Done, en 
reutilisant que J envoit la mesure de Liouville µm sur la mesure de Li
ouville µm', on obtient bien que ,,P respecte !es distances. 

Ceci termine la demonstration du theoreme 1. 
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These de Doctorat d'Etat 
Courants geodesiques et surfaces 

Jean-Pierre OT AL 

Resume. 
La premiere panie de ce travail portc sur des questions geometriques concemant !es varietes 

compactes de dimension trois (!es bretzels creux) obtenues en recollant des ·tores sol ides o2xs 1 

et des surfaces epaissies .LxI a une boule B3 le long de disques comenus dans le bord. 

Dans le premier article, on definit un espace associe a un brerzel creux N: c'est le quotient 
d'un ouvert de l'espace des laminations mesurees sur la composante compressible S du bord de 
N par !'action d'un certain sous-groupe du groupe modulaire de S. Cet espace est muni d'une 

application naturelle dans l'espace des courants geodesiques C(N) du groupe rr 1 (N) . Le 

resultat principal est que cette application est un homeomorphisme sur son image L (N). 

Le second article introduit quelques techniques dans le but de comprendre la frontiere de 
L(N) dans C(N). On y considere le probleme de caracteriser Jes classes de conjugaison du 
groupe libre G a g generateurs qui peuvent erre representees par des courbes simples sur le 

bord d'un bretzel (i.e. la Somme connexe le long du bord de g tores solides s 1 x o 2)_ On etudie 
pour cela certaines relations d'equivalence sur l'espace des bouts du groupe libre G. 

La seconde panie po.rte sur le probleme de reconstruire une metrique ricmannienne sur une 
surf ace a partir de donnees spectral es. 

On montre dans le troisieme article que deux metriques de courbure negative sur une su rface 
fe1mee s qui donnent chacune la meme longueur a toute classe d'homotopie de IT] (S) sonr 
isotopes. 

Dans le quatrieme article, on montre que deux metriques de courbure negative sur un ti isque 

compact 02 qui induisent la meme fonction distance Sur le bord CJD2, SOnt isotopes. .. 

Abstract. 
The first part of this work is concerned with some geometric quesuo ns about the 

3-dimensional manifolds called "compression bodies" . 

In the first chapter, one defines a space :issociated to a compression body N : it is the 
quotient of an open subset of the space of measured laminations on the compressibie component 
S of ()N by the action of a certain subgroup of the modular group of S. This space carries a 

natural map to the space of geodesic currents C(N) of the group rc 1 (N). The main resu lt is that 

this map is an homeomorphism on its image L(N). 

The second chapter introduces some technics to undersLand the frontier of L(N) in C(N). 
One considers there the problem of characterizing the conjugacy classes of the free group G on 
g gener1t0rs '.lfhich cnn be represerEed by nn embedcierl ioop on tht'. hcrnndary of an ha11dlehody 
with fundamental group G . One studies therefore some equivalence relations on the space o f 
ends of the free group G. 

The second part is concerned with the problem of reconstructing Riemannian met ric on a 
surface from some spectral data. 

One shows in the third chapter that two negatively curved metrics on a closed ~urface S 
which give the same length to each homotopy class of rr1 (S) are isotopic. 

In the fourth chapter, one shows that two negatively curved metrics on a compact disc o2 
which induce the same distance function on ao2 are isotopic. 

Mots-cles. Yarietes de dimension 3, Gfometrie hyperbolique, Bouts d'un groupe, Isometrie . 
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