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á Î Î Ï Ô Á � É Ñ . íÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÍÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (multivariate signatures) ÚÁ�Å�ÌÅ-

ÎÉÊ úÅÊÆÅÒÔÁ (Ô.Å. ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÊ ÓÌÏÅ× × ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÆÅÒÁÈ úÅÊÆÅÒÔÁ), × ÞÁÓÔÎÏ-

ÓÔÉ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ Ó ÏÂÅÉÍÉ ÏÓÅ×ÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ.

íÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÔÁËÉÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ äÅÇÔÑÒÅ×Á{

æÌÏÒÁÎÓÁ{ìÅËÕÏÎÙ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒ ÏÂÍÏÔËÉ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÅÇÏ ËÏÍ-

�ÏÎÅÎÔÙ. íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ îÅÊÍÁÎÁ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÓÉÇÎÁÔÕÒ ÔÁËÉÈ ÚÁ�Å�-

ÌÅÎÉÊ.

äÌÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ Ó ÏÂÅÉÍÉ ÏÓÅ×ÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ

ÍÙ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ îÅÊÍÁÎÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÅÌÙÈ ÔÏÞÅË × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÏ-

ÇÒÁÍÍÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ èÉÒ�ÅÂÒÕÈÁ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁ�Å�-

ÌÅÎÉÊ (ÂÅÚ ÏÓÅ×ÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÅÌÙÈ ÔÏÞÅË × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

éÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ S

3

| ÜÔÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ,

�ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÚÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÂ-

ÍÏÔËÉ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÉÌÉ Ó ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×Ù (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ × x3). îÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖ-

ÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ (ÌÉÎËÉ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ �ÌÏÓËÉÈ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ) É ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÌÏÓËÉÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ.

äÌÑ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÚÌÁK ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ìÅ×ÉÎÁ{�ÒÉÓÔÒÁÍÁ �

�

(K) (Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÑÅÍÙÅ ËÁË ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÍÁÔÒÉ� (1� �)V + (1�

�

�)V

T

, ÇÄÅ V | ÍÁÔÒÉ�Á úÅÊÆÅÒÔÁ)

ÍÏÖÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ:

� ÆÏÒÍÕÌÕ èÉÒ�ÅÂÒÕÈÁ (ÓÍ. [1; x6℄, [13; x4℄), ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÔÏÒÉÞÅ-

ÓËÏÇÏ ÕÚÌÁ T (p; q) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÅÌÙÈ ÔÏÞÅË × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ p� q;

� ÆÏÒÍÕÌÕ ìÉÄÅÒÌÁÎÄÁ [12; Thm. 2℄, ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (p; q)-ÏÂÍÏÔËÉ

ÕÚÌÁ K ÞÅÒÅÚ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÁÍÏÇÏ ÕÚÌÁ K É ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÚÌÁ T (p; q)

þÔÏÂÙ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÜÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ ÎÁ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ,

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÕÌØÔÉ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓÉÇÎÁ-

ÔÕÒ ìÅ×ÉÎÁ{�ÒÉÓÔÒÁÍÁ, ÉÚÕÞÁ×ÛÅÅÓÑ × ÒÁÂÏÔÁÈ [3, 6, 10, 17℄. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ

ÉÈ ÍÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÁÍÉ (multivariate signatures). ÷ ÓÔÁÔØÑÈ [6, 7℄ ÄÏËÁÚÁÎ ÁÎÁÌÏÇ

ÆÏÒÍÕÌÙ ìÉÄÅÒÌÁÎÄÁ ÄÌÑ ÏÂÍÏÔÏË ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÍÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÁ-

ÍÏÇÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ, ÅÇÏ ÏÂÍÏÔËÉ É ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÇÏ × x9 ÞÅÒÅÚ T

m

1

;m

2

(p; q),

m

1

;m

2

2 f0; 1g), ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ Ó ÏÄÎÏÊ
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1



2 ó. à. ïòå÷ëï÷

ÉÌÉ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÓÅ×ÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÔÁËÉÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ ÎÅ ÂÙÌÉ

ÉÚ×ÅÓÔÎÙ.

ðÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ �ÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌÏ ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ÜÔÏÔ �ÒÏÂÅÌ É ×ÙÞÉ-

ÓÌÉÔØ ÍÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ T

m

1

;m

2

(p; q). üÔÏ (É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅ) ÓÄÅÌÁÎÏ ×

�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 10.1, ËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÄÉÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÚÁ�Å�-

ÌÅÎÉÑ úÅÊÆÅÒÔÁ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, T

m

1

;m

2

(p; q)) Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÅÇÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁÍ ìÅ×ÉÎÁ{

�ÒÉÓÔÒÁÍÁ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÂÙÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ îÅÊÍÁÎÏÍ × ÒÁÂÏÔÁÈ [14℄, [15℄.

çÏ×ÏÒÑ ÔÏÞÎÅÅ, × �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 10.1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ n-ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏÇÏ

ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ úÅÊÆÅÒÔÁ L (Ô.Å. ÄÌÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÌÏÅ× ÎÁ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÆÅÒÅ úÅÊÆÅÒÔÁ) ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÕÌØÔÉÓÉÇ-

ÎÁÔÕÒÁ �

L

, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ËÕÂÅ ℄0; 1[

n

, �ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ

ËÁÖÄÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ

ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �

L

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÅÅ ÄÉÁ-

ÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÓÉÇÎÁÔÕÒÁÍÉ ìÅ×ÉÎÁ{

�ÒÉÓÔÒÁÍÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.1

ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ (spli
e) ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒ (ÜÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØ-

ÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ [6℄) × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó ÔÅÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ úÅÊÆÅÒÔÁ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ

ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ.

÷ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ 9.1 ÍÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁ-

�Å�ÌÅÎÉÑ T

m

1

;m

2

(p; q) ÆÏÒÍÕÌÕ îÅÊÍÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÔÁ-

ÎÅÔ �ÏÞÔÉ ÉÄÅÎÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ èÉÒ�ÅÂÒÕÈÁ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ

p� q �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (p+m

1

;m

2

) É (m

1

; q +m

2

).

÷ xx2{8 �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÒÁÂÏÔ [6{8, 9, 13{15℄;

× x9 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.1; × x10 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.1; × x11 ÒÁÓ-

ÓÍÏÔÒÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ×Ï�ÒÏÓÙ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.

âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. ñ �ÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ áÌÅËÓÁÎÄÒÕ äÅÇÔÑÒÅ×Õ É ÷ÅÎÓÁÎÕ æÌÏÒÁÎÓÕ ÚÁ �Ï-

ÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.

2. óÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ É ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ

(�Ï ÒÁÂÏÔÁÍ üÊÚÅÎÂÕÄÁ É îÅÊÍÁÎÁ)

ðÕÓÔØ (�

0

; K

0

[L

0

) É (�

00

; K

00

[L

00

) | Ä×Á ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ × �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÓÆÅÒÁÈ. úÄÅÓØ K

0

É K

00

| ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÞÅÒÅÚ T (K

0

) É T (K

00

) ÉÈ ÔÒÕÂÞÁÔÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ Ó L

0

É L

00

ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1. óÒÁÝÉ×ÁÎÉÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ (�

0

; K

0

[ L

0

) É (�

00

; K

00

[ L

00

) ×ÄÏÌØ K

0

É

K

00

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ × [9℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [15℄, [6℄) ËÁË (�; L

0

[L

00

), ÇÄÅ � = (�

0

n T (K

0

))[

'

(�

00

n

T (K

00

)) É ' : T (K

0

)! T (K

00

) | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÊ ÍÅÒÉÄÉÁÎ ÕÚÌÁ K

0

Ó �ÁÒÁÌÌÅÌØÀ ÕÚÌÁ K

00

É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ðÕÓÔØ a

1

; : : : ; a

n

| �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. óÌÅ-

ÄÕÑ [9, 15℄, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ úÅÊÆÅÒÔÁ Seif(a

1

; : : : ; a

n

) ËÁË (�; S

1

[ � � � [ S

n

),

ÇÄÅ � = �(a

1

; : : : ; a

n

) | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÓÆÅÒÁ úÅÊÆÅÒÔÁ,

ÉÍÅÀÝÁÑ ÓÌÏÉ S

1

; : : : ; S

n

ÓÔÅ�ÅÎÅÊ a

1

; : : : ; a

n

É ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏÅ× ÓÔÅ�ÅÎÉ > 1

(ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ × [9, x7℄). ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ � ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ
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...

òÉÓ. 1. Seif(0; 1; : : : ; 1) (× [6℄ | ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ èÏ�ÆÁ)

×ÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ lk(S

i

; S

j

), i 6= j, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ

ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ a

1

; : : : ; a

n

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ,

�ÏÌÁÇÁÑ

�(a

1

; : : : ;�a

i

; : : : ; a

n

) = ��;

Seif(a

1

; : : : ;�a

i

; : : : ; a

n

) = (��; S

1

[ � � � [ (�S

i

) [ � � � [ S

n

);

É Ï�ÒÅÄÅÌÑÑ Seif(0; 1; : : : ; 1) ËÁË ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÅ ÎÁ

ÒÉÓ. 1. îÁËÏÎÅ�, �ÏÌÏÖÉÍ

Seif(a

1

; : : : ; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) = (�; S

1

[ � � � [ S

k

) (1)

(Seif(a

1

; : : : ; a

n

) ÂÅÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ n� k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ).

ak + 1ak

ana1. . .

. . .

òÉÓ.2. äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ Seif(a

1

; : : : ; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

).

ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [9℄, ÌÀÂÏÅ ÇÒÁÆ-ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ × ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÆ-ÓÆÅÒÅ (Ô.Å. ×

ÇÒÁÆ-ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÍÓÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÆÅÒÏÊ) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÒÁÝÉ×Á-

ÎÉÅÍ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ úÅÊÆÅÒÔÁ. ó�ÏÓÏÂ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ × [9℄ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ Ó�Å�É-

ÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÒÅ×ØÑÍÉ (ÌÅÓÁÍÉ), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍÉ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ

(spli
e diagrams). äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ "Seif(a

1

; : : : ; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

), " = �1,

| ÜÔÏ ÇÒÁÆ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 2, ÅÓÌÉ " = +1. åÓÌÉ " = �1, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØ-

ÚÏ×ÁÔØ ÂÅÌÙÊ �×ÅÔ ÄÌÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. ðÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÊ ÓÔÒÅÌËÁ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÍÅÞÁÔØÓÑ ÚÎÁËÏÍ ÍÉ-

ÎÕÓ (ÅÓÌÉ ÚÎÁË ÎÅ ÕËÁÚÁÎ, �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÌÀÓ). òÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ

(�

0

; L

0

[K

0

) Ó (�

00

; L

00

[K

00

) ×ÄÏÌØ K

0

É K

00

ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ �

0

����

00

, ÇÄÅ

�

0

�! É  ��

00

| ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÒÁÝÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ, Á ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ

ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ K

0

É K

00

. îÅÓ×ÑÚÎÏÍÕ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ

ÎÅÓ×ÑÚÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ, Ô.Å. Ó×ÑÚÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÂßÅÍÌÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ×ÄÏÌØ

ÛÁÒÏ×, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑÍÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �� ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ � Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÓÔÒÅÌ-

ËÁÈ.
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�ÅÏÒÅÍÁ 2.2. (óÍ. [9, Thm. 8.1℄.) ä×Å ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÏÄÎÏ

É ÔÏ ÖÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:

(1) � � ��,

(2)

�>������

0

a

�

�>Æ������

0

�a

(3) �>�������� � �>�

1

�

0

����������

00

a

0

a

00

� �

0

�������

00

(4)

�

1

1n

.

.

. ������

1= 0

�

n

�

�

1

����

.

.

.

�

n

����

(ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ);

(5) � � � ������ (ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ);

(6)

�

1

�

k+1

a

1

n =a

k+1

.

.

. ����������

.

.

.

a

k

= b

1

b

2

na

n

�

k

�

n

�

�

1

�

k+1

a

1

n=a

k+1

.

.

. �

.

.

.

a

k

=na

n

�

k

�

n

�ÒÉ

Y

i�k

a

i

= b

2

É

Y

i>k

a

i

= b

1

.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.3. (óÍ. [9, x10℄.) äÌÑ (�; S

1

[ � � � [ S

k

) ÉÚ (1), ÉÎÄÅËÓÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ

ÒÁ×ÎÙ lk(S

i

; S

j

) = a

1

: : : â

i

: : : â

j

: : : a

n

, 1 � i < j � k (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÚÎÁË b ÏÚÎÁÞÁÅÔ

�ÒÏ�ÕÓË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ).

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ × [9, x10℄ ÉÎÄÅËÓÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ

×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÇÒÁÆ-ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁÆ-ÓÆÅÒÁÈ.

3. ïÂÍÏÔËÉ É ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ

äÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ L[K × ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÆÅÒÅ �, ÇÄÅ K | ÕÚÅÌ,

É ÄÌÑ �ÁÒÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (p; q) 6= (0; 0) �ÏÌÏÖÉÍ d = g
d(p; q), p

1

= p=d, q

1

= q=d, É

Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ (p; q)-ÏÂÍÏÔËÕ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ L [ K ×ÄÏÌØ K Ó ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×Ù (ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×Ù) ËÁË L [ L

p;q

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, L [K [ L

p;q

), ÇÄÅ L

p:q

ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ d ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÕÚÌÏ× K

1

[ � � � [K

d

ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ÔÒÕÂÞÁÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ T ÕÚÌÁ K, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÊÓÑ Ó L, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ K

j

� �T ,

[K

j

℄ = p

1

[K℄ 2 H

1

(T ) É lk(K

j

; K) = q

1

ÄÌÑ ×ÓÅÈ j = 1; : : : ; d.

éÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ × ÓÆÅÒÅ S

3

Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ, �Ï-

ÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÚÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. úÁ-

ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ×ÚÑÔÉÀ (�1; 0)-

ÏÂÍÏÔËÉ Ó ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×Ù.
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ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [9℄, (p; q)-ÏÂÍÏÔËÁ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ (�; L [ K) ×ÄÏÌØ K Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ) ÏÓÎÏ×Ù ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÀ (�; L [K) Ó

Seif(q

1

; 1; : : : ; 1

| {z }

d

; p

1

) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ó Seif(q

1

; 1; : : : ; 1

| {z }

d

; p

1

))

×ÄÏÌØ (K;S

1

), ÇÄÅ S

1

| ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ×ÅÓÕ q

1

(ÓÍ. [9, Prop. 9.1℄ É ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÉÊ ÁÂÚÁ� ÔÁÍ ÖÅ).

4. íÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ

ðÕÓÔØ L| ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ × ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÆÅÒÅ �. äÌÑ � 2 C nf1g

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �

�

(L) ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ìÅ×ÉÎÁ{�ÒÉÓÔÒÁÍÁ (ÓÍ. ××ÅÄÅÎÉÅ), Á ÞÅÒÅÚ n

�

(L)

ÄÅÆÅËÔ (nullity) × ÔÏÞËÅ �. ÷ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÅÆÅËÔÁ

íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ n

�

(L) ËÁË ÄÅÆÅËÔ ÆÏÒÍÙ (1��)V +(1�

�

�)V

T

, ÇÄÅ V |ÆÏÒÍÁ úÅÊÆÅÒÔÁ

ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÊÆÅÒÔÁ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S

1

ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ × C É �ÏÌÏÖÉÍ T = fe

2�i�

j � 2 Q

É 0 < � < 1g � S

1

n f1g. ðÕÓÔØ L

1

; : : : ; L

�

| ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ L. íÕÌØÔÉÓÉÇ-

ÎÁÔÕÒÁ É ÍÕÌØÔÉÄÅÆÅËÔ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ L Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × [3, 6, 10℄ ËÁË ÎÅËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ

�

L

; n

L

: T

�

! Z. íÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ �ÒÉÓÔÁ×ËÕ ÍÕÌØÔÉ-, ËÏÇÄÁ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ ÑÓÎÏ,

Ï ÞÅÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ. ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [17℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [5℄), ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ

(S

1

n f1g)

�

. õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÉÈ ÎÁ (S

1

)

�

, ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÄÌÑ

i-ÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ËÁË ÕÄÁÌÅÎÉÅ L

i

(ÓÍ. [6, 7℄).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.1. íÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × [3, 10, 17℄ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÒÁÛÅÎÏÇÏ

ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ, Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ L Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ × ×ÉÄÅ

ÎÅÓ×ÑÚÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ �ÏÄÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ) L = L

1

[ � � � [ L

�

.

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ i-Ê ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÆÕÎË�ÉÊ �

L

É n

L

ÏÔ×ÅÞÁÅÔ L

i

. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ L

i

Ó×ÑÚÎÙ. ïÄÎÁËÏ ÓÌÕÞÁÊ ÏÂÝÅÇÏ ËÒÁÛÅÎÏÇÏ

ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ×ÓÅÇÄÁ Ë ÎÅÍÕ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ [3, Prop. 2.5℄.

íÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑ Ë [17℄, [5℄ ÉÌÉ [8℄ ÚÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �

L

É n

L

. úÄÅÓØ ÍÙ ÔÏÌØËÏ

�ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.2. (óÍ. [3, Prop. 2.7℄.)

�

L

(u

1

; : : : ; u

�

) = �

L

(u

�1

1

; : : : ; u

�1

�

);

n

L

(u

1

; : : : ; u

�

) = n

L

(u

�1

1

; : : : ; u

�1

�

):

(2)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.3. (óÍ. [3, Prop. 2.8℄.) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ L

0

�ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ L = L

1

[

� � � [ L

�

ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÎÁ L

i

. �ÏÇÄÁ �

L

(u) = �

L

0

(u

0

) É n

L

(u) = n

L

0

(u

0

), ÇÄÅ

u = (u

1

; : : : ; u

�

) É u

0

= (u

1

; : : : ; u

�1

i

; : : : ; u

�

).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. (óÍ. [3, Prop. 2.5℄.) ðÕÓÔØ � 2 S

1

n f1g. �ÏÇÄÁ

�

�

(L) = �

L

(�; : : : ; �)�

X

1�i<j��

lk(L

i

; L

j

); n

�

(L) = n

L

(�; : : : ; �):

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ ÄÏËÁÚÁÎ × [3℄ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ × S

3

, ÎÏ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ (�ÒÉÌÏÖÉ× ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÉÌÉÑ) ÎÁ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ × ÌÀÂÏÊ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÓÆÅÒÅ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5. (óÍ. [3℄.) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á A = A(t

1

; : : : ; t

�

), ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ

ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ìÏÒÁÎÁ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ:

� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ�

L

(t

1

; : : : ; t

n

) ÒÁ×ÅÎ detA Ó ÔÏÞ-

ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ×ÉÄÁ �t

�1

i

É �(t

i

� 1);

� ÄÌÑ ×ÓÅÈ u 2 (S

1

nf1g)

�

ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ É ÄÅÆÅËÔ ÍÁÔÒÉ�Ù A(u) ÒÁ×ÎÙ �

L

(u) É n

L

(u)

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.6. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �

L

(t

1

; : : : ; t

�

)

ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ �

L

�ÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÄÏ-

�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �

L

× (S

1

n f1g)

�

.

ñ �ÏÌÁÇÁÀ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ (× ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ).

ìÅÍÍÁ 4.7. ðÕÓÔØ A(t) = (a

ij

(t)), t 2 R, | ÜÒÍÉÔÏ×Á ÍÁÔÒÉ�Á ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Re a

ij

É Ima

ij

| ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ t. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ detA(t)

ÉÍÅÅÔ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÒÅÎØ �ÒÉ t = t

0

É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (t

0

� 2"; t

0

+

2"). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ s

0

É s

�

ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÍÁÔÒÉ�Ù A(t) × t = t

0

É t = t

0

� " ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ js

+

� s

�

j = 2, s

0

= (s

+

+ s

�

)=2, É ÄÅÆÅËÔ A(t

0

) ÒÁ×ÅÎ 1. �

éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.5 �ÏÌÕÞÁÅÍ:

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.8. ðÕÓÔØ u = (u

1

; : : : ; u

�

) 2 (S

1

n f1g)

�

. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÄÉÅÎÔ

ÆÕÎË�ÉÉ �

L

(t

1

; : : : ; t

�

) × ÔÏÞËÅ u ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U �

(S

1

n f1g)

�

ÔÏÞËÉ u ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �

L

j

U

É n

L

j

U

ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁËÁ �

L

, �ÒÉÞÅÍ

js

1

� s

�1

j = 2, s

0

= (s

1

+ s

�1

)=2, n

�1

= 0, É n

0

= 1, ÇÄÅ s

t

= �

L

j

U

t

É n

t

= n

L

j

U

t

ÄÌÑ

U

t

= U \ fsign�

L

= tg, t = �1; 0; 1.

5. íÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÊ (�Ï

ÒÁÂÏÔÁÍ äÅÇÔÑÒÅ×Á, æÌÏÒÁÎÓÁ É ìÅËÕÏÎÙ)

äÌÑ ` = (`

1

; : : : ; `

�

) 2 Z

�

Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �Ï�ÒÁ×ÏÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Æ

`

: (S

1

)

�

! Z ËÁË

Æ

`

(u

1

; : : : ; u

�

) = ind

�

X

`

i

Log u

i

�

�

X

`

i

ind(Logu

i

)

(ÓÍ. ÒÉÓ. 3), ÇÄÅ Log : S

1

! [0; 1[ É ind : R ! Z ÚÁÄÁÎÙ ËÁË

Log(e

2�it

) = t; ind(x) = bx
 � b�x
:

1

−1
0

0

0 0

0
0

0 0

−1

1
2

−2−1

1

0 0

1 0

−2

2
34

−3
−4

0 −1
−1

−11

1
2

−2

Æ

1;1

(u) Æ

1;2

(u) Æ

2;3

(u)

Figure 3. úÎÁÞÅÎÉÑ Æ

`

ÎÁ (S

1

)

2

�ÒÉ ` = (1; 1), (1; 2) É (2; 3).
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ðÕÓÔØ (�; L

0

[ L

00

) | ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÅ (�

0

; K

0

[ L

0

) É (�

00

; K

00

[ L

00

) ×ÄÏÌØ K

0

É K

00

(ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L

0

1

; : : : ; L

0

�

0

É L

00

1

; : : : ; L

00

�

00

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ L

0

É L

00

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÞÅÒÅÚ `

0

É `

00

| ×ÅËÔÏÒÙ ÉÎÄÅËÓÏ× ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ

`

0

=

�

lk(K

0

; L

0

1

); : : : ; lk(K

0

; L

0

�

0

)

�

; `

00

=

�

lk(K

00

; L

00

1

); : : : ; lk(K

00

; L

00

�

00

)

�

:

�ÅÏÒÅÍÁ 5.1. (a). (óÍ. [6, Thm. 2.2℄, [7, Thm. 5.2℄.) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ L

0

É L

00

ÎÅ�ÕÓÔÙ. ðÕÓÔØ u

0

2 (S

1

)

�

0

É u

00

2 (S

1

)

�

00

ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ (v

0

; v

00

) 6= (1; 1), ÇÄÅ v

0

= (u

0

)

`

0

É

v

00

= (u

00

)

`

00

. �ÏÇÄÁ

�

L

0

[L

00

(u

0

; u

00

) = �

K

0

[L

0

(v

00

; u

0

) + �

K

00

[L

00

(v

0

; u

00

) + Æ

`

0

(u

0

)Æ

`

00

(u

00

);

n

L

0

[L

00

(u

0

; u

00

) = n

K

0

[L

0

(v

00

; u

0

) + n

K

00

[L

00

(v

0

; u

00

):

(b). (óÍ. [6, Addendum 2.7℄.) ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ L

0

= ? É L

00

6= ?. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ u 2 (S

1

)

�

00

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

�

(�;L

00

)

(u) = �

K

0

(u

�

00

) + �

K

00

[L

00

(u);

n

(�;L

00

)

(u) = n

K

0

(u

�

00

) + n

K

00

[L

00

(u):

÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ (v

0

; v

00

) = (1; 1), ÔÅÏÒÅÍÁ 5.1(a) ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÁ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ,

ÍÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÊ ÞÁÓÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �Ï ÔÅÍ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÎÏ Ó

ÅÝÅ ÏÄÎÉÍ �Ï�ÒÁ×ÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ �2 ÄÏ 2, ïÎ ×ÙÒÁÖÁ-

ÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÎÁ ÓÒÁÝÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑÈ (ÎÁËÌÏÎ

ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ), ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÅÅ × [7, 8℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ×Ï�ÒÏÓ 11.1 ÎÉÖÅ).

6. üË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ

äÒÕÇÏÊ ÔÉ� ÓÉÇÎÁÔÕÒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ, | ÜÔÏ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔ-

ÎÙÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ �

�

�

. íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÙÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ, ÈÏÔÑ

ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ É ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ (ÓÍ. ÏÂÚÏÒÙ [4℄, [11℄).

éÔÁË, �ÕÓÔØ L | ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ, F | ÓÌÏÊ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �F = L), É

h : H

1

(F ) ! H

1

(F ) | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ áÌÅËÓÁÎ-

ÄÅÒÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �

L

(t) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ h.

ðÏÌÏÖÉÍ H = H

1

(F )
 C , É �ÕÓÔØ H =

L

�

H

�

| ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H �Ï ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ h. ðÕÓÔØ l | ÆÏÒÍÁ úÅÊÆÅÒÔÁ ÎÁ H

1

(F ), �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÁÑ

ÄÏ �ÏÌÕÔÏÒÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ H. �ÏÇÄÁ �

+

�

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �

�

�

) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÙ l + l

�

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, i(l � l

�

)), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ H

�

.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1. (óÍ. [13℄, [14℄.) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÇÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ

(a). �

+

�

= �

+

�

�

É �

�

�

= (sign Im�)�

+

�

, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �

�

�

= ��

�

�

�

É �

�

�1

= 0;

(b). ÅÓÌÉ j�j 6= 1 ÉÌÉ � ÎÅ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ, ÔÏ �

+

�

= �

�

�

= 0;

(
). ÄÌÑ ! = e

i'

, 0 < ' � �, ÅÓÌÉ h | �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÉÌÉ ! ÎÅ ËÏÒÅÎØ �

L

(t),

ÔÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ É ÄÅÆÅËÔ ìÅ×ÉÎÁ{�ÒÉÓÔÒÁÍÁ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

�

!

(L) = �

+

!

+ 2

X

0��<'

�=e

i�

�

+

�

É n

!

(L) = dimH

!

;
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Ô.Å., n

!

(L) | ËÒÁÔÎÏÓÔØ ! ËÁË ËÏÒÎÑ �

L

(t).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.2. óÏÇÌÁÛÅÎÉÑ ÏÂ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ × [13℄ É × [14, 15℄ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ÷ [13℄

ÏÎÉ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ l

�

h = l, Á × [14, 15℄ | ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ lh = l

�

. ðÏ ÜÔÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ ÚÎÁËÉ

�

�

�

× ÜÔÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÈ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ. íÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÍÉ ÉÚ [13℄, ËÏÔÏÒÙÅ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÙÍÉ × ÎÁÛÅ ×ÒÅÍÑ.

7. ðÉÌÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É ÏÄÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÄÌÑ ÎÅÅ

ðÏÌÏÖÉÍ

((x)) =

�

1

2

� x+ bx
; x 62 Z;

0; x 2 Z;

ÇÄÅ bx
 = maxfn 2 Z j n � xg | �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 


ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

1




(x) =

�

1; x 2 
;

0; x 62 
:

ìÅÍÍÁ 7.1. ðÕÓÔØ x; y; z

1

; : : : ; z

n

2 R. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x+ y+ z

1

+ � � �+ z

n

= s 2 Z

É 0 < z

i

< 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n. �ÏÇÄÁ

((x)) + ((y)) + ((z

1

)) + � � �+ ((z

n

)) = n=2�#

�

Z \ ℄x; s� y[

�

�

1

2

1

Z

(x)�

1

2

1

Z

(y):

z

1

+ � � �+ z

n

0

1 bx


x s�y

s�by


s

òÉÓ. 4

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ x; y 62 Z, Á ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÕÞÁÉ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁ-

ÔÅÌÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ bz

1


 = � � � = bz

n


 = 0, ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÎÁ

n+ 2

2

� (x� bx
)� (y � by
)�

X

z

i

=

n+ 2

2

� s+ bx
+ by
;

É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ 1 +#

�

Z \ ℄x; s� y[

�

= (s� by
)� bx
 (ÓÍ. ÒÉÓ. 4). �

8. æÏÒÍÕÌÁ îÅÊÍÁÎÁ ÄÌÑ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÓÉÇÎÁÔÕÒ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ úÅÊÆÅÒÔÁ

ðÕÓÔØ L = Seif(a

1

; : : : ; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ a

1

; : : : ; a

n

. ðÏÌÏÖÉÍ

m

j

=

�

1; j � k;

0; j > k;

a

0

j

= (a

1

: : : a

n

)=a

j

; m =

n

X

j=1

m

j

a

0

j

: (3)

÷ÙÂÅÒÅÍ b

1

; : : : ; b

n

ÔÁË, ÞÔÏ b

j

a

0

j

� 1 mod a

j

ÄÌÑ ×ÓÅÈ j = 1; : : : ; n, É �ÕÓÔØ

s

j

= (m

j

� b

j

m)=a

j

; j = 1; : : : ; n:
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�ÅÏÒÅÍÁ 8.1. (îÅÊÍÁÎ [14, 15℄.) úÁ�Å�ÌÅÎÉÅ L ÒÁÓÓÌÏÅÎÎÏÅ, ÅÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÍÏÎÏÄÒÏ-

ÍÉÉ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÏÊ, É ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: �

+

1

(L) = 1� k, �

+

�1

(L) = 0 É,

�ÒÉ � 6= 1,

�

�

�

(L) =

�

�2

P

n

j=1

((s

j

k=m)) ÅÓÌÉ � = exp(2�ik=m); k 2 Z,

0 ÉÎÁÞÅ,

ÇÄÅ (( : : : )) | �ÉÌÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × x7.

îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁË �

�

�

× [14, 15℄ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ, ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 6.2.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.2. äÌÑ ! = e

i'

, 0 < ' � �, ÉÍÅÅÍ

�

!

(L) = 1� k + �

�

!

(L) + 2

X

0<�<'

�=e

i�

�

�

�

(L)

É n

!

(L) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ! × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÒÎÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �

L

(t).

ðÏ [9, Thm. 12.1℄, ÅÓÌÉ k � 2, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁ-

�Å�ÌÅÎÉÑ L ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

�

L

(t

1

; : : : ; t

k

) =

�

t

a

0

1

1

: : : t

a

0

k

k

� 1

�

n�2

n

Y

j=k+1

�

t

a

0

1

=a

j

1

: : : t

a

0

k

=a

j

k

� 1

�

�1

; (4)

É ÚÎÁÞÉÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÒÁ×ÅÎ �

L

(t) = (t�1)�

L

(t; : : : ; t).

(ðÒÉ k = 1 �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (4) ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ t

1

� 1.) æÏÒÍÕÌÁ (4) | ÜÔÏ Ó�Å�ÉÁÌÉ-

ÚÁ�ÉÑ ÏÂÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ [9℄ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÌÀÂÏÇÏ ÍÕÌØÔÉ-ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ

× ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÁÆ-ÓÆÅÒÅ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.3. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × [15, Thms. 5.1{5.3℄ ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÉÌØÎÅÅ,

ÞÅÍ ÔÅÏÒÅÍÁ 8.1: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÙÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ úÅÊÆÅÒÔÁ) ÔÁÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÓÔÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÞÔÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ

ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÙ úÅÊÆÅÒÔÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÄÏÂÉÑ ÎÁÄ C (× [15, Thm. 5.3℄ ÅÓÔØ

Ï�ÅÞÁÔËÁ: ÍÎÏÖÉÔÅÌØ i ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ Ï�ÕÝÅÎ × ÚÅÊÆÅÒÔÏ×ÓËÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ �

2

�

).

9. æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ Ó

ÏÓÅ×ÙÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÅ èÉÒ�ÅÂÒÕÈÁ

äÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b; 
; d, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ ad � b
 > 0, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔ-

ËÒÙÔÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ × R

2

, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ (a; b) É (
; d), ÞÅÒÅÚ � =

�(a; b; 
; d), Ô.Å.

�(a; b; 
; d) = fs(a; b) + t(
; d) j 0 < s < 1 É 0 < t < 1g:
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u(x,y) = θ

u(x,y) = 1 + θ

Nθ
+

Nθ
+

u(x,y) = 1
c,d( )

a,b( )
θ
+M

θ
−M

Nθ
−

A

B

a+c,b+d( )

(0,0)

òÉÓ. 5. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ N

�

�

É M

�

�

ðÕÓÔØ u : R

2

! R | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ u(a; b) = u(
; d) = 1. ðÒÉ

0 � � < 1 �ÏÌÏÖÉÍ (ÓÍ. ÒÉÓ. 5):

N

�

�

= N

�

�

(a; b; 
; d) = #f(x; y) 2 Z

2

\ � j � < u(x; y) < � + 1g;

N

+

�

= N

+

�

(a; b; 
; d) = #f(x; y) 2 Z

2

\� j u(x; y) < � ÉÌÉ � + 1 < u(x; y)g;

M

�

�

=M

�

�

(a; b; 
; d) = #f(x; y) 2 Z

2

\� j u(x; y) = � + 1g;

M

+

�

=M

+

�

(a; b; 
; d) = #f(x; y) 2 Z

2

\� j u(x; y) = �g:

ðÕÓÔØ p É q | �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ) É

m

1

;m

2

2 f0; 1g. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ T

m

1

;m

2

(p; q) ËÁË �Å-

ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÙ × C

2

Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ f(z

1

; z

2

) j z

m

1

1

z

m

2

2

(z

p

1

�z

q

2

) =

0g, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ó ÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ

ÌÅÖÉÔ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÄÅËÓ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. åÓÌÉ m

1

= m

2

= 0, ÜÔÏ ÏÂÙÞÎÏÅ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ T (p; q).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.1. ðÕÓÔØ (a; b) = (p; 0) + (m

1

;m

2

) É (
; d) = (0; q) + (m

1

;m

2

). �ÏÇÄÁ

ÄÌÑ ÜË×É×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ É ÄÅÆÅËÔÁ ìÅ×ÉÎÁ{�ÒÉÓÔÒÁÍÁ

ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ T

m

1

;m

2

(p; q) × ÔÏÞËÅ � = e

2�i�

�ÒÉ 0 < � < 1 ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

�

�

�

=M

+

�

�M

�

�

; �

�

= N

+

�

�N

�

�

�m

1

�m

2

; n

�

= M

+

�

+M

�

�

;

ÇÄÅ N

�

�

= N

�

�

(a; b; 
; d) É M

�

�

=M

�

�

(a; b; 
; d).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.2. ÷ ÓÌÕÞÁÅ m

1

= m

2

= 0 ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ èÉÒ�ÅÂÒÕÈÁ (ÓÍ. [1; x6℄ ÄÌÑ

� = 1=2 É [13; x4℄ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.3. ÷ [16; Prop. 8.1℄ Ñ �ÒÉ×ÅÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ É

ÄÅÆÅËÔÁ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÇÏ ËÏÓÏÊ �

n

Ó 2k + 1 ÎÉÔÑÍÉ:

�(L) = �

�1

(L) =

�

�nk(k + 1) + (�1)

(n�1)=2

�ÒÉ k � n � 1 mod 2,

�nk(k + 1) ÉÎÁÞÅ,
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n(L) = n

�1

(L) =

�

2k �ÒÉ n � 0 mod 4,

0 ÉÎÁÞÅ.

÷ÍÅÓÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ñ ÄÁÌ ÓÓÙÌËÕ ÎÁ [15℄. �Å�ÅÒØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 9.1 ÄÁÅÔ ÎÅÄÏÓÔÁÀ-

ÝÉÅ ÄÅÌÁÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÔÁË ËÁË ÄÁÎÎÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ ÅÓÔØ T

0;1

(nk; 2k).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9.4. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ m

1

É m

2

Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÉÍ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ T

m

1

;m

2

(p; q) ÔÅÍÉ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ÞÔÏ É ×ÙÛÅ, ÎÏ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ

ÅÇÏ ËÁË ÍÕÌØÔÉ-ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ × ÓÍÙÓÌÅ [9, 15℄. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �

�

�

=M

+

�

�M

�

�

É ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÔÁÀÔÓÑ × ÓÉÌÅ.

a1 a2

m2(     )m1(     )

n

1 1

. . .

òÉÓ. 6. äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ T

m

1

;m

2

(na

1

; na

2

)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 9.1. ðÏÌÏÖÉÍ p = a

1

n É q = a

2

n, ÇÄÅ n = g
d(p; q). �Ï-

ÇÄÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ (ÍÕÌØÔÉ-)ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ T

m

1

;m

2

(p; q) ÔÁËÁÑ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ

ÎÁ ÒÉÓ. 6. íÙ ÉÍÅÅÍ M

+

0

= n � 1, M

�

0

= 0, É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ

ÒÁ×ÎÏ n+m

1

+m

2

= (M

+

0

�M

�

0

) + 1 +m

1

+m

2

. ìÅÇËÏ ÔÁËÖÅ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ

N

+

'

�N

�

'

= (M

+

'

�M

�

'

) + 2

X

0��<'

(M

+

�

�M

�

�

):

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 8.2 ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �

�

Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ �

�

�

. äÌÑ

×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �

�

�

�ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 8.1 �ÒÉ a

j

= m

j

= 1 ÄÌÑ j = 3; : : : ; n + 2. ðÕÓÔØ

a

0

j

, b

j

É s

j

ÂÕÄÕÔ, ËÁË × x8, Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ

ÉÎÄÅËÓÏ×. �ÏÇÄÁ a

0

1

= a

2

, a

0

2

= a

1

, É a

0

j

= a

1

a

2

�ÒÉ j � 3, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ

m = m

1

a

2

+m

2

a

1

+ na

1

a

2

:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ M

�

�

, N

�

�

�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÉÄ

u(x; y) = (a

2

x + a

1

y)=m. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, M

+

�

� M

�

�

= 0 � 0 = �

�

�

�ÒÉ m� 62 Z.

æÉËÓÉÒÕÅÍ � = k=m, ÇÄÅ k 2 Z, 0 < k < m. �ÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 8.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

�

�

�

= �2

P

((x

j

)), ÇÄÅ x

j

= s

j

k=m, j = 1; : : : ; n+ 2.

÷ÙÂÅÒÅÍ b

1

É b

2

ÔÁË, ÞÔÏ a

1

b

2

+ a

2

b

1

= 1 É �ÏÌÏÖÉÍ b

j

= 0 �ÒÉ j � 3. �ÏÇÄÁ

P

b

j

a

0

j

= 1, ÚÎÁÞÉÔ

a

1

: : : a

n+2

X

s

j

=

X

(m

j

� b

j

m)a

0

j

= m�m

X

b

j

a

0

j

= 0;

É ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

P

x

j

=

P

s

j

k=m = 0. ë ÔÏÍÕ ÖÅ, 0 < x

j

= k=m < 1 �ÒÉ j � 3.

ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅÍÍÁ 7.1 ×ÌÅÞÅÔ

�

�

�

= �n+ 2#

�

l 2 Z j x

1

< l < �x

2

g+ 1

Z

(x

1

) + 1

Z

(x

2

): (5)
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îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x

1

< l < �x

2

× (5) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

x

1

< l , (m

1

� b

1

m)k=m < a

1

l , b

1

k + a

1

l > m

1

k=m;

l < �x

2

, (m

1

� b

2

m)k=m < �a

2

l , b

2

k � a

2

l > m

2

k=m:

ðÏÓËÏÌØËÕ ' : t 7! (b

1

k + a

1

t; b

2

k � a

2

t) ÅÓÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁ�ÉÑ �ÒÑÍÏÊ fu = �g ÔÁËÁÑ,

ÞÔÏ '(Z) = Z

2

\ fu = �g, É �ÏÓËÏÌØËÕ '(m

1

k=m) = A É '(m

2

k=m) = B | ÜÔÏ ÔÏÞËÉ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ fu = �g Ó �� (ÓÍ. ÒÉÓ. 5), ÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ (5) Ë ×ÉÄÕ

�

�

�

= �n+ 2M

+

�

+ �M

+

�

;

ÇÄÅ �M

+

�

ÏÚÎÁÞÁÅÔ 1

Z

2

(A) + 1

Z

2

(B). éÚ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ×ÍÅÓÔÅ Ó

n =M

�

0

+

1

2

�M

�

0

=M

�

�

+M

+

�

+

1

2

(�M

�

�

+ �M

+

�

) É �M

+

�

= �M

�

�

; (6)

×ÙÔÅËÁÅÔ ÖÅÌÁÅÍÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �

�

�

.

÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅ�ÅÒØ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ 8.2 ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ n

�

. óÏÇÌÁÓÎÏ (4),

�

L

(t) =

(t� 1)(t

m

� 1)

n+m

1

+m

2

�2

(t

m=a

1

� 1)

1�m

1

(t

m=a

2

� 1)

1�m

2

;

Á �Ï (6) ÍÙ ÉÍÅÅÍ M

+

�

+M

�

�

= n � �M

+

�

. ÷ ÓÌÕÞÁÅ (m

1

;m

2

) = (1; 1) ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÒÁÚÕ

ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M

+

�

+M

�

�

ÅÓÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ e

2�i�

ËÁË ËÏÒÎÑ �

L

(t). íÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ

ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÓÌÕÞÁÉ (m

1

;m

2

) = (1; 0) É (m

1

;m

2

) = (0; 0). �

10. íÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ úÅÊÆÅÒÔÁ

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÕÌØÔÉÓÉÇÎÁÔÕÒÙ É ÄÅÆÅËÔÙ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ úÅÊ-

ÆÅÒÔÁ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑÍÉ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.1 ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓÌÅÄ-

ÓÔ×ÉÅÍ 8.2 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �

L

É n

L

ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ úÅÊ-

ÆÅÒÔÁ L = Seif(a

1

; : : : ; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

), a

i

� 0, Á ÔÅÏÒÅÍÁ 2.2(2) × ÓÏÞÅÔÁÎÉÉ Ó �ÒÅÄÌÏ-

ÖÅÎÉÅÍ 4.3 Ë ÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ Ó×ÏÄÉÔ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ-

�ÉÉ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ �(a

1

; : : : ; a

n

) (ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ �×ÅÔÁ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ

× ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ) ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË �

L

.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �

L

É n

L

ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ

ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ úÅÊÆÅÒÔÁ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÆÁËÔÏ×, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ × �ÒÅÄÙÄÕ-

ÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ××ÅÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (�

1

; : : : ; �

n

) ÎÁ (S

1

nf1g)

n

, u

j

= e

2�i�

j

.

�ÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ �

L

É n

L

ÎÁ ÇÌÁ×ÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ �

1

= � � � = �

n

Ï�ÒÅÄÅÌÑ-

ÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 8.1 É �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 4.4. óÏÇÌÁÓÎÏ (4), ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏ-

ÓÔÅÊ, ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ �

L

É n

L

Ó ÇÌÁ×-

ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁ (S

1

n f1g)

n

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 4.8 ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ

ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ËÒÁÔÎÙÍ ÎÕÌÑÍ �

L

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ,

ÞÔÏ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ, ÜÔÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ �

L

É n

L

ÎÁ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

f�

L

= 0g. íÙ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÅÍ, �ÏÌØÚÕÑÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1 É ÔÅÍ

ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ úÅÊÆÅÒÔÁ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ÓÒÁÝÉ×Á-

ÎÉÑ. äÁÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ É �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 10.1. ðÕÓÔØ L = L

1

[ � � � [ L

k

= Seif(a

1

; : : : ; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) Ó ÎÅÏ-

ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ a

1

; : : : ; a

n

. ðÕÓÔØ u = (u

1

; : : : ; u

k

), ÇÄÅ u

j

= exp(2��

j

), 0 < �

j

< 1,

�ÏÇÄÁ �

L

(u) É n

L

(u) ÚÁ×ÉÓÑÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÕÍÍÙ

P

k

j=1

a

0

j

�

j

(ÞÉÓÌÁ a

0

j

ÔÁËÉÅ, ËÁË × (3))

ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ

�

L

(u) = �

L

(�; : : : ; �) = �

�

(L) +

X

1�i<j�k

lk(L

i

; L

j

)

É n

L

(u) = n

L

(�; : : : ; �) = n

�

(L) �ÒÉ

� = exp(2�i�); � =

a

0

1

�

1

+ � � �+ a

0

k

�

k

a

0

1

+ � � �+ a

0

k

:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ a

j

= 0 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j, ÔÏ (a

1

; : : : ; a

n

) ÅÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ

ÞÉÓÅÌ (0; 1; : : : ; 1), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÉÂÏ L ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ k-ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ (�ÒÉ

j > k; ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2.2(4)), ÌÉÂÏ L | ÜÔÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÒÉÓ. 1, É ÔÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ

ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ [6; Thm. 2.10℄. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ a

j

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ.

ðÒÉ n = 2 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÔÁË ËÁË L | ÌÉÂÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ

ÕÚÅÌ, ÌÉÂÏ Ä×ÕÈËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ èÏ�ÆÁ. ðÒÉ n = 3 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 4.8, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ

�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (ÓÍ. (4))

�

L

(t

1

; : : : ; t

k

) = f(t

a

0

1

1

: : : t

a

0

k

k

� 1);

ÇÄÅ f(t) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �

L

ËÁË ÁÎÁÌÉÔÉÞÅ-

ÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ �

1

; : : : ; �

k

, ÔÏ ÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ

ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, �ÒÉÞÅÍ ÇÒÁÄÉÅÎÔ �

L

ÎÁ ÎÉÈ

ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ.

åÓÌÉ k = 2, ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÒÉÓ. 7. ðÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ ÓÏ×�Á-

ÄÁÅÔ Ó L ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ÒÅÂÅÒ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.2(6)). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1(b) É ÉÚ ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ n = 3.

a1

a1 a2

an

a3a2
a3 an. . .

...

òÉÓ. 7. óÒÁÝÉ×ÁÎÉÅ �ÒÉ k = 2 × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.1.

�Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k � 3. îÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �

L

É n

L

, ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �

1

; : : : ; �

k

, ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ

(k � 1)-ÍÅÒÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ×ÉÄÁ P




= fa

0

1

�

1

+ � � � + a

0

k

�

k

= 
g \ ℄0; 1[

k

. äÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÙ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ × P




, ÚÁ-

ÄÁÎÎÏÍ ÔÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ �

k

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ×ÓÅ, ËÒÏÍÅ Ä×ÕÈ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÏÓÔÏÑÎÓÔ×Ï ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÔÁËÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÊ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ, ÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÄÌÉÎÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ

Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.
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ðÕÓÔØ k � 3, É �ÕÓÔØ

~

�

2

É

~

�

3

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:

0 <

~

�

2

� �

2

a

2

=

�

3

�

~

�

3

a

3

<

1

a

1

; 0 <

~

�

2

< 1; 0 <

~

�

3

< 1: (7)

�ÏÇÄÁ �

L

(u) = �

L

(u

1

; ~u

2

; ~u

3

; u

4

; : : : ; u

k

), ÇÄÅ ~u

j

= exp(2�i

~

�

j

), j = 2; 3.

(i)

a1

ak

a2
ak

an

a1a2 an

L 0

+ 1

...

...

. . .

1
L

(ii)

ak

a4
aka1a2 a3

a3

a2

a1

a4 an. . .

an
L2 L2

+ 1

...

...1

òÉÓ. 8. ä×Á ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ L

1

× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.1.

äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ. ðÕÓÔØ L

1

| ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 8(i). �ÏÇÄÁ L

1

=

Seif(1; a

1

; : : : ; a

k

; a

k+1

; : : : ; a

n

) × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ÒÅÂÅÒ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.2(6)). ðÏ

ÔÏÊ ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ L

1

ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÅ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 8(ii).

ðÏÌÏÖÉÍ A

j

= a

j

a

j+1

: : : a

n

É u

~

j

= (u

j

; : : : ; u

k

), × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, u

~

1

= u. âÌÁÇÏÄÁÒÑ

ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÀ ÎÁ ÒÉÓ. 8(i), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u

0

ÔÅÏÒÅÍÁ 5.1(a) ×ÌÅÞÅÔ:

�

L

(u) = �

L

1

(u

0

; u

�

1

; u

~

2

)� �

L

0

(v; u

0

; u

�

1

)� Æ

L

(u)Æ

L

0

(v; u

0

; u

�

1

); (8)

ÇÄÅ u

�

1

= u

1

u

�a

1

0

É v =

Q

k

j=2

u

A

2

=a

j

j

(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Æ

L

É Æ

L

0

ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÏÎÑÔÎÙ ÉÚ

ËÏÎÔÅËÓÔÁ). üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ, ËÏÇÄÁ (u

1

; v) 6= (1; 1), ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÎÁÛÅÍ

ÓÌÕÞÁÅ, ÔÁË ËÁË u

1

6= 1.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ (v

2

; v

0

2

) 6= (1; 1), ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÒÉÓ. 8(ii) ÄÁÅÔ

�

L

1

(u

0

; u

�

1

; u

~

2

) = �

L

2

(v

0

2

; u

�

1

; u

2

; u

3

) + �

L

0

2

(v

2

; u

0

; u

~

4

) + Æ

L

2

(u

�

1

; u

2

; u

3

)Æ

L

0

2

(u

0

; u

~

4

); (9)

ÇÄÅ v

0

2

= u

A

4

0

Q

k

j=4

u

A

4

=a

j

j

É v

2

= (u

�

1

)

a

2

a

3

u

a

1

a

3

2

u

a

1

a

2

3

.

äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ L

2

(ÎÁ ÒÉÓ. 8(ii) ÓÌÅ×Á) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ, ÉÚÏÂÒÁ-

ÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 9. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ (v

3

; v

0

3

) 6= (1; 1) 6= (v

4

; v

0

4

), ÍÙ ÉÍÅÅÍ

�

L

2

(v

0

2

; u

�

1

; u

2

; u

3

) = �

L

3

(v

0

3

; u

�

1

; u

2

) + �

L

0

3

(v

3

; u

3

; v

0

2

) + Æ

L

3

(u

�

1

; u

2

)Æ

L

0

3

(u

3

; v

0

2

); (10)

�

L

2

(v

0

2

; u

�

1

; ~u

2

; ~u

3

) = �

L

4

(v

0

4

; u

�

1

; ~u

3

) + �

L

0

4

(v

4

; ~u

2

; v

0

2

) + Æ

L

4

(u

�

1

; ~u

3

)Æ

L

0

4

(~u

2

; v

0

2

); (11)
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(i)

a1

a2 a1a2a3 an. . .
a3

a4 an. . .

L3 L3

(ii)

a1

a3 a4 an. . .a2 a1a3
a2

a4 an. . .

L4L4

òÉÓ. 9. ä×Á ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ L

2

× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 10.1.

ÇÄÅ v

3

= (u

�

1

)

a

2

u

a

1

2

, v

0

3

= (v

0

2

)

a

3

u

A

4

3

, v

4

= (u

�

1

)

a

3

~u

a

1

3

, v

0

4

= (v

0

2

)

a

2

~u

A

4

2

.

ðÕÓÔØ �

�

1

2 ℄0; 1[ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ u

�

1

= e

2�i�

�

1

(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ u

�

1

= u

1

u

�a

1

0

). ÷ÙÂÅÒÅÍ u

0

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ v

j

6= 1 �ÒÉ j = 2; 3; 4 (ÔÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÑ (8){(11) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ), É ÞÔÏÂÙ

�ÒÉ ÜÔÏÍ �

�

1

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ

0 <

~

�

1

< �

�

1

< 1; ÇÄÅ

~

�

1

ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

�

�

1

�

~

�

1

a

1

=

~

�

2

� �

2

a

2

=

�

3

�

~

�

3

a

3

: (12)

�ÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ u

0

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÓÉÌÕ (7). ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó (10) É (11), �ÒÉ ~u

1

= e

2�i

~

�

1

ÍÙ

ÉÍÅÅÍ

�

L

2

(v

0

2

; ~u

1

; ~u

2

; u

3

) = �

L

3

(v

0

3

; ~u

1

; ~u

2

) + �

L

0

3

(v

3

; u

3

; v

0

2

) + Æ

L

3

(~u

1

; ~u

2

)Æ

L

0

3

(u

3

; v

0

2

); (13)

�

L

2

(v

0

2

; ~u

1

; ~u

2

; u

3

) = �

L

4

(v

0

4

; ~u

1

; u

3

) + �

L

0

4

(v

4

; ~u

2

; v

0

2

) + Æ

L

4

(~u

1

; u

3

)Æ

L

0

4

(~u

2

; v

0

2

): (14)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÕÞÁÊ n = 3 ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎ, ÕÓÌÏ×ÉÅ (12) ×ÌÅÞÅÔ

�

L

3

(v

0

3

; u

�

1

; u

2

) = �

L

3

(v

0

3

; ~u

1

; ~u

2

); Æ

L

3

(u

�

1

; u

2

) = Æ

L

3

(~u

1

; ~u

2

);

�

L

4

(v

0

4

; u

�

1

; ~u

2

) = �

L

4

(v

0

4

; ~u

1

; u

2

); Æ

L

4

(u

�

1

; ~u

2

) = Æ

L

4

(~u

1

; u

2

):

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈ (10) É (11) ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ × (13) É (14). ðÏÜÔÏÍÕ ÌÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÙ, É ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

�

L

2

(v

0

2

; u

�

1

; u

2

; u

3

)

(10);(13)

= �

L

2

(v

0

2

; ~u

1

; ~u

2

; u

3

)

(11);(14)

= �

L

2

(v

0

2

; u

�

1

; ~u

2

; ~u

3

):

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (9) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ u

2

É u

3

ÎÁ ~u

2

É ~u

3

, Á ÚÎÁ-

ÞÉÔ, ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ (8). üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒ. äÌÑ

ÄÅÆÅËÔÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. �

11. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ

11.1. ìÉÎË ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ËÁÓ�Ï×. íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó

�ÒÉÍÅÒÁ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ × [15, x7℄. ðÕÓÔØ L | ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ, ×ÙÓÅËÁÅÍÏÅ ËÒÉ×ÏÊ

(x

3

� y

2

)(x

2

� y

3

) = 0 (15)
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ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÓÆÅÒÅ × C

2

Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. �ÏÇÄÁ L �ÏÌÕÞÁ-

ÅÔÓÑ ÉÚ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ èÏ�ÆÁ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ (2; 3)-ÏÂÍÏÔËÉ ×ÄÏÌØ ÏÂÅÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ. üÔÏ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÀ ÎÁ ÒÉÓ. 10, ÇÄÅ ÉÍÅÎÁÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÏÍÅÞÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÔÒÅÌËÉ. óÒÁÝÉ×ÁÅÍÙÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ L

j

[K

j

, j = 1; 2, ÇÄÅ L

j

|

ÕÚÅÌ-ÔÒÉÌÉÓÔÎÉË É K

j

| ÏÄÎÁ ÉÚ ÅÇÏ ÏÓÅ×ÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

u2 t2t1 u1
2

13

2

1 3t1
2

1 3
t2

2

13

òÉÓ. 10. äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ É ÓÒÁÝÉ×ÁÅÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÄÌÑ

ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÉÚ x11.1

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÙ

�

L

(t

1

; t

2

) =

(t

6

1

t

4

2

� 1)(t

4

1

t

6

2

� 1)

(t

3

1

t

2

2

� 1)(t

2

1

t

3

2

� 1)

= (t

3

1

t

2

2

+ 1)(t

2

1

t

3

2

+ 1);

t

3

1

u

1

+ 1 É t

3

2

u

2

+ 1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

−1 −2 −3 −4 −4 −2 −1−5 −3

7/85/83/81/8 10

θ

òÉÓ. 11. �(3+ 1; 0; 1; 2) É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �

�

(K

j

[L

j

), � = e

2�i�

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 9.1, ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ìÅ×ÉÎÁ{�ÒÉÓÔÒÁÍÁ ÓÒÁÝÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ ÔÁ-

ËÉÅ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 11. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 10.1, ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ �

K

j

[L

j

(t

j

; u

j

)

ÄÌÑ t

j

= e

2�i�

j

, u

j

= e

2�i'

j

ÔÁËÉÅ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 12 ÓÌÅ×Á. äÅÆÅËÔ n

K

j

[L

j

ÒÁ×ÅÎ

1 � j sign(�

L

j

)j, ÚÁ Ä×ÕÍÑ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ: n

K

j

[L

j

(�1; 1) = n

K

j

[L

j

(1;�1) = 0 (ÂÅÌÙÅ

ËÒÕÖËÉ ÎÁ ÒÉÓ. 12).

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5.1, ÄÌÑ (t

1

; t

2

) 2 (S

1

)

2

ÍÙ ÉÍÅÅÍ

�

L

(t

1

; t

2

) = �

K

1

[L

1

(t

2

2

; t

1

) + �

K

2

[L

2

(t

2

1

; t

2

) + Æ

(2)

(t

1

)Æ

(2)

(t

2

) (16)

ËÒÏÍÅ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ (t

2

1

; t

2

2

) = (1; 1). îÁ ÒÉÓ. 13 �ÏËÁÚÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÉÚ ÔÒÅÈ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (16) (ËÁÒÔÉÎËÉ ÄÌÑ �

K

1

[L

1

(t

2

2

; t

1

) É ÄÌÑ �

K

2

[L

2

(t

2

1

; t

2

) ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �

1

= �

2

). óÕÍÍÉÒÕÑ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �

L

,

�ÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 13. úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �

L

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

�

L

= 0 ÎÅ ÕËÁÚÁÎÙ, ÔÁË ËÁË �Ï ÌÅÍÍÅ 4.7 ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ �ÏÌÕÓÕÍÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �Ï ÏÂÅ

ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÏÔÒÅÚËÁ.

÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �

L

ÔÁËÁÑ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 13, ÔÏÌØËÏ

�ÒÉ (t

1

; t

2

) 6= (�1;�1). ïÄÎÁËÏ �Ï�ÒÁ×ÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ �� ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ [7,

Thm. 5.3℄, É ÏÎ ÏËÁÚÙ×ÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÎÕÌÀ. ÷ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ �� ÍÙ ÂÕÄÅÍ

�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÅÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ [7℄. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅÍ
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)Æ

(2)
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òÉÓ. 12. úÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (16)

(t

1

; t

2

) = (�1;�1). ðÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ëÏÎ×ÅÑ ÄÌÑ K

j

[ L

j

É ÄÌÑ ÔÒÉÌÉÓÔÎÉËÁ

K

j

ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

r

K

j
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j

(u

j
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j

) = t

3

j

u

j

+ t
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j

u

�1

j

; r

K

j
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j
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2

j

� 1 + t

�2

j

)=(t� t

�1

)

(ÓÍ. [2℄), ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁËÌÏÎÏ× �

j

= (L

j

=K

j

)(�1) = �(r

K

j

[L

j

)

0

u

j

(1; i)=2r

K

j

(i) =

2=3, j = 1; 2 (ÓÍ. [7, Thm. 3.21℄). ïÔÓÀÄÁ �� = 0 (ÓÍ. [7, Thm. 5.3 É Rem. 5.4℄).
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òÉÓ. 13. úÎÁÞÅÎÉÑ �
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; t
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), t

j

= e

2�i�

j

�ÅÏÒÅÍÁ 5.1 É [6, Thm. 5.3℄ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÔÁËÖÅ ÎÁÊÔÉ ÄÅÆÅËÔ n
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(t

1

; t

2

) ÄÌÑ ×ÓÅÈ

(t

1

; t

2

) 2 (S

1

)

2

. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ �

L

= 0, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (t

1

; t

2

), ËÒÏÍÅ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ (t

1

; t

2

) ÅÓÔØ

(�1;�1), (1; i

k

) ÉÌÉ (i

k

; 1), k = 1; 2; 3 (ÂÅÌÙÅ ËÒÕÖËÉ ÎÁ ÒÉÓ. 13) | × ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

ÄÅÆÅËÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅ.

÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.4, ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ìÅ×ÉÎÁ{�ÒÉÓÔÒÁÍÁ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ L ÔÁËÉÅ, ËÁË

ÎÁ ÒÉÓ. 14, Á ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÅÆÅËÔÁ | ÜÔÏ n

�1

(L) = 1 É n

�

(L) = 2 �ÒÉ
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òÉÓ. 14. úÎÁÞÅÎÉÑ �

�

(L), � = e

2�i�

� = e

2�ik=10

, ÇÄÅ k 2 f1; 3; 7; 9g. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÆÏÒÍÏÊ úÅÊÆÅÒÔÁ

ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ L, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÊ × [15, x7℄ (ÓÍ., ÏÄÎÁËÏ, ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 6.2 É 8.3).

÷Ï�ÒÏÓ 11.1. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁËÌÏÎÙ ×ÓÅÈ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ

(×ÓÅÈ ÇÒÁÆ-ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁÆ-ÓÆÅÒÁÈ?) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É

×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó [7, Thm. 3.21℄?

11.2. úÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Ä×ÕÈ �ÏÌÕËÕÂÉÞÅÓËÉÈ �ÁÒÁÂÏÌ.

ðÕÓÔØ L

1

| ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÅ, ×ÙÓÅËÁÅÍÏÅ ×ÓÅ ÔÏÊ ÖÅ ËÒÉ×ÏÊ (15), ÎÏ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÎÁ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÆÅÒÅ × C

2

Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. åÇÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÒÁ-

ÝÉ×ÁÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÒÉÓ. 10 �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ ×ÓÅ �ÏÍÅÔËÉ �2� É �3�. åÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ ÒÁ×ÅÎ
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÷Ù�ÏÌÎÉ× ÔÁËÉÅ ÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÒÉÍÅÒÅ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

�

L

1

É n

L

1

, �ÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 15 (ËÁË É × x11.1, ÂÅÌÙÅ ËÒÕÖËÉ ÏÔÍÅÞÁÀÔ ÔÏÞËÉ,

× ËÏÔÏÒÙÈ n

L

1

ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ �ÒÑÍÙÈ ÉÚ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �

L

1

= 0). óÉÇÎÁÔÕÒÙ ìÅ×ÉÎÁ{�ÒÉÓÔÒÁÍÁ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ L

1

�ÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ

ÒÉÓ. 16. äÅÆÅËÔ ÒÁ×ÅÎ 1 (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 2) × �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ËÏÒÎÑÈ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù

ÔÒÅÔØÅÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 15-Ê) ÓÔÅ�ÅÎÉ.
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÷Ï�ÒÏÓ 11.2. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÒÍÉÔÏ×ÏÊ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕË-

ÔÕÒÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ L

1

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÅÍÉ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ÞÔÏ É × [14℄, [15℄ Ó ÔÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒ �

2

�

× ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÉÔ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ

×ÓÅÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ × C

2

ÉÌÉ ÈÏÔÑ

ÂÙ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÏÄËÌÁÓÓÁ ÔÁËÉÈ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÊ?
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