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Разбивающая полугруппа кривых рода 4

С.Ю. Оревков

Рациональная функция на вещественной алгебраической кривой 𝐶 назы-

вается разбивающей, если вещественные значения она принимает только в

вещественных точках. Такая функция определяет накрытие R𝐶 → RP1.

Пусть 𝑐1, . . . , 𝑐𝑟 — компоненты связности множества R𝐶. М. Куммер и

К. Шоу определили разбивающую полугруппу кривой 𝐶 как множество

всех наборов (𝑑1(𝑓), . . . , 𝑑𝑟(𝑓)), где 𝑓 — разбивающая функция и 𝑑𝑖(𝑓) —
степень ограничения 𝑓 на 𝑐𝑖.

В настоящей статье мы описываем разбивающие полугруппы всех кри-

вых рода 4. Доказательства основаны на рассмотрении канонического вло-

жения кривой 𝐶 в квадрику𝑋 в P3 и применении теоремы Абеля к 1-формам

на 𝐶, полученным как вычет Пуанкаре некоторых мероморфных 2-форм.
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§ 1. Введение

Вещественной алгебраической кривой ìû áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñ-
íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ 𝐶, ñíàáæåííóþ àíòèãîëîìîðôíîé èíâîëþ-
öèåé conj : 𝐶 → 𝐶 (èíâîëþöèÿ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå
множество вещественных точек {𝑝 ∈ 𝐶 | conj(𝑝) = 𝑝} áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç R𝐶. Âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ разбивающей, åñëè R𝐶 ðàç-
áèâàåò 𝐶 íà äâå ïîëîâèíêè, ïåðåõîäÿùèå äðóã â äðóãà ïðè êîìïëåêñíîì
ñîïðÿæåíèè. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè è íåïðè-
âîäèìûìè.

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî 𝐶 ðàçáèâàþùàÿ, � ñóùå-
ñòâîâàíèå разбивающего морфизма 𝑓 : 𝐶 → P1, òî åñòü òàêîãî ìîðôèçìà,
÷òî 𝑓−1(RP1) = R𝐶. Îãðàíè÷åíèå ðàçáèâàþùåãî ìîðôèçìà íà R𝐶 ÿâëÿ-
åòñÿ íàêðûòèåì íàä RP1. Çàôèêñèðîâàâ íóìåðàöèþ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
𝑐1, . . . , 𝑐𝑟 ìíîæåñòâà R𝐶, ìîæíî ðàññìîòðåòü íàáîð 𝑑(𝑓) = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑟), ãäå
𝑑𝑖 åñòü ñòåïåíü îãðàíè÷åíèÿ íàêðûòèÿ 𝑓 íà 𝑐𝑖. Êóììåð è Øîó [2] îïðå-
äåëèëè разбивающую полугруппу êðèâîé 𝐶 êàê

Sep(𝐶) = {𝑑(𝑓) | 𝑓 : 𝐶 → P1 � ðàçáèâàþùèé ìîðôèçì}.

Часть работы над статьей была выполнена во время визита в Женеву при под-

держке Швейцарского национального научного фонда, проект 200400.
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Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî è â ñàìîì äåëå ïîëóãðóïïà îòíîñèòåëüíî ñëî-
æåíèÿ (ñì. [2, ïðåäë. 2.1]). Îáîçíà÷èì:

N = {𝑛 ∈ Z | 𝑛 ⩾ 1}, N0 = {𝑛 ∈ Z | 𝑛 ⩾ 0}.

Êàê ïîêàçàíî â [2], Sep(𝐶) = N𝑔+1, åñëè 𝐶 ÿâëÿåòñÿ 𝑀 -кривой ðîäà 𝑔
(ò.å. R𝐶 èìååò 𝑔+1 êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè), è Sep(𝐶) åñòü N2 (ñîîòâ. N3 èëè
2 + N0), åñëè 𝐶 � ðàçáèâàþùàÿ êðèâàÿ ðîäà 1 (ñîîòâ. 2). Ðàçáèâàþùèå
ïîëóãðóïïû ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ëþáîãî ðîäà è êðèâûõ ðîäà 3
âû÷èñëåíû â [3]. Ãîðàçäî áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ êðèâûõ ðîäà
3 ïðèâåäåíî â [4, çàìå÷àíèå 3.3]. Â �4 ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî äëÿ
ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ, êîòîðîå ïî ñóùåñòâó òî æå, ÷òî è â [3], íî
èçëîæåííîå ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàáîòû [4].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàéäåíû ðàçáèâàþùèå ïîëóãðóïïû âñåõ êðèâûõ
ðîäà 4 (ýòîò ðåçóëüòàò áûë àíîíñèðîâàí â [4, çàìå÷àíèå 3.6]). Ïóñòü 𝐶
� ðàçáèâàþùàÿ êðèâàÿ ðîäà 4. Åñëè 𝐶 åñòü 𝑀 -êðèâàÿ, òî Sep(𝐶) = N5

(ñì. âûøå). Åñëè 𝐶 ãèïåðýëëèïëè÷íà, íî íå 𝑀 -êðèâàÿ, òî Sep(𝐶) = {2}∪
(4 + N0) (ñì. [3] è �4).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝐶 íå ãèïåðýëëèïòè÷íà. Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå
îáðàç 𝐶 ïðè êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè ÿâëÿåòñÿ êðèâîé ñòåïåíè 6 íà íåïðè-
âîäèìîé êâàäðèêå 𝑋 â P3. Ïîñêîëüêó 𝐶 ðàçáèâàþùàÿ, âåùåñòâåííóþ
ñòðóêòóðó íà P3 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû 𝐶 áûëà âåùåñòâåííîé êðèâîé
íà íåïðèâîäèìîé âåùåñòâåííîé ïîâåðõíîñòè 𝑋, òàêîé, ÷òî dimR𝑋 = 2,
è òîãäà R𝑋 � ýëëèïñîèä, ãèïåðáîëîèä èëè êâàäðàòè÷íûé êîíóñ.

Êîãäà 𝑋 � ýëëèïñîèä èëè ãèïåðáîëîèä, âñå жесткие изотопические

классы ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ ñåêñòèê 𝐶 ðîäà 4 íà 𝑋 (ò.å. êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà òàêèõ êðèâûõ) îïèñàíû â [1]. Òå æå ðàññóæäåíèÿ
ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà 𝑋 � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ (ñì. òàêæå
ïîäñòðî÷íîå ïðèìå÷àíèå â [5, ñòð. 14]). Ïðåäñòàâèòåëè âñåõ æåñòêèõ èçî-
òîïè÷åñêèõ êëàññîâ ðàçáèâàþùèõ íåìàêñèìàëüíûõ êðèâûõ ñ òî÷íîñòüþ
äî àâòîìîðôèçìîâ 𝑋 èçîáðàæåíèû íà ðèñ. 1. ×åòûðå èç íèõ ðåàëèçó-
åìû ìàëûì âîçìóùåíèåì òðåõ ïëîñêèõ ñå÷åíèé. Äâà äðóãèõ � âîçìó-
ùåíèåì ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ è ñå÷åíèÿ òîíêèì öèëèíäðîì âîêðóã ïðÿìîé.
Ñòðåëêàìè íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû комплексные ориентации, ò.å. ãðàíè÷íûå
îðèåíòàöèè, èíäóöèðîâàííûå ñ îäíîé èç ïîëîâèíîê 𝐶 ∖ R𝐶.
Íà ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî æåñòêèé èçîòîïè÷åñêèé òèï ðàçáèâàþùåé êðè-

âîé îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî Aut(𝑋)) îïðåäåëÿåòñÿ òîïîëîãèåé ïàðû
(R𝑋,R𝐶). Áîëåå òîãî, îí îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè ìíîæåñòâà R𝐶 è ÷èñëîì òåõ èç íèõ, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò ãëàäêèé
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Рис. 1. Жесткие изотопические типы разбивающих не-𝑀 -секстик

на квадриках.

äèñê íà R𝑋 (òàêèå êîìïîíåíòû íàçûâàþòñÿ овалами êðèâîé 𝐶). Îêàçû-
âàåòñÿ, õîòü ýòî çàðàíåå è íå î÷åâèäíî, ÷òî Sep(𝐶) òîæå çàâèñèò òîëüêî
îò 𝑋 è îò ýòèõ äâóõ ÷èñåë. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè.

Теорема 1. Пусть 𝐶 — разбивающая кривая рода 4 на квадрике 𝑋.

Занумеруем ее компоненты в соответствии с рис. 1 (произвольно в слу-

чае 𝑀 -кривой). Тогда Sep(𝐶) такая, как указано в таблице 1.

𝑋 𝑏0(R𝐶) ÷èñëî îâàëîâ Sep(𝐶)

ýëëèïñîèä 3 3 (1, 2, 1) + N3
0

5 5 N5

êâàäðàòè÷íûé 3 0 {(1, 1, 1)} ∪
(︀
(1, 2, 1) + N3

0

)︀
êîíóñ 3 2 (1, 2, 1) + N3

0

5 4 N5

ãèïåðáîëîèä 1 0 3 + N0

3 0 N3

3 2 (1, 2, 1) + N3
0

5 4 N5

Òàáëèöà 1. Ðàçáèâàþùèå ïîëóãðóïïû êðèâûõ ðîäà 4 íà êâàäðèêàõ.
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Ðàçäåëû 2 è 3 ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Îíî îñíîâàíî
íà òåõíèêå, ïðåäëîæåííîé â [4, �3]. Â �4 ìû ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2 ðàáîòû [3], ñõîäíîå ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 1 íàñòîÿùåé
ñòàòüè.

Äî êîíöà ðàçäåëà 3 𝑋 è 𝐶 òàêèå, êàê â òåîðåìå 1, ïðè÷åì 𝐶 íå
𝑀 -êðèâàÿ (òåîðåìà 1 äëÿ 𝑀 -êðèâûõ äîêàçàíà â [2, òåîðåìà 1.7]). ×èñ-
ëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà R𝐶 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝑟, à ÷èñ-
ëî îâàëîâ � ÷åðåç 𝑙. Êàê è âûøå, êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà R𝐶
áóäåì îáîçíà÷àòü 𝑐1, . . . , 𝑐𝑟 (íóìåðàöèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 1).

§ 2. Основные леммы

Ïóñòü 𝐷 = 𝐷0+𝐷1 � âåùåñòâåííîå ïëîñêîå ñå÷åíèå êâàäðèêè 𝑋, ïðè-
÷åì 𝐷0 � êîìïîíåíòà 𝐷 ÷åòíîé êðàòíîñòè (â íàøåì ñëó÷àå 𝐷0 íåïóñòà
òîëüêî êîãäà 𝑋 � êâàäðàòè÷íûé êîíóñ, à 𝐷 = 𝐷0 � óäâîåííàÿ ïðÿìîëè-
íåéíàÿ îáðàçóþùàÿ). Äèâèçîð 𝐷−𝐶 ïðèíàäëåæèò êàíîíè÷åñêîìó êëàñ-
ñó ïîâåðõíîñòè 𝑋, çíà÷èò, ýòî äèâèçîð íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé 2-ôîðìû
Ω𝐷 íà 𝑋. Îíà çàäàåò �øàõìàòíóþ� îðèåíòàöèþ íà R𝑋 ∖ (R𝐶 ∪R𝐷1), ò.å.
îðèåíòàöèþ, ìåíÿþùóþñÿ ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç R𝐶 ∪ R𝐷1. Çàäàäèì
𝐷-ориентацию íà R𝐶 ∖ R𝐷 êàê ãðàíè÷íóþ îðèåíòàöèþ, èíäóöèðîâàí-
íóþ �øàõìàòíîé� îðèåíòàöèåé íà R𝑋 ∖ (R𝐶 ∪R𝐷1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜔𝐷

âû÷åò Ïóàíêàðå ôîðìû Ω𝐷. Òîãäà 𝐷-îðèåíòàöèÿ ñîâïàäàåò ñ îðèåíòàöè-
åé, çàäàííîé ôîðìîé 𝜔𝐷, â òîì ñìûñëå, ÷òî 𝜔𝐷(𝑣) > 0 äëÿ 𝑣 ∈ 𝑇 (R𝐶)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐷-îðèåíòàöèÿ ïîëîæèòåëüíà íà 𝑣. Êàê è
êîìïëåêñíûå îðèåíòàöèè, 𝐷-îðèåíòàöèÿ îïðåäåëåíà ëèøü ñ òî÷íîñòüþ
äî îäíîâðåìåííîãî îáðàùåíèÿ íà âñåõ êîìïîíåíòàõ ìíîæåñòâà R𝐶.

Лемма 2.1. (Ñì. [4, òåîðåìà. 3.2].) Пусть 𝑓 : 𝐶 → P1 — разбивающий

морфизм и 𝑃 = 𝑓−1(𝑥), 𝑥 ∈ RP1. Если 𝑃 ̸⊂ 𝐷, то 𝐷-ориентация не

может совпадать с комплексной ориентацией во всех точках множе-

ства 𝑃 ∖𝐷.

Лемма 2.2. Пусть 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 и 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛 — попарно различные точки

на 𝐶. Предположим, что дивизоры 𝑃 := 𝑝1 + · · ·+ 𝑝𝑛 и 𝑄 = 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑛
линейно эквивалентны. Тогда существуют гладкие пути 𝑝𝑗 : [0, 𝑡0] → 𝐶,
𝑝𝑗(0) = 𝑝𝑗, 𝑡0 > 0, такие, что 𝑃𝑡 :=

∑︀
𝑝𝑗(𝑡) ∈ |𝑃 | при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡0],

причем при всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 производная 𝑝′𝑗(0) не равна нулю.

Доказательство. Ïóñòü 𝑓 � ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ íà 𝐶 ñ ïðîñòû-
ìè íóëÿìè â 𝑃 è ïðîñòûìè ïîëþñàìè â 𝑄. Ïóñòü 𝑃𝑡 � äèâèçîð íóëåé
ôóíêöèè 𝑓 − 𝑡. Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè.
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Лемма 2.3. Пусть 𝐷 — неприводимое вещественное плоское сече-

ние квадрики 𝑋. Фиксируем комплексную ориентацию на 𝐶 (стрелки

на рис. 2).

Если 𝑟 = 3 и R𝐷 пересекает компоненты R𝐶, как показано на рис. 2

слева или в середине, то(︁
(1, 3, 1) + N3

0

)︁
∪
(︁
(1, 2, 2) + N3

0

)︁
⊂ Sep(𝐶). (1)

Если 𝑟 = 1 и R𝐷 пересекает компоненты R𝐶, как показано на рис. 2

справа, то 5 + N0 ⊂ Sep(𝐶).

1 12332

1 12332

1 32132

1111

1 32132

Рис. 2. (См. лемму 2.3) R𝐷 — горизонтальная сплошная линия.

Доказательство. Ïóñòü 𝐷′ � âåùåñòâåííîå ïëîñêîå ñå÷åíèå êâàäðè-
êè 𝑋, áëèçêîå ê 𝐷 è ïåðåñåêàþùåå 𝐷 ∪ 𝐶, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2 ïóíê-
òèðíîé ëèíèåé. Ðàññìîòðèì äèâèçîð 𝑃 = 𝑝1 + · · · + 𝑝5 íà 𝐶, ãäå ïÿòü
òî÷åê 𝑝1, . . . , 𝑝5 ðàñïîëîæåíû, êàê ïîêàçàíî â ñîîòâåòñòâåííûõ ñëó÷àÿõ
íà ðèñ. 2. Âûáèðàÿ 𝐷′ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê 𝐷, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íè
îäíà ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ íà 𝑋, íå ïðîõîäèò ÷åðåç äâà òî÷êè äèâèçîðà 𝑃 .

Ïî òåîðåìå Ðèìàíà � Ðîõà ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû |𝑃 | íå ìåíü-
øå 1. Ïîêàæåì, ÷òî |𝑃 | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê, ò.å. dim |𝑃 −𝑝𝑗 | = 0 äëÿ
âñåõ 𝑗 = 1, . . . , 5. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà � Ðîõà äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî äèâèçîð 𝑃 −𝑝𝑗 íå ñïåöèàëåí, ò.å. |𝐾𝐶 − (𝑃 −𝑝𝑗)| = ∅. Ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà |𝐾𝐶 | âûñåêàåòñÿ íà 𝐶 ïëîñêèìè ñå÷åíèÿìè (íàïîìíèì, ÷òî 𝐶
êàíîíè÷åñêè âëîæåíà â P3), ïîýòîìó íàäî ïîêàçàòü, ÷òî íè îäíî ïëîñêîå
ñå÷åíèå íå ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè äèâèçîðà 𝑃 − 𝑝𝑗 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íåêîòîðîå ïëîñêîå ñå÷åíèå 𝐷′′ ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè äèâèçîðà 𝑃 − 𝑝𝑗 .
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ.

Случай 1. 𝑝𝑗 ̸∈ 𝐷 ∩𝐷′. Òîãäà 𝐷′′ èìååò òðè îáùèå òî÷êè ñ 𝐷 èëè 𝐷′ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ 𝐷 èëè 𝐷′, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê êàæäûé
èç äèâèçîðîâ 𝐷 è 𝐷′ ñîäåðæèò òîëüêî òðè òî÷êè èç 𝑃 .
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Случай 2. 𝑝𝑗 ∈ 𝐷 ∩ 𝐷′ è 𝑃 ̸⊂ 𝐷 ∪ 𝐷′. Òîãäà åäèíñòâåííóþ òî÷êó èç
𝑃 ∖ (𝐷 ∪𝐷′) ìîæíî ñäâèíóòü ñ îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïëîñêèõ ñå÷åíèé, ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç òðåõòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà 𝑃 − 𝑝𝑗 .

Случай 3. 𝑝𝑗 ∈ 𝐷 ∩ 𝐷′ è 𝑃 ⊂ 𝐷 ∪ 𝐷′ (äâà íèæíèõ ðàñïîëîæåíèÿ íà
ðèñ. 2). 𝐷 è 𝐷′ îáà ïðîõîäÿò ÷åðåç äâå òî÷êè èç 𝑃 − 𝑝𝑗 , ñëåäîâàòåëüíî,
𝐷′′ ïåðåñåêàåò 𝐷 ∪𝐷′ òîëüêî â òî÷êàõ èç 𝑃 , òàê êàê 𝐷 ·𝐷′′ = 𝐷′ ·𝐷′′ =
2. Âûáèðàÿ 𝐷′ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê 𝐷, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òî 𝐷′ è 𝐷′′

𝒞1-áëèçêè ê 𝐷, â ÷àñòíîñòè, 𝐷′′ èäåò ìîíîòîííî ñëåâà íàïðàâî (íà ðèñ. 2).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî ïðè óñëîâèè, ÷òî 𝐷′′ ñîäåðæèò âñå
òî÷êè èç 𝑃 − 𝑝𝑗 è ïåðåñåêàåò 𝐷 ∪𝐷′ òîëüêî â òî÷êàõ èç 𝑃 .

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |𝑃 | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Òîãäà
ïî ëåììå 2.2 ñóùåñòâóåò äåôîðìàöèÿ 𝑃𝑡 = 𝑝1(𝑡) + · · · + 𝑝5(𝑡) ∈ |𝑃 |, 𝑡 ∈
[0, 𝑡0], òàêàÿ, ÷òî 𝑝𝑗(0) = 𝑝𝑗 è 𝑝′𝑗(0) ̸= 0 äëÿ âñåõ 𝑗 = 1, . . . , 5.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðèìåíèì ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû 3.2 ðàáîòû [4]. Ïîëîæèì 𝜔 = 𝜔𝐷 è ðàññìîòðèì 𝐷-îðè-
åíòàöèþ íà R𝐶 ∖ R𝐷 (ñì. íà÷àëî ýòîãî ïàðàãðàôà). Ýòî ãðàíè÷íàÿ îðè-
åíòàöèÿ, èíäóöèðîâàííàÿ �øàõìàòíîé� îðèåíòàöèåé, êîòîðàÿ èçîáðàæåíà
íà ðèñ. 2 êðóãîâûìè ñòðåëêàìè. Ïóñòü 𝑣𝑗 = 𝑝′𝑗(0) ∈ 𝑇𝑝𝑗 (R𝐶), 𝑗 = 1, . . . , 5.
Ïî òåîðåìå Àáåëÿ 𝜔(𝑣1) + · · · + 𝜔(𝑣5) = 0, ïðè÷åì 𝜔(𝑣𝑗) = 0 ïðè 𝑝𝑗 ∈ 𝐷.
Åñòü òîëüêî äâå òî÷êè 𝑝𝑗1 , 𝑝𝑗2 èç 𝑃 , íå ëåæàùèå â 𝐷, ñëåäîâàòåëüíî,
𝜔(𝑣𝑗1) = −𝜔(𝑣𝑗2). Íà ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî 𝐷-îðèåíòàöèÿ è êîìïëåêñíàÿ îðè-
åíòàöèÿ ñîâïàäàþò â îäíîé èç òî÷åê 𝑝𝑗1 , 𝑝𝑗2 è ïðîòèâîïîëîæíû â äðóãîé
òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïëåêñíûå îðèåíòàöèè èìåþò îäèí è òîò æå
çíàê íà 𝑣𝑗1 è 𝑣𝑗2 .
Ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ ê 𝐷′ âìåñòî 𝐷, çàêëþ÷àåì, ÷òî âî âñåõ

ñëó÷àÿõ ïðè 𝑟 = 3 êîìïëåêñíàÿ îðèåíòàöèÿ íà âåêòîðàõ 𝑣𝑗 , ñîîòâåòñòâó-
þùèõ òî÷êàì 𝑝𝑗 , èìååò îäèí è òîò æå çíàê, åñëè ýòè òî÷êè ëåæàò íà
îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà R𝐶. Ïðè 𝑟 = 1 (ðèñ. 2, ñïðàâà)
ýòî äàåò òîëüêî ñîâïàäåíèå çíàêà êîìïëåêñíîé îðèåíòàöèè íà âåêòîðàõ
𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òî÷êè 𝑝𝑗 çàíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî).
Îäíàêî, ïðèìåíÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ ê ïëîñêîìó ñå÷åíèþ, ïðîõîäÿùå-
ìó ÷åðåç 𝑝2, 𝑝4, 𝑝5 (ñîîòâ. ÷åðåç 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), ìû ïîëó÷èì ñîâïàäåíèå çíàêà
êîìïëåêñíîé îðèåíòàöèè íà 𝑣1 è 𝑣3 (ñîîòâ. íà 𝑣4 è 𝑣5).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 0 < 𝑡 ≪ 𝑡0 äèâèçîðû 𝑃 è 𝑃𝑡 перемежаются

(interlace), ñì. [2, �2.1], ò.å. êàæäàÿ êîìïîíåíòà äîïîëíåíèÿ R𝐶 ∖𝑃 ñîäåð-
æèò ðîâíî îäíó òî÷êó èç 𝑃𝑡. Òîãäà (ñì. [2, ïðåäë. 2.11]) ìåðîìîðô-
íàÿ ôóíêöèÿ íà 𝐶, èìåþùàÿ äèâèçîð 𝑃 − 𝑃𝑡, çàäàåò ðàçáèâàþùèé ìîð-
ôèçì 𝐶 → P1. Ñëåäîâàòåëüíî, {(1, 3, 1), (1, 2, 2)} ⊂ Sep(𝐶) ïðè 𝑟 = 3 è
5 ∈ Sep(𝐶) ïðè 𝑟 = 1. Ïîñêîëüêó äèâèçîð 𝑃 íå ñïåöèàëåí, ðåçóëüòàò
ñëåäóåò èç [2, ïðåäë. 3.2].
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Лемма 2.4. Предположим, что 𝑋 — квадратичный конус или гипер-

болоид, 𝑙 = 2 и 𝐿 — вещественная прямая на 𝑋. Тогда 𝐿 не может

иметь непустое пересечение с обоими овалами кривой 𝐶.

Доказательство. Ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ êðèâàÿ íà 𝑋 ïåðåñåêàò êàæ-
äûé îâàë â ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî 𝐿 · 𝐶 = 3.

§ 3. Доказательство теоремы 1

3.1. Доказательство для эллипсоида. Ïóñòü 𝑋 � ýëëèïñîèä è
𝑟 = 3. Åñëè (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3) ∈ Sep(𝐶), òî 𝑑2 ⩾ 2; ñì. [4, ïðèìåð 3.5].
Ïó÷îê ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó íà 𝑐1 è òî÷êó íà 𝑐3, çàäàåò

ðàçáèâàþùèé ìîðôèçì, êîòîðûé ðåàëèçóåò (1, 2, 1) ∈ Sep(𝐶).
Âûáåðåì ïî òî÷êå â êàæäîé êîìïîíåíòå äîïîëíåíèÿ R𝑋 ∖ R𝐶, ãîìåî-

ìîðôíîé äèñêó. Ïðèìåíåíèå ëåììû 2.3 ê ïëîñêîìó ñå÷åíèþ, ïðîõîäÿùå-
ìó ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè, çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

3.2. Доказательство для квадратичного конуса. Ïóñòü𝑋 � êâàä-
ðàòè÷íûé êîíóñ. Òåîðåìà 1 åñòü êîìáèíàöèÿ ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèé.

Предложение 3.1. Если (𝑟, 𝑙) = (3, 0) и 𝑑 = (𝑑1, 1, 𝑑3) ∈ Sep(𝐶), то
𝑑 = (1, 1, 1).

Доказательство. Ïóñòü ðàçáèâàþùèé ìîðôèçì 𝑓 : 𝑋 → P1 ðåàëè-
çóåò (𝑑1, 1, 𝑑3), è ïóñòü 𝑃 � åãî ñëîé. Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ëåììû 2.1, â
êîòîðîé 𝐷 � óäâîåííàÿ ëèíåéíàÿ îáðàçóþùàÿ êîíóñà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
òî÷êó 𝑃 ∩ 𝑐2.

Предложение 3.2. Если (𝑟, 𝑙) = (3, 0), то {(1, 1, 1), (1, 2, 1)} ⊂ Sep(𝐶).

Доказательство. Ïó÷îê ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âåùåñòâåí-
íóþ ïðÿìóþ 𝐿, çàäàåò ìîðôèçì 𝑓 : 𝑋 → P1. Åñëè 𝐿 � ïðÿìîëèíåéíàÿ
îáðàçóþùàÿ êîíóñà 𝑋, òî 𝑓 ðåàëèçóåò (1, 1, 1) ∈ Sep(𝐶). Åñëè 𝐿 ïåðåñå-
êàåò 𝑐1 è 𝑐3, íî íå 𝑐2, òî 𝑓 ðåàëèçóåò (1, 2, 1) ∈ Sep(𝐶).

Предложение 3.3. Если (𝑟, 𝑙) = (3, 0), то{︀
(𝑑1, 𝑑2, 𝑑3) ∈ (1, 2, 1) + N3

0

⃒⃒
𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 ⩾ 5

}︀
⊂ Sep(𝐶). (2)

Доказательство. Ïóñòü 𝐿 � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, áëèçêàÿ ê îñè
ñèììåòðèè êîíóñà 𝑋, íî íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî âåðøèíó. Ïóñòü 𝐷 �
ñå÷åíèå êîíóñà 𝑋 âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 𝐿. Òîãäà
(1) âûïîëíåíî ïî ëåììå 2.3, à òàêæå â ñèëó ñèììåòðèè èìååò ìåñòî âêëþ-
÷åíèå (2, 2, 1) + N3

0 ⊂ Sep(𝐶).

Предложение 3.4. Если (𝑟, 𝑙) = (3, 2) и (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3) ∈ Sep(𝐶), то

𝑑2 ⩾ 2.
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Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèâàþùèé ìîð-
ôèçì 𝑓 : 𝑋 → P1, ðåàëèçóþùèé (𝑑1, 1, 𝑑3). Ïóñòü 𝑃 � åãî ñëîé, è ïóñòü
𝐷 = 2𝐿, ãäå 𝐿 � îáðàçóþùàÿ êîíóñà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó 𝑃 ∩ 𝑐2. Ïî
ëåììå 2.4 𝐿 íå ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç âñå òî÷êè äèâèçîðà 𝑃 . Ïîýòîìó
ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé 2.1.

Предложение 3.5. Если (𝑟, 𝑙) = (3, 2), то (1, 2, 1) ∈ Sep(𝐶).

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝐶 òàêàÿ, êàê íà ðèñ. 1, ò.å. ýòî
âîçìóùåíèå ïëîñêîãî ñå÷åíèÿ è òîíêîãî öèëèíäðà, îñü êîòîðîãî çàöåïëå-
íà ñ 𝑐2. Ïóñòü 𝐿 � ïðÿìàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ 𝑐1 è 𝑐3. Òîãäà ïó÷îê ïëîñêèõ
ñå÷åíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 𝐿, ðåàëèçóåò (1, 2, 1) ∈ Sep(𝐶). Êàê îòìå÷åíî
âî ââåäåíèè, ëþáàÿ äðóãàÿ êðèâàÿ íà 𝑋, äëÿ êîòîðîé (𝑟, 𝑙) = (3, 2), ïîëó-
÷àåòñÿ èç äàííîé ìîäåëüíîé êðèâîé íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèåé. Òàêóþ
äåôîðìàöèþ ìîæíî îñóùåñòâèòü îäíîâðåìåííî ñ íåïðåðûâíûì ïåðåìå-
ùåíèåì ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé îâàëû 𝑐1 è 𝑐3. Ïî ëåììå 2.4 ýòà ïðÿìàÿ
â ïðîöåññå äåôîðìàöèè íå ìîæåò ñîâïàñòü ñ îáðàçóþùåé êîíóñà. Ïîýòî-
ìó îíà îñòàåòñÿ çàöåïëåííîé ñ 𝑐2, à çíà÷èò, ïó÷îê ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåå
ïëîñêîñòåé âñå âðåìÿ çàäàåò îäèí è òîò æå ýëåìåíò ïîëóãðóïïû Sep(𝐶).

Предложение 3.6. Если (𝑟, 𝑙) = (3, 2), то имеет место (2).

Доказательство. Ïóñòü 𝐷 � ïëîñêîå ñå÷åíèå êîíóñà 𝑋, ïðîõîäÿùåå
÷åðåç ïðÿìóþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1, è íå ïðîõîäÿùåå ÷åðåç âåðøèíó
êîíóñà. Òîãäà èç ëåììû 2.3 ñëåäóåò (1) è, â ñèëó ñèììåòðèè, (2). Êàê
è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 3.5, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå 𝐷 è 𝐶 íå
ìîæåò èçèåíèòüñÿ â ïðîöåññå äåôîðìàöèè.

3.3. Доказательство для гиперболоида. Ïóñòü 𝑋 � ãèïåðáîëîèä,
à 𝐴 è 𝐵 � âåùåñòâåííûå ïðÿìûå íà 𝑋 èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ. Ôèêñèðó-
åì êîìïëåêñíóþ îðèåíòàöèþ íà R𝐴 è R𝐵 è îáîçíà÷èì èõ ãîìîëîãè÷å-
ñêèå êëàññû â 𝐻1(R𝑋) ÷åðåç 𝑎 è 𝑏 ñîîòâåòñòâåííî. Èìååòñÿ äâà æåñòêèõ
ãîìîëîãè÷åñêèõ êëàññà íåïðèâîäèìûõ ïëîñêèõ ñå÷åíèé. Îíè îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ êëàññàìè ãîìîëîãèé 𝑎+𝑏 è 𝑎−𝑏. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 𝐴,
𝐵 è îðèåíòàöèè R𝑋, R𝐴, R𝐵 âûáðàíû òàê, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòè-
êàëüíûå ïëîñêèå ñå÷åíèÿ íà ðèñ. 1 (îðèåíòèðîâàííûå ñîãëàñíî ñòðåëêàì)
ïðèíàäëåæàò êëàññàì 𝑎+ 𝑏 è 𝑎− 𝑏 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì 𝑎𝑏 = −𝑏𝑎 = 1.
Òàêèì îáðàçîì, êëàññ R𝐶 â 𝐻1(R𝑋) ðàâåí⎧⎪⎨⎪⎩

3𝑎+ 3𝑏, åñëè (𝑟, 𝑙) = (3, 0),

3𝑎+ 𝑏, åñëè (𝑟, 𝑙) = (1, 0),

𝑎+ 𝑏, åñëè (𝑟, 𝑙) = (3, 2).

(3)

Äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèõ äâóõ ëåìì íåñëîæíû, è ìû èõ îïóñêàåì.
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Лемма 3.7. Пусть 𝑝, 𝑞 : [0, 1] → R𝑋, 𝑡 ↦→ 𝑝𝑡, 𝑡 ↦→ 𝑞𝑡, — непрерыв-

ные пути, такие, что при любом 𝑡 ∈ [0, 1] прямая 𝑝𝑡𝑞𝑡 не лежит в

𝑋. Пусть 𝐷0 — неприводимое вещественное плоское сечение поверхно-

сти 𝑋, проходящее через 𝑝0 и 𝑞0. Тогда существует непрерывное семей-

ство неприводимых вещественных плоских сечений {𝐷𝑡}𝑡∈[0,1], такое,
что R𝐷𝑡 гомологично R𝐷0 и проходит через 𝑝𝑡 и 𝑞𝑡 при всех 𝑡 ∈ [0, 1].

Лемма 3.8. Пусть 𝐷 — неприводимое вещественное плоское сечение

поверхности 𝑋, такое, что [R𝐷] = 𝑎 − 𝑏. Пусть Γ — ориентирован-

ная простая замкнутая кривая на R𝑋, принадлежащая гомологическо-

му классу 𝑎 + 𝑏 и имеющая две точки пересечения с R𝐷. Пусть 𝐿 —

вещественная прямая, проходящая через точки 𝑝, 𝑞 ∈ R𝐷 ∖ Γ. Тогда R𝐿
зацеплено с Γ в RP3 в том и только в том случае, когда R𝐿 ∩ R𝐷 и

Γ ∩ R𝐷 не перемежаются на R𝐷, т.е. в том и только в том случае,

когда 𝑝 и 𝑞 лежат на одной и той же компененте дополнения R𝐷 ∖ Γ.
Ìû ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 äëÿ ãèïåðáîëîèäà íà ÷åòûðå

ïðåäëîæåíèÿ 3.9�3.12. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî 𝑋 áèðåãóëÿðíî ýêâèâàëåí-
òåí 𝐴 × 𝐵. Ïóñòü 𝜋𝐴 : 𝑋 → 𝐴 è 𝜋𝐵 : 𝑋 → 𝐵 � ïðîåêöèè, ïðîèñõîäÿùèå
èç ýòîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Предложение 3.9. Если (𝑟, 𝑙) = (1, 0), то Sep(𝐶) = 3 + N0.

Доказательство. Ïðîåêöèÿ 𝜋𝐴|R𝐶 : R𝐶 → R𝐴 ÿâëÿåòñÿ òðåõëèñòíûì
íàêðûòèåì (ñì. (3)), ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðåàëèçóåò 3 ∈ Sep(𝐶).
Íàïðîòèâ, 𝜋𝐵|R𝐶 : R𝐶 → R𝐵 òðåõëèñòíûì íàêðûòèåì íå ÿâëÿåòñÿ,

òàê êàê èíà÷å 𝜋𝐵|R𝐶 òîæå áûëî áû ðàçáèâàþùèì ìîðôèçìîì, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò (3). Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûé ñëîé ïðîåêöèè 𝜋𝐵 èìååò ðîâíî
îäíó òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé 𝐶. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ýòî 𝐴. Ïóñòü 𝐷 � ìàëîå âåùåñòâåííîå âîçìóùåíèå êðèâîé 𝐴 ∪ 𝐵,
òàêîå, ÷òî [R𝐷] = 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐻1(R𝑋). Òîãäà 𝐷 è 𝐶 èìåþò 4 âåùåñòâåí-
íûõ ïåðåñå÷åíèÿ. Ïóñòü 𝑝 è 𝑝 � îñòàâøèåñÿ äâà ìíèìûõ ïåðåñå÷åíèÿ.
Ðàññìîòðèì 𝒟 � ïó÷îê ïëîñêèõ ñå÷åíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 𝑝 è 𝑝. Íèêà-
êèå äâà åãî ýëåìåíòà íå ïåðåñåêàþòñÿ â âåùåñòâåííûõ òî÷êàõ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êàæäàÿ êðèâàÿ èç 𝒟 íåïðèâîäèìà, òàê êàê 𝐷 èìååò âåùåñòâåí-
íûå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ëþáîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, ëåæàùåé â 𝑋. Ïîýòîìó
[R𝐸] = [R𝐷] = 𝑎− 𝑏 ∈ 𝐻1(R𝑋) äëÿ âñåõ 𝐸 ∈ 𝒟 è, çíà÷èò, 𝐸 ïåðåñåêàåò 𝐶
â 4 âåùåñòâåííûõ òî÷êàõ â ñèëó (3), òàê êàê

R𝐸 · R𝐶 = (𝑎− 𝑏)(3𝑎+ 𝑏) = 𝑎𝑏− 3𝑏𝑎 = 4𝑎𝑏 = 4. (4)

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝒟 ðåàëèçóåò 4 ∈ Sep(𝐶).
Íàêîíåö, 5+N0 ⊂ Sep(𝐶) ïî ëåììå 2.3, ïðèìåíåííîé ê ëþáîìó ýëåìåí-

òó ïó÷êà 𝒟, òàê êàê âñå ÷åòûðå âåùåñòâåííûå ïåðåñå÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû
â ñèëó (4) è, çíà÷èò, èìååò ìåñòî ñëó÷àé íà ðèñ. 2 ñïðàâà.
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Предложение 3.10. Если (𝑟, 𝑙) = (3, 0), то Sep(𝐶) = N3.

Доказательство. Ïðîåêöèÿ 𝜋𝐴 : 𝑋 → 𝐴 ðåàëèçóåò (1, 1, 1) ∈ Sep(𝐶).

Ïóñòü 𝐷 � íåïðèâîäèìîå âåùåñòâåííîå ïëîñêîå ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè
𝑋, òàêîå, ÷òî [R𝐷] = 𝑎− 𝑏. Òîãäà R𝐷 · R𝐶 = 3(𝑎− 𝑏)(𝑎+ 𝑏) = 6𝑎𝑏 â ñèëó
(3), ñëåäîâàòåëüíî, R𝐷 òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò R𝐶 â øåñòè òî÷êàõ.
Áîëåå òîãî, R𝐷 ïåðåñåêàåò êîìïîíåíòû R𝐶 òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2
â ñåðåäèíå. Â ñàìîì äåëå, ïîðÿäîê ïåðåñå÷åíèé íå ìîæåò èçìåíèòüñÿ â
ïðîöåññå æåñòêîé èçîòîïèè, ïîýòîìó îí òàêîé, êàê íà ìîäåëüíîé êðèâîé,
èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1. Ïîýòîìó (1) âûòåêàåò èç ëåììû 2.3. Ïîñêîëüêó
ýòîò ðåçóëüòàò èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïåðåíóìåðàöèè êîìïîíåíò, ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3) ∈ Sep(𝐶) ïðè 𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 ⩾ 5.

Ïóñòü 𝑝𝑘 ∈ R𝐷 ∩ 𝑐𝑘 è 𝑝𝑘+1 ∈ R𝐷 ∩ 𝑐𝑘+1 � äâå òî÷êè èç R𝐷 ∩ R𝐶,
ñîñåäíèå îòíîñèòåëüíî èõ ïîðÿäêà âäîëü R𝐷 (èíäåêñû ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ïî ìîäóëþ 3). Ïî ëåììå 3.8 ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 𝑝𝑘 è 𝑝𝑘+1,
çàöåïëåíà ñ 𝑐𝑘+2. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ïëîñêîñòü, ñîäåð-
æàùàÿ ýòó ïðÿìóþ, ïåðåñåêàåò 𝐶 â øåñòè âåùåñòâåííûõ òî÷êàõ. Òàêèì
îáðàçîì, ïó÷îê ïëîñêèõ ñå÷åíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 𝑝𝑘 è 𝑝𝑘+1, ðåàëèçóåò
ýëåìåíò (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3) ∈ Sep(𝐶), ãäå 𝑑𝑘 = 𝑑𝑘+1 = 1 è 𝑑𝑘+2 = 2. Ïîýòîìó
(𝑑1, 𝑑2, 𝑑3) ∈ Sep(𝐶) ïðè 𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 = 4.

Предложение 3.11. Если (𝑟, 𝑙) = (3, 2) и (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3) ∈ Sep(𝐶), то
𝑑2 ⩾ 2.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàçáèâàþùèé ìîð-
ôèçì 𝑓 : 𝑋 → P1, ðåàëèçóþùèé (𝑑1, 1, 𝑑3). Ïðîåêöèÿ 𝜋𝐵 : R𝐶 → R𝐵 íå
íàêðûòèå, ñëåäîâàòåëüíî, ó íåå åñòü ñëîé, èìåþùèé ðîâíî îäíó âåùå-
ñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé 𝐶. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî 𝐴.
Ïóñòü 𝐴 ∩ 𝐶 = {𝑝}. Òîãäà 𝑝 ∈ 𝑐2, ñëåäîâàòåëüíî, 𝐴 ∩ (𝑐1 ∪ 𝑐3) = ∅. Ïóñòü
𝐵′, 𝐵′′ ∈ |𝐵| � äâå íåñîâïàäàþùèå ïðÿìûå, êàñàòåëüíûå ê 𝑐3. Ïîëîæèì
𝐷′ = 𝐴+ 𝐵′, 𝐷′′ = 𝐴+ 𝐵′′ è 𝑃 = 𝑓−1(𝑓(𝑝)). Òîãäà íè îäèí èç äèâèçîðîâ
𝐷′, 𝐷′′ íå ñîäåðæèò 𝑃 ïî ëåììå 2.4 è äëÿ îäíîãî èç íèõ ìû ïðèõîäèì ê
ïðîòèâîðå÷èþ ñ ëåììîé 2.1, òàê êàê 𝐷′- è 𝐷′′-îðèåíòàöèè ñîâïàäàþò íà
𝑐1 è ïðîòèâîïîëîæíû íà 𝑐3.

Предложение 3.12. Если (𝑟, 𝑙) = (3, 2), то (1, 2, 1) + N3
0 ⊂ Sep(𝐶).

Доказательство. Òîò ôàêò, ÷òî (1, 2, 1) ∈ Sep(𝐶), äîêàçûâàåòñÿ òàê
æå, êàê â ïðåäëîæåíèè 3.5. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå (2). Åãî äîêàçàòåëüñòâî
òîæå ïî÷òè òàêîå æå, êàê ó ïðåäëîæåíèÿ 3.6, íî íàäî åùå âîñïîëüçîâàòüñÿ
ëåììîé 3.7. À èìåííî, ðàññìîòðèì æåñòêóþ èçîòîïèþ {𝐶𝑡}𝑡∈[0,1], òàêóþ,
÷òî 𝐶0 � ìîäåëüíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 1 è 𝐶1 = 𝐶. Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû
𝐶𝑡 ÷åðåç 𝑐𝑡,1, 𝑐𝑡,2, 𝑐𝑡,3 â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 1.
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Ïóñòü 𝐷0 � ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè 𝑋 âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòüþ, ñîäåð-
æàùåé ïðÿìóþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1, è òàêîé, ÷òî [R𝐷0] = [𝑐2] â
𝐻1(R𝑋). Òîãäà èç ëåììû 2.3 ñëåäóåò (1) è, ïî ñèììåòðèè, (2) äëÿ ìîäåëü-
íîé êðèâîé 𝐶0. Âûáåðåì íåïðåðûâíûå ïóòè {𝑝𝑡} è {𝑞𝑡} òàê, ÷òî 𝑝0, 𝑞0 ∈
R𝐷0 è 𝑝𝑡 ∈ 𝑐𝑡,1, 𝑞𝑡 ∈ 𝑐𝑡,3 ïðè âñåõ 𝑡. Ïî ëåììå 2.4 ïðè ëþáîì 𝑡 ïðÿ-
ìàÿ 𝑝𝑡𝑞𝑡 íå ëåæèò â 𝑋. Çíà÷èò, ïî ëåììå 3.7 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
ñåìåéñòâî íåïðèâîäèìûõ âåùåñòâåííûõ ïëîñêèõ ñå÷åíèé {𝐷𝑡}, òàêèõ, ÷òî
𝑝𝑡, 𝑞𝑡 ∈ R𝐷𝑡 è [R𝐷𝑡] = [𝑐2] ïðè âñåõ 𝑡. Òîãäà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå R𝐷𝑡

è R𝐶𝑡 íå ìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå äåôîðìàöèè è, çíà÷èò, ê êðèâîé 𝐶 òîæå
ïðèìåíèìà ëåììà 2.3.

§ 4. Гиперэллиптические кривые

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [3] òîæå ìîæíî äîêàçàòü òåì æå ñïîñî-
áîì, ÷òî è òåîðåìó 1. Îäèí èç íèõ (îïèñàíèå Sep(𝐶), êîãäà ðîä 𝐶 ðàâåí
òðåì) óæå ïåðåäîêàçàí ýòèì ñïîñîáîì â [4]. Çäåñü ìû ýòî ñäåëàåì äëÿ
äðóãîãî ðåçóëüòàòà èç [3].

Теорема 2. ([3, òåîðåìà 1].) Пусть 𝐶 – немаксимальная гиперэллип-

тическая кривая рода 𝑔 ⩾ 1. Положим 𝑚 = ⌊(𝑔 + 1)/2⌋. Тогда

Sep(𝐶) =

{︃(︀
(1, 1)N

)︀
∪
(︀
(𝑚,𝑚) + N2

0

)︀
, если 𝑔 четно,

(2N) ∪ (𝑔 + N0), если 𝑔 нечетно.
(5)

Доказательство. Êðèâàÿ 𝐶 çàäàíà óðàâíåíèåì 𝑦2 = 𝐹 (𝑥), ãäå 𝐹 �
âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2𝑔 + 2, ïîëîæèòåëüíûé íà R. Åå ìîæ-
íî âëîæèòü â âåùåñòâåííóþ ïîâåðõíîñòü Õèðöåáðóõà 𝑋 ñòåïåíè 𝑔 + 1
(ïîñëîéíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ 𝒪(𝑔 + 1)) òàê, ÷òî
ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ 𝜋 : 𝐶 → P1 áóäåò îãðàíè÷åíèåì ðàññëîå-
íèÿ 𝑋 → P1. Îãðàíè÷åíèå 𝜋|R𝐶 åñòü äâóëèñòíîå íàêðûòèå íàä RP1. Îíî
òðèâèàëüíî ïðè íå÷åòíîì 𝑔 è íåòðèâèàëüíî ïðè ÷åòíîì 𝑔. Ôèêñèðóåì
àôôèííóþ êàðòó 𝑈 ⊂ 𝑋 ñ êîîðäèíàòàìè (𝑥, 𝑦), òàê, ÷òî 𝐶 è 𝜋 ïðèíèìà-
þò âèä 𝑦2 = 𝐹 (𝑥) è (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà R𝐶 ∩ 𝑈 èìååò äâå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè 𝑐1 è 𝑐2. Êàæäàÿ èç íèõ òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàåò
âñå ñëîè ðàññëîåíèÿ 𝜋. Èìååò ìåñòî 𝐾𝑋 + 𝐶 ∼ (𝑔 − 1)𝐹 , ãäå 𝐹 � ñëîé
ïðîåêöèè 𝜋. Ïîëóãðóïïó â ïðàâîé ÷àñòè ((5) îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑆.
Ïîêæåì, ÷òî Sep(𝐶) ⊂ 𝑆. Ïóñòü 𝑓 : 𝐶 → P1 � ðåçáèâàþùèé ìîðôèçì

è 𝑃 � åãî ñëîé, ëåæàùèé â 𝑈 . Ïóñòü 𝑃𝑖 = 𝑃 ∩ 𝑐𝑖 è 𝑛𝑖 = #𝑃𝑖, 𝑖 = 1, 2.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî 𝑛1 ⩽ 𝑛2. Íàïîìíèì,
÷òî 𝑚 = ⌊(𝑔 + 1)/2⌋. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑛1 < 𝑚. Ïóñòü 𝐷0 îáúåäèíå-
íèå 𝑚 − 1 ñëîåâ 𝜋, òàêîå, ÷òî 𝑃1 ⊂ 𝐷0 è 𝐷0 ∖ 𝜋−1(𝑃1) íå ïåðåñåêàåòñÿ
ñ 𝑃 . Ïîëîæèì 𝐷 = 2𝐷0 ïðè ÷åòíîì 𝑔 è 𝐷 = 2𝐷0 + 𝐹 ïðè íå÷åòíîì,
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ãäå 𝐹 � ñëîé íà áåñêîíå÷íîñòè, ò.å. ñëîé ïðåêöèè 𝜋, íå ëåæàùèé â 𝑈 .
Òîãäà 𝐷 − 𝐶 ∼ 𝐾𝑋 è ìû ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåðîìîðôíóþ
2-ôîðìó Ω𝐷 íà 𝑋 è åå âû÷åò Ïóàíêàðå 𝜔𝐷 íà 𝐶. Ýòî 1-ôîðìà, è îíà çàäà-
åò 𝐷-îðèåíòàöèþ íà R𝐶 ∖ supp𝐷 (ñì. �2). Òîãäà 𝜔𝐷 îáðàùàåòñÿ â íóëü
â òî÷êàõ äèâèçîðà 𝑃1, ïðè÷åì 𝐷-îðèåíòàöèÿ ñîâïàäàåò ñ êîìïäåêñíîé
îðèåíòàöèåé íà 𝑐2 ∖ supp𝐷. Çíà÷èò, 𝑃2 ⊂ 𝐷0 â ñèëó [4, òåîðåìà 3.2], ñëå-
äîâàòåëüíî, 𝑃2 ⊂ 𝜋−1(𝑃1). Àíàëîãè÷íî 𝑃1 ⊂ 𝜋−1(𝑃2), è çíà÷èò, 𝑛1 = 𝑛2,
èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî Sep(𝐶) ⊂ 𝑆.

c2

c1
p

i

p
i+1

Рис. 3. К доказательству теоремы 2.

Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå 𝑆 ⊂ Sep(𝐶). Ãèïåðýëëèïòè÷å-
ñêàÿ ïðîåêöèÿ ðåàëèçóåò 2 ∈ Sep(𝐶) èëè (1, 1) ∈ Sep(𝐶) (â çàâèñèìîñòè
îò ÷åòíîñòè ðîäà), ñëåäîâàòåëüíî, ïîðîæäåííàÿ ýòèì ýëåìåíòîì ïîëó-
ãðóïïà ñîäåðæèòñÿ â Sep(𝐶). Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó [2, ïðåäë. 3.2] äîñòà-
òî÷íî ðåàëèçîâàòü 𝑔 ∈ Sep(𝐶) èëè (𝑚,𝑚) ∈ Sep(𝐶) (â çàâèñèìîñòè îò
÷åòíîñòè ðîäà) ðàçáèâàþùèì ìîðôèçìîì ñ íåñïåöèàëüíûì ñëîåì. Ïóñòü
𝑝𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑔, � òî÷êè íà 𝐶, òàêèå, ÷òî 𝑥1 < 𝑥2 < · · · < 𝑥𝑔 è
sign(𝑦𝑖) = (−1)𝑖, ò.å. 𝑝1, 𝑝3, . . . ëåæàò íà 𝑐1 è 𝑝2, 𝑝4, . . . ëåæàò íà 𝑐2. Òîãäà
äèâèçîð 𝑃 = 𝑝1 + · · · + 𝑝𝑔 íåñïåöèàëåí íà 𝐶. Ïîêàæåì, ÷òî 𝑃 ðåàëèçó-
åì â êà÷åñòâå ñëîÿ ðàçáèâàþùåãî ìîðôèçìà. Áóäåì äåéñòâîâàòü, êàê â
äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.3. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà � Ðîõà dim |𝑃 | = 1. Ïóñòü
𝑃𝑡 = 𝑝1(𝑡)+ · · ·+𝑝𝑔(𝑡), 𝑃0 = 𝑃 , � äåôîðìàöèÿ äèâèçîðà 𝑃 â |𝑃 |. Ëèíåéíàÿ
ñèñòåìà |𝑃 | íå èìååò áàçèñíûõ òî÷åê. Â ñàìîì äåëå, åñëè 𝑝𝑖(𝑡) ïîñòîÿííî,
òî 𝑃 *

𝑡 := 𝑃𝑡−𝑝𝑖(𝑡) ∼ 𝑃 * := 𝑃−𝑝𝑖, ñëåäîâàòåëüíî, 𝑃
*
𝑡 +𝜏(𝑃 *) ∼ 𝑃 *+𝜏(𝑃 *),

ãäå 𝜏 � ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ, îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó,
÷òî 𝑃 *+𝜏(𝑃 *) ∈ |𝐾𝐶 | è êàæäûé äèâèçîð èç |𝐾𝐶 | èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëü-
íî 𝜏 . Ïóñòü 𝐷𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑔 − 1, � îáúåäèíåíèå 𝑔 − 2 ñëîåâ 𝜋, ïðîõîäÿùåå
÷åðåç âñå òî÷êè äèâèçîðà 𝑃 , êðîìå 𝑝𝑖 è 𝑝𝑖+1. Òîãäà 𝐷𝑖 ∈ |𝐾𝑋 + 𝐶|, è ìû
ðàññìîòðèì 𝐷𝑖-îðèåíòàöèþ íà 𝐶 ∖ supp(𝐷𝑖). Â îäíîé èç òî÷åê 𝑝𝑖, 𝑝𝑖+1 îíà
ñîâïàäàåò ñ êîìïëåêñíîé îðèåíòàöèåé, à â äðóãîé ýòè îðèåíòàöèè ïðîòè-
âîïîëîæû (ñì. ðèñ. 3). Çíà÷èò (ñð. ñ êîíöîì äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.3),
êîìïëåêñíàÿ îðèåíòàöèÿ èìååò îäèí è òîò æå çíàê íà êàñàòåëüíûõ âåê-
òîðàõ 𝑝′𝑖(0) è 𝑝′𝑖+1(0). Ýòî âåðíî äëÿ âñåõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑔 − 1, ñëåäîâàòåëüíî,
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äèâèçîðû 𝑃 è 𝑃𝑡, 0 < 𝑡 ≪ 1, ïåðåìåæàþòñÿ, è òðåáóåìûé ðåçóëüòàò âûòå-
êàåò èç [2, ïðåäë. 3.2].
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