
òáúâé÷áàýáñ ðïìõçòõððáçéðåòüììéð�éþåóëéè ëòé÷ùè é ëòé÷ùè òïäá 3ó. à. ïÒÅ×ËÏ×á Î Î Ï Ô Á � É Ñ. òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.�ÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁËÒÙÔÉÅ RC ! RP1. ðÕÓÔØ A1; : : : ; An ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á RC. í. ëÕÍÍÅÒ É ë. ûÏÕ × ÎÅÄÁ×ÎÅÊ ÓÔÁÔØÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÕÀ �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Õ ËÒÉ×ÏÊ C ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× (d1(f); : : : ; dn(f)), ÇÄÅ f | ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑÆÕÎË�ÉÑ, Á di | ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ f ÎÁ Ai. íÙ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÕÀ �ÏÌÕÇÒÕ��ÕÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ É ËÒÉ×ÙÈ ÒÏÄÁ 3.1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ×ÕÀ C, ÓÎÁÂÖÅÎÎÕÀ ÁÎÔÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÊ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÅÊ 
onj : C ! C (ÉÎ×Ï-ÌÀ�ÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅËfp 2 C j 
onj(p) = pg ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ RC. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑËÒÉ×ÁÑ C ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑ (ÉÌÉ ÔÉ�Á I ), ÅÓÌÉ RC ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ C ÎÁ Ä×Å �ÏÌÏ×ÉÎÙ, �Å-ÒÅÈÏÄÑÝÉÅ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ �ÒÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÉ. ÷ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÚÄÅÓØËÒÉ×ÙÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍÉ É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍÉ.äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ËÒÉ×ÁÑ C ÂÙÌÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÅÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ f : C ! P1, Ô. Å. ÔÁËÏÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÞÔÏf�1(RP1) = RC. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× áÌØÆÏÒÓÁ [1℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÁËÖÅ ÎÅ-ÏÂÈÏÄÉÍÏ: ÌÀÂÁÑ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÍ ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. ïÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÁ RC ÅÓÔØ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ RP1. åÓÌÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ A1; : : : ; An ËÒÉ×ÏÊ RC, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ d(f) = (d1; : : : ; dn), ÇÄÅ di | ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÁËÒÙÔÉÑ f , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÎÁAi.ëÕÍÍÅÒ É ûÏÕ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ × [2℄ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ðÕÓÔØ C | ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑ ËÒÉ-×ÁÑ. ëÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ × ×ÉÄÅ d(f) ÄÌÑ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ×f : C ! P1? ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÄ-ÄÉÔÉ×ÎÕÀ �ÏÌÕÇÒÕ��Õ (ÓÍ. [2, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1℄). óÌÅÄÕÑ [2℄, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÅÊ�ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sep(C).÷ [2℄ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÌÕÇÒÕ�� Sep(C). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁÍ�ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Sep(C) = Ng+1 ÄÌÑ M -ËÒÉ×ÏÊ C (ËÒÉ×ÁÑ C ÒÏÄÁ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ M -ËÒÉ×ÏÊ, ÅÓÌÉ RC ÉÍÅÅÔ g+ 1 ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅòÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 17-01-00592-a Typeset by AMS-TEX1



2 ó. à. ïòå÷ëï÷ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ ËÒÉ×ÙÈ ÒÏÄÁ g). ÷ [2℄ ÔÁËÖÅ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÉÎÏÇÄÁÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ �ÒÉÍÅÒ | ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ4-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ × RP2 (�ÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÁÑ �ÒÏÅË-�ÉÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÓÔØ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ). ðÕÓÔØ C ÔÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ. �ÏÇÄÁRC ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ Ï×ÁÌÏ×, ÏÄÉÎ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÇÏ. åÓÌÉ ÉÈ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ Ï×ÁÌ ÂÙÌ �ÅÒ×ÙÍ, ÔÏ (1; 2) 2 Sep(C), Á (2; 1) 62 Sep(C); ÓÍ. [2, �ÒÉÍÅÒ 3.7℄.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Sep(C) �ÏÞÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ × [2℄, Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ N �N�2 � Sep(C).íÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÜÔÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ C | ÎÅÏÓÏÂÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ 4-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ× RP2. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÅÅ Ï×ÁÌÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÂÙÌ �ÅÒ×ÙÍ. �ÏÇÄÁ Sep(C) =N � N�2 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ Ä×ÕÈ ÆÁËÔÁÈ: ÔÅÏÒÅÍÁ 2 (ÓÍ. ÞÕÔØ ÎÉÖÅ) É ÔÅÏÒÅÍÁîÁÔÁÎÚÏÎÁ [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.3℄, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ Ä×Á ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÄÄÉÓËÏÍ (�ÒÁ×Ï-ÌÅ×Ï) ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÎÁÄ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ C |ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÒÏÄÁg � 2, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ M -ËÒÉ×ÏÊ. �ÏÇÄÁSep(C) = � (1; 1)N [ (N�(g+1)=2)2; ÅÓÌÉ g ÎÅÞÅÔÎÏ,2N [ N�g ; ÅÓÌÉ g ÞÅÔÎÏ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÒÏÄÁ ÔÒÉ | ÜÔÏ ÌÉÂÏ M -ËÒÉ×ÁÑ, ÌÉÂÏÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÌÉÂÏ �ÌÏÓËÁÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ Ë×ÁÒÔÉËÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [2℄, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ 1 É 2, ÄÁÅÔ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÅ�ÏÌÕÇÒÕ��Ù ×ÓÅÈ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÄÏ ÒÏÄÁ ÔÒÉ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.2. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁðÕÓÔØ x1; x2; : : : ; xn | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ h1; : : : ; hn (Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ):nXi=1 xki hi = 0; k = 0; : : : ; g � 1: (1)üÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁ (h1; : : : ; hn) ÍÏÖÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅnXi=1 hiF (xi) = 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ F 2 R[x℄, ÞÔÏ degF < g:äÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ h = (h1; : : : ; hn), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 
h(h) ÞÉÓÌÏ�ÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ × h, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ �ÁÒ (i; j) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 � i < j � n, hihj < 0, É hk = 0�ÒÉ i < k < j.



òáúâé÷áàýáñ ðïìõçòõððá ç.-ü. ëòé÷ùè é ëòé÷ùè òïäá 3 3ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. ðÕÓÔØ x1 < � � � < xn, n > 0. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ s = (s1; : : : ; sn),ÇÄÅ si 2 f�1; 0; 1g, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÚÎÁËÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ (1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 
h(s) � g.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ()). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ h = (h1; : : : ; hn) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) É
h(h) < g. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ F ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ g ÔÁËÏÊ, ÞÔÏF (xi) 6= 0 É hiF (xi) � 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n. �ÏÇÄÁ h1F (x1) + � � � + hnF (xn) = 0 ÉËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, h = (0; : : : ; 0).((). ðÕÓÔØ 
h(s) � g. ðÕÓÔØ I = fi0; : : : ; igg � f1; : : : ; ng ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ 
h(si0 ; : : : ; sig)= g. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ h0I = (h0i0 ; : : : ; h0ig ) ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (1),× ËÏÔÏÒÏÊ P1�i�n ÚÁÍÅÎÅÎÁ ÎÁ Pi2I . ÷ ÓÉÌÕ ÞÁÓÔÉ \())" ÍÙ ÉÍÅÅÍ 
h(h0I) = g.ðÏÜÔÏÍÕ, ÍÅÎÑÑ �ÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÎÁË h0I , �ÏÌÕÞÁÅÍ signh0ij = sij 6= 0 �ÒÉ ×ÓÅÈj = 0; : : : ; g.÷ÙÂÅÒÅÍ (hi)i 62I ÔÁË, ÞÔÏ signhi = si É jhij < "� 1. ðÏÌÏÖÉÍ hi0 = h0i0 . ðÏÓËÏÌØËÕÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ g� g, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÔÏÌÂ�ÁÍ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÉÚ I n fi0g,ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ hi1 ; : : : ; hig ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ (1). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ" ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ hI = (hi)i2I ÂÌÉÚËÏ Ë h0I , Á ÚÎÁÞÉÔ signhi = signh0i = si ÄÌÑ ×ÓÅÈi 2 I. �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2. ðÕÓÔØ x1; : : : ; xn | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÅ. äÌÑ x 2 R �ÏÌÏÖÉÍ I(x) = fi j xi = xg. ðÕÓÔØ (h1; : : : ; hn) | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ hi 6= 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n. �ÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ:(i) Pi2I(x) hi = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ x 2 R, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁÖÄÏÅ xi ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ Ä×ÁÖÄÙ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (x1; : : : ; xn);(ii) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (h1; : : : ; hn) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ [(g+ 1)=2℄ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ [(g + 1)=2℄ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×.3. òÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 2.ìÅÍÍÁ 3.1. ðÕÓÔØ C | (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ) ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÒÏÄÁ g, É f |ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÉ×ÉÚÏÒ ÎÕÌÅÊ (f)0 Ó�Å�ÉÁÌÅÎ (ÜÔÏ ÔÁË, ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ deg f < g). �ÏÇÄÁ f = f1 Æ �, ÇÄÅ � : C ! P1 | ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ�ÒÏÅË�ÉÑ É f1 | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ P1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ D É D0 | Ä×Á ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÄÉ×ÉÚÏÒÁ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÔÏ ×ÌÏÖÅ-ÎÉÅ �D, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ �ÏÌÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ jDj Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �D+D0 ÓÌÉÎÅÊÎÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ. ðÕÓÔØ D = (f)0 É �ÕÓÔØ D0 ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÄÉ×ÉÚÏÒ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏD + D0 � KC (ÔÁËÏÊ D0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÁË ËÁË D Ó�Å�ÉÁÌÅÎ). �ÏÇÄÁ �D | �ÒÏÅË-�ÉÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ�ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ P1 É ×ÌÏÖÅÎÉÑ. �



4 ó. à. ïòå÷ëï÷ìÅÍÍÁ 3.2. ðÕÓÔØ C | ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÒÏÄÁg > 0. ðÕÓÔØ !1; : : : ; !g | ÂÁÚÉÓ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ ÎÁ C.(a). ðÕÓÔØ f : C ! P1 | ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, É �ÕÓÔØ fp1; : : : ; png = f�1(p) ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ p 2 RP1. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ (ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙv1; : : : ; vn (vi ËÁÓÁÅÔÓÑ × pi) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏnXi=1 !k(vi) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ k = 1; : : : ; g: (2)(b). ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ p1; : : : ; pn | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ RC É v1; : : : ; vn | �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ (vi ËÁÓÁÅÔÓÑ × pi) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÕÓÌÏ×ÉÅ (2). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ÞÔÏ ÄÉ×ÉÚÏÒ D = p1 + � � � + pn ÎÅ Ó�Å�ÉÁÌÅÎ,Ô. Å., h0(KC �D) = 0. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏ ÓÌÏÅÍ D.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (a). óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ áÂÅÌÑ { ñËÏÂÉ.(b). óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ áÂÅÌÑ { ñËÏÂÉ É [2, ÌÅÍÍÁ 2.10℄. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ áÂÅÌÑ { ñËÏÂÉ ' : Symn(C) ! J (C). õÓÌÏ×ÉÅ (2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ v = (v1; : : : ; vn) (ËÁË ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ Ë Symn(C) × ÔÏÞËÅ D) ÌÅÖÉÔ × ÑÄÒÅÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌÁ × D ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ '. îÅÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÓÔØ D ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÕÂÍÅÒÓÉÅÊ ×ÏÚÌÅ D, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, v ËÁÓÁÅÔÓÑ '�1('(D)) = jDj × D. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÕÔØ [0; t0℄ ! jDj, t 7! Dt, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ D0 = D É � ddtDt�t=0 = v. �ÏÇÄÁÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t, 0 < t � t0, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ft : C ! P1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏD = (ft)0 É Dt = (ft)1. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ t ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×vi ×ÌÅÞÅÔ ÞÅÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÕÌÅÊ É �ÏÌÀÓÏ× ÆÕÎË�ÉÉ ft ×ÄÏÌØ RC, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ft |ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ × ÓÉÌÕ [2, ÌÅÍÍÁ 2.10℄. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ C | ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑËÒÉ×ÁÑ ÒÏÄÁ g � 2, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑM -ËÒÉ×ÏÊ. �ÏÇÄÁ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y2 =G(x), ÇÄÅ G(x) | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 2g+2, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ ËÒÁÔÎÙÈ ÎÕÌÅÊ,É ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁ R. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ 1-ÆÏÒÍ!1; : : : ; !g, ÇÄÅ !k = xk�1dx=y. çÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (x; y) 7! x.åÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ RC | ÎÅÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅ Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ RP1, ËÏÔÏÒÏÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÒÉ ÞÅÔÎÙÈ g É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ g. ÷ÙÂÅÒÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁ RC ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ dx > 0 ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ.ðÕÓÔØ f : C ! P1 | ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ, É �ÕÓÔØ fp1; : : : ; png = f�1(p) ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ p 2 RP1 × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ. ðÏÌÏÖÉÍ pi = (xi; yi), i =1; : : : ; n. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3.2(a) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ v1; : : : ; vnÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (2) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ. ðÕÓÔØ ai = dx(vi). ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ vi ×ÌÅÞÅÔ ai > 0.ðÏÜÔÏÍÕ (2) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (1) ÄÌÑ hi = ai=yi, É ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2.2 ÉÌÅÍÍÙ 3.1. 4. òÁÚÂÉ×ÁÀÝÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á ËÒÉ×ÙÈ ÒÏÄÁ ÔÒÉ÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1. ðÕÓÔØ C | �ÌÏÓËÁÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑË×ÁÒÔÉËÁ. �ÏÇÄÁ N � N�2 � Sep(C) ÓÏÇÌÁÓÎÏ [2, �ÒÉÍÅÒ 3.7℄. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ×ËÌÀÞÅÎÉÅ.



òáúâé÷áàýáñ ðïìõçòõððá ç.-ü. ëòé÷ùè é ëòé÷ùè òïäá 3 5ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [2, �ÒÉÍÅÒ 2.8℄, (1; 1) 62 Sep(C). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ f0 : C ! P1 Ó d(f0) = (n; 1), n � 2. ðÕÓÔØ C+ | ÏÄÎÁ ÉÚ�ÏÌÏ×ÉÎÏË, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ RC ÄÅÌÉÔ C. �ÏÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f0 ÎÁ C+ ÅÓÔØ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÄÉÓËÏÍ � { ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ C P1 n RP1. ÷ÏÚÍÕÝÁÑ f0 (×ÍÅÓÔÅ ÓC), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙ, Ô. Å. f�1(p) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÍÅÎÅÅ n ÔÏÞÅË ÄÌÑ ×ÓÅÈ p 2 �.ðÕÓÔØ f1 : C ! P1 | ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÊ ÍÏÒÆÉÚÍ Ó d(f1) = (1; n), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ [2, �ÒÉÍÅÒ 3.7℄. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÙÌÉ�ÒÏÓÔÙÍÉ. �ÏÇÄÁ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ îÁÔÁÎÚÏÎÁ, [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.3℄, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÈ ÎÁËÒÙÔÉÊ ft : C+ ! �, 0 � t � 1, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ f0 Ó f1. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C+t �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ C+, ÓÎÁÂÖÅÎÎÕÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, �ÏÄÎÑÔÏÊ Ó� �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ft, É �ÕÓÔØ Ct | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ C+t ÓÏ Ó×ÏÅÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑ-ÖÅÎÎÏÊ ËÏ�ÉÅÊ ×ÄÏÌØ ÇÒÁÎÉ�Ù. �ÏÇÄÁ ft �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÍÏÒÆÉÚÍÁCt ! P1, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÔÏÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ft. éÔÁË, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÈ ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ft ËÒÉ×ÙÈ ÒÏÄÁ ÔÒÉ Ct.ðÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ d(ft) = (1; n) �ÒÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔRCt . ðÏÜÔÏÍÕ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ËÒÉ×ÁÑ Ct ÎÅ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ t. éÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÒÏÄÁ 3 ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ Ë×ÁÒÔÉËÅ × P2,ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÌÏÖÅÎÉÊ �t : Ct ! P2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ�t(Ct) | ÇÌÁÄËÁÑ �ÌÏÓËÁÑ Ë×ÁÒÔÉËÁ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÈÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÜÔÉÈ Ë×ÁÒÔÉË ÎÁ P1. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ É ×ÎÅÛÎÉÊ Ï×ÁÌÙ �ÒÉ ÜÔÏÊ ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÏÍÅÎÑÔØÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ d(f0) 6= d(f1) É ×ÌÏÖÅÎÉÅ× P2 ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.ãÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ1. L. L. Ahlfors, Open Riemann surfa
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