silxnaq polovitelxnostx w prawo-inwariantnom porqdke na gruppe kos i kwazipolovitelxnostx

s.‘. oREWKOW

pUSTX B_n — GRUPPA KOS IZ n NITEJ:

B_n = ⟨σ_1, . . . , σ_{n−1} | σ_iσ_j = σ_j σ_i PRI |i − j| > 1, σ_iσ_j σ_i = σ_jσ_iσ_j PRI |i − j| = 1⟩.

dEORNUA [1–3] DOKAZAL, ^TO SU]ESTWUET POLNYJ PRAWO-INWARIANTNYJ PORQDOK NA “LEMENTAH GRUPPY B_n (PRAWO-INWARIANTNYJ ZNA^IT α < β ⇒ αγ < βγ,

∀α, β, γ), ODNOZNA^NO OPREDELQEMYJ USLOWIEM

β_0σ_iβ_1 > 1 ESLI β_0, β_1 — SLOWA, SOSTAWLENNYE IZ σ^{±1}_{i+1}, . . . , σ^{±1}_{n−1}.

oN DAL TAKVE “FFEKTIWNYJ NA PRAKTIKE ALGORITM, OPREDELQ@]IJ, QWLQETSQ LI DANNAQ KOSA POLOVITELXNOJ, TRIWIALXNOJ ILI OTRICATELXNOJ (KOSA β NAZY- WAETSQ POLOVITELXNOJ ESLI β > 1). nEDAWNO AWTORY STATXI [4] DALI KRASIWU@ GEOMETRI^ESKU@ INTERPRETACI@ PRAWO-INWARIANTNOGO PORQDKA (SM. §2 NIVE) I DRUGIE ALGORITMY SRAWNENIQ KOS, PRO ODIN IZ KOTORYH DOKAZANA KWADRATI^- NOSTX PO WREMENI.

bUDEM GOWORITX, ^TO KOSA β ∈ B_n SILXNO POLOVITELXNA, ESLI αβα^{−1} > 1 DLQ L@BOGO α ∈ B_n. qSNO, ^TO SILXNO POLOVITELXNYE KOSY OBRAZU@T POLUGRUPPU, INWARIANTNU@ OTNOSITELXNO SOPRQVENIQ. kOSA β = σ^2_1 σ^{−2}_2 QWLQETSQ PRIMEROM POLOVITELXNOJ, NO NE SILXNO POLOVITELXNOJ KOSY, POTOMU ^TO αβα^{−1} < 1 DLQ

α = σ_2σ^2_1σ_2 (SM. [4]). w NASTOQ]EJ ZAMETKE MY OBSUVDAEM NEKOTORYE KLASSY

SILXNO POLOVITELXNYH KOS.

tEOREMA A. (bARKEL [5], lAWER [6]). oBRAZU@]IE σk SILXNO POLOVITELXNY.

dOKAZATELXSTWA, PRIWEDENNYE W [5], [6], — ALGEBRAI^ESKIE. nEDAWNO wIST [7] DAL GEOMETRI^ESKOE DOKAZATELXSTWO, OSNOWANNOE NA IDEQH I REZULXTATAH STATXI

[4]. w §3 MY DAEM E]E ODNO DOKAZATELXSTWO. w NEM MY POLU^AEM TEOREMU A KAK

NEPOSREDSTWENNOE SLEDSTWIE IZ OSNOWNOGO REZULXTATA RABOTY [4].

kOSA β ∈ B_n NAZYWAETSQ KWAZIPOLOVITELXNOJ ESLI β = (γ_1σ_1γ^{−1}_1 ) · . . . ·

(γ_sσ_1γ^{−1}_s ) PRI NEKOTORYH γ_1, . . . , γ_s ∈ B_n. —TO PONQTIE BYLO WWEDENO rUDOLX-

FOM [8, 9]; ON POKAZAL, ^TO KOSA KWAZAPOLOVITELXNA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONA QWLQETSQ GRANI^NOJ KOSOJ ALGEBRAI^ESKOJ FUNKCII w(z), NEQWNO ZADANNOJ W DISKE URAWNENIEM w^n + a_1(z)w^{n−1} + · · · + a_n(z) = 0, a_i ∈ C[z]. wOPROS O

aWTOR BLAGODARIT IN-T IM. mAKSA pLANKA ZA FINANSOWU@ PODDERVKU I GOSTEPRIIMSTWO

Typeset by AMS-TEX 1

KWAZIPOLOVITELXNOSTI KOSY ESTESTWENNO WOZNIKAET W TOPOLOGII PLOSKIH WE- ]ESTWENNYH ALGEBRAI^ESKIH KRIWYH [10]. aLGORITM RASPOZNAWANIQ KWAZIPOLO- VITELXNYH KOS IZWESTEN LI[X PRI n = 3. nEKOTORYE NEOBHODIMYE USLOWIQ DLQ KWAZIPOLOVITELXNOSTI IME@TSQ W [9], [10]. tEOREMA A DAET E]E ODNO NEOBHODI- MOE USLOWIE DLQ KWAZIPOLOVITELXNOSTI KOSY, POSKOLXKU ONA, O^EWIDNO, “KWI- WALENTNA UTWERVDENI@ O TOM, ^TO KWAZIPOLOVITELXNAQ KOSA POLOVITELXNA

W PRAWO-INWARIANTNOM PORQDKE.

oBOZNA^IM ^EREZ Q_n (SOOTW., P_n) MNOVESTWO KWAZIPOLOVITELXNYH (SOOTW., SILXNO POLOVITELXNYH) KOS W B_n. w “TIH OBOZNA^ENIQH TEOREMU A MOVNO PE- REFORMULIROWATX KAK Q_n ⊂ P_n. oBOZNA^IM:

π_n := (σ_1σ_2 . . . σ_{n−1}) · (σ_{n−1}σ_{n−2} . . . σ_1) ∈ B_n.

tEOREMA B. eSLI β0 — SLOWO, SOSTAWLENNOE IZ σ^{±1}_2 , . . . , σ^{±1}_{n−1}, TO KOSA β =

β_0π_n SILXNO POLOVITELXNA.

—TO POKAZYWAET, ^TO P_n ≠ Q_n. dEJSTWITELXNO, DLQ KOSY β =^∏_j σ^{kj}_{ij} OBOZNA- ^IM e(β) =^∑_j k_j . tOGDA TEOREMA B WLE^ET

sLEDSTWIE. eSLI β0 –SLOWO, SOSTAWLENNOE IZ σ^{±1}_2 , . . . , σ^{±1}_{n−1}, I e(β0) < 2 − 2n

(NAPRIMER, β_0 = σ^{−2n}_2 ), TO β_0π_n ∈ P_n \ Q_n.

pUSTX β ∈ B_n — KOSA I L — SOOTWETSTWU@]EE ZACEPLENIE (ZAMYKANIE KOSY β). pUSTX L_1, . . . , L_k — KOMPONENTY L. pUSTX n_1, . . . , n_k — L@BYE POLOVI- TELXNYE CELYE ^ISLA I β_1, . . . , β_k — L@BYE KOSY, β_j ∈ B_{nj} . tOGDA (β_1, . . . , β_k)-

OBMOTKA KOSY β OPREDELQETSQ KAK KOSA, DLQ KOTOROJ SOOTWETSTWU@]EE ZACEPLE-

NIE POLU^ENO IZ L ZAMENOJ KAVDOGO L_j NA ZACEPLENIE W TRUB^ATOJ OKRESTNOSTI ZACEPLENIQ L_j , ZADAWAEMOE KOSOJ β_j . nAPRIMER, KOSA β IZ TEOREMY B ESTX

(β_0, 1)-OBMOTKA KOSY σ^2_1 ∈ B_2. bUDEM GOWORITX, ^TO KOSA i-POLOVITELXNA, ESLI

ONA QWLQETSQ PROIZWEDENIEM KOS WIDA β_0σ_iβ_1, GDE β_0, β_1 –SLOWA, SOSTAWLENNYE IZ σ^{±1}_{i+1}, . . . , σ^{±1}_{n−1}. tOGDA PREDSTAWLQETSQ PRAWDOPODOBNYM, ^TO TEOREMA B ESTX ^ASTNYJ SLU^AJ SLEDU@]EGO BOLEE OB]EGO FAKTA.

gIPOTEZA. eSLI L@BAQ KOSA, SOPRQVENNAQ KOSE β, 1-POLOVITELXNA, I β^′ —

OBMOTKA KOSY β, TO L@BAQ KOSA, SOPRQVENNAQ KOSE β^′, 1-POLOVITELXNA.

§1. dOKAZATELXSTWO TEOREMY B

pUSTX D ⊂ C — ZAMKNUTYJ EDINI^NYJ DISK I X_n = {x_0, . . . , x_{n+1}}, GDE

−1 = x_0 < x_1 < · · · < x_n < x_{n+1} = 1 — WE]ESTWENNYE W D. gEOMETRI^ES- KAQ KOSA — “TO NABOR IZ n GLADKIH NEPERESEKA@]IHSQ KRIWYH (NAZYWAEMYH NITQMI) W CILINDRE D × [0, 1], TAKIH, ^TO PROEKCIQ KAVDOJ NITI NA [0, 1] ESTX

DIFFEOMORFIZM, I MNOVESTWO KONCOW WSEH NITEJ SOWPADAET S X_n ×{0, 1}. kOSOJ NAZYWAETSQ KLASS “KWIWALENTNOSTI GEOMETRI^ESKIH KOS OTNOSITELXNO IZOTOPIJ CILINDRA D × [0, 1], NEPODWIVNYH NA D × {0, 1}.

pUSTX p — PROEKCIQ (z, t) → (Re z, t). gEOMETRI^ESKAQ KOSA NAHODITSQ W

OB]EM POLOVENII, ESLI PROEKCII NITEJ TRANSWERSALXNY MEVDU SOBOJ I t-KO-

ORDINATY IH PERESE^ENIJ RAZLI^NY. sTANDARTNAQ OBRAZU@]AQ σ_i ∈ B_n I OB- RATNYJ K NEJ “LEMENT IZOBRAVENY NA RIS. 1. rISUNOK DLQ α · β, GDE α, β ∈ B_n,

POLU^AETSQ, ESLI RISUNOK KOSY β PRISTAWITX SWERHU K RISUNKU KOSY α. tAKIM OBRAZOM, GEOMETRI^ESKAQ KOSA B W OB]EM POLOVENII OPREDELQET SLOWO IZ STAN- DARTNYH OBRAZU@]IH σ^{±1}_1 , . . . , σ^{±1}_{n−1}, W KOTOROM KAVDAQ BUKWA OTWE^AET DWOJNOJ TO^KE MNOVESTWA p(B).

rIS. 1

pUSTX β_0, β — KOSY IZ TEOREMY B. tOGDA GEOMETRI^ESKAQ KOSA B, PREDSTAW- LQ@]AQ KOSU β, OBLADAET SLEDU@]IM SWOJSTWOM. sU]ESTWUET GLADKAQ POWERH- NOSTX C ⊂ (D × [0, 1]) \ B, RASSLOENNAQ NA GLADKIE OKRUVNOSTI C_t ⊂ Int D × {t},

t ∈ [0, 1], TAKAQ, ^TO TO^KI x_2, . . . , x_n LEVAT WNUTRI C_0, TO^KA x_1 LEVIT WNE C_0,

I OKRUVNOSTX C_0 OTOBRAVAETSQ NA C_1 PRI DIFFEOMORFIZME D × {0} → D × {1}, (z, 0) → (z, 1). oBOZNA^IM ^EREZ T POLNOTORIE, POLU^ENNOE IZ D × [0, 1] OTOVDESTWLENIEM

D × {0} I D × {1}. mY BUDEM ODINAKOWO OBOZNA^ATX PODMNOVESTWA W D × [0, 1] I

IH OBRAZY W T . pUSTX S — KOMPONENTA GEOMETRI^ESKOJ KOSY B, SOOTWETSTWU@- ]AQ PERWOJ NITI, T.E. KOMPONENTA, PROHODQ]AQ ^EREZ TO^KU (x_1, 0). tOGDA OBRAZ POWERHNOSTI C W T ESTX ZAMKNUTAQ POWERHNOSTX GOMEOMORFNAQ TORU, OHWATYWA- @]AQ B \ S, PRI^EM S IMEET INDEKS ZACEPLENIQ +1 S TOROM C W SLEDU@]EM SMYSLE. pUSTX A ⊂ T — KOLXCO, TAKOE, ^TO ODNA KOMPONENTA KRAQ ∂A IZTOPNA NA ∂T OTREZKU y × [0, 1], y ∈ ∂D, A DRUGAQ KOMPONENTA KRAQ ∂A LEVIT NA C. tOGDA INDEKS ZACEPLENIQ S I C OPREDELQETSQ KAK INDEKS PERESE^ENIQ S I A (ZDESX I DALEE MY OSTAWLQEM ^ITATEL@ ZABOTITXSQ OB ORIENTACIQH).

pUSTX α — L@BAQ KOSA, I POLOVIM β^′ = αβα^{−1}. nAM NADO DOKAZATX, ^TO

β^′ > 1 W PRAWO-INWARIANTNOM PORQDKE. sOGLASNO REZULXTATAM dEORNUA [1–3], KA-

NONI^ESKAQ FORMA L@BOJ NEPOLOVITELXNOJ KOSY — “TO SLOWO IZ σ^{±1}_1 , . . . , σ^{±1}_{n−1}, NE SODERVA]EE σ^{+1}_1 . tAKIM OBRAZOM, ^TOBY DOKAZATX, ^TO β^′ > 1, DOSTATO^NO UBEDITXSQ W TOM, ^TO KAVDOE SLOWO, PREDSTAWLQ@]EE γ, SODERVIT σ^{+1}_1 . rASSMOT- RIM PROIZWOLXNOE SLOWO w, PREDSTAWLQ@]EE β^′, I PUSTX B^′ — SOOTWETSTWU@]AQ GEOMETRI^ESKAQ KOSA W OB]EM POLOVENII. B^′ POLU^ENA IZ B IZOTOPIEJ POLNO- TORIQ T , TAK KAK β^′ I β SOPRQVENY. oBOZNA^IM ^EREZ C^′ I S^′ OBRAZY C I S PRI “TOJ IZOTOPII. iNDEKS ZACEPLENIQ NE MENQETSQ PRI IZOTOPIQH, PO“TOMU, iNDEKS ZACEPLENIQ S^′ I C^′ W WY[EUKAZANNOM SMYSLE RAWEN +1.

bUDEM PREDPOLAGATX, ^TO POWERHNOSTX C^′ MINIMALXNA: MY PREDSTAWLQEM SE- BE “TO TAK, ^TO B^′ SDELANO IZ VESTKOJ PROWOLOKI, A C^′ — REZINOWAQ PLENKA, OTDELQ@]AQ S^′ OT B^′ \ S^′. bOLEE FORMALXNO, “TO OZNA^AET SLEDU@]EE. pRI

t ∈ [0, 1] OBOZNA^IM ^EREZ D_t DISK D × {t} I PUSTX B^′_t, (SOOTW. S^′_t, C^′_t) — PE-

RESE^ENIE B^′ (SOOTW. S^′, C^′) S D_t. pOSLE TOGO, KAK GEOMETRI^ESKAQ KOSA B^′ ZAFIKSIROWANA, MY WYBEREM ε > 0. eSLI ε DOSTATO^NO MALO, TO PRI L@BOM

t ∈ [0, 1] MOVNO PREDPOLAGATX, ^TO C^′_t QWLQETSQ C^1-GLADKOJ OKRUVNOSTX@ W D_t,

UDOWLETWORQ@]EJ TOMU USLOWI@, ^TO (C^′_t ∪ B^′_t) ∩ U_ε(z) QWLQETSQ SWQZNYM PO- VMNOVESTWOM KRIWOJ C^′_t PRI WSEH z ∈ C^′_t, GDE U_ε(z) OBOZNA^AET OTKRYTYJ DISK RADIUSA ε S CENTROM z. mY MOVEM TAKVE PREDPOLAGATX, ^TO C^′_t PRI WSEH t IME- ET MINIMALXNU@ DLINU SREDI WSEH ZAMKNUTYH KRIWYH SWOEGO GOMOTOPI^ESKOGO KLASSA, UDOWLETWORQ@]IH “TOMU USLOWI@. tOGDA KAVDAQ KRIWAQ C^′_t ESTX OB˙- EDINENIE OTREZKOW PRQMYH I DUG OKRUVNOSTEJ RADIUSOW ε, 2ε, . . . S CENTRAMI W TO^KAH MNOVESTWA B^′_t.

pRI KAVDOM t ∈ [0, 1] POLOVIM x_t = min{Re z | (z, t) ∈ B^′_t \ S^′_t}, L_t = {(z, t) ∈

D_t | Re z = x_t} I OBOZNA^IM ^EREZ A_t NIVN@@ KOMPONENTU SWQZNOSTI MNOVESTWA L_t\(C^′_t∩L_t). pUSTX A^∘ — ZAMYKANIE MNOVESTWA ⋃ t∈[0,1] At. tOGDA p|Affi QWLQETSQ

LOKALXNO-TRIWIALXNYM RASSLOENIEM WS@DU KROME KONE^NOGO MNOVESTWA TO^EK

t_1, . . . , t_k, KAVDAQ IZ KOTORYH RASPOLOVENA WBLIZI OT DWOJNOJ TO^KI PROEKCII p(B^′ \ S^′), OTWE^A@]EJ WHOVDENI@ σ^{±1}_1 W SLOWO w. pOWEDENIE SLOEW PROEKCII p|_Affi WOZLE TO^KI t_j , j = 1, . . . , k IZOBRAVENO NA RIS. 2, GDE δ > 0 (SOOTW., δ < 0)

OTWE^AET WHOVDENI@ σ^{+1}_1 (SOOTW., σ^{−1}_1 ).

A_{tj −δ} A_{tj} A_{tj +δ} rIS. 2

oBOZNA^IM ^EREZ a_j OTREZOK (A^∘ ∩ D_{tj} ) \ A_{tj} (IZOBRAVENNYJ PUNKTIROM NA RIS. 2). oBOZNA^IM ^EREZ A^∗_j TU KOMPONENTU MNOVESTWA D_{tj} \ (C^′_{tj} ∪ a_j ), KOTORAQ RASPOLOVENA SPRAWA OT a_j (ZA[TRIHOWANA NA RIS. 2), I PUSTX A = A^∘ ∪ A^∗ GDE

A^∗ = A^∗_1 ∪ · · · ∪ A^∗_k.

wY^ISLIM INDEKS ZACEPLENIQ S^′ I C^′. oN RAWEN INDEKSU PERESE^ENIQ S^′ I A. mY IMEEM S^′ ∩ A = (S^′ ∩ A^∘) ∪ (S^′ ∩ A^∗). tO^KI IZ S^′ ∩ A^∘ OTWE^A@T TEM WHOVDENIQM σ^s_1, s = ±1 W SLOWO w, DLQ KOTORYH SOOTWETSTWU@]AQ DWOJNAQ TO^KA PROEKCII p(B^′) QWLQETSQ TO^KOJ PERESE^ENIQ KRIWYH p(S^′) I p(B^′ \ S^′). tO^KI IZ S^′ ∩ A^∗ OTWE^A@T TEM WHOVDENIQM σ^s_1, s = ±1 W SLOWO w, KOTORYE SOOTWETSTWU@T DWOJNYM TO^KAM PROEKCII p(B^′ \ S^′) (ZAMETIM, ^TO KAVDOE A^∗_j DOLVNO SODERVATX TO^KU IZ S^′ ∩ D_{tj} , POTOMU ^TO C^′ MINIMALXNA). w OBOIH SLU- ^AQH WKLAD TO^KI PERESE^ENIQ W INDEKS ZACEPLENIQ RAWEN s. pOSKOLXKU INDEKS ZACEPLENIQ RAWEN +1, MY WIDIM, ^TO L@BOE SLOWO, PREDSTAWLQ@]EE β^′, DOLVNO WKL@^ATX W SEBQ σ^{+1}_1 . tEOREMA B DOKAZANA.

§1. gEOMETRI^ESKAQ INTERPRETACIQ PRAWO-INWARIANTNOGO PORQDKA

wSE OTOBRAVENIQ, RASSMATRIWAEMYE NIVE, BUDUT KUSO^NO GLADKIMI. pUSTX D I X_n = {x_0, x_1, . . . , x_{n+1}} — OBOZNA^AET TO VE, ^TO I W §1. gRUPPU KOS

B_n MOVNO ESTESTWENNO OTOVDESTWITX S GRUPPOJ KLASSOW OTOBRAVENIJ PARY (D, X_n), KOTORAQ PO OPREDELENI@ ESTX GRUPPA GOMEOMORFIZMOW (D, X_n) → (D, X_n),

TOVDESTWENNYH NA ∂D S TO^NOSTX@ DO GOMEOMORFIZMOW, IZOTOPNYH TOVDEST- WENNOMU OTOBRAVENI@. kLASS [γ] ∈ B_n GOMEOMORFIZMA γ ODNOZNA^NO OPREDE- LEN KRIWOJ Γ := γ([−1, 1]). sLEDUQ [4], NAZOWEM Γ KRIWOLINEJNOJ DIAGRAM-

MOJ (curve diagram) KOSY [γ]. kRIWOLINEJNAQ DIAGRAMMA KOSY σ_i IMEET WID [−1, x_{i−1}] ∪ Γ_+ ∪ [x_i, x_{i+1}] ∪ Γ_− ∪ [x_{i+2}, 1], GDE Γ_+ — PUTX IZ x_{i−1} W x_{i+1} PO WERH-

NEMU POLUDISKU, I Γ_− — PUTX IZ x_i W x_{i+2} PO NIVNEMU POLUDISKU. sOGLA[ENIE O PORQDKE UMNOVENIQ PROILL@STRIROWANO NA RIS. 3 (MY WOSPROIZWODIM EGO IZ

[4]).

rIS. 3: kRIWOLINEJNYE DIAGRAMMY KOS 1, σ_1 I σ_1σ^{−1}_2

pUSTX Γ = γ([−1, 1]) — KRIWOLINEJNAQ DIAGRAMMA. oBOZNA^IM γ([x_i, x_{i+1}]) ^EREZ Γ_i. bUDEM GOWORITX, ^TO KRIWOLINEJNAQ DIAGRAMMA Δ TRANSWERSALXNA K Γ, ESLI DLQ KAVDOJ Γ_i LIBO Γ_i ⊂ Δ, LIBO Γ_i TRANSWERSALXNA K Δ.

pUSTX Δ TRANSWERSALXNA K Γ. kOMPONENTA MNOVESTWA D \(Γ∪Δ) NAZYWAETSQ

DWUUGOLXNIKOM MEVDU Γ I Δ, ESLI ONA GOMEOMORFNA OTKRYTOMU DISKU I OGRA-

NI^ENA ODNIM OTKRYTYM OTREZKOM KRIWOJ Γ \ X_n, ODNIM OTKRYTYM OTREZKOM KRIWOJ Δ\X_n I DWUMQ TO^KAMI. bUDEM GOWORITX, ^TO PARA (Γ, Δ) REDUCIROWANA, ESLI NET DWUUGOLXNIKOW MEVDU Γ I Δ.

rIS. 4

l@BU@ PARU KRIWOLINEJNYH DIAGRAMM (Γ, Δ) MOVNO REDUCIROWATX ZA KONE^- NOE ^ISLO “LEMENTARNYH PREOBRAZOWANIJ, IZOBRAVENNYH NA RIS.4, GDE Γ IZOB- RAVENA SPLO[NOJ LINIEJ, A Δ — PUNKTIRNOJ. kAVDOE “LEMENTARNOE PREOBRA- ZOWANIE UMENX[AET NA 1 ^ISLO DWUUGOLXNIKOW.

pRAWO-INWARIANTNYJ PORQDOK NA GRUPPE KOS MOVNO OPISATX W TERMINAH KRI- WOLINEJNYH DIAGRAMM SLEDU@]IM OBRAZOM (SM. [4]). pUSTX KOSY γ, δ ZADANY TRANSWERSALXNYMI DRUG DRUGU KRIWOLINEJNYMI DIAGRAMMAMI Γ, Δ. pREDPO- LOVIM, ^TO (Γ, Δ) REDUCIROWANA. mNOVESTWO D \ Γ SOSTOIT IZ DWUH KOMPONENT.

tA KOMPONENTA, KOTORAQ SODERVIT^√−1 NAZYWAETSQ WERHNEJ. pREDPOLOVIM, ^TO Γ I Δ SOWPADA@T NA DUGE, IDU]EJ IZ −1 W x_i (WOZMOVNO, i = 0) I NE SOWPADA@T POSLE x_i. pUSTX a — KOMPONENTA MNOVESTWA Δ \ (Δ ∩ Γ), NA^INA@]AQSQ W x_i. tOGDA δ > γ ESLI I TOLXKO ESLI a LEVIT W WERHNEJ ^ASTI D \Γ. —TO ZNA^IT, ^TO DWIGAQSX WDOLX Δ IZ −1 W 1, MY IDEM WDOLX Γ DO TO^KI x_i, A ZATEM SWARA^IWAEM WLEWO.

§2. dOKAZATELXSTWO TEOREMY A

pOSKOLXKU WSE OBRAZU@]IE SOPRQVENY MEVDU SOBOJ, DOSTATO^NO DOKAZATX, ^TO γσ_1γ^{−1} > 1 DLQ WSEH γ ∈ B_n. w SILU PRAWO-INWARIANTNOSTI, “TO RAWNO- SILXNO TOMU, ^TO γσ_1 > γ.

pUSTX γ — PROIZWOLXNAQ KOSA IZ B_n. nAM NADO DOKAZATX, ^TO δ > γ, GDE

δ = γσ_1. pUSTX Γ — KRIWOLINEJNAQ DIAGRAMMA KOSY γ. pUSTX I = [−1, 1],

“TO — KRIWOLINEJNAQ DIAGRAMMA EDINI^NOJ KOSY. pREDPOLOVIM, ^TO Γ TRANS- WERSALXNA K I, I PARA (Γ, I) REDUCIROWANA. oBOZNA^IM ε-OKRESTNOSTX OTREZKA

[x_1, x_2] ^EREZ D_ε. pOSKOLXKU (Γ, I) REDUCIROWANA, PRI DOSTATO^NO MALOM ε PARA (D_ε, D_ε ∩Γ) IZOTOPNA ODNOJ IZ NARISOWANNYH NA RIS. 5, I WYPOLNENO SLEDU@]EE

USLOWIE:

(*) eSLI DWE TO^KI IZ Γ ∩ ∂D_ε SOSEDNIE W SMYSLE CIKLI^ESKOGO PORQDKA WDOLX OKRUVNOSTI ∂D_ε, TO IH NELXZQ SOEDINITX DUGOJ IZ Γ \ D_ε, NE SODERVA]EJ TO^EK IZ X_n.

rIS .5

rIS. 6

kRIWYE D_ε ∩ Γ NA RIS. 5 MOVNO PRODEFORMIROWATX W KRIWYE, IZOBRAVENNYE SLO[NOJ LINIEJ NA RIS. 6. kRIWOLINEJNAQ DIAGRAMMA Δ_ε KOSY δ := γσ_1 PO- LU^AETSQ IZ Γ ZAMENOJ FRAGMENTA D_ε ∩ Γ NA KRIWYE, IZOBRAVENNYE NA RIS. 6 PUNKTIROM. dIAGRAMMA Δ_ε E]E NE TRANSWERSALXNA K Γ. pUSTX Δ POLU^ENA IZ Δ_ε PRIMENENIEM PREOBRAZOWANIQ, POKAZANNOGO NA RIS. 7, W KAVDOJ IZ TEH KOMPONENT MNOVESTWA Γ \ (D_ε ∪ X_n), U KOTORYH ODIN IZ KONCOW LEVIT NA ∂D_ε. dIAGRAMMA Δ UVE TRANSWERSALXNA K Γ.

eSLI IMEET MESTO SLU^AJ, POKAZANNYJ NA RIS. 5.A, TO (Γ, Δ) REDUCIROWANA, I TREBUEMOE NERAWENSTWO δ > γ NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET IZ REZULXTATA [4], rIS. 7

SFORMULIROWANNOGO W §1. pO“TOMU MY BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO IMEET MESTO ODIN IZ SLU^AEW 5.B_k.

Γ ∪ Δ RAZBIWAET D_ε NA NESKOLXKO KRIWOLINEJNYH MNOGOUGOLXNIKOW. sREDI

NIH 2k + 2 TREUGOLXNIKOW I 2k + 2 PQTIUGOLXNIKOW (^ETYREHUGOLXNIKOW PRI

k = 0) PRIMYKA@T K OKRUVNOSTI ∂D_ε. oBOZNA^IM IH SOOTWETSTWENNO ^EREZ T_i, P_i, i = 1, . . . , 2k + 2. sKAVEM, ^TO TREUGOLXNIK T_i PLOHOJ, ESLI ON POLU^ILSQ

IZ TREUGOLXNIKA NA RIS. 6 U KOTOROGO STORONY, LEVA]IE NA ∂D_ε, SOEDINENY WNE D_ε DUGOJ DIAGRAMMY Γ. pO (*), “TA DUGA DOLVNA SODERVATX TO^KU IZ X_n. pRISOEDINQQ OBLASTX, OGRANI^ENNU@ “TOJ DUGOJ, K PLOHOMU TREUGOLXNIKU, MY POLU^AEM DWUUGOLXNIK MEVDU Γ I Δ, PRI^EM WSE DWUUGOLXNIKI MEVDU Γ I Δ POLU^A@TSQ TAKIM SPOSOBOM.

rIS. 8

pUSTX Δ^′ POLU^ENA IZ Δ PRIMENENIEM PREOBRAZOWANIQ, POKAZANNOGO NA RIS. 8, K KAVDOMU PLOHOMU TREUGOLXNIKU. pOSKOLXKU PLOHOE TREUGOLXNIKI NE MOGUT BYTX SOSEDNIMI, “TI PREOBRAZOWANIQ NEZAWISIMY. pOKAVEM, ^TO (Γ, Δ^′) REDU- CIROWANA. dEJSTWITELXNO, PRI k = 0 “TO O^EWIDNO (SM. RIS. 8). pRI k > 0 POQWLQETSQ TOLXKO TRI NOWYH MNOGOUGOLXNIKA: Q^′, P^′_2, I P_1 ∪ T_2 (SM. RIS. 8). nI ODIN IZ NIH NE MOVET SODERVATXSQ W DWUUGOLXNIKE MEVDU Γ I Δ^′.

mY WIDIM NA RIS. 8, ^TO Δ^′ BYLA POLU^ENA IZ Δ IZMENENIEM TOLXKO TEH OTREZKOW Δ, U KOTORYH OBA KONCA LEVAT W D_ε. oDNAKO, TO^KA x_i, W KOTOROJ Δ^′ WPERWYE RASHODITSQ S Γ, LEVIT NA OTREZKE, NA^INA@]EMSQ W x_0 I NE WHODQ]EM W D_ε. sLEDOWATELXNO, Δ^′ SOWPADAET S Δ WOZLE x_i. nO WOZLE x_i KRIWAQ Δ RASPO- LOVENA OTNOSITELXNO Γ KAK NA RIS. 7. zNA^IT, δ > γ SOGLASNO §1. tEOREMA A DOKAZANA.

sPISOK LITERATURY

1. P. Dehornoy, Braid groups and left distributive operations, Trans. AMS 343 (1994), 115–150. 2. P. Dehornoy, From large cardinals to braids via distributive algebra, J. Knot Theory and its Ramifications 4 (1995), 33–79.

3. P. Dehornoy, A fast method of comparing braids, Adv. in Math. 125 (1997), 200–235. 4. R. Fenn, M.T. Greene, D. Rolfsen, C. Rourke, B. Wiest, Ordering the braid group, Preprint. 5. S. Burckel, The wellordering on positive braids, J. Pure Appl. Algebra 120 (1997), 1–17.

8 s.‘. orewkow

6. R. Laver, Braid group actions on left distributive structures and well-orderings in the braid groups, J. Pure Appl. Algebra 108 (1996), 81–98.

7. B. Wiest, Dehornoy’s ordering of the braid groups extends the subword ordering, Pacific J.

Math. (to appear); http://protis.univ-mrs.fr/ ebertw.

8. L. Rudolph, Algebraic functions and closed braids, Topology 22 (1983), 191–202. 9. L. Rudolph, Some knot theory of complex plane curves, Noeuds, Tresses et Singularités, Mono.

No. 31, L’Ens. Math., 1983, pp. 99–122.

10. S.Yu. Orevkov, Link theory and oval arrangements of real algebraic curves, Topology (to appear).

mATEMATI^ESKIJ IN-T IM. w.a.sTEKLOWA ran

E-mail address: orevkov@mi.ras.ru