ëòéôåòéê çõòœéã-üëœéœáìåîôîïóôé ëœáúéðïìïöéôåìøîùè òáúìïöåîéê ëïó éú ôòåè îéôåê

ó. à. ïÒÅŒËÏŒ

œÏÐÒÏÓ Ï çÕÒŒÉÃ-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÏŒ ËÏÓ ŒÁÖÅÎ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ Œ ËÏÓÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉŒÙÈ Œ C^2 . ïÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÓÑ ÍÎÏÇÉÍÉ ÁŒÔÏÒÁÍÉ, ÓÍ. [1,3,4] É ÓÓÙÌËÉ Œ [3]. íÙ ÄÁÅÍ ÏÔŒÅÔ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÁÚÁÎÏ Œ ÚÁÇÌÁŒÉÉ.

ðÕÓÔØ B_3 = ⟨A | œ_2œ_1 = œ_1œ_0 = œ_0œ_2⟩, A = {œ_0; œ_1; œ_2}, | ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ âÉÒÍÁÎ { ëÏ { ìÉ (ÓÍ. [2]) ÇÒÕÐÐÙ ËÏÓ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÉÔÅÊ. ëŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ËÏÓÙ X ∈ B_3 ÎÁÚÙÁŒÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ËÏÓ (X_1; : : : ; X_k) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ X = X_1X_2 : : : X_k É ËÁÖÄÁÑ ËÏÓÁ X_i ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ œ_1 (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ œ_0, œ_1, œ_2 ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ËÏÓÙ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Q(X). ëÏÓÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ Q(X) ≠ ∅. çÒÕÐÐÁ ËÏÓ B_k ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ Q(X) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ˚_i : (X_1; : : : ; X_k) → (Y_1; : : : ; Y_k), ÇÄÅ (Y_i; Y_{i+1}) = (X_iX_{i+1}X^{−1}_i ; X_i) É Y_j = X_j ÐÒÉ j ∉ {i; i + 1}. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ çÕÒŒÉÃÁ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ çÕÒŒÉÃ-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

œ [4] ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÑŒÎÏ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÉ | ÄÁÔØ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏÒÂÉÔÅ. þÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ, ÕÄÏÂÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ [4]. òÁÓÛÉÒÉÍ ÁÌÆÁŒÉÔ A ÄÏ ^A = A ∪ {^œ_0; ^œ_1; ^œ_2} É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A^∗ É ^A^∗ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÍÏÎÏÉÄÙ, ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ A É ^A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. äÌÑ U; V ∈ ^A^∗ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÞÅÒÅÚ U ≡ V ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ^A^∗ (Ô. Å. ÐÏÂÕËŒÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ), Á ÞÅÒÅÚ U = V (ÅÓÌÉ U; V ∈ A^∗) | ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ B_3. äÌÑ U ∈ ^A^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U^′ ÓÌÏŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ U ŒÙÞÅÒËÉŒÁÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÂÕËŒ ^œ_i, ÞÅÒÅÚ —U | ÓÌÏŒÏ, ÐÏ- ÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ U ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÊ ÂÕËŒÙ ^œ_i ÎÁ œ_i, Á ÞÅÒÅÚ ^U | ÓÌÏŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ U ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÊ ÂÕËŒÙ œ_i ÎÁ ^œ_i. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ U ≡ œ_0 ^œ_1œ_2 ^œ_1, ÔÏ U^′ ≡ œ_0œ_2, —U ≡ œ_0œ_1œ_2œ_1, ^U ≡ ^œ_0 ^œ_1 ^œ_2 ^œ_1.

ðÏÌÏÖÉÍ ffi = œ_2œ_1 = œ_1œ_0 = œ_0œ_2. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÓÁ X ∈ B_3 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ X = Uffi^{−p}; U ∈ A^∗; p ∈ Z: (1)

åÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ U ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, ÒÁŒÎÏÇÏ Œ B_3 ËÏÓÅ ffi, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÓÙ X ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ É ÏÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÏÊ ÇÁÒÓÁÊÄÏŒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.

ðÕÓÔØ W = W_1 ^x_1W_2 ^x_2 : : : W_k ^x_kW_{k+1} ∈ ^A^∗; W_i ∈ A^∗; x_i ∈ A: (2)

åÓÌÉ W^′ = ffi^p, ÔÏ ÞÅÒÅÚ [W ] ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÓÙ —W ffi−p ŒÉÄÁ (X_1; : : : ; X_k), ÇÄÅ X_i = A_ix_iA^{−1}_i , A_i = W_1 : : : W_i.

Typeset by AMS-TEX 1

ëÁÖÄÏÊ ËÏÓÅ X ∈ B_3 ÍÙ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ÇÒÁÆ G_0(X) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ (1) | ÐÒÁŒÁÑ ÇÁÒÓÁÊÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G_0(X) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË V_0(X) = {W ∈ ^A^∗ | W^′ = ffi^p; —W = U}. äŒÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ A^xByC É AxB ^yC, x; y ∈ A, ÇÄÅ xB^′ = B^′y, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ q ≥ 0, ÌÉÂÏ B^′ = ffi^q (ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (h1)), ÌÉÂÏ xB^′ = ffi^q (ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (h2)).

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÇÁÒÓÁÊÄÏŒÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÏÓÙ X ∈ B_3 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (1) ÐÒÉ p ≥ 0. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ ÎÁ Q(X) ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÉÄÁ [W ], W ∈ V_0(X). äŒÁ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G_0(X).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ p ≥ 0 Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÎÅ ÏÞÅÎØ ÏÂÒÅÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ p ¡ 0 ÄÅÊÓÔŒÉÅ çÕÒŒÉÃÁ ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ (ÓÍ. [4; ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ 4]).

ïÓÔÁŒÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÓÔÁÔØÉ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØ ø : ^A^∗ → ^A∗ | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ËÁË œ_0 → œ_1 → œ_2 → œ_0, ^œ_0 → ^œ_1 → ^œ_2 → ^œ_0. ïÎ ÉÎÄÕÃÉÒÕÅÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ø : X → ffi^{−1}Xffi Œ ÇÒÕÐÐÅ B_3.

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ A; B ∈ A^∗, A = B É A ≢ B, ÔÏ A = Cffi = ffiø(C), C ∈ A^∗.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚŒÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [2; ÔÅÏÒÅÍÁ 2.7]), ÞÔÏ ÅÓÌÉ A = B, ÔÏ B ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ A ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ A ≢ B, ÔÏ Ë A ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ, A = DffiE, D; E ∈ A^∗. ôÏÇÄÁ A = Cffi = ffiø(C) ÄÌÑ C = ø(D)E. □

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ W ≡ a_1 : : : a_n, a_i ∈ ^A, W^′ = ffi^q, q ¿ 0. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÂÕËŒÙ a_i É a_j (i ¡ j) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÎÙÍÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ Œ ÓÌÏŒÅ W , ÅÓÌÉ a_i; a_j ∈ A, (a_i : : : a_j )^′ ≡ a_iBa_j = ffi^{r+1} É B = ffi^r, r ≥ 0.

óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÁÒÎÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÎÅ ÓÁÍÉ ÂÕËŒÙ a_i É a_j , Á ÉÈ ÉÎÄÅËÓÙ i É j. ïÄÎÁËÏ, ÄÏÐÕÓËÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÁÒÎÙÈ ÂÕËŒÁÈ ÞÔÏÂÙ ÎÅ ŒŒÏÄÉÔØ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ.

ìÅÍÍÁ 2. (ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ [4; ÌÅÍÍÁ 5]) ðÕÓÔØ W ∈ A^∗, W = ffi^q, q ¿ 0. ôÏÇÄÁ ÂÕËŒÁÍ ÓÌÏŒÁ W ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÓËÏÂËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ ÓËÏÂÏÞÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÎÙÍ ÓËÏÂËÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÁÒÎÙÅ ÂÕËŒÙ. □

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ W ≡ AuBCvD ∈ A^∗, W = ffi^q, É v | ÐÁÒÎÁÑ ÂÕËŒÁ Ë u Œ ÓÌÏŒÅ W . ðÕÓÔØ W_1 ≡ CvDø^q(AuB). ôÏÇÄÁ W_1 = ffi^q É ø^q(u) | ÐÁÒÎÁÑ ÂÕËŒÁ Ë v Œ ÓÌÏŒÅ W_1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ E = AuB, F = CvD. ôÏÇÄÁ ffi^q = EF , É ÚÎÁÞÉÔ W_1 = F ffi^{−q}Effi^q = F (F^{−1}E^{−1})E(EF ) = EF = ffi^q. ôÏ ÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó E = Au, F = BCvD ÄÁÅÔ BCvDø^q(Au) = ffi^q. õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ BC = ffi^r, ÐÏÌÕÞÁÅÍ vDø^q(Au) = ffi^{q−r}. áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏ, ÐÏÌÁÇÁÑ E = A É F = uBCvD, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Dø^q(A) = ffi^{q−r−1}. □

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ W ≡ ABC ∈ A^∗, W = ffi^q, B = ffi^r. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕËŒÙ u ÓÌÏŒÁ A ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÕËŒÁ ÓÌÏŒÁ A ÉÌÉ C, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÁÒÎÏÊ Ë u Œ ÓÌÏŒÅ W .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÓÌÏŒÕ ø^q(C)A, É ÌÅÍÍÙ 3. □ ðÕÓÔØ ËÏÓÁ X ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. òÁÓÛÉÒÉÍ ÇÒÁÆ G_0(X) ÄÏ ÇÒÁÆÁ G(X) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ ÚÁÄÁÄÉÍ ËÁË V(X) = ⋃ j≥0 V_j , ÇÄÅ V_j = {W ∈ ^A^∗ | W^′ = ffi^{p+j} ; —W ffi^{−p−j} = X}. œÅÓ ŒÅÒÛÉÎÙ W ∈ V_j ÚÁÄÁÄÉÍ ËÁË wt(W ) = j. òÅÂÒÁ ÔÉÐÁ (h1) É (h2) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÇÒÁÆÅ G_0(X), É ÄÏÂÁŒÉÍ ÅÝÅ ÒÅÂÒÁ (W; V ) Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:

(h3) W ≡ A ^B_1C, V ≡ A ^B_2C, B_1; B_2 ∈ A^∗, B_1 = B_2; (v1) W ≡ AP B, V ≡ Aø^{−1}(B), P ∈ A^∗, P = ffi;

(v2) ÌÉÂÏ W ≡ AP ByC É V ≡ Aø^{−1}(B ^yC), ÌÉÂÏ W ≡ AyBP C É V ≡ A^yBø^{−1}(C), ÇÄÅ P ∈ {u^x; ^xu}, —P = ffi, É y | ÐÁÒÎÁÑ ÂÕËŒÁ Ë u Œ ÓÌÏŒÅ W ;

(v3) wt(V ) = wt(W ) − 1, W ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÒÅÂÒÏÍ ÔÉÐÁ (h3) Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó V ÒÅÂÒÏÍ ÔÉÐÁ (v2).

òÅÂÒÁ ÔÉÐÁ (h1{h3) ÎÁÚÏŒÅÍ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍÉ, Œ ÒÅÂÒÁ ÔÉÐÁ (v1{v3) | ŒÅÒÔÉËÁÌØ- ÎÙÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (W; V ) ÄÌÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ wt(W ) ¿ wt(V ). åÓÌÉ ŒÅÒÛÉÎÙ W É V ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G(W ), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ W ∼ V . åÓÌÉ W ≡ V ÉÌÉ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÒÅÂÒÏ (W; V ) ÔÉÐÁ, ÓËÁÖÅÍ, (h1), ÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ W ∼_{h1} V . åÓÌÉ wt W = wt V É W ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ Ó V ÐÕÔÅÍ Œ G(X), ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÉÍ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÅÓÁ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÇÏ wt(W ), ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ W ∼_h V .

úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : ( ^A ∪ A^{−1})^∗ → ^A^∗ ËÁË f(1) = 1, f(xA) ≡ xf(A) ÄÌÑ x ∈ ^A É f(x^{−1}A) ≡ ø(ø(x)f(A)) ÄÌÑ x ∈ A. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÓÁ A^{−1}f(A) ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ffi.

ìÅÍÍÁ 5. (a). ðÕÓÔØ W ∈ V(X). ôÏÇÄÁ W ∼ f(Y_1 : : : Y_k), Y_i ≡ A_i ^x_iA^{−1}_i , ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÈ A_i ∈ A^∗, x_i ∈ A, i = 1; : : : ; k. (b). åÓÌÉ ËÏÓÁ X ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ œ_1, ÔÏ V_0(X) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, É ÏÎ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f(AxA^{−1}), A ∈ A^∗, x ∈ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (a). úÁÐÉÛÅÍ W Œ ŒÉÄÅ (2) É ÐÏÌÏÖÉÍ A_i ≡ W_1 : : : W_i. ôÏÇÄÁ f(Y_1 : : : Y_k) ÓÏÅÄÉÎÅÎÏ Ó W ÃÅÐÏÞËÏÊ ÒÅÂÅÒ ÔÉÐÁ (v1). (b). óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2. □

ìÅÍÍÁ 6. [4; ÌÅÍÍÙ 6 É 7]. åÓÌÉ W ∈ V(X), ÔÏ W ∼ V ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ V ∈ V_0(X). □

ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ W; V ∈ V(X). ôÏÇÄÁ [W ] ∼ [V ] ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ W ∼ V .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (⇒) ðÕÓÔØ [W ] = (X_1; : : : ; X_i). éÚ ÌÅÍÍÙ 5(a) É ÌÅÍÍ 6 É 5(b), ÐÒÉ- ÍÅÎÅÎÎÙÈ Ë ÓÌÏŒÁÍ Y_i, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ W ∼ f(Y_1 : : : Y_k), ÇÄÅ V_0(X_i) = {f(Y_i)}, ÐÏÜÔÏÍÕ [W ] = [V ] ⇒ W ∼ V . ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ W ≡ f(Y_1 : : : Y_k), Y_i ≡ A_i ^x_iA^{−1}_i , É

V ≡ f(: : : Y_{i−1} —Y_iY_{i+1} —Y^{−1}_i Y_iY_{i+2} : : : ); W_1 ≡ f(: : : Y_{i−1}Y_iY_{i+1} —Y^{−1}_i —Y_iY_{i+2} : : : );

ÔÏ ˚_i([W ]) = [V ], W_1 ∼_{h2} V , É W_1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÏ Ó W ÃÅÐÏÞËÏÊ ÒÅÂÅÒ ÔÉÐÁ (v1).

(⇐) (ÓÒ. Ó [4; ÌÅÍÍÁ 6]). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÉ W ∼_{h1} V É W ∼_{h2} V . úÁÐÉÛÅÍ W Œ ŒÉÄÅ (2). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ m, s, 1 ≤ m ¡ s ≤ k + 1, ÍÙ ÉÍÅÅÍ W ≡ A^x_mByC É V ≡ Ax_mB ^yC, ÇÄÅ A ≡ W_1 ^x_1W_2 ^x_2 : : : W_m, B ≡ W_{m+1} ^x_{m+1} : : : W_{s−1} ^x_{s−1}D, C ≡ E ^x_sW_{s+1} ^x_{s+1} : : : ^x_kW_{k+1} (ÅÓÌÉ s = k + 1, ÔÏ C ≡ E), W_s ≡ DyE.

ðÕÓÔØ [W ] = (X_1; : : : ; X_k) É [V ] = (Y_1; : : : ; Y_k). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y_i = X_i ÐÒÉ i ¡ m. åÓÌÉ m ≤ i ¡ s − 1, ÔÏ Y_i = B_ix_{i+1}B^{−1}_i , ÇÄÅ B_i = A^′x_mW_{m+1}W_{m+2} : : : W_{i+1} = (A^′x_m(A^′)^{−1})A^′W_{m+1} : : : W_{i+1} = X_mW_1 : : : W_{i+1}, ÏÔËÕÄÁ Y_i = X_mX_{i+1}X^{−1}_m .

åÓÌÉ i = s − 1, ÔÏ Y_i = A^′x_mB^′y(A^′x_mB^′)^{−1} É, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ x_mB^′ = B^′y, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Y_i = A^′x_m(x_mB^′)(A^′x_mB^′)^{−1} = A^′x_m(A^′)^{−1} = X_m.

åÓÌÉ i ≥ s, ÔÏ Y_i = B_ix_iB^{−1}_i , ÇÄÅ B_i = A^′x_mB^′EF É F = W_{s+1} : : : W_i. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÏ x_mB^′ = B^′y, ÐÏÌÕÞÁÅÍ B_i = A^′B^′yEF = W_1W_2 : : : W_i, ÏÔËÕÄÁ Y_i = X_i.

éÔÁË, [V ] = (X_1; : : : ; X_{m−1}; X_mX_{m+1}X^{−1}_m ; : : : ; X_mX_{s−1}X^{−1}_m ; X_m; X_s; : : : ; X_k) = ˚_{s−2} : : : ˚_{m+1}˚_m[W ]. □

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ c_s : ^A^∗ → ^A^∗ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ aW → W ø^s(a), a ∈ ^A, W ∈ ^A^∗.

ìÅÍÍÁ 8. (ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3) (a). ðÕÓÔØ e = (W; V ) ≡ (aA; bB), a; b ∈ ^A, | ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G(X) ÔÉÐÁ (h1) ÉÌÉ (h2), s = p + wt(W ). ôÏÇÄÁ e_1 = (c_s(W ); c_s(V )) | ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G(c_s( —W )ffi^{−s}) ÔÉÐÁ (h1) ÉÌÉ (h2). åÓÌÉ a = b, ÔÏ e É e_1 | ÒÅÂÒÁ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉÐÁ. åÓÌÉ a ≠ b, ÔÏ ÒÁÚÎÏÇÏ.

(b). ðÕÓÔØ e = (W; V ) | ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G(X) ÔÉÐÁ (v1) ÉÌÉ (v2), s = p + wt(W ). ðÕÓÔØ e_1 = (c^m_s (W ); c^m_{s−1}(V )), ÇÄÅ m = 2 ÅÓÌÉ W ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÏŒÁ P ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÂÒÁ e, É m = 1 ÉÎÁÞÅ. ôÏÇÄÁ e_1 | ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G(c^m_s ( —W )ffi^{−s}) ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ, ÞÔÏ É e. □

ìÅÍÍÁ 9 (diamond-ÌÅÍÍÁ). ðÕÓÔØ e_1 = (W; V_1) É e_2 = (W; V_2) | ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ Œ ÇÒÁÆÅ G(X). ôÏÇÄÁ V_1 ∼_h V_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 8 ŒÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÞÁÓÔÅÊ ÓÌÏŒÁ W , ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÀÝÉÈ ÒÅÂÒÁ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË.

óÌÕÞÁÊ 1. e_1 É e_2 ÉÍÅÀÔ ÔÉÐ (v1). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

óÌÕÞÁÊ 2. e_1 É e_2 ÉÍÅÀÔ ÔÉÐ (v2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P_i ∈ {u_i ^x_i; ^x_iu_i} É y_i, i = 1; 2, ÞÁÓÔÉ ÓÌÏŒÁ W , ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÒÅÂÒÁ e_i.

óÌÕÞÁÊ 2.1. P_1 ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó P_2, Ô. Å. W ≡ Ay_1By_2CP , V_1 ≡ A^y_1By_2C, V_2 ≡ Ay_1B ^y_2C, P ∈ {^xu; u^x}, —P = ffi. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÅÂÒÁ ÔÉÐÁ (v2) ÍÙ ÉÍÅÅÍ B^′y_2C^′ = ffi^q, C^′ = ffi^r, y_1B^′y_2C^′u = ffi^{q+1}, y_2C^′u = ffi^{r+1}. éÚ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÔÏÖÄÅÓÔŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B^′y_2 = ffi^{q−r}, Á ÉÚ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ | ÞÔÏ y_1B^′ = ffi^{q−r}. úÎÁÞÉÔ V_1 ∼_{h2} V_2.

óÌÕÞÁÊ 2.2. óÌÏŒÁ P_1 É P_2 ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÂÕËŒÕ ^x_1 = ^x_2 = ^x. éÚ ÔÏÇÏ ÞÔÏ u_1x = xu_2 = ffi, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u_1 É u_2 ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÁÒÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ y_1 É y_2 ÎÅ ÍÏÇÕÔ Ó ÎÉÍÉ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ.

óÌÕÞÁÊ 2.2.1. y_1 = y_2 = y. W ≡ AyBu_1 ^xu_2, V_1 ≡ A^yBø^{−1}(u_2), V_2 ≡ A^yBu_1. ôÏÇÄÁ B^′u_1 = ffi^q É B^′ = ffi^r, ÏÔËÕÄÁ u_1 = ffi^{q−r}. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

óÌÕÞÁÊ 2.2.2. W ≡ Ay_2By_1Cu_1 ^xu_2, V_1 ≡ Ay_2B ^y_1Cø^{−1}(u_2), V_2 ≡ A^y_2By_1Cu_1. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ u_1ffi = u_1xu_2 = ffiu_2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ u_2 = ø(u_1), ÏÔËÕÄÁ V_1 ≡ Ay_2B ^y_1Cu_1. éÚ ÕÓÌÏŒÉÊ B^′y_1C^′u_1 = ffi^q (ÒÅÂÒÏ e_2 ÔÉÐÁ (v2)) É y_1C^′u_1 = ffi^{r+1} (ÒÅÂÒÏ e_1 ÔÉÐÁ (v2)) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B^′ = ffi^{q−r−1}. þÔÏÂÙ ÚÁËÌÀÞÉÔØ ÞÔÏ V_1 ∼_{h1} V_2, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ y_1 = ø^{q−r−1}(y_2). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, y_1ffi^ru_1 = ffi^{r+1} ŒÌÅÞÅÔ ø^r(y_1)u_1 = ffi, Á ÕÓÌÏŒÉÅ y_2ffi^qu_2 = ffi^{q+1} ŒÌÅÞÅÔ ø^q(y_2)u_2 = ffi. œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ u_2 = ø(u_1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ffi = ø(ffi) = ø(ø^r(y_1)u_1) = ø^{r+1}(y_1)u_2, ÏÔËÕÄÁ ø^{r+1}(y_1) = ffiu^{−1}_2 = ø^q(y_2).

óÌÕÞÁÊ 2.2.3. W ≡ Ay_1By_2Cu_1 ^xu_2, V_1 ≡ A^y_1By_2Cø^{−1}(u_2), V_2 ≡ Ay_1B ^y_2Cu_1. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ e_2 | ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (v2), ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ C^′u_1 = ffi^q. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÍÙ ÉÍÅÅÍ Cu_1 ≡ C_1z_1C_2u_1, ÇÄÅ z_1 | ÂÕËŒÁ, ÐÁÒÎÁÑ Ë u_1 Œ ÓÌÏŒÅ Cu_1. ðÕÓÔØ V_3 ≡ Ay_1By_2C_1 ^z_1C_2u_1. ôÏÇÄÁ e_3 = (W; V_3) | ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (v2), ÐÒÉÞÅÍ ÐÁÒÁ ÒÅÂÅÒ (e_1; e_3) ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ 2.1, Á ÐÁÒÁ ÒÅÂÅÒ (e_3; e_2) | Ë ÓÌÕÞÁÀ 2.2.2.

óÌÕÞÁÊ 2.3. óÌÏŒÁ P_1 É P_2 ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÂÕËŒÕ u_1 = u_2 = u, Ô. Å. W ≡ A^x_1u^x_2. ðÏÓËÏÌØËÕ x_1ffi = x_1ux_2 = ffix_2, ÍÙ ÉÍÅÅÍ x_2 = ø^{−1}(x_1). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (v2), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÐÁÒÏÊ (P_1; y_2), ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó e_2, É ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ 2.1.

óÌÕÞÁÊ 2.4. P_1 É P_2 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, y_1 = u_2, y_2 = u_1. ôÏÇÄÁ W ≡ AP_1BP_2, V_1 ≡ Aø^{−1}(B ^P_2), V_2 ≡ A ^P_1B, B^′ = ffi^q. åÓÌÉ q = 0, ÔÏ V_1 ∼_{h3} V_2. ðÕÓÔØ q ¿ 0. úÁÐÉÛÅÍ B Œ ŒÉÄÅ ^CzD, z ∈ A. ðÕÓÔØ xy = yz = ffi. éÚ P_1C = ø^{−1}(C)xy ŒÙÔÅËÁÅÔ V_3 ≡ Aø^{−1}( ^C)^x^yzD ∼_{h3} V_2. ôÏÇÄÁ V_1 ≡ Eø^{−1}(zD ^P_2) É V_3 ≡ E ^x^yzD ÄÌÑ E ≡ Aø^{−1}( ^C). ðÏÓËÏÌØËÕ zD^′ = ( ^CzD)^′ = B^′ = ffi^q, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 Œ ÓÌÏŒÅ zD ÅÓÔØ ÂÕËŒÁ u ÐÁÒÎÁÑ Ë z. ðÕÓÔØ (V_3; U_3) | ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (v2) ÄÌÑ ÐÁÒÙ (^yz; u). ôÏÇÄÁ D ≡ D_1uD_2, U_3 ≡ E ^xø^{−1}(D_1 ^uD_2). íÙ ÉÍÅÅÍ D^′_1 = ffi^r É zD^′_1u = ffi^{r+1}. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ zD^′_1uD^′_2 = ffi^q. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, D^′_2 = ffi^{q−r−1}. ðÕÓÔØ v = ø^{q−r−1}(u) É vw = ffi. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ P_2 ≡ vw (ÉÎÁÞÅ ÄÏÂÁŒÉÍ ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (h3)). ôÏÇÄÁ V_1 ∼_{h1} V_4 ≡ Eø^{−1}(zD_1 ^uD_2v ^w). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ø^{−1}(z) É ø^{−1}(v) | ÐÁÒÎÙÅ ÂÕËŒÙ Œ V_4. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, D^′_1D^′_2 = ffi^rffi^{q−r−1} = ffi^{q−1} É uD^′_2 = D^′_2v (Œ ÓÉÌÕ ŒÙÂÏÒÁ v), ÏÔËÕÄÁ zD^′_1D^′_2v = zD^′_1uD^′_2 = B^′ = ffi^q. ðÕÓÔØ (V_4; U_4) | ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (v2) ÄÌÑ ÐÁÒÙ (ø^{−1}(v ^w); ø^{−1}(z)). ôÏÇÄÁ U_4 ≡ Eø^{−1}(^zD_1 ^uD_2). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ xffi = xyz = ffiz, ÏÔËÕÄÁ x = ø^{−1}(z) É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, U_3 ≡ U_4.

óÌÕÞÁÊ 2.5. P_1, P_2 É y_2 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ: W ≡ D_1D_2, ÇÄÅ D_1 ≡ AP_1B É D_2 ≡ y_2CP_2, ÐÒÉÞÅÍ C^′ = ffi^q É D^′_2 = ffi^{q+1}. ôÏÇÄÁ D^′_1 = W^′ffi^{−q−1} ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ffi, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2 Œ D_1 ÅÓÔØ ÂÕËŒÁ z_1 ÐÁÒÎÁÑ Ë u_1. ðÕÓÔØ (W; V_3) | ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (v2), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÐÁÒÅ (P_1; z_1). ôÏÇÄÁ V_1 ∼_h V_3 (ÓÍ. ÓÌÕÞÁÊ 2.1), ÐÒÉÞÅÍ V_2 ≡ D_1E_2 É V_3 ≡ E_1ø^{−1}(D_2), ÇÄÅ D_i ∼_{v2} E_i Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÇÒÁÆÁÈ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, V_2 ∼_{v2} E_1ø^{−1}(E_2) ∼_{v2} V_3.

óÌÕÞÁÊ 3. e_1 ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ (v3), Á e_2 | ÔÉÐ (v2) ÉÌÉ (v3). ðÕÓÔØ W ∼_{h3} W_i ∼_{v2} V_i, i = 1; 2. ðÕÓÔØ P_i ∈ {^x_iu_i; u_i ^x_i} É y_i | ÞÁÓÔÉ ÓÌÏŒÁ W_i, ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÒÅÂÒÁ (W_i; V_i). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ W_1 ≡ Eu_1 ^x_1 ^F_1u_2 É W_2 ≡ Eu_1 ^F_2 ^x_2u_2, ÇÄÅ x_1F_1 = F_2x_2 (ÉÎÁÞÅ ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ 2). ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÍÙ ÉÍÅÅÍ x_1F_1 = ffiø(D) = Dffi, D ∈ A^∗, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x_1F_1 ≡ x_1v_1ø(D) É F_2x_2 ≡ Dv_2x_2, ÇÄÅ x_1v_1 = v_2x_2 = ffi. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ u_1x_1v_1 ≡ œ_2œ_1œ_0.

óÌÕÞÁÊ 3.1. y_1 = u_2 É y_2 = u_1. ôÏÇÄÁ u_1(^x_1 ^F_1)^′u_2 = u_1u_2 = ffi. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, W_1 ≡ Eœ_2 ^œ_1 ^œ_0ø( ^D)œ_1 É W_2 ≡ Eœ_2 ^D^œ_0 ^œ_2œ_1, ÏÔËÕÄÁ V_1 ≡ Eø^{−1}(^œ_0ø( ^D)^œ_1) ≡ E^œ_2 ^D^œ_0 ≡ V_2.

óÌÕÞÁÊ 3.2. E ≡ E_2y_1E_1. ôÏÇÄÁ E^′_1 = ffi^q É y_1E^′_1u_1 = ffi^{q+1}. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4 Œ E_2 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÕËŒÁ z_2 ÐÁÒÎÁÑ Ë u_2. ðÕÓÔØ (W_2; V_3) | ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (v2), ÄÌÑ ÐÁÒÙ (P_2; z_2). ôÏÇÄÁ V_2 ∼_h V_3 (ÓÍ. ÓÌÕÞÁÊ 2.1). úÁÍÅÎÑÑ W ÎÁ ÅÇÏ ÃÉËÌÉ- ÞÅÓËÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ W_1 ≡ Ay_1Bu_1 ^x_1 ^v_1ø( ^D)u_2Cz_2, W_2 ≡ Ay_1Bu_1D^v_2 ^x_2u_2Cz_2, B^′ = ffi^q, y_1Bu_1 = ffi^{q+1}, C^′ = ffi^r, u_2C^′z_2 = ffi^{r+1}. äÌÑ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ u_2 ÍÙ ÕËÁÖÅÍ V_4 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ V_1 ∼_h V_4 ∼_h V_3. (ÄÌÑ u_2 = œ_1; œ_2 ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍ ÉÎÄÅËÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÄÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ V_1, V_3 É V_4).

u_2 = œ_0 :

V_1 ≡ Aø^{−q}(^œ_0)Bø^{−1} ( ^œ_0ø( ^D)œ_0Cø^r(œ_2) ) ≡ Aø^{−q}(^œ_0)B^œ_2 ^Dœ_2ø^{−1}(C)ø^r(œ_1);

V_3 ≡ A ø^{−q}(œ_0) B œ_2 ^D ^œ_2 ø^{−1} ( C ø^r(^œ_2) ) ≡ Aø^{−q}(œ_0)Bœ_2 ^D^œ_2ø^{−1}(C)ø^r(^œ_1);

V_4 ≡ Aø^{−q}(œ_0)B^œ_2 ^Dœ_2ø^{−1}(C)ø^r(^œ_1);

u_2 = œ_1: V_1(^0^202); V_4(0^2^02); V_3(02^0^2); u_2 = œ_2: V_1(^0^210); V_4(^021^0); V_3(02^1^0):

óÌÕÞÁÊ 4. e_1 ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ (v1), Á e_2 | ÔÉÐ (v2). ðÕÓÔØ (W; V_1) ≡ (AP_1; A), P_1 = ffi. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P É y ÞÁÓÔÉ ÓÌÏŒÁ W , ÕÞÁÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÒÅÂÒÁ e_2.

óÌÕÞÁÊ 4.1. P_1 ÉÍÅÅÔ Ó P ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÂÕËŒÕ: W ≡ AyB^xuv, xu = uv = ffi, B^′ = ffi^q, yB^′u = ffi^{q+1}, V_1 ≡ AyB^x É V_2 ≡ A^yBø^{−1}(v). éÚ xffi = xuv = ffiv ÓÌÅÄÕÅÔ ø^{−1}(v) = x, Á ÉÚ yffi^qu = ffi^{q+1} É xu = ffi ÓÌÅÄÕÅÔ x = ø^q(y). ðÏÜÔÏÍÕ V_1 ∼_{v1} V_2.

óÌÕÞÁÊ 4.2. P_1 ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó P . ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÉÍÅÅÍ A ≡ BzCP D, ÇÄÅ z | ÐÁÒÎÁÑ ÂÕËŒÁ Ë u. ðÕÓÔØ (W; V_3) | ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (v2), ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÐÁÒÅ (P; z). ôÏÇÄÁ V_2 ∼_h V_3 (ÓÍ. ÓÌÕÞÁÊ 2.1) É ÅÓÔØ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ (V_1; V_4) É (V_3; V_4), ÇÄÅ V_4 ≡ B^zCø^{−1}(D).

óÌÕÞÁÊ 5. e_1 ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ (v1), Á e_2 | ÔÉÐ (v3). ðÕÓÔØ W ∼_{h3} W_1 ∼_{v2} V_2. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ W_1 ∼_{v1} V_1, ÞÔÏ ÓŒÏÄÉÔ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÀ 4. □

ìÅÍÍÁ 10. ðÕÓÔØ e = (W_1; W_2) | ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G(X). åÓÌÉ wt(W_1) ¿ 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ (W_1; V_1) É (W_2; V_2) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ V_1 ∼_h V_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ wt(W_1) ¿ 0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Œ —W_1 ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏ P , ÒÁŒÎÏÅ ffi. ðÏ ÌÅÍÍÅ 8 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÅÂÒÁ ÔÉÐÁ (h1) É (h3).

óÌÕÞÁÊ 1. e ÔÉÐÁ (h1). ðÕÓÔØ x É y ÂÕÄÕÔ ËÁË Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÂÒÁ ÔÉÐÁ (h1). ñÓÎÏ, ÞÔÏ P ≢ xy. åÓÌÉ P , x É y ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

óÌÕÞÁÊ 1.1. W_1 ≡ A^yBux, W_2 ≡ AyBu^x, ux = ffi. ðÏÌÏÖÉÍ V_1 = A^yB. ôÏÇÄÁ W_1 ∼_{v1} V_1. ðÏÓËÏÌØËÕ e | ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (h1), ÍÙ ÉÍÅÅÍ B^′u = ffi^q, x = ø^q(y). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 2, Œ ÓÌÏŒÅ Bu ÅÓÔØ ÂÕËŒÁ z, ÐÁÒÎÁÑ Ë u, Ô. Å. B ≡ B_1zB_2, B^′_2 = ffi^r, zB^′_2u = ffi^{r+1}, É ÚÎÁÞÉÔ, W_2 ∼_{v2} V_2 ≡ AyB_1 ^zB_2. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ V_1 ∼_{h1} V_2. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ B^′_1zB^′_2u = B^′u = ffi^q É zB^′_2u = ffi^{r+1} ŒÙÔÅËÁÅÔ B^′_1 = ffi^{q−r−1}, Á ÉÚ zffi^ru = ffi^{r+1} É ux = ffi ŒÙÔÅËÁÅÔ x = ø^{r+1}(z), ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó x = ø^q(y) ÄÁÅÔ z = ø^{q−r−1}(y).

óÌÕÞÁÊ 1.2. W_1 ≡ A^yBxu, W_2 ≡ AyB^xu, xu = ffi, B^′ = ffi^q, yB^′ = B^′x. ôÏÇÄÁ yB^′u = B^′(xu) = ffi^{q+1}, Ô. Å. (W_1; A^yB) É (W_2; A^yB) { ÒÅÂÒÁ ÔÉÐÁ (v1) É (v2).

óÌÕÞÁÊ 2. e ÔÉÐÁ (h3). âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ W_1 ≡ Au ^B_1, W_2 ≡ Au ^B_2, u ∈ A, B_1; B_2 ∈ A^∗, B_1 = B_2. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B_1 = ffiB. ðÕÓÔØ W ≡ Au^x^v ^B, ÇÄÅ ux = xv = ffi. ôÏÇÄÁ W_1 ∼_{h3} W ∼_{h3} W_2. ðÕÓÔØ y | ÐÁÒÎÁÑ ÂÕËŒÁ Ë u É (W; V ) | ÒÅÂÒÏ ÔÉÐÁ (v2) ÄÌÑ ÐÁÒÙ (u^x; y). ôÏÇÄÁ W_1 ∼_{v3} V ∼_{v3} W_2. □

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 7 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ W ∼ V É wt(W ) = wt(V ) ÓÌÅÄÕÅÔ W ∼_h V . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÕÔØ ÉÚ W Œ V Œ ÇÒÁÆÅ G(X) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ŒÅÒÛÉÎÙ ŒÅÓÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÅÍ wt(W ), ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÁÍ 9 É 10 ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÉÚÍÅÎÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÕÍÅÎØÛÉÌÏØ ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ŒÅÓÁ, ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ŒÅÓÁ.

ãÉÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. E. Artal Bartolo, J. Carmona Ruber, J. I. Cogolludo Agust«“n, E¸ective invariants of braid monodromy, Trans. Amer. Math. Soc. 359 (2007), 165{183.

2. J. Birman, K.-H. Ko, S.-J. Lee, A new approach to the word and conjugacy problems in the braid groups, Adv. Math. 139 (1998), 322{353.

3. œÉË. ó. ëÕÌÉËÏŒ, ðÏÌÕÇÒÕÐÐÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÎÅÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ çÕÒŒÉÃÁ II, éÚŒ. òáî, ÓÅÒ. ÍÁÔÅÍ. 76:2 (2012), 151{160.

4. ó. à. ïÒÅŒËÏŒ, ï ÄÅÊÓÔŒÉÉ çÕÒŒÉÃÁ ÎÁ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ËÏÓ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÉÔÅÊ, äáî (Œ ÐÅÞÁÔÉ).

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎ-Ô ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ É õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ ÉÍ. ðÏÌÑ óÁÂÁÔØÅ (ôÕÌÕÚÁ-3) E-mail address: orevkov@math.ups-tlse.fr