íÁÔÅÍÁÔÉËÁ

ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ÁËÁÄÅÍÉËÏÍ œ. á. œÁÓÉÌØÅŒÙÍ õäë 515.162.8

ï äåêóôœéé çõòœéãá îá ëœáúéðïìïöéôåìøîùè òáúìïöåîéñè ëïó éú ôòåè îéôåê

ó. à. ïÒÅŒËÏŒ

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B_3 ÇÒÕÐÐÕ ËÏÓ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÉÔÅÊ: B_3 = ⟨œ_1; œ_2 | œ_1œ_2œ_1 = œ_2œ_1œ_2⟩. ëŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ËÏÓÙ X ∈ B_3 ÎÁÚÏŒÅÍ ÎÁÂÏÒ ËÏÓ (X_1; : : : ; X_k) ∈ B^k_3 ÔÁËÏÊ ÞÔÏ X_1 : : : X_k = X, É ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÓ X_i ÓÏÐÒÑÖÅÎÁ Œ B_3 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÝÅÊ œ_1 (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ œ_1 É œ_2 ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ Œ B_3). ëÏÓÁ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ.

ðÕÓÔØ G { ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ. úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ˚_i : G^k → G^k, 1 ≤ i ¡ k, ËÁË ˚_i(X_1; : : : ; X_k) = (Y_1; : : : ; Y_k), ÇÄÅ (Y_i; Y_{i+1}) = (X_iX_{i+1}X^{−1}_i ; X_i) É Y_j = X_j ÐÒÉ j ∉ {i; i + 1}. üÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÁË ËÁË (X_i; X_{i+1}) = (Y_{i+1}; Y^{−1}_{i+1}Y_iY_{i+1}). åÓÌÉ (X_1; : : : ; X_k) | ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÓÙ X, ÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ˚_i(X_1; : : : ; X_k) | ÔÏÖÅ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÊ ÖÅ ËÏÓÙ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ œ_i → ˚_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÓ B_k ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ G^k. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÉÅÍ çÕÒŒÉÃÁ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÏÒÂÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ çÕÒŒÉÃ-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.

åÓÌÉ U, V | ÓÌÏŒÁ ÎÁÄ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ A = {œ_1; œ_2} (ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÍÙÅ ÉÍÉ ËÏÓÙ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ), ÔÏ U ≡ V ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÏÂÕËŒÅÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, Á U = V | ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÇÒÕÐÐÅ B_3. ðÏÌÏÖÉÍ ´ = œ_1œ_2œ_1.

åÓÌÉ W ≡ a_1 : : : a_n | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ É I = {i_1; : : : ; i_k}, 1 ≤ i_1 ¡ · · · ¡ i_k ≤ n, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ W \ I ≡ W_1 : : : W_{k−1} É W_I = (A_1x_1A^{−1}_1 ; : : : ; A_kx_kA^{−1}_k ), ÇÄÅ x_j = a_{ij} , W_1; : : : ; W_{k+1} | ÞÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÏŒÏ W ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÂÕËŒÁÍÉ x_1; : : : ; x_k (Ô. Å. W_j ≡ a_l : : : a_m, ÇÄÅ l = i_{j−1} + 1, m = i_j − 1, i_0 = 0, i_{k+1} = n + 1), É A_j = W_1 : : : W_j . ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ W_I ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ËÏÓÙ W ´^{−p} ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ W \ I = ´^p. åÓÌÉ i − 1 ∉ I, i ∈ I É a_{i−1} = a_i, ÔÏ W_I = W_{{i−1}∪(I\{i})}. åÓÌÉ I ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÉÈ i, ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ W -ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ W | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ É p ≥ 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÓÁ X = W ´^{−p} ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ôÏÇÄÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ ÎÁ ËŒÁÚÉ- ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ËÏÓÙ X ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÉÄÁ W_I Ó W -ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ I.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. (ÓÍ. [3]). ëÏÓÁ X ∈ B_3 ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ W , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ X = W ´^{−p}, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÅÒËÎÕÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÕËŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÓÌÏŒÏ, ÒÁŒÎÏÅ Œ B_3 ËÏÓÅ ´^p. □

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ËÏÓÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ W ´^{−p}, ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÁÅÔ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÊ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÀ Œ ÄÕÈÅ ÍÅÔÏÄÁ ŒÅÔŒÅÊ É ÇÒÁÎÉÃ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó [4; §6].

Typeset by AMS-TEX 1

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÓÙ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÉÔÅÊ ÞÉÓÌÏ ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ ËÏ- ÎÅÞÎÏ. □

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 3. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÓÙ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÉÔÅÊ çÕÒŒÉÃ-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œŒÉÄÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (œ_1; œ_2; œ_1) É (œ_2; œ_1; œ_2) çÕÒŒÉÃ-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, (œ_1; œ_2; œ_1)^{�2}→ (œ_1; œ_2œ_1œ^{−1}_2 ; œ_2)^{�1}→ (œ_1œ_2œ_1œ^{−1}_2 œ^{−1}_1 ; œ_1; œ_2) = (œ_2; œ_1; œ_2). □

ëÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ âÉÒÍÁÎ{ëÏ{ìÉ (âëì) [1] ÄÌÑ B_3 ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

B_3 = ⟨œ_0; œ_1; œ_2 | œ_2œ_1 = œ_1œ_0 = œ_0œ_2⟩; (2)

ÇÄÅ œ_1 É œ_2 ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É ŒÙÛÅ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, œ_0 = œ^{−1}_1 œ_2œ_1. óÌÏŒÁ ÎÁÄ ÁÌÆÁŒÉ- ÔÏÍ {œ_0; œ_1; œ_2} É ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÉÍÉ ËÏÓÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ âëì-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ. ìÀÂÁÑ ËÏÓÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ W ffi^{−p} Ó âëì-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ W É ffi = œ_2œ_1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ W | âëì-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ É p ≥ 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏÓÁ X = W ffi^{−p} ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. ôÏÇÄÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÏÒÂÉÔÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ ÎÁ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ X ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ŒÉÄÁ W_I Ó W -ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ I.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 4. ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ âëì-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÓÙ ÉÚ ÔÒÅÈ ÎÉÔÅÊ çÕÒŒÉÃ-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÁÎÁÌÏÇ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1 ÔÏÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÓÈÏÄÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2 ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÈ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÂÏÌÅÅ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÞÎÏ É ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÅ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ ëÁÍÁÄÙ [2]. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ Œ ÄÕÈÅ [3].

ðÕÓÔØ e : B_3 → Z | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ e(œ_1) = e(œ_2) = 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ e(X) = 2, ÔÏ X ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ W ≡ œ^2_1œ^2 œ^2_1œ^2. ôÏÇÄÁ W_{{1;5}} ≁ W_{{3;7}}, É ÚÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 1 É 3, ËÏÓÁ W ´^{−2} ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ 2 É ÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÇÒÕÐÐ áÒÔÉÎÁ{ôÉÔÓÁ ÓÅÒÉÉ I_2(p), ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ âëì-ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÏÔ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ËÏÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ⟨a_1; : : : ; a_p | a_pa_{p−1} = a_{p−1}a_{p−2} = · · · = a_2a_1 = a_1a_p⟩.

§1. äÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÇÒÁÆÙ É ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÉÓË D É ÔÏÞËÕ q ÎÁ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÅ @D. ðÕÓÔØ ` | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ŒÌÏÖÅÎÎÙÊ Œ D \ {q}, ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 1 É 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (`) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ `, Á ÞÅÒÅÚ V_n(`) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉÍÙËÁÅÔ n ÒÅÂÅÒ. ðÏÌÏÖÉÍ @` = `∩@D, R(`) = V_6(`) É B(`) = V_1(`)\@`. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B(`) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ.

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ` | ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÊ ÇÒÁÆ, ÅÓÌÉ @` ⊂ V_1(`), V (`) = V_1(`) ∪ R(`), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ v ∈ R(`) ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅÅ ÒÅÂÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÙ É ÐÏÍÅÞÅÎÙ òÉÓ. 1. i ≠ j òÉÓ. 2.

ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 1. äÏÐÕÓÔÉÍÙÊ ÇÒÁÆ ` ÎÁÚÏŒÅÍ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ b ÐÒÉÍÙËÁÀÝÅÅ Ë ÎÅÊ ÒÅÂÒÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ b (ÓÍ. ÒÉÓ. 1).

åÓÌÉ ff | ÐÕÔØ Œ D \ V (`), ÔÒÁÎÓŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÒÅÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ `, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏŒÏ `(ff) ËÁË œ^{±1}_{i1} œ^{±1}_{i2} : : : , ÇÄÅ i_1; i_2; : : : | ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ÒÅÂÒÁ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÍÙÅ ÐÕÔÅÍ ff, Á ÚÎÁËÉ ŒÙÂÒÁÎÙ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÐÅÒÅÓÅ- ËÁÅÍÙÈ ÒÅÂÅÒ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÈÏÄÕ ŒÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÅÔËÏÊ i Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÏÔŒÅÞÁÅÔ œ_i. óÌÏŒÏ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÅÅ ÏÂÈÏÄÕ ŒÄÏÌØ @D Œ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ- ÐÒÁŒÌÅÎÉÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÔÏÞËÅ q, ÎÁÚÏŒÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÇÒÁÆÁ ` É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ `(@D). åÓÌÉ ` | ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÊ ÇÒÁÆ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÐÕÔÑÍ, ÇÏÍÏÔÏÐÎÙÍ Œ D \ B(`), ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ËÏÓÕ.

ëÁÖÄÙÊ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ ` ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ çÕÒŒÉÃ-ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ËÏÓÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ B(`) = {b_1; : : : ; b_k}. œÙÂÅÒÅÍ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÏÓÔÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÕÔÉ ff_1; : : : ; ff_k ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 2. ôÏÇÄÁ (`(ff_1); : : : ; `(ff_k)) | ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚ- ÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÓÙ `(@D). îÁÂÏÒ ÐÕÔÅÊ (ff_i) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÉÓËÁ, ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÇÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ, Ô. Å. Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÓ B_k. îÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ çÕÒŒÉÃÁ.

ìÅÍÍÁ 1. ëÁÖÄÏÅ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ- ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. åÓÌÉ W_1 É W_2 | ÓÌÏŒÁ, ÒÁŒÎÙÅ Œ B_3, É ÄÉÓË D_2 ÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÄÉÓËÁ D_1, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÊ ÇÒÁÆ ` Œ ËÏÌØÃÅ D_1 \ D_2 ÂÅÚ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ `(@D_i) = W_i, i = 1; 2 (ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ËÏÇÄÁ W_2 ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ W_1 ÌÉÂÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÇÒÕÐÐÙ ËÏÓ, ÌÉÂÏ ŒÓÔÁŒËÏÊ ÉÌÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÓÌÏŒ œ^{±1}_i œ^{∓1}_i ). þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (X_1; : : : ; X_k) ÓÌÏŒÁ W , X_i = a_iœ_1a^{−1}_i , ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ ÄÉÓËÉ D_3 ⊂ D_2 ⊂ D_1 ⊂ D. œ ËÏÌØÃÅ D \ D_1 ÒÁÚÍÅÓÔÉÍ ÇÒÁÆ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ W = X_1 : : : X_k, Œ ËÏÌØÃÅ D_1 \ D_2 ÚÁŒÅÒ- ÛÉÍ ÔÏÞËÁÍÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÒÅÂÒÁ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ "œ_1" ÓÌÏŒ X_i, É, ÎÁËÏÎÅÃ, Œ ËÏÌØÃÅ D_2 \ D_3 ÒÁÚÍÅÓÔÉÍ ÇÒÁÆ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ (a_1a^{−1}_1 ) : : : (a_ka^{−1}_k ) = 1. □

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÄŒÁ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ŒÎÅ ÄÉÓËÁ U ⊂ D, Á ŒÎÕ- ÔÒÉ U ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÜÔÉ ÇÒÁÆÙ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ËÏÓÙ. □

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÌÉÛØ ÄŒÁ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ ÌÅÍÍÙ 2: ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÇÒÁÆ ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑÍÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 3.

òÉÓ. 3. i ≠ j

§2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ´_{−p} ÓÌÏŒÏ œ^{−1}_1 œ^{−1}_2 œ^{−1}_1 œ^{−1}_2 : : : (3p ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ ÂÕËŒ). üÔÏ ÓÌÏŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÓÕ ´^{−p}. œŒÉÄÕ ÌÅÍÍ 1 É 2 ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ W ´_{−p} ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 3 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÓÏÅÄÉÎÑÌÁÓØ ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ Ó ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÄÉÓËÁ D (ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÍÙ ÎÁÚÏŒÅÍ ÈÏÒÏÛÉÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÐÌÏÈÉÍÉ).

üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ŒÅÓÕ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË |R(`)| ÐÌÀÓ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ŒÅÓ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÈÏÒÏÛÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆÁ `, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏŒ ÍÅÎØÛÅÇÏ ŒÅÓÁ. åÓÌÉ ÐÌÏÈÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÔ, ÔÏ ŒÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÅÓÔØ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÍÏÄÉÆÉ- ËÁÃÉÊ, ÐÏÎÉÖÁÀÝÉÈ ŒÅÓ ÇÒÁÆÁ. ðÕÓÔØ b | ÐÌÏÈÁÑ ÔÏÞËÁ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÙËÁÀÝÅÅ Ë ÎÅÊ ÒÅÂÒÏ bv ÐÏÍÅÞÅÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. œ ÅÇÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ` ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 1 ÐÒÉ i = 1, j = 2, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÍÏ- ÄÉÆÉËÁÃÉÅÊ A (ÓÍ. ÒÉÓ. 3) ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ |R(`)|. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D \ `, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ b. ðÕÓÔØ e_1; : : : ; e_n | ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ, ÌÅÖÁ- ÝÉÅ ÎÁ @P , ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ŒÄÏÌØ @P Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ v.

äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ i, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e_i ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ @P , ÔÏ ÏÎÏ ÐÏÍÅÞÅÎÏ ÄŒÏÊËÏÊ, Á ÅÓÌÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÒÅÂÒÁ e_n ÎÁ ÒÉÓ. 1, ÍÙ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁŒÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÒÉ i = 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ i + 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ ÎÁ ÒÉÓ. 4.

òÉÓ. 4.

ìÅŒÙÊ ŒÅÒÈÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅŒÏÚÍÏÖÅÎ Œ ÓÉÌÕ ŒÙÂÏÒÁ ÓÌÏŒÁ ´_{−p}. äŒÁ ÐÒÁŒÙÈ ŒÅÒÈ- ÎÉÈ | ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÑ A, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë ÄÉÓËÕ U, ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ

ÔÏÞÅË ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ. îÁËÏÎÅÃ, ÔÒÉ ÎÉÖÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÙ, ÔÁË ËÁË, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÍÏ- ÄÉÆÉËÁÃÉÀ A Ë ÄÉÓËÕ U, Á ÚÁÔÅÍ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÀ B Ë ÄÉÓËÕ V , ÍÙ ÕÍÅÎØÛÁÅÍ |R(`)|. ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

§3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ A = {œ_0; œ_1; œ_2} É P | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ âëì- ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ U = V | ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ B_3, Á U ≡ V | ÐÏÂÕËŒÅÎ- ÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÚÎÁË ≡, ÔÏ ŒÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ P. ðÕÓÔØ ø : B_3 → B_3, ø(X) = ffi^{−1}Xffi. ðÏÓËÏÌØËÕ ø(A) = A, ÔÏ ø : P → P ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ.

ìÅÍÍÁ 3. (ÓÍ. [1; ÔÅÏÒÅÍÁ 2.7]). åÓÌÉ U = V ÄÌÑ U; V ∈ P, ÔÏ V ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ U ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (2) (ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ œ^{−1}_i ). □

ìÅÍÍÁ 4. åÓÌÉ a_1 : : : a_n = b_1 : : : b_n, a_i; b_i ∈ A, ÔÏ (a_1; : : : ; a_n) ∼ (b_1; : : : ; b_n). □

ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ ffi^p = W ≡ AuB, u ∈ A. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ v ∈ A É k ≥ 0, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÌÉÂÏ A ≡ A_1vA_2, A_2 = ffi^k, vA_2u = ffi^{k+1}, ÌÉÂÏ B ≡ B_1vB_2, B_1 = ffi^k, uB_1v = ffi^{k+1}.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÉ p = 1 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ p − 1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3 ÌÉÂÏ W ≡ (œ_2œ_1)^p, ÌÉÂÏ Ë W ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ W ≡ CxyD, ÇÄÅ xy = ffi. åÓÌÉ A ≡ C ÉÌÉ A ≡ Cx, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ v = y ÉÌÉ v = x ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÌÉÂÏ C ≡ AuC_1, ÌÉÂÏ D ≡ D_1uB. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ (ŒÔÏÒÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ). ðÏÌÏÖÉÍ E = ø^{−1}(D). ôÏÇÄÁ AuC_1E = CE = CffiDffi^{−1} = W ffi^{−1} = ffi^{p−1}, ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÌÉÂÏ 1) A ≡ A_1vA_2, A_2 = ffi^k, vA_2u = ffi^{k+1}, ÌÉÂÏ 2) C_1 ≡ B_1vC_2, B_1 = ffi^k, uB_1v = ffi^{k+1}, ÌÉÂÏ 3) E ≡ E_1wE_2, C_1E_1 = ffi^m, uC_1E_1w = ffi^{m+1}. œ ÓÌÕÞÁÑÈ 1) É 2) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. œ ÓÌÕÞÁÅ 3) ÐÏÌÏÖÉÍ B_1 = C_1xyø(E_1), v = ø(w), B_2 = ø(E_2), k = m + 1. □

ðÏÌÏÖÉÍ I_k(W ) = {I | W \ I = ffi^p; p ≥ 0; |I| = k}.

ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ W = a_1 : : : a_n ∈ P, I ∈ I_k(W ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a_ia_{i+1} = ffi ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ i, i + 1 ÌÅÖÉÔ Œ I, Á ÄÒÕÇÏÅ ÎÅ ÌÅÖÉÔ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ J ∈ I_k(W ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ W_I ∼ W_J É {i; i + 1} ∩ J = ∅.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ i ∉ I É i + 1 ∈ I (Œ ÓÌÕÞÁÅ i ∈ I É i + 1 ∉ I ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ðÕÓÔØ W ≡ W_1x_1 : : : W_kx_kW_{k+1}, ÇÄÅ x_1; : : : ; x_k | ÂÕËŒÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÐÏÚÉÃÉÑÈ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ I. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ÉÍÅÅÍ x_m = a_{i+1} É W_m ≡ Au, ÇÄÅ u = a_i. ðÏÌÏÖÉÍ A_j = W_1 : : : W_j É X_j = A_j x_jA^{−1}_j . ðÕÓÔØ v = a_l | "ÐÁÒÎÁÑ" Ë u ÂÕËŒÁ Œ ÓÌÏŒÅ W \ I, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÌÅÍÍÅ 5, É ÐÕÓÔØ W_s | ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ. ðÏÌÏÖÉÍ J = {l} ∪ (I \ {i + 1}) É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ W_J ∼ W_I . ðÕÓÔØ W_J = (Y_1; : : : ; Y_k). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y_j = X_j ÐÒÉ j ¡ min(m; s).

óÌÕÞÁÊ 1. s ≤ m. ôÏÇÄÁ W_s : : : W_m ≡ BvDu, D = ffi^q, vDu = ffi^{q+1}, É, ÅÓÌÉ s ¡ m, ÔÏ W_s ≡ BvC É D ≡ CW_{s+1} : : : W_{m−1}A. ðÏÓËÏÌØËÕ ux_m = ffi, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ vDu = Dux_m, É ÚÎÁÞÉÔ X_m = A_{s−1}Bv(Dux_m)(vDu)^{−1}B^{−1}A^{−1}_{s−1} = A_{s−1}BvB^{−1}A^{−1}_{s−1} = Y_s. ðÒÉ j ¿ m ÉÍÅÅÍ Y_j = B_j x_j B^{−1}_j , ÇÄÅ B_j = A_{s−1}B(Dux_m)W_{m+1} : : : W_j = A_{s−1}B(vDu)W_{m+1} : : : W_j = A_j , ÏÔËÕÄÁ Y_j = X_j . ðÒÉ s ≤ j ¡ m ÉÍÅÅÍ Y_sY_{j+1}Y^{−1}_s = B_j x_jB^{−1}_j , ÇÄÅ B_j = Y_sA_{s−1}BCW_{s+1} : : : W_j = (A_{s−1}BvB^{−1}A^{−1}_{s−1})A_{s−1}BCW_{s+1} : : : W_j = A_{s−1}BvCW_{s+1} : : : W_j = A_j , ÏÔËÕÄÁ Y_sY_{j+1}Y^{−1}_s = X_j. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W_J =

(X_1; : : : ; X_{s−1}; X_m; X^{−1}_m X_sX_m; : : : ; X^{−1}_m X_{m−1}X_m; X_{m+1}; : : : ; X_k) = ˚^{−1}_s : : : ˚^{−1}_{m−1}(W_I ).

óÌÕÞÁÊ 2. s ¿ m. ôÏÇÄÁ W_s ≡ BvC, ux_m = ffi, D = ffi^q, uDv = ffi^{q+1}, ÇÄÅ D ≡ W_{m+1} : : : W_{s−1}B. íÙ ÉÍÅÅÍ uDv = ux_mD. óÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ u, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Dv = x_mD. ðÏÜÔÏÍÕ Y_{s−1} = A_mx_m(Dv)(x_mD)^{−1}A^{−1}_m = A_mx_mA^{−1}_m = X_m. ðÒÉ j ≥ s ÉÍÅÅÍ Y_j = B_j x_j B^{−1}_j , ÇÄÅ B_j = A_m(x_mD)CW_{s+1} : : : W_j = A_m(Dv)CW_{s+1} : : : W_j = A_j, ÏÔ- ËÕÄÁ Y_j = X_j. ðÒÉ m ¡ j ¡ s ÉÍÅÅÍ Y_{j−1} = B_j x_j B^{−1}_j , ÇÄÅ B_j = A_mx_mW_{m+1} : : : W_j = (A_mx_mA^{−1}_m )A_j = X_mA_j , ÏÔËÕÄÁ Y_{j−1} = X_mX_j X^{−1}_m . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W_J = (X_1; : : : ; X_{m−1}; X_mX_{m+1}X^{−1}_m ; : : : ; X_mX_{s−1}X^{−1}_m ; X_m; X_s; : : : ; X_k) = ˚_{s−1} : : : ˚_m(W_I ). □

ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ xy = ffi, x; y ∈ A, É ÌÉÂÏ (i) W ≡ AxyB É V ≡ AuvB, ÇÄÅ uv = ffi, ÌÉÂÏ (ii) W ≡ AB É V ≡ Axy ø(B), ÌÉÂÏ (iii) W \ I ≠ 1, W ≡ AxyB É V ≡ A ø^{−1}(B). ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ I ∈ I_k(W ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ J ∈ I_k(V ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ V_J ∼ W_I .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ i − 1 | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ A É m = |{i; i + 1} ∩ I|.

(i). åÓÌÉ m = 0, ÔÏ V_I = W_I . åÓÌÉ m = 2, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4. óÌÕÞÁÊ m = 1 ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ m = 0 ÐÏ ÌÅÍÍÅ 6.

(ii). V_J = W_I ÐÒÉ J = (I ∩ [1; i − 1]) ∪ (2 + (I ∩ [i; k])).

(iii). óÌÕÞÁÊ m = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (ii). óÌÕÞÁÊ m = 1 ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ m = 0 ÐÏ ÌÅÍÍÅ 6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ m = 2, Ô. Å. {i; i+1} ⊂ I. ðÕÓÔØ W ≡ a_1 : : : a_n. õÓÌÏŒÉÅ W \I ≠ 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ {1; : : : ; i−1} ⊄ I, ÌÉÂÏ {i+2; : : : ; n} ⊄ I. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ (ŒÔÏÒÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ). ðÕÓÔØ l = max({1; : : : ; i − 1} \ I). âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a_l = œ_2. ðÏÌÏÖÉÍ C ≡ a_1 : : : a_{l−1}, D ≡ a_{l+1} : : : ; a_{i−1}, E ≡ ø(D). ðÏÓËÏÌØËÕ Dxy = Dffi = ffiE = œ_1œ_0E, ÐÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÉÍÅÅÍ W_I ∼ U_I , ÇÄÅ U ≡ Cœ_2œ_1œ_0EB, É ÐÏ ÌÅÍÍÅ 6 ÉÍÅÅÍ U_I ∼ U_K , ÇÄÅ {l; l + 1} ∩ K = ∅. ðÏÓËÏÌØËÕ Cœ_2ø^{−1}(EB) ≡ Cœ_2Dø^{−1}(B) ≡ V , ÍÙ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓŒÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊ m = 2 Ë ÓÌÕÞÁÀ m = 1 ÄÌÑ (Cœ_2; œ_1œ_0; EB; K) ŒÍÅÓÔÏ (A; xy; B; I), □

ôÅÏÒÅÍÁ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7, ÔÁË ËÁË ÌÀÂÏÅ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (A_jx_j A^{−1}_j )^k_{j=1} ÄÁÎÎÏÊ ËÏÓÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ W_I , ÇÄÅ W = W_1x_1 : : : W_kx_kW_{k+1}, W_j ∈ P, A^{−1}_{j−1}A_j = W_j ffi^{−3pj} (A_0 = A_{k+1} = 1), Á ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÎÁÍÉ (i){(iii) ÌÅÍÍÙ 7 ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ W Œ ÌÀÂÏÅ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ.

§4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 3. ðÏÌÏÖÉÍ ]1; ´[ = {œ_1; œ_2; œ_1œ_2; œ_2œ_1}, ø(X) = ´^{−1}X´. äÌÑ u ∈ ]1; ´[ ÞÅÒÅÚ S(u) É F (u) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÅÒŒÕÀ É ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÂÕËŒÙ ÓÌÏŒÁ u. ìÀÂÁÑ ËÏÓÁ ÉÚ B_3 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ u_1 : : : u_n´^{−p}, ÇÄÅ u_i ∈ ]1; ´[ É F (u_i) = S(u_{i+1}) (ÐÒÁŒÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ), É ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ œ_1´^{2m+1} É œ_1œ_2´^{2m}, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ, Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ø^p(F (u_n)) = S(u_1). ðÕÓÔØ X | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ u_1; : : : ; u_n (Œ ÜÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ P . îÁÚÏŒÅÍ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ n- ÕÇÏÌØÎÉËÁ P ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ s, ÏÓØ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄŒÕÈ ÓÔÏÒÏÎ ab É cd, ÐÒÉÞÅÍ e(u_i) = 2 ÐÒÉ u_i ∈ {a; b; c; d}, É e(u_i) ≠ e(s(u_i)) Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.

ìÅÍÍÁ 8. åÓÌÉ e(X) = 2, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔŒÉÑ çÕÒŒÉÃÁ ÎÁ ËŒÁÚÉÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ËÏÓÙ X ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ P . □

ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 3 ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 9. P ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ P ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÉ s_1, s_2, s_3. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ff ÍÅÖÄÕ ÏÓÑÍÉ s_1 É s_2 ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÕÇÌÏŒ ÍÅÖÄÕ ÏÓÑÍÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ff ≤ ß=3.

óÌÕÞÁÊ 1. ff = 2ß=n. ðÕÓÔØ u_{−1}u_0 É u_0u_1 | ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÈÏ- ÄÑÔ ÏÓÉ s_1 É s_2 (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ | ÜÔÏ ŒÙÞÅÔÙ mod n). ôÏÇÄÁ ÕÓÌÏŒÉÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ s_1 É s_2 ŒÌÅÞÅÔ e(u_0) = e(u_{±1}) = 2, e(u_{±2}) = 3 − e(u_{∓1}) = 1, e(u_{±3}) = 3 − e(u_{∓2}) = 2, É Ô. Ä. ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÁÎÔÉÐÏÄÁÌØÎÙÈ Ë u_{±1}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ e ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÍÅÓÔÁ ÄÌÑ ÏÓÉ s_3.

óÌÕÞÁÊ 2. ff ¿ 2ß=n. ðÕÓÔØ r = s_2 ∘ s_1 (ÐÏŒÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2ff) É ab, cd | ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÏÓØ s_3. ðÏÌÏÖÉÍ a^± = r^{±1}(a), b^± = r^{±1}(b). éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ 2ß=n ¡ ff ≤ ß=3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ {a; b; c; d} ∩ {a^±; b^±} = ∅. ðÏÓËÏÌØËÕ s_3(a^+) = b^−, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e(a^+) = 1 ÉÌÉ e(b^−) = 1. ðÕÓÔØ e(b^−) = 1 (ÓÌÕÞÁÊ e(a^+) = 1 ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÅÎ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ e(u_i) = 1, ÔÏ ŒÓÅÇÄÁ e(s_j (u_i)) = 2. ðÏÜÔÏÍÕ e(s_1(b^−)) = 2. ðÏÓËÏÌØËÕ s_2(b) = s_2(r(b^−)) = s_1(b^−) É e(b) = 2, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e(b) = e(s_2(b)) = 2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, b É s_2(b) | ÓÏÓÅÄÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, É ÏÓØ s_2 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÓÑÍÉ s_2 É s_3 ÒÁŒÅÎ 2ß=n. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÕÇÌÁ ff.

ãÉÔÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

1. J. Birman, K.-H. Ko, S.-J. Lee, A new approach to the word and conjugacy problems in the braid groups, Adv. Math. 139 (1998), 322{353.

2. S. Kamada, Surfaces in R^4 of braid index three are ribbon, J. of Knot Theory and Rami˛cations 1 (1992), 137{160.

3. S. Yu. Orevkov, Quasipositivity problem for 3-braids, Turkish Journal of Math. 28 (2004), 89{93. 4. S. Yu. Orevkov, Algorithmic recognition of quasipositive braids of algebraic length two, J. of Algebra 423 (2015), 1080{1108.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎ-Ô ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ

õÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ ÉÍ. ðÏÌÑ óÁÂÁÔØÅ (ôÕÌÕÚÁ-3) E-mail address: orevkov@math.ups-tlse.fr