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ÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÓÙ �(�D). îÁÂÏÒ �ÕÔÅÊ (�

i

) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

ÄÉÓËÁ, ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÇÏ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å, Ô. Å. Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ B

k

.

îÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ çÕÒ×É�Á.

ìÅÍÍÁ 1. ëÁÖÄÏÅ Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ-

ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉW

1

ÉW

2

| ÓÌÏ×Á, ÒÁ×ÎÙÅ ×B

3

, É ÄÉÓË D

2

ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÄÉÓËÁ

D

1

, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÇÒÁÆ � × ËÏÌØ�Å D

1

nD

2

ÂÅÚ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

�(�D

i

) = W

i

, i = 1; 2 (ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ËÏÇÄÁ W

2

�ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ W

1

ÌÉÂÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ, ÌÉÂÏ ×ÓÔÁ×ËÏÊ ÉÌÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÓÌÏ× �

�1

i

�

�1

i

). þÔÏÂÙ

�ÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (X

1

; : : : ; X

k

) ÓÌÏ×Á W ,

X

i

= a

i

�

1

a

�1

i

, ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÄÉÓËÉ D

3

� D

2

� D

1

� D. ÷ ËÏÌØ�Å D nD

1

ÒÁÚÍÅÓÔÉÍ ÇÒÁÆ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÏ× W = X

1

: : :X

k

, × ËÏÌØ�Å D

1

nD

2

ÚÁ×ÅÒ-

ÛÉÍ ÔÏÞËÁÍÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÒÅÂÒÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ "�

1

" ÓÌÏ× X

i

, É, ÎÁËÏÎÅ�,

× ËÏÌØ�Å D

2

nD

3

ÒÁÚÍÅÓÔÉÍ ÇÒÁÆ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÏ× (a

1

a

�1

1

) : : : (a

k

a

�1

k

) =

1. �

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ Ä×Á Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×ÎÅ ÄÉÓËÁ U � D, Á ×ÎÕ-

ÔÒÉ U ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÜÔÉ ÇÒÁÆÙ ÚÁÄÁÀÔ

ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ËÏÓÙ. �

îÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÌÉÛØ Ä×Á ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ ÌÅÍÍÙ 2: ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÇÒÁÆ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ

ÄÒÕÇÏÇÏ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑÍÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 3.



4 ó. à. ïòå÷ëï÷

A B
i

i
i

i ii

j j

j

i

ii

j j

j

òÉÓ. 3. i 6= j

x2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �

�p

ÓÌÏ×Ï �

�1

1

�

�1

2

�

�1

1

�

�1

2

: : :

(3p ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ ÂÕË×). üÔÏ ÓÌÏ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÏÓÕ �

�p

. ÷×ÉÄÕ ÌÅÍÍ 1 É 2 ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ W�

�p

ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 3 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ

ÓÏÅÄÉÎÑÌÁÓØ ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ Ó ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÄÉÓËÁ D (ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÍÙ

ÎÁÚÏ×ÅÍ ÈÏÒÏÛÉÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | �ÌÏÈÉÍÉ).

üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ×ÅÓÕ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ

ËÁË jR(�)j �ÌÀÓ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. åÓÌÉ ×ÅÓ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ

×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÈÏÒÏÛÉÅ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �,

�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× ÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ. åÓÌÉ �ÌÏÈÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÔ, ÔÏ

×ÓÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÅÓÔØ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÍÏÄÉÆÉ-

ËÁ�ÉÊ, �ÏÎÉÖÁÀÝÉÈ ×ÅÓ ÇÒÁÆÁ. ðÕÓÔØ b | �ÌÏÈÁÑ ÔÏÞËÁ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ

ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉÍÙËÁÀÝÅÅ Ë ÎÅÊ ÒÅÂÒÏ bv �ÏÍÅÞÅÎÏ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. ÷

ÅÇÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ � ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 1 �ÒÉ i = 1, j = 2, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÍÏ-

ÄÉÆÉËÁ�ÉÅÊ A (ÓÍ. ÒÉÓ. 3) ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ jR(�)j. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P ÚÁÍÙËÁÎÉÅ

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D n �, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ b. ðÕÓÔØ e

1

; : : : ; e

n

| ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ, ÌÅÖÁ-

ÝÉÅ ÎÁ �P , ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ × �ÏÒÑÄËÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ×ÄÏÌØ �P Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ×

×ÅÒÛÉÎÅ v.

äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï i, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e

i

ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÓÉ-

ÔÅÌØÎÏ �P , ÔÏ ÏÎÏ �ÏÍÅÞÅÎÏ Ä×ÏÊËÏÊ, Á ÅÓÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ

ÜÔÏÔ ÆÁËÔ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÒÅÂÒÁ e

n

ÎÁ ÒÉÓ. 1, ÍÙ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁ×ÅÒÛÉÍ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÒÉ i = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ

×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ i + 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ×ÓÅ

ÓÌÕÞÁÉ ÎÁ ÒÉÓ. 4.

ie

2

2

ie

1 U

1
2

b

ei

V
1

2

1
U

2

b

ei
1

2
V

1

1

U

b

ei

2
V 1

1

U

b

1

U
1

ie

b

òÉÓ. 4.

ìÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ × ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ ÓÌÏ×Á �

�p

. ä×Á �ÒÁ×ÙÈ ×ÅÒÈ-

ÎÉÈ | �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ A, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë ÄÉÓËÕ U , ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÈÉÈ
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ÔÏÞÅË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. îÁËÏÎÅ�, ÔÒÉ ÎÉÖÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ, ÔÁË ËÁË, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÍÏ-

ÄÉÆÉËÁ�ÉÀ A Ë ÄÉÓËÕ U , Á ÚÁÔÅÍ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ B Ë ÄÉÓËÕ V , ÍÙ ÕÍÅÎØÛÁÅÍ jR(�)j.

�ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

x3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ A = f�

0

; �

1

; �

2

g É P | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï âëì-

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÏ×. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ U = V | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × B

3

, Á U � V | �ÏÂÕË×ÅÎ-

ÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÏ×. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÚÎÁË �,

ÔÏ ×ÓÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ P. ðÕÓÔØ � : B

3

! B

3

,

�(X) = Æ

�1

XÆ. ðÏÓËÏÌØËÕ �(A) = A, ÔÏ � : P ! P ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ.

ìÅÍÍÁ 3. (ÓÍ. [1; ÔÅÏÒÅÍÁ 2.7℄). åÓÌÉ U = V ÄÌÑ U; V 2 P, ÔÏ V �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ U

�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (2) (ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ �

�1

i

). �

ìÅÍÍÁ 4. åÓÌÉ a

1

: : : a

n

= b

1

: : : b

n

, a

i

; b

i

2 A, ÔÏ (a

1

; : : : ; a

n

) � (b

1

; : : : ; b

n

). �

ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ Æ

p

= W � AuB, u 2 A. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ v 2 A É k � 0, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

ÌÉÂÏ A � A

1

vA

2

, A

2

= Æ

k

, vA

2

u = Æ

k+1

, ÌÉÂÏ B � B

1

vB

2

, B

1

= Æ

k

, uB

1

v = Æ

k+1

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ p = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ

p � 1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 3 ÌÉÂÏ W � (�

2

�

1

)

p

, ÌÉÂÏ Ë W ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ W � CxyD, ÇÄÅ xy = Æ. åÓÌÉ A � C ÉÌÉ A � Cx,

ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ v = y ÉÌÉ v = x ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÌÉÂÏ C � AuC

1

, ÌÉÂÏ D � D

1

uB. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× (×ÔÏÒÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ). ðÏÌÏÖÉÍ E = �

�1

(D). �ÏÇÄÁ

AuC

1

E = CE = CÆDÆ

�1

= WÆ

�1

= Æ

p�1

, ÚÎÁÞÉÔ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÌÉÂÏ

1) A � A

1

vA

2

, A

2

= Æ

k

, vA

2

u = Æ

k+1

, ÌÉÂÏ 2) C

1

� B

1

vC

2

, B

1

= Æ

k

, uB

1

v = Æ

k+1

, ÌÉÂÏ

3) E � E

1

wE

2

, C

1

E

1

= Æ

m

, uC

1

E

1

w = Æ

m+1

. ÷ ÓÌÕÞÁÑÈ 1) É 2) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ

ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ 3) �ÏÌÏÖÉÍ B

1

= C

1

xy�(E

1

), v = �(w), B

2

= �(E

2

), k = m+1. �

ðÏÌÏÖÉÍ I

k

(W ) = fI jW n I = Æ

p

; p � 0; jIj = kg.

ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ W = a

1

: : : a

n

2 P, I 2 I

k

(W ). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a

i

a

i+1

= Æ ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i, É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ i, i+ 1 ÌÅÖÉÔ × I, Á ÄÒÕÇÏÅ ÎÅ ÌÅÖÉÔ. �ÏÇÄÁ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ J 2 I

k

(W ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ W

I

�W

J

É fi; i+ 1g \ J = ?.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ i 62 I É i + 1 2 I (× ÓÌÕÞÁÅ i 2 I É i + 1 62 I ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ). ðÕÓÔØ W � W

1

x

1

: : :W

k

x

k

W

k+1

, ÇÄÅ x

1

; : : : ; x

k

| ÂÕË×Ù, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ

�ÏÚÉ�ÉÑÈ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ I. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ÉÍÅÅÍ x

m

= a

i+1

É W

m

� Au, ÇÄÅ u = a

i

. ðÏÌÏÖÉÍ A

j

= W

1

: : :W

j

É X

j

= A

j

x

j

A

�1

j

. ðÕÓÔØ v = a

l

|

"�ÁÒÎÁÑ" Ë u ÂÕË×Á × ÓÌÏ×Å W n I, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÌÅÍÍÅ 5, É

�ÕÓÔØ W

s

| ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÅ �ÏÄÓÌÏ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ J = flg [ (I n fi+ 1g) É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

W

J

� W

I

. ðÕÓÔØ W

J

= (Y

1

; : : : ; Y

k

). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Y

j

= X

j

�ÒÉ j < min(m; s).

óÌÕÞÁÊ 1. s � m. �ÏÇÄÁ W

s

: : :W

m

� BvDu, D = Æ

q

, vDu = Æ

q+1

, É, ÅÓÌÉ s < m,

ÔÏ W

s

� BvC É D � CW

s+1

: : :W

m�1

A. ðÏÓËÏÌØËÕ ux

m

= Æ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ vDu =

Dux

m

, É ÚÎÁÞÉÔ X

m

= A

s�1

Bv(Dux

m

)(vDu)

�1

B

�1

A

�1

s�1

= A

s�1

BvB

�1

A

�1

s�1

= Y

s

.

ðÒÉ j > m ÉÍÅÅÍ Y

j

= B

j

x

j

B

�1

j

, ÇÄÅ B

j

= A

s�1

B(Dux

m

)W

m+1

: : :W

j

=

A

s�1

B(vDu)W

m+1

: : :W

j

= A

j

, ÏÔËÕÄÁ Y

j

= X

j

. ðÒÉ s � j < m ÉÍÅÅÍ Y

s

Y

j+1

Y

�1

s

=

B

j

x

j

B

�1

j

, ÇÄÅ B

j

= Y

s

A

s�1

BCW

s+1

: : :W

j

= (A

s�1

BvB

�1

A

�1

s�1

)A

s�1

BCW

s+1

: : :W

j

=

A

s�1

BvCW

s+1

: : :W

j

= A

j

, ÏÔËÕÄÁ Y

s

Y

j+1

Y

�1

s

= X

j

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W

J

=
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(X

1

; : : : ; X

s�1

; X

m

; X

�1

m

X

s

X

m

; : : : ; X

�1

m

X

m�1

X

m

; X

m+1

; : : : ; X

k

) = �

�1

s

: : :�

�1

m�1

(W

I

).

óÌÕÞÁÊ 2. s > m. �ÏÇÄÁ W

s

� BvC, ux

m

= Æ, D = Æ

q

, uDv = Æ

q+1

, ÇÄÅ

D �W

m+1

: : :W

s�1

B. íÙ ÉÍÅÅÍ uDv = ux

m

D. óÏËÒÁÝÁÑ ÎÁ u, �ÏÌÕÞÁÅÍ Dv = x

m

D.

ðÏÜÔÏÍÕ Y

s�1

= A

m

x

m

(Dv)(x

m

D)

�1

A

�1

m

= A

m

x

m

A

�1

m

= X

m

. ðÒÉ j � s ÉÍÅÅÍ

Y

j

= B

j

x

j

B

�1

j

, ÇÄÅ B

j

= A

m

(x

m

D)CW

s+1

: : :W

j

= A

m

(Dv)CW

s+1

: : :W

j

= A

j

, ÏÔ-

ËÕÄÁ Y

j

= X

j

. ðÒÉ m < j < s ÉÍÅÅÍ Y

j�1

= B

j

x

j

B

�1

j

, ÇÄÅ B

j

= A

m

x

m

W

m+1

: : :W

j

=

(A

m

x

m

A

�1

m

)A

j

= X

m

A

j

, ÏÔËÕÄÁ Y

j�1

= X

m

X

j

X

�1

m

. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, W

J

=

(X

1

; : : : ; X

m�1

; X

m

X

m+1

X

�1

m

; : : : ; X

m

X

s�1

X

�1

m

; X

m

; X

s

; : : : ; X

k

) = �

s�1

: : :�

m

(W

I

). �

ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ xy = Æ, x; y 2 A, É ÌÉÂÏ (i) W � AxyB É V � AuvB, ÇÄÅ uv = Æ,

ÌÉÂÏ (ii) W � AB É V � Axy �(B), ÌÉÂÏ (iii) W n I 6= 1, W � AxyB É V � A�

�1

(B).

�ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ I 2 I

k

(W ), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ J 2 I

k

(V ), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ V

J

�W

I

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ i� 1 | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á A É m = jfi; i+ 1g \ Ij.

(i). åÓÌÉ m = 0, ÔÏ V

I

=W

I

. åÓÌÉ m = 2, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 4. óÌÕÞÁÊ

m = 1 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ m = 0 �Ï ÌÅÍÍÅ 6.

(ii). V

J

=W

I

�ÒÉ J = (I \ [1; i� 1℄) [ (2 + (I \ [i; k℄)).

(iii). óÌÕÞÁÊm = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (ii). óÌÕÞÁÊm = 1 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀm = 0 �Ï ÌÅÍÍÅ

6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊm = 2, Ô. Å. fi; i+1g � I. ðÕÓÔØW � a

1

: : : a

n

. õÓÌÏ×ÉÅW nI 6= 1

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ f1; : : : ; i�1g 6� I, ÌÉÂÏ fi+2; : : : ; ng 6� I. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÙÊ ÉÚ

ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× (×ÔÏÒÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ). ðÕÓÔØ l = max(f1; : : : ; i� 1g n I). âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ

ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a

l

= �

2

. ðÏÌÏÖÉÍ C � a

1

: : : a

l�1

, D � a

l+1

: : : ; a

i�1

,

E � �(D). ðÏÓËÏÌØËÕ Dxy = DÆ = ÆE = �

1

�

0

E, �Ï ÌÅÍÍÅ 4 ÉÍÅÅÍ W

I

� U

I

, ÇÄÅ

U � C�

2

�

1

�

0

EB, É �Ï ÌÅÍÍÅ 6 ÉÍÅÅÍ U

I

� U

K

, ÇÄÅ fl; l + 1g \ K = ?. ðÏÓËÏÌØËÕ

C�

2

�

�1

(EB) � C�

2

D�

�1

(B) � V , ÍÙ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ó×ÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊ m = 2 Ë ÓÌÕÞÁÀ m = 1

ÄÌÑ (C�

2

; �

1

�

0

; EB;K) ×ÍÅÓÔÏ (A; xy;B; I), �

�ÅÏÒÅÍÁ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7, ÔÁË ËÁË ÌÀÂÏÅ Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

(A

j

x

j

A

�1

j

)

k

j=1

ÄÁÎÎÏÊ ËÏÓÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅW

I

, ÇÄÅW =W

1

x

1

: : :W

k

x

k

W

k+1

,

W

j

2 P, A

�1

j�1

A

j

= W

j

Æ

�3p

j

(A

0

= A

k+1

= 1), Á ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÎÁÍÉ (i){(iii) ÌÅÍÍÙ 7 �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ W × ÌÀÂÏÅ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï.

x4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3. ðÏÌÏÖÉÍ ℄1;�[ = f�

1

; �

2

; �

1

�

2

; �

2

�

1

g, �(X) =

�

�1

X�. äÌÑ u 2 ℄1;�[ ÞÅÒÅÚ S(u) É F (u) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÅÒ×ÕÀ É �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÂÕË×Ù

ÓÌÏ×Á u. ìÀÂÁÑ ËÏÓÁ ÉÚ B

3

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ u

1

: : : u

n

�

�p

, ÇÄÅ u

i

2 ℄1;�[ É

F (u

i

) = S(u

i+1

) (�ÒÁ×ÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ), É ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ

�

1

�

2m+1

É �

1

�

2

�

2m

, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ, Ë ÔÏÍÕ ÖÅ,

�

p

(F (u

n

)) = S(u

1

). ðÕÓÔØ X | ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ u

1

; : : : ; u

n

(× ÜÔÏÍ

�ÏÒÑÄËÅ) Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ P . îÁÚÏ×ÅÍ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ n-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ P ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ s, ÏÓØ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ ab É


d, �ÒÉÞÅÍ e(u

i

) = 2 �ÒÉ u

i

2 fa; b; 
; dg, É e(u

i

) 6= e(s(u

i

)) × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. éÚ

ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.

ìÅÍÍÁ 8. åÓÌÉ e(X) = 2, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÒÂÉÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ çÕÒ×É�Á ÎÁ Ë×ÁÚÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÈ ËÏÓÙ X ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ P . �

ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 3 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:
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ìÅÍÍÁ 9. P ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ P ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÉ s

1

, s

2

,

s

3

. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ � ÍÅÖÄÕ ÏÓÑÍÉ s

1

É s

2

ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÕÇÌÏ× ÍÅÖÄÕ ÏÓÑÍÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, � � �=3.

óÌÕÞÁÊ 1. � = 2�=n. ðÕÓÔØ u

�1

u

0

É u

0

u

1

| ÓÔÏÒÏÎÙ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÈÏ-

ÄÑÔ ÏÓÉ s

1

É s

2

(ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ | ÜÔÏ ×ÙÞÅÔÙ mod n). �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ

ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ s

1

É s

2

×ÌÅÞÅÔ e(u

0

) = e(u

�1

) = 2, e(u

�2

) = 3 � e(u

�1

) = 1,

e(u

�3

) = 3� e(u

�2

) = 2, É Ô. Ä. ×�ÌÏÔØ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÁÎÔÉ�ÏÄÁÌØÎÙÈ Ë u

�1

. ðÏÓËÏÌØËÕ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ e ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÍÅÓÔÁ ÄÌÑ ÏÓÉ s

3

.

óÌÕÞÁÊ 2. � > 2�=n. ðÕÓÔØ r = s

2

Æ s

1

(�Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 2�) É ab, 
d | ÓÔÏÒÏÎÙ,

ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÏÓØ s

3

. ðÏÌÏÖÉÍ a

�

= r

�1

(a), b

�

= r

�1

(b). éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ

2�=n < � � �=3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ fa; b; 
; dg \ fa

�

; b

�

g = ?. ðÏÓËÏÌØËÕ s

3

(a

+

) = b

�

, ÉÚ

ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e(a

+

) = 1 ÉÌÉ e(b

�

) = 1. ðÕÓÔØ e(b

�

) = 1 (ÓÌÕÞÁÊ e(a

+

) = 1 ÁÎÁÌÏ-

ÇÉÞÅÎ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ e(u

i

) = 1, ÔÏ ×ÓÅÇÄÁ e(s

j

(u

i

)) = 2. ðÏÜÔÏÍÕ e(s

1

(b

�

)) = 2.

ðÏÓËÏÌØËÕ s

2

(b) = s

2

(r(b

�

)) = s

1

(b

�

) É e(b) = 2, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ e(b) = e(s

2

(b)) =

2. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, b É s

2

(b) | ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, É ÏÓØ s

2

�ÒÏÈÏÄÉÔ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ,

Á ÚÎÁÞÉÔ, ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÓÑÍÉ s

2

É s

3

ÒÁ×ÅÎ 2�=n. üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ

ÕÇÌÁ �.
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