
pROEKTIWNYE M-KUBIKI I M-KWARTIKI W OB]EMPOLOVENII S MAKSIMALXNO PERESEKA@]EJSQ PAROJ OWALOWs.`.oREWKOW, g.m.pOLOTOWSKIJpOLU^ENA IZOTOPI^ESKAQ KLASSIFIKACIQ KRIWYH, UKAZANNYH W ZAGLAWII. pRI\TOM PREDLOVEN NOWYJ PODHOD K POSTROENI@ KRIWYH. dLQ DOKAZATELXSTW ZAPRE-TOW PRIMENENY TEORIQ KOMPLEKSNYH ORIENTACIJ I METODY TEORII ZACEPLENIJ(NERAWENSTWO mURASUGI | tRISTRAMA).wWEDENIEuWELI^ENIE ZAPASA PRIMEROW PLOSKIH ALGEBRAI^ESKIH KRIWYH S IZWESTNOJTOPOLOGIEJ INDUCIRUET, KAK PRAWILO, OB]EE PRODWIVENIE W KRUGE WOPROSOW,SWQZANNYH S PERWOJ ^ASTX@ 16-OJ PROBLEMY gILXBERTA. w ^ASTNOSTI, POLU^EN-NAQ W [1], [2] KLASSIFIKACIQ PLOSKIH WE]ESTWENNYH KRIWYH STEPENI 6, RASPADA-@]IHSQ W PROIZWEDENIE DWUH TRANSWERSALXNO PERESEKA@]IHSQ SOMNOVITELEJ,NA[LA RAZNOOBRAZNYE PRIMENENIQ, OSNOWNYE IZ KOTORYH PERE^ISLENY W [3] (SEJ-^AS \TOT SPISOK MOVNO DOPOLNITX POSTROENIEM KRIWYH STEPENI 6 NA KUBI^ESKOJPOWERHNOSTI W NEDAWNEJ RABOTE [4]). hARAKTER UPOMQNUTYH PRIMENENIJ POZWO-LQET NADEQTXSQ, ^TO ANALOGI^NAQ KLASSIFIKACIQ RASPADA@]IHSQ KRIWYH STE-PENI 7 BUDET STOLX VE POLEZNOJ. oDNAKO W RASSMATRIWAEMOJ ZADA^E "7� 6": NEGOWORQ O TOM, ^TO ISSLEDOWANI@ PODLEVIT NA PORQDOK BOLX[EE KOLI^ESTWO TO-POLOGI^ESKIH TIPOW, TEHNIKI RABOT [1], [2] ZDESX UVE NEDOSTATO^NO. pOSLEDNEEQSNO POSLE PROWEDENNOGO WTORYM AWTOROM WESXMA OB_EMNOGO "PREDWARITELXNO-GO" IZU^ENIQ RASPADA@]IHSQ KRIWYH STEPENI 7, ^ASTX REZULXTATOW KOTOROGOIZLOVENA W [3], [5]. oTMETIM TAKVE, ^TO DLQ KLASSIFIKACII RASPOLOVENIJM -KRIWOJ STEPENI 6 I TRANSWERSALXNO PERESEKA@]EJ EE PRQMOJ OKAZALOSX NE-DOSTATO^NO I BOLEE MO]NYH SREDSTW [6], [7]. nEDAWNO S POMO]X@ PRIWLE^ENIQMETODOW TEORII ZACEPLENIJ \TA ZADA^A BYLA PRODWINUTA PERWYM AWTOROM (SM.[8], [9]; W ^ASTNOSTI, NAJDENA KLASSIFIKACIQ GIBKIH AFFINNYH M -KRIWYH STE-PENI 6). w NASTOQ]EJ RABOTE S POMO]X@ METODOW TEORII ZACEPLENIJ POLU^ENAIZOTOPI^ESKAQ KLASSIFIKACIQ KRIWYH, UKAZANNYH W ZAGLAWII. iSPOLXZOWANNYESREDSTWA PRIMENIMY I DLQ DRUGIH KLASSOW KRIWYH | NAPRIMER, DLQ KONIK IKWINTIK W OB]EM POLOVENII| I MOVNO NADEQTXSQ, ^TO ONI POZWOLQT ZAWER[ITXKLASSIFIKACI@ RASPADA@]IHSQ KRIWYH STEPENI 7 (PRI ESTESTWENNYH USLOWIQHMAKSIMALXNOSTI I TRANSWERSALXNOSTI).rABOTA PODDERVANA GRANTOM 98-01-00794 rffi Typeset by AMS-TEX1



2 s.`.orewkow, g.m.polotowskij1. fORMULIROWKA ZADA^I I REZULXTATAnIVE Cn OBOZNA^AET MNOVESTWO TO^EK M -KRIWOJ STEPENI n W WE]ESTWEN-NOJ PROEKTIWNOJ PLOSKOSTI RP 2 . nAPOMNIM, ^TO C3 (M -KUBIKA) SOSTOIT WRP 2 IZ DWUH NEPERESEKA@]IHSQ TOPOLOGI^ESKIH OKRUVNOSTEJ, ODNA IZ KOTO-RYH RAZBIWAET RP 2 , a WTORAQ | NE RAZBIWAET. pERWAQ NAZYWAETSQ OWALOM IBUDET OBOZNA^ATXSQ O3, A WTORAQ | NE^ETNOJ WETWX@ I BUDET OBOZNA^ATXSQ J3;M -KWARTIKA C4 SOSTOIT W RP 2 IZ ^ETYREH OWALOW WNE DRUG DRUGA. mY PREDPO-LAGAEM, ^TO ODIN IZ \TIH OWALOW | BUDEM OBOZNA^ATX EGO O4 | PERESEKAETSQc O3 W 12 RAZLI^NYH WE]ESTWENNYH TO^KAH. oSTALXNYE TRI OWALA KWARTIKII WETWX J3 BUDEM NAZYWATX SWOBODNYMI (OT TO^EK PERESE^ENIQ). oSNOWNOJ RE-ZULXTAT NASTOQ]EJ RABOTY | TOPOLOGI^ESKAQ KLASSIFIKACIQ TROEK(RP 2 ; C3GC4; C3); (1:1)GDE F OBOZNA^AET OB_EDINENIE PRI OPISANNYH WY[E USLOWIQH (TRANSWERSALX-NOSTX PERESE^ENIQ, MAKSIMALXNOSTX ^ISLA OB]IH WE]ESTWENNYH TO^EK, SWOBOD-NOSTX TREH OWALOW KWARTIKI I WETWI J3) | MOVET BYTX SFORMULIROWAN SLEDU-@]IM OBRAZOM.tEOREMA 1. l@BAQ TROJKA (RP 2 ; C3FC4; C3) GOMEOMORFNA ODNOJ IZ 31 TO-POLOGI^ESKIH MODELEJ, PERE^ISLENNYH NA RIS. 1, GDE STANDARTNYE OKRUVNOS-TI | MODELI OWALA O3, NE^ETNYE WETWI J3 NE NARISOWANY, A W KOMPONENTAHDOPOLNENIQ K O3 [ O4, SODERVA]IH BUKWY � I �, SLEDUET RASPOLOVITX, SO-OTWETSTWENNO, � I � = 3 � � SWOBODNYH OWALOW KWARTIKI PRI ZNA^ENIQH �,UKAZANNYH W PODPISQH POD RISUNKAMI.kAK OBY^NO W PODOBNYH ZADA^AH, OB]AQ SHEMA DOKAZATELXSTWA ESTESTWENNORAZBIWAETSQ NA TRI \TAPA: (i) PERE^ISLENIE DOPUSTIMYH TOPOLOGI^ESKIH MODE-LEJ; (ii) POSTROENIQ; (iii) ZAPRETY. pOD "DOPUSTIMYMI MODELQMI" ZDESX PONI-MA@TSQ TAKIE RASPOLOVENIQ W RP 2 NABOROW A I B TOPOLOGI^ESKIH OKRUVNOS-TEJ, ^TO A, B I A[B UDOWLETWORQ@T TEM VE KOMBINATORNYM USLOWIQM, ^TO C3,C4 I C3 [ C4 W (1.1), WKL@^AQ OGRANI^ENIQ NA WZAIMNYE RASPOLOVENIQ OWALOW,WYTEKA@]IE IZ TEOREMY bEZU PRI RASSMOTRENII PERESE^ENIJ S PRQMYMI.|TAP (i) PODROBNO OPISAN W [5]. iMENNO, TAM PRIWEDEN ALGORITM PERE^ISLE-NIQ DOPUSTIMYH MODELEJ DLQ O3FO4, KOTORYJ DAET SPISOK IZ 20 RASPOLOVE-NIJ, POKAZANNYH NA RIS. 1; ZATEM S POMO]X@ TEOREMY bR@ZOTTI (SM., NAPRIMER,[10]) O NEZAWISIMOSTI USTRANENIJ NEWYROVDENNYH DWOJNYH TO^EK DOKAZYWAET-SQ, ^TO DLQ KAVDOGO IZ \TIH RASPOLOVENIJ TEOREMA bEZU DOPUSKAET TOLXKO ODNU(S TO^NOSTX@ DO \KWIWALENTNOSTI W SILU SIMMETRII) OBLASTX � WNUTRI OWALAO3 (SM. RIS. 1), GDE MOGUT BYTX RASPOLOVENY � SWOBODNYH OWALOW KRIWOJ C4,� 2 f0; 1; 2; 3g. tAKIM OBRAZOM, WSEGO DLQ TROEK (1.1) IMEEM 20 � 4 = 801DOPUSTIMYH MODELEJ.|TAPAM (ii) I (iii) POSWQ]ENY RAZDELY 2 I 3 SOOTWETSTWENNO.2. pOSTROENIQpREDWARITELXNO OPI[EM PRIMENQEMU@ NIVE KODIROWKU DOPUSTIMYH MODE-LEJ. sLOWOM (POSLEDOWATELXNOSTX@ SIMWOLOW) w = <s1s2:::sn>, sk 2 f+; -g, BU-1w RAZDELE VIIIa)[3] O[IBO^NO UKAZANO "16" WMESTO "20" I "64" WMESTO "80".
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rIS. 1DEM KODIROWATX WZAIMNOE RASPOLOVENIE OWALOW O3 I O4, SOSTAWLENNOE IZ BLOKOW



4 s.`.orewkow, g.m.polotowskijB(s1); : : : ; B(sn) W SOOTWETSTWII S RIS. 2.1; BLOKI B(+) I B(-) IZOBRAVENY NARIS. 2.2. uDOBNO S^ITATX, ^TO SIMWOLY "<" I ">" TOVE WHODQT W SLOWO w; OTWE-^A@]IMI IM BLOKAMI B(<) I B(>) QWLQ@TSQ KRAJNIJ LEWYJ I KRAJNIJ PRAWYJBLOKI NA RIS. 2.1.zAME^ANIE. qSNO, ^TO WOZMOVNY 32 RAZLI^NYH SLOWA w OPISANNOGO WIDA. pOSLEOTOVDESTWLENIQ SLOW, PEREHODQ]IH DRUG W DRUGA PRI IZMENENII NAPRAWLENIQ^TENIQ, OSTANUTSQ DWADCATX SLOW, ZAPISANNYH POD SOOTWETSTWU@]IMI IM MO-DELQMI NA RIS. 1.
nB A 2n2

B s 1

(       )

(   ) . . . . . (   )B s n

(−) (       )B   AB(+)BrIS. 2.1 rIS. 2.2 rIS. 2.3dLQ KODIROWKI RASPOLOVENIJ C3FC4 BUDEM OSNA]ATX SLOWO w UKAZANIEMPARAMETRA � W FIGURNYH SKOBKAH POSLE w.2.1. |LEMENTARNYE POSTROENIQ METODOM MALOGO PARAMETRA.mODELX <+++++>f0g REALIZUETSQ KRIWOJ C3[C4, GDE C4 | M -KWARTIKA, IME-@]AQ 6 TO^EK PEREGIBA NA ODNOM OWALE O4 (TAKAQ KWARTIKA POSTROENA W [11]), AC3 | M -KUBIKA, POLU^ENNAQ MALYM WOZMU]ENIEM OB_EDINENIQ TREH SEKU]IH\TOGO OWALA, DOSTATO^NO BLIZKIH K TREM EGO BIKASATELXNYM I PERESEKA@]IHEGO W ^ETYREH TO^KAH KAVDAQ.dLQ REALIZACII MODELI <++-++>f0g RASSMOTRIM M -KWARTIKU C4, POLU^EN-NU@ WOZMU]ENIEM OB_EDINENIQ DWUH \LLIPSOW. pUSTX L = 0 | BIKASATELXNAQK O4 I E = 0 | \LLIPS, KASA@]IJSQ O4 W TREH TO^KAH TAK, KAK POKAZANO NARIS. 3.1. pREDPOLOVIM, ^TO L < 0 NA O4 I E < 0 WNUTRI \LLIPSA. tOGDAC4 [ fEL = "g PRI 0 < "� 1 DAET ISKOMOE RASPOLOVENIE (SM. RIS. 3.2).
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pROEKTIWNYE M-KUBIKI I M-KWARTIKI W OB]EM POLOVENII 5zAME^ANIQ. 1. iSPOLXZUQ W KA^ESTWE ISHODNOGO RASPOLOVENIQ OB_EDINENIE KO-NIKI I KUBIKI, POLU^A@]EESQ W METODE hARNAKA (SM., NAPRIMER, [10]), ANALOGI^-NYMI \LEMENTARNYMI POSTROENIQMI UDAETSQ REALIZOWATX E]E MODELI<+-+-+>f0g I <-+-+->f3g. mY OPUSKAEM PODROBNOSTI, POSKOLXKU W SLEDU@]EMPUNKTE \TI DWE MODELI BUDUT REALIZOWANY EDINYM SPOSOBOM WMESTE SO WSEMIOSTAW[IMISQ.2. rEALIZACIQ MODELI <++-++>f0g I WSE POSTROENIQ SLEDU@]EGO PUNKTA PO-LU^ENY PERWYM AWTOROM.2.2. pOSTROENIQ S POMO]X@ USTRANENIJ KASPOW.pOSTROENIE OSOBYH KRIWYH. pUSTX W TO^KE p ODNA KRIWAQ NEOSOBA, A DRU-GAQ IMEET OSOBENNOSTX A2n. bUDEM GOWORITX, ^TO \TI KRIWYE IME@T W TO^KEp MAKSIMALXNOE KASANIE, ESLI W NEKOTORYH LOKALXNYH ANALITI^ESKIH KOORDI-NATAH ONI ZAPISYWA@TSQ URAWNENIQMI y = 0 I y2 = x2n+1 SOOTWETSTWENNO. pOANALOGII S KODIROWKOJ WZAIMNYH RASPOLOVENIJ OWALOW MY BUDEM OBOZNA^ATXSLOWOM w = A2njs1 : : : skjA2m WZAIMNOE RASPOLOVENIE OWALA I OSOBOJ ^ETNOJ WET-WI S OSOBENNOSTQMI A2n, A2m, POLU^A@]EESQ IZ RIS. 2.1 ZAMENOJ BLOKOW B(<)I B(>) SOOTWETSTWENNO NA BLOKI B(A2nj) I B(jA2m), POKAZANNYE NA RIS. 2.3.dANNYE OBOZNA^ENIQ PREDPOLAGA@T NALI^IE MAKSIMALXNOGO KASANIQ W OSOBYHTO^KAH (^TO, WPRO^EM, SLEDUET IZ RISUNKA). pOLOVIM TAKVE B(A0j) = B(<),B(jA0) = B(>). kAK I W NEOSOBOM SLU^AE, wf�g BUDET OBOZNA^ATX WZAIMNOE RAS-POLOVENIE M -KUBIKI I KWARTIKI, PRI KOTOROM WNUTRI O3 LEVAT � I SNARUVI� = 3���n�m SWOBODNYH OWALOW KWARTIKI. pOSKOLXKU PRI m+n = 3 IMEEM� = � = 0, W \TOM SLU^AE "f0g" BUDEM OPUSKATX.lEMMA 2.2.1. sU]ESTWU@T SLEDU@]IE RASPOLOVENIQ NEOSOBOJ KUBIKI I OSO-BOJ KWARTIKI:A6j+->; A6j-+>; A4j+-jA2; A4j-+jA2; A2j---jA2f0g; A4j+++>f0g: (2:1)dOKAZATELXSTWO. pUSTX (x : y : z) | ODNORODNYE KOORDINATY W RP 2 I C3 |M -KUBIKA, OWAL O3 KOTOROJ KASAETSQ OSI y = 0 W TO^KE (0 : 0 : 1) I IMEET W \TOJTO^KE KRIWIZNU k (T.E. O3 W OKRESTNOSTI \TOJ TO^KI OPREDELQETSQ URAWNENIEMy = kx2 + : : : ), A NE^ETNAQ WETWX J3 PERESEKAET \TU OSX W NEKOTOROJ TO^KE p.pUSTX KONIKA C2 KASAETSQ OSI y = 0 W TO^KE p I IMEET S J3 E]E PQTX RAZLI^NYHOB]IH TO^EK | IME@TSQ DWE WOZMOVNOSTI TAKOGO RASPOLOVENIQ KRIWYH C3I C2, POKAZANNYE NA RIS. 4.1, 4.2. lEGKO PROWERITX, ^TO PRI KWADRATI^NOMPREOBRAZOWANII fk(x : y : z) = (xy : y2 : yz � kx2) OBRAZ fk(C3) KUBIKIC3 QWLQETSQ KUBIKOJ c OWALOM fk(J3) I NE^ETNOJ WETWX@ fk(O3), a fk(C3 [ C2)REALIZUET RASPOLOVENIE A6j-+> W SLU^AE RIS. 4.1 I A6j+-> W SLU^AE RIS. 4.2.pUSTX TEPERX C3 | M -KUBIKA, RASPOLOVENNAQ OTNOSITELXNO KOORDINATNYHOSEJ TAK, KAK POKAZANO NA RIS. 5.1 (OSX y = 0 | KASATELXNAQ PEREGIBA K NE-^ETNOJ WETWI W TO^KE (0 : 0 : 1)). oPREDELIM NOWU@ M -KUBIKU C 03 URAWNENIEM(yz � kx2)(x � "z) + �y3 = 0. pRI 0 < � � " � k � 1 POLU^IM RASPOLOVENIEKRIWYH C3 I C 03, POKAZANNOE NA RIS. 5.2. rASPOLOVENIE A4j+++>f0g POLU^AETSQKAK fk(C3) [ fk(C 03).e]E 2 KONFIGURACII IZ (2.1) STROQTSQ PRIMENENIEM GIPERBOLIZMA | KWAD-RATI^NOGO PREOBRAZOWANIQ hy(x : y : z) = (x2 : xy : yz). pUSTX OWAL KUBIKI C3
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rIS. 4.1 rIS. 4.2KASAETSQ OSI y = 0 W TO^KE (0 : 0 : 1), A TAKVE PROHODIT ^EREZ TO^KU (0 : 1 : 0).tOGDA A4j+-jA2 I A4j-+jA2 REALIZU@TSQ W WIDE hy(C3) [ hy(C2), GDE C2 | KO-NIKA, PERESEKA@]AQ NE^ETNU@ WETWX KUBIKI C3 W 6 RAZLI^NYH WE]ESTWENNYHTO^KAH, W DWUH IZ KOTORYH C2 KASAETSQ OSEJ x = 0 I y = 0. kAK I WY[E, C2MOVNO WYBRATX DWUMQ SPOSOBAMI.
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(0:0:1)rIS. 5.1 rIS. 5.2nAKONEC, POSTROIM KRIWU@ a2j---ja2. rASSMOTRIM \LLIPSY E, C 0, PERESEKA-@]IESQ W TO^KAH p, p0 I KASA@]IESQ W TO^KE q. pROWEDEM ^EREZ p KASATELXNU@L K C 0. pUSTX r | WTORAQ TO^KA PERESE^ENIQ L I E, A L0 | KASATELXNAQ K E,PROHODQ]AQ ^EREZ r (SM. RIS. 6.1). pOLOVIM C = C 0 + "L2, H = L02 + �LL00;ZDESX MY OBOZNA^AEM ODINAKOWO KRIWU@ I OPREDELQ@]IJ EE MNOGO^LEN, PRI^EMS^ITAEM, ^TO W OBLASTI, POME^ENNOJ NA RIS. 6.1 ZWEZDO^KOJ, MNOGO^LEN LL00 PO-LOVITELEN, a C 0 OTRICATELEN. tOGDA PRQMAQ L KASAETSQ KONIK C I H W TO^KAH pI r SOOTWETSTWENNO, I PRI 0 < � � "� 1 POLU^IM TO, ^TO POKAZANO NA RIS. 6.2.rAZREZAW RP 2 WDOLX L, POLU^IM DISK, IZOBRAVENNYJ NA RIS. 6.3.rAZDUEM NA RP 2 TO^KU r (OBOZNA^IM ^EREZ R WKLEENNU@ PRQMU@), A ZATEMRAZDUEM TO^KU PERESE^ENIQ R I L (WTORU@ WKLEENNU@ PRQMU@ OBOZNA^IM ^E-REZ F ). pOLU^IW[AQSQ POWERHNOSTX SKLEENA IZ WOSXMIUGOLXNIKA NA RIS. 6.4W SOOTWETSTWII SO STRELKAMI NA EGO GRANICE (F1 I F2 | ^ASTI, NA KOTORYE FDELITSQ PRQMYMI R I L). nA KOMPLEKSIFIKACII \TOJ POWERHNOSTI INDEKS SAMO-PERESE^ENIQ KRIWOJ L RAWEN �1. sTQGIWAQ L W TO^KU, POLU^IM (MINIMALXNU@
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rIS. 6.1 rIS. 6.2 rIS. 6.3
p

L
p

L

R

R

C
H

E
F

C

H

E

R

R

F

H

E C

E

FF

R

R

F1

F2F2

F1

rIS. 6.4 rIS. 6.5 rIS. 6.6RACIONALXNU@) LINEJ^ATU@ POWERHNOSTX �2 (SM. RIS. 6.5), PRI^EM F | SLOJ,A R I H | SE^ENIQ RASSLOENIQ �2 ! P2; INDEKSY SAMOPERESE^ENIQ: R2 = �2,H2 = 2. rASSMOTRIM DWULISTNOE NAKRYTIE � : �1 ! �2, RAZWETWLENNOE WDOLXH [ R. tOGDA �1 | LINEJ^ATAQ POWERHNOSTX S INDEKSAMI SAMOPERESE^ENIQ SE-^ENIJ R2 = �1, H2 = 1. kOMPLEKSNOE SOPRQVENIE PODNIMAETSQ S �2 NA �1DWUMQ SPOSOBAMI. wYBEREM TO PODNQTIE, PRI KOTOROM MNOVESTWOM NEPODWIV-NYH TO^EK SLUVIT R�1 := ��1(A), GDE A | WERHNQQ (NA RIS. 6.5) KOMPONENTAMNOVESTWA R�2 n (R[H). pOWERHNOSTX R�1 IZOBRAVENA NA RIS. 6.6 (MY OBOZNA-^AEM ODINAKOWO KRIWYE NA R�2 I IH PROOBRAZY NA R�1 ). sTQGIWAQ R, POLU^AEMRP 2 S TREBUEMYM RASPOLOVENIEM KWARTIKI C I KUBIKI E.pOSLEDNIE DWE OPERACII (DWULISTNOE NAKRYTIE I STQGIWANIE KRIWOJ R) WTERMINAH URAWNENIJ OZNA^A@T SLEDU@]EE. nA U := R�2 n (R [ F ) �= R2 MOVNOWYBRATX AFFINNYE KOORDINATY (x; y), W KOTORYH H IMEET WID y = 0, A SLOIRASSLOENIQ �2 ! P2 IME@T WID x = const. wYBEREM ZNAK KOORDINATY y TAK,^TO y > 0 SWERHU OTH NA RIS. 6.5. tOGDA URAWNENIQ TREBUEMYH KRIWYH POLU^A-@TSQ IZ URAWNENIJ KRIWYH NA U (RIS. 6.5) PODSTANOWKOJ y = z2 S POSLEDU@]EJPROEKTIWIZACIEJ. nAPRIMER, ESLI f(x; y) = 0 | URAWNENIE KRIWOJ C NA U ,TO MNOGOGRANNIKOM nX@TONA MNOGO^LENA f QWLQETSQ TREUGOLXNIK S WER[INAMI(0,0), (4,0), (2,0), I TOGDA f(x; z2) = 0 | URAWNENIE KWARTIKI, U^ASTWU@]EJ WKONFIGURACII A2j---jA2. �pOSTROENIE WOZMU]ENIJ. tEPERX MY POSTROIM WOZMU]ENIQ OSOBENNOSTEJTIPA A2n S U^ETOM RASPOLOVENIQ OTNOSITELXNO MAKSIMALXNO KASA@]EJSQ GLAD-



8 s.`.orewkow, g.m.polotowskijKOJ WETWI. pUSTX (x; y) | LOKALXNYE KOORDINATY, W KOTORYH \TA WETWX IMEETWID y = 0. w SOOTWETSTWII S ISPOLXZUEMOJ WY[E SISTEMOJ KODIROWKI OBOZNA-^IM ^EREZ A2nj (SOOTWETSTWENNO, jA2n) OSOBENNOSTX y2 = xn+1 (SOOTWETSTWENNO,y2 = �xn+1), I <s1 : : : snf�g BUDET OZNA^ATX POSLEDOWATELXNOSTX BLOKOW B(<),B(s1); : : : ; B(sn), RASPOLOVENNYH WPLOTNU@ ODIN K DRUGOMU WDOLX OSI y = 0,WNE KOTORYH NAHODQTSQ � OWALOW W NIVNEJ POLUPLOSKOSTI I � = n � � OWA-LOW W WERHNEJ POLUPLOSKOSTI. mY OPI[EM TOLXKO WOZMU]ENIQ A2nj, TAK KAKWOZMU]ENIQ jA2n POLU^A@TSQ IZ NIH OTRAVENIEM OTNOSITELXNO WERTIKALXNOJOSI.pREDLOVENIE. dLQ L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI ZNAKOW s1; : : : ; sn SU]ESTWU-ET WOZMU]ENIE A2nj ! <s1 : : : snf�g, GDE � | ^ISLO PL@SOW W POSLEDOWATELX-NOSTI �s1; s2;�s3; : : : ; (�1)nsn.dOKAZATELXSTWO. tREBUEMYE WOZMU]ENIQ STROQTSQ METODOM T -KRIWYH wIRO(SM. [12]). pUSTX � | TREUGOLXNIK S WER[INAMI (0; 0), (0; 2), (2n + 1; 0). rA-ZOBXEM EGO NA TREUGOLXNIKI OTREZKAMI [(0; 2); (2k + 1; 0)], k = 1; : : : ; n, I PRO-IZWOLXNYM OBRAZOM PRODOLVIM \TO RAZBIENIE DO PRIMITIWNOJ TRIANGULQCII.rASPREDELENIE ZNAKOW s : � \ Z2 ! f�1g ZADADIM FORMULAMI s(k; 0) = (�1)k,s(k; 1) = sk, s(0; 2) = 1. �zAME^ANIE. w RABOTE PERWOGO AWTORA [9] DOKAZANO, ^TO TAKIM OBRAZOM POLU^A-@TSQ WSE M -RASPOLOVENIQ M -WOZMU]ENIJ OSOBENNOSTI A2n OTNOSITELXNO GO-RIZONTALXNOJ OSI S TO^NOSTX@ DO "POLUVESTKIH" IZOTOPIJ, T.E. IZOTOPIJ, PRIKOTORYH KRIWAQ W KAVDYJ MOMENT IMEET NE BOLEE 2 PERESE^ENIJ S WERTIKALX-NOJ PRQMOJ (ILI, GOWORQ MENEE FORMALXNO, IZOTOPI^ESKAQ KLASSIFIKACIQ, U^I-TYWA@]AQ PORQDOK ^EREDOWANIQ OWALOW). aNALOGI^NYE REZULXTATY POLU^ENYDLQ M -KRIWYH NA LINEJ^ATYH POWERHNOSTQH, TREHKRATNO PERESEKA@]IH SLOI,S U^ETOM RASPOLOVENIQ OTNOSITELXNO ISKL@^ITELXNOGO SE^ENIQ.sLEDSTWIE 2.2.2. oSOBENNOSTI A2, A4, A6 OBLADA@T WOZMU]ENIQMI:A2j ! <+f0g A4j ! <++f1g A6j ! <+++f1g <-++f2g<-f1g <+-f0g <++-f2g <-+-f3g<-+f2g <+-+f0g <--+f1g<--f1g <+--f1g <---f2gpOSTROENIE RASPOLOVENIJ C3FC4. wSE REALIZUEMYE MODELI IZ tEOREMY 1,KROME <+++++>f0g I <++-++>f0g, POSTROENNYH W 2.1, POLU^A@TSQ WOZMU]ENIEMOSOBYH KWARTIK W RASPOLOVENIQH SPISKA (2.1) SPOSOBAMI, PERE^ISLENNYMI WSLEDSTWII 2.2.2. pO POWODU OBOSNOWANIQ TOGO, ^TO L@BYE WOZMU]ENIQ IZ SPISKASLEDSTWIQ 2.2.2 PRIMENIMY K L@BOJ OSOBENNOSTI IZ (2.1), SM. ZAME^ANIE W KONCERABOTY [13].pRI ISPOLXZOWANII PRINQTOJ NAMI SISTEMY KODIROWKI \TI POSTROENIQ MOV-NO OPISATX KAK ^ISTO FORMALXNU@ ZAMENU WYRAVENIJ Anj I jAn W KODAH IZ(2.1) W SOOTWETSTWII S TABLICEJ IZ SLEDSTWIQ 2.2.2, SOPROWOVDAEMU@ SKLA-DYWANIEM ^ISEL, WSTRE^A@]IHSQ W FIGURNYH SKOBKAH. nAPRIMER, IZ OSOBOGORASPOLOVENIQ A2j---jA2f0g POLU^A@TSQ <+---+>f0g, <+---->f1g, <----+>f1g,



pROEKTIWNYE M-KUBIKI I M-KWARTIKI W OB]EM POLOVENII 9<----->f2g, GDE SREDNIE DWA RASPOLOVENIQ \KWIWALENTNY W SILU SIMMETRII.wSE REZULXTATY POSTROENIJ (S U^ETOM TAKIH \KWIWALENTNOSTEJ) SOBRANY W TAB-LICE 7 | SM. PEREFORMULIROWKU tEOREMY 1 W KONCE STATXI.3. zAPRETY3.1. pRIMENENIE TEORII KOMPLEKSNYH ORIENTACIJ.nAPOMNIM NEOBHODIMYE PONQTIQ I FAKTY (DETALI MOVNO NAJTI W [14]). eS-LI MNOVESTWO A WE]ESTWENNYH TO^EK NEOSOBOJ WE]ESTWENNOJ KRIWOJ STEPENI nRAZBIWAET MNOVESTWO KOMPLEKSNYH TO^EK \TOJ KRIWOJ, TO NA DWE SIMMETRI^NYEPOLOWINY. |TI POLOWINY INDUCIRU@T NA A KAK NA OB]EM KRAE DWE PROTIWOPO-LOVNYE ORIENTACII, KOTORYE NAZYWA@TSQ KOMPLEKSNYMI ORIENTACIQMI. pARAOWALOW, ODIN IZ KOTORYH OHWATYWAET DRUGOJ, NAZYWAETSQ IN_EKTIWNOJ PAROJ.iN_EKTIWNAQ PARA ORIENTIROWANNYH OWALOW NAZYWAETSQ POLOVITELXNOJ, ES-LI IH ORIENTACII INDUCIROWANY NEKOTOROJ ORIENTACIEJ OGRANI^IWAEMOGO IMIKOLXCA W RP 2 , I OTRICATELXNOJ W PROTIWNOM SLU^AE. eSLI n NE^ETNO, TO OWALO NAZYWAETSQ POLOVITELXNYM , ESLI [O] = �2[J ] 2 H1(RP 2 n IntO), GDE J| NE^ETNAQ KOMPONENTA KRIWOJ, I OTRICATELXNYM W PROTIWNOM SLU^AE. dLQKRIWOJ STEPENI n PRI n = 2k IMEET MESTO FORMULA rOHLINA2(�+ ���) = l � k2; (3:1)A PRI n = 2k + 1 | FORMULA rOHLINA-mI[A^EWA�+ � �� + 2(�+ ���) = l � k(k + 1): (3:2)zDESX �+(��) I �+(��) OBOZNA^A@T KOLI^ESTWO POLOVITELXNYH (OTRICATELX-NYH) IN_EKTIWNYH PAR I OWALOW KRIWOJ, A l | OB]EE ^ISLO OWALOW KRIWOJ.tEORIQ KOMPLEKSNYH ORIENTACIJ DLQ KAVDOJ IZ DOPUSTIMYH MODELEJ RIS. 1POZWOLQET ZAPRETITX NEKOTORYE ZNA^ENIQ DLQ PAR (�; �). pUSTX, NAPRIMER, MO-DELX <+++++>f�g REALIZUETSQ NEKOTOROJ KRIWOJ C3[C4. kUBIKA C3 I KWARTIKAC4 OBLADA@T KOMPLEKSNYMI ORIENTACIQMI KAK M -KRIWYE, PRI^EM OWAL O3 OT-RICATELEN W SILU (3.2) PRI k = l = 1. zAFIKSIRUEM NEKOTORU@ KOMPLEKSNU@ORIENTACI@ KUBIKI I WYBEREM ORIENTACI@ OWALA O4 | NAPRIMER, TAK, KAKPOKAZANO NA RIS. 7. pUSTX SREDI � I � SWOBODNYH OWALOW KWARTIKI �+ I �+POLOVITELXNYH OTNOSITELXNO NE^ETNOJ WETWI J3, A OSTALXNYE �� I �� | OTRI-CATELXNY. pOSTROIM TEPERX NEOSOBU@ KRIWU@ STEPENI 7 KAK REZULXTAT MALOGOWOZMU]ENIQ KRIWOJ C3 [C4, USTRANQ@]EGO WSE 12 DWOJNYH TO^EK SOGLASOWANNOS WYBRANNYMI ORIENTACIQMI | SM. PUNKTIR NA RIS. 7. |TO MOVNO SDELATXW SILU TEOREMY bR@ZOTTI. pO TEOREME fIDLERA (SM.[15] ILI [14]), INDUCI-ROWANNAQ PRI \TOM ORIENTACIQ WOZMU]ENNOJ KRIWOJ QWLQETSQ EE KOMPLEKSNOJORIENTACIEJ, I, SLEDOWATELXNO, DOLVNA UDOWLETWORQTX FORMULE (3.2) S k = 3.w NA[EM PRIMERE MY IMEEM l = 15 (12 OWALOW, WOZNIK[IH PRI USTRANENIQHOSOBENNOSTEJ, I TRI | IZ SWOBODNYH OWALOW KWARTIKI), �+ = �+ + �+ + 6,�� = �� + �� + 6, �+ = �+, �� = �� I FORMULA (3.2) WMESTE S USLOWIEM, ^TOOB]EE ^ISLO SWOBODNYH OWALOW RAWNO TREM, DAET SISTEMU( 3(�+ � ��) + (�+ � ��) = 3;�+ + �� + �+ + �� = 3: (3:3)
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O3 O4

3Jβ β

α
α

rIS. 7 tABLICA 1.N PP. � �+ �� �+ �� l.^. N PP. � �+ �� �+ �� l.^.1 3 3 0 0 0 9 11 1 1 0 2 0 52 3 2 1 0 0 3 12 1 1 0 1 1 33 3 1 2 0 0 -3 13 1 1 0 0 2 14 3 0 3 0 0 -9 14 1 0 1 2 0 -15 2 2 0 1 0 7 15 1 0 1 1 1 -36 2 2 0 0 1 5 16 1 0 1 0 2 -57 2 1 1 1 0 1 17 0 0 0 3 0 38 2 1 1 0 1 -1 18 0 0 0 2 1 19 2 0 2 1 0 -5 19 0 0 0 1 2 -110 2 0 2 0 1 -7 20 0 0 0 0 3 -3oSTALOSX NAJTI CELYE NEOTRICATELXNYE RE[ENIQ SISTEMY (3.3).zAMETIM TEPERX, ^TO WID LEWOJ ^ASTI PERWOGO URAWNENIQ W (3.3) ODIN I TOTVE DLQ WSEH MODELEJ O3FO4 IZ SPISKA RIS. 1. pRAWAQ ^ASTX \TOGO URAWNENIQZAWISIT, WOOB]E GOWORQ, OT WZAIMNOGO RASPOLOVENIQ OWALOW O3 I O4, A TAKVEOT WYBORA ORIENTACII OWALA O4, ODNAKO NESLOVNO PROWERITX, ^TO PRI SMENE\TOJ ORIENTACII MENQETSQ TOLXKO ZNAK PRAWOJ ^ASTI, A MODULX OSTAETSQ NEIZ-MENNYM.2 w tABLICE 1 PERE^ISLENY WSE LOGI^ESKI WOZMOVNYE NABORY CELYHNEOTRICATELXNYH ZNA^ENIJ �+, ��, �+, ��, UDOWLETWORQ@]IE WTOROMU URAW-NENI@ (3.3), I SOOTWETSTWU@]IE ZNA^ENIQ LEWOJ ^ASTI ("l.^.") PERWOGO URAW-NENIQ \TOJ SISTEMY. sOPOSTAWLQQ S NIMI WOZMOVNYE ZNA^ENIQ PRAWOJ ^ASTI\TOGO URAWNENIQ ("p.^.") DLQ KAVDOJ MODELI RIS. 1, PRIWEDENNYE W tABLICE 2,POLU^AEM ZAPRETY, UKAZANNYE W POSLEDNEM STOLBCE \TOJ TABLICY. w ^ASTNOSTI,MODELX <+++++>f2g NE MOVET BYTX REALIZOWANA NIKAKOJ KRIWOJ STEPENI 7.3.2. pRIMENENIE TEORII ZACEPLENIJ.3.2.1. rASPOLOVENIE KRIWOJ OTNOSITELXNO PU^KA PRQMYH. pUSTX C � RP 2| MODELX WE]ESTWENNOJ KRIWOJ STEPENI m, IME@]EJ W KA^ESTWE OSOBENNOSTEJLI[X PROSTYE DWOJNYE TO^KI. fIKSIRUEM TO^KU p 2 RP 2 nC I OBOZNA^IM ^EREZ2pO\TOMU SMENA ODNOJ IZ ISHODNYH ORIENTACIJ NA PROTIWOPOLOVNU@ NE DAST NOWYH ZAPRETOW.



pROEKTIWNYE M-KUBIKI I M-KWARTIKI W OB]EM POLOVENII 11tABLICA 2.kODY RASPOLOVENIJ O3FO4 p.^. zAPRET<+++++><-+-+-><--+-+><++---><+--+-><-++--><+---+> �3 � 6= 2<--+--><-+---><+----> �5 � 6= 0; 3<-----> �7 � 6= 0; 1; 3oSTALXNYE KODY SPISKA RIS. 1 �1 � 6= 3Lp PU^OK PRQMYH, PROHODQ]IH ^EREZ \TU TO^KU. wYBEREM AFFINNYE KOORDINA-TY (x; y) TAK, ^TO (i) Lp = fltg, GDE lt | PRQMAQ, ZADANNAQ URAWNENIEM x = t;(ii) C IMEET m RAZLI^NYH WE]ESTWENNYH TO^EK PERESE^ENIQ S BESKONE^NO UDA-LENNOJ PRQMOJ; (iii) C NAHODITSQ W OB]EM POLOVENII OTNOSITELXNO Lp, T.E. WLp IMEETSQ KONE^NOE ^ISLO KRITI^ESKIH PRQMYH lx1 ; : : : ; lxq , x1 < � � � < xq , IKAVDAQ IZ NIH IMEET ODNU TO^KU DWUKRATNOGO PERESE^ENIQ S C (T.E. KAVDAQIZ \TIH PRQMYH LIBO KASAETSQ C, LIBO PERESEKAET C W EE DWOJNOJ TO^KE BEZKASANIQ).sHEMU RASPOLOVENIQ KRIWOJ C OTNOSITELXNO PU^KA Lp BUDEM KODIROWATX,KAK I W [9], SLOWOM u1 : : : uq, GDE KAVDAQ BUKWA ui HARAKTERIZUET RASPOLOVENIEKRIWOJ C W OKRESTNOSTI PRQMOJ lxi I PRINIMAET ODNO IZ ZNA^ENIJ � k, � k,�k (k 2 f1; : : : ;m � 1g) W SOOTWETSTWII S RIS. 8; PARU RASPOLOVENNYH PODRQDSIMWOLOW�k �k BUDEM ZAMENQTX ODNIM SIMWOLOM �k ("SWOBODNYJ OWAL W k-TOJPOLOSE").
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�k �k �k �krIS. 8pRIMER. pREDPOLOVIM, ^TO MODELX <+-+-+>f2g REALIZUETSQ NEKOTOROJ KRI-WOJ C = C3 [ C4. pUSTX O�� | ODIN IZ DWUH SWOBODNYH OWALOW \TOJ KRIWOJ,LEVA]IH W OBLASTI �, I p | TO^KA WNUTRI O��. tOGDA MOVNO WYBRATX AF-FINNYE KOORDINATY (x; y), UDOWLETWORQ@]IE PERE^ISLENNYM WY[E USLOWIQM,W KOTORYH C RASPOLOVENA TAK, KAK IZOBRAVENO NA RIS. 9. w SILU TEOREMY bEZUOSTALXNYE DWA SWOBODNYH OWALA, O� W OBLASTI � I O� W OBLASTI �, DOLVNYNAHODITXSQ WNUTRI WERTIKALXNOJ POLOSY D = fx7 < x < x12g, GDE lx7 I lx12| KRITI^ESKIE PRQMYE, KASA@]IESQ OWALA O4. mNOVESTWO J3 [o3 [o�� DELITD NA [ESTX GORIZONTALXNYH POLOS, KOTORYE MY ZANUMERUEM ^ISLAMI OT 1 DO 6SNIZU WWERH (W PORQDKE WOZRASTANIQ KOORDINATY y). pO TEOREME bEZU NI ODNA



12 s.`.orewkow, g.m.polotowskijPRQMAQ PU^KA Lp (WERTIKALXNAQ PRQMAQ NA RIS. 9) NE MOVET PERESEKATX OBAOWALA O� I O� . pUSTX LEWYJ IZ \TIH OWALOW RASPOLOVEN W i-J POLOSE, A PRAWYJ| W j-J. tOGDA SHEMA RASPOLOVENIQ KRIWOJ C OTNOSITELXNO Lp KODIRUETSQSLOWOM �3�2�2�3�3�2�3 �i �j�4�5�4�4�5�5�4: (3:4)pOSKOLXKU POLOSY S NOMERAMI 2 I 5 (3 I 4) PRINADLEVAT ODNOJ OBLASTI �(SOOTWETSTWENNO, OBLASTI �), TO, S U^ETOM O^EWIDNOJ SIMMETRII, DOSTATO^NORASSMOTRETX TOLXKO SLU^AI (i; j) 2 f(2; 3); (2; 4); (5; 3); (5; 4)g.zAME^ANIE. ~TOBY W tABLICE 3 NIVE ZAPISX KODA BYLA KORO^E, WMESTO�k BUDEMPISATX SAM INDEKS k. nAPRIMER, (3.4) BUDET IMETX WID 322322�3oioj�4542524.
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rIS. 9.3.2.2. kOSA WE]ESTWENNOJ ALGEBRAI^ESKOJ KRIWOJ. nAPOMNIM, ^TO KOSA IZm NITEJ | \TO GRAFIK m-ZNA^NOJ FUNKCII F : [0; 1] ! C S POPARNO RAZLI^-NYMI ZNA^ENIQMI W KAVDOJ TO^KE, RASSMATRIWAEMYJ S TO^NOSTX@ DO POSLOJNOJIZOTOPII, PRI^EM F (0) = F (1) = fy1; : : : ; ymg, Re y1 < � � � < Re ym. gRUPPA BmKOS IZ m NITEJ IMEET STANDARTNOE KOPREDSTAWLENIEh�1; : : : ; �m�1 j �i�j = �j�i PRI ji� jj > 1, �i�j�i = �j�i�j PRI ji� jj = 1i;GDE OBRAZU@]AQ �k POKAZANA NA RIS. 8, A ORIENTACIQ WYBIRAETSQ TAK, ^TO DWU-ZNA^NOJ FUNKCII F (t) = e�t�i; t 2 [0; 1]; OTWE^AET KOSA �1 2 B2.zAMYKANIEM KOSY b 2 Bm NAZYWAETSQ ZACEPLENIE W R3 , POLU^ENNOE SOEDI-NENIEM KONCOW F (1) EE NITEJ S IH NA^ALAMI F (0) c POMO]X@ m DUG, PROEKCIIKOTORYH NA PLOSKOSTX NE PERESEKA@TSQ.sLEDUQ [9], WE]ESTWENNOJ ALGEBRAI^ESKOJ KRIWOJ C STEPENI m I TO^KEp 2 RP 2 n C SOPOSTAWIM KOSU b(C;p) 2 Bm SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX y = F (x)| m-ZNA^NAQ FUNKCIQ, GRAFIKOM KOTOROJ QWLQETSQ KOMPLEKSIFIKACIQ KRIWOJC, I PUSTX x = 
(t), t 2 [0; 1] | PROSTAQ ZAMKNUTAQ KRIWAQ W WERHNEJ POLUPLOS-KOSTI KOMPLEKSIFIKACII OSI Ox, OHWATYWA@]AQ WSE ZNA^ENIQ x S Imx > 0,



pROEKTIWNYE M-KUBIKI I M-KWARTIKI W OB]EM POLOVENII 13PRI KOTORYH lx | KRITI^ESKAQ PRQMAQ PU^KA Lp. tOGDA b(C;p) | KOSA, SOOTWET-STWU@]AQ GRAFIKU FUNKCII y = F (
(t)). |TA KOSA, WOOB]E GOWORQ, ZAWISIT OTNA^ALXNOJ TO^KI PUTI 
, NO EE KLASS SOPRQVENNOSTI, A ZNA^IT, I ZAMYKANIE,| NE ZAWISQT.eSLI C IMEET m WE]ESTWENNYH TO^EK PERESE^ENIQ S BESKONE^NO UDALENNOJPRQMOJ I NE MENEE m� 2 WE]ESTWENNYH TO^EK PERESE^ENIQ S KAVDOJ IZ OSTALX-NYH PRQMYH PU^KA Lp, TO NESLOVNO UBEDITXSQ (SM. [9]), ^TO KOSA b(C;p) ODNO-ZNA^NO S TO^NOSTX@ DO SOPRQVENNOSTI OPREDELQETSQ WIDIMYM NA RP 2 RASPO-LOVENIEM KRIWOJ C OTNOSITELXNO PU^KA PRQMYH Lp. rAZLOVENIE KOSY b(C;p)NA STANDARTNYE OBRAZU@]IE �1; : : : ; �m�1 POLU^AETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. pO-LOVIM �k;l = Qli=k �i (INDEKS i MENQETSQ POSLEDOWATELXNO OT i = k DO i = l),�k;l = ��1l;k�1�k;l+1 I �l;k = ��1k;l PRI k > l, �k;k = 1, �m = �1;m�1�1;m�2 : : : �1;1.tOGDA b(C;p) = bR�m, GDE bR 2 Bm POLU^AETSQ IZ KODIRU@]EGO SLOWA u1 : : : uq(SM. 3.2.1) PRIMENENIEM SLEDU@]IH PRAWIL ZAMENY PODSLOW:(i) �k � l �! ��1k �k;l;(ii) �k �i1 �i2 � � � �ip � l �! ��1k �1 : : : �p�k;l, GDE�j = 8><>: ��1ij PRI ij < k � 1��1ij+2 PRI ij > k � 1�k;k+1��1k�1�k+1;k PRI ij = k � 1(iii) kAVDYJ SIMWOL �i, NE ZAMENENNYJ PO PRAWILU (ii), ZAMENQETSQ NA ��1i .pRIMER. dLQ SLOWA (3.4) PRI (i; j) = (2; 3) POLU^AEMbR = ��13 ��22 ��23 ��12| {z }�3�2�2�3�3�2 ���13 (��12 �3)| {z }�3�2 ���12 (��13 �2)| {z }�2�3 ���13 (��14 �3)| {z }�3�4 ���15 ��24 ��25 ��14| {z }�5�4�4�5�5�4 :3.2.3. nERAWENSTWO mURASUGI-tRISTRAMA. nAPOMNIM NEKOTORYE OPREDELE-NIQ. pUSTX A | WE]ESTWENNAQ SIMMETRI^NAQ MATRICA, I B = QAQt | EEDIAGONALIZACIQ. sIGNATURA �(A) I DEFEKT (nullity) n(A) MATRICY A OPREDE-LQ@TSQ KAK SUMMA ZNAKOW DIAGONALXNYH \LEMENTOW I ^ISLO NULEJ NA DIAGONALIMATRICY B.pOWERHNOSTX@ zEJFERTA ORIENTIROWANNOGO ZACEPLENIQ L W TREHMERNOJ SFE-RE S3 NAZYWAETSQ SWQZNAQ ORIENTIROWANNAQ POWERHNOSTXX � S3, KRAEM KOTOROJ(S U^ETOM ORIENTACII) QWLQETSQ L. pUSTX x1; : : : ; xn | BAZIS W H1(X;Z). mAT-RICEJ zEJFERTA NAZYWAETSQ MATRICA IZ KO\FFICIENTOW ZACEPLENIQ lk(xi; x+j ),GDE x+j | REZULXTAT MALOGO SDWIGA CIKLA xj WDOLX POLQ POLOVITELXNYH NOR-MALEJ K X . sIGNATURA �(L) I DEFEKT n(L) ZACEPLENIQ L OPREDELQ@TSQ FOR-MULAMI �(L) = �(V + V t), n(L) = 1 + n(V + V t), GDE V | MATRICA zEJFERTA.oPREDELIM SIGNATURU �(b) I DEFEKT n(b) KOSY b KAK SIGNATURU I DEFEKT EEZAMYKANIQ I DLQ b =Q�kii POLOVIM e(b) =P ki.w [9] POKAZANO, ^TO NEOBHODIMYM USLOWIEM TOGO, ^TO DANNAQ SHEMA RASPOLO-VENIQ KRIWOJ OTNOSITELXNO PU^KA PRQMYH Lp REALIZUEMA WE]ESTWENNOJ ALGEB-RAI^ESKOJ KRIWOJ STEPENI m, QWLQETSQ NERAWENSTWO mURASUGI | tRISTRAMA,



14 s.`.orewkow, g.m.polotowskijKOTOROE W RASSMATRIWAEMOM SLU^AE MOVNO ZAPISATX W WIDEj�(b)j+m� e(b)� n(b) 6 0; b = b(C;p) 2 Bm: (3:5)dLQ WY^ISLENIQ MATRICY zEJFERTA PO ZADANNOJ KOSE b MY POLXZOWALISX NE-SLOVNOJ KOMPX@TERNOJ PROGRAMMOJ, NAPISANNOJ PERWYM AWTOROM DLQ WY^IS-LENIJ W [9]. |TA PROGRAMMA OPIRAETSQ NA STANDARTNYJ ALGORITM POSTROENIQPOWERHNOSTI zEJFERTA S POMO]X@ TAK NAZYWAEMYH OKRUVNOSTEJ zEJFERTA, PO-LU^A@]IHSQ PRI SGLAVIWANII DWOJNYH TO^EK NA DIAGRAMME ZACEPLENIQ; POD-ROBNOSTI SM. W [9]. |TOT ALGORITM DAET MATRICU s� s, GDE s = e(b) +m� 1.3.2.4. rEZULXTATY WY^ISLENIJ.zDESX MY PRIWODIM REZULXTATY WY^ISLENIJ WELI^IN, WHODQ]IH W NERAWEN-STWO (3.5), I POLU^ENNYE NA \TOJ OSNOWE ZAPRETY. wO WTOROJ I TRETXEJ KOLONKAHTABLICY 3 PERE^ISLENY WSE MODELI, ZAPRE]ENNYE S POMO]X@ TEORII ZACEPLE-NIJ. w GRAFE "N" DAN NOMER STROKI; NIVE SSYLKA NA k-@ STROKU TABLICY 3IMEET WID "Nk". w GRAFE "p" SLEDU@]IM OBRAZOM UKAZAN WYBOR TO^KI p (CENTRAPU^KA PRQMYH):I | WNUTRI SWOBODNOGO OWALA KRIWOJ C4 IZ OBLASTI �;II | WNUTRI PERESE^ENIQ WNUTRENNOSTEJ NESWOBODNYH OWALOW O3 I O4;III | W OBLASTI � WNE OWALOW KRIWOJ C4, NO W WYPUKLOJ OBOLO^KE OWALA O4;IV | W OBLASTI, POME^ENNOJ ZWEZDO^KOJ NA TRETXEJ MODELI RIS. 1 (DANNYJWYBOR TO^KI p MY ISPOLXZUEM TOLXKO DLQ \TOJ MODELI).w SLEDU@]EJ KOLONKE TABLICY 3 PRIWEDENY KODY WZAIMNYH RASPOLOVENIJPU^KA Lp I MODELI KRIWOJ C3 [ C4. zAMETIM, ^TO WYBOR MESTORASPOLOVENIQTO^KI p OPREDELQET \TOT KOD S TO^NOSTX@ DO SLEDU@]IH ZAMEN FRAGMENTOWKODOW: �j�j�1 $ �j�1�j ; �j�1�j $�j�j�1; �juk $ uk�j ; (3:6)�j�j�1 $ ?; (3:7)GDE jk � jj > 1 I u | L@BOJ IZ SIMWOLOW�, �, �. wYBOR WARIANTOW IZ (3.6)NE WLIQET NA REZULXTATY WY^ISLENIJ, W SLU^AE (3.7) WSEGDA BUDEM WYBIRATXWARIANT "?" (SM. PREDLOVENIE 5.3.1[9]). tOGDA e(b) = 9�#(o)�#(�), GDE#(�) |KOLI^ESTWO SIMWOLOW DANNOGO WIDA W KODE (SM. POSLEDNIJ STOLBEC tABLICY 3).dLQ RASSMATRIWAEMOGO W \TOJ STATXE SLU^AQ m = 7. oBOZNA^IM ^EREZ hLEWU@ ^ASTX NERAWENSTWA (3.5). dLQ STROKI N1 WY^ISLENIQ DA@T n = 1, � = 2,OTKUDA h = 2+7�6�1 = 2, ^TO PROTIWORE^IT NERAWENSTWU (3.5), T.E. DOKAZYWAETNEREALIZUEMOSTX MODELI <+++++>f3g.w TABLICE 4 PRIWEDENY WSE PODLEVA]IE RASSMOTRENI@ NABORY ZNA^ENIJ PA-RAMETROW i I j (T.E. WOZMOVNYE SPOSOBY RASPREDELENIQ SWOBODNYH OWALOW SU^ETOM SIMMETRII| SR. S PRIMEROM W P.3.2.1) DLQ STROKI N2, A W TABLICE 5 |NABORY (i; j; k) DLQ STROK N4{N18; NABORY DLQ STROKI N3 SODERVATSQ W TABLICE6. dLQ STROKI N2 WY^ISLENIQ DA@T n = 1 I ZNA^ENIQ WELI^INY �, PRIWEDENNYEW TABLICE 4, OTKUDA OPQTX WO WSEH SLU^AQH POLU^AEM h > 0. dLQ STROK N3{N18IMEEM e(b) < 6, PO\TOMU ESLI n = 1, TO DLQ \TIH STROK (3.5) DAET ZAPRETNEZAWISIMO OT ZNA^ENIQ SIGNATURY �. rEZULXTATY WY^ISLENIJ DLQ TEH SLU^AEW,KOGDA n > 1, SOBRANY W TABLICE 6.



pROEKTIWNYE M-KUBIKI I M-KWARTIKI W OB]EM POLOVENII 15tABLICA 3.N kOD MODELI � p kOD RASPOLOVENIQ e(b)1 <+++++>f�g 3 II �2o2o2112�5 62 <+-+-+>f�g 1,2 I 322322�3oioj�4542524 63 <-+-+->f�g 0,1 IV 23123�3oiojok�323132�3�4 44 <-++++>f�g 0 II 22�3oiojok184�56 55 <++-++>f�g 2 III 52�6oiojok231223�652 56 <+++-+>f�g 2 III 6�5oiojok221226�56 57 <-+++->f�g 0,1 III 62�5oiojok1261�562 58 <-+-++>f�g 0,1 III 6�5oiojok24122212�56 59 <-++-+>f�g 1 III 6�5oiojok22122412�56 510 <--+++>f�g 0 III 6�5oiojok2614�56 511 <+--++>f�g 1 III 6�5oiojok241422�56 512 <--+-->f�g 1 III 62�5oiojok132213�562 513 <--+-+>f�g 0,3 III 6�5oiojok22122214�56 514 <++--->f�g 0,3 III 6�5oiojok1624�56 515 <+--+->f�g 0 III 6�5oiojok12221422�56 516 <-++-->f�g 0 III 6�5oiojok142412�56 517 <+---+>f�g 3 III 52�6oiojok2162�652 518 <-+--->f�g 1 III 6�5oiojok162212�56 5tABLICA 4.sTROKA N2� i j � h1 3 3 -2 21 3 4 -2 21 4 3 -4 42 2 3 -4 42 2 4 -2 22 5 3 -2 22 5 4 -2 2
tABLICA 5.sTROKA � rASSMOTRENNYE NABORY (ijk)N4 0 (333)(334)(343)(344)(433)(434)(443)(444)N5 2 (665)(664)(656)(646)N6 2 (665)(664)(656)(646)(566)(466)N7 0 (555)(554)(545)(544)(444)N8,N10,N13{N16 0 (555)(554)(545)(544)(455)(454)(445)(444)N7,N12 1 (655)(654)(645)(644)(565)(564)(464)N8,N9,N11,N18 1 (655)(654)(645)(644)(565)(564)(556)(546)(465)(464)(456)(446)N13,N14,N17 3 (666)iTAK, WO WSEH SLU^AQH, WKL@^ENNYH W TABLICU 3, h > 0, ^TO I ZAWER[AETDOKAZATELXSTWO TEOREMY 1.zAME^ANIQ. 1. pRIWEDENNYE WY[E DOKAZATELXSTWA SU]ESTWENNO OPIRA@TSQ NA"UDA^NYJ" WYBOR OBLASTI (KOMPONENTY MNOVESTWA RP 2 n C) DLQ TO^KI p: WY-^ISLENIQ POKAZALI, ^TO DALEKO NE PRI L@BOM WYBORE NERAWENSTWO (3.5) DAETPROTIWORE^IE. s DRUGOJ STORONY, "UDA^NYJ" WYBOR \TOJ OBLASTI, WOOB]E GO-WORQ, NE EDINSTWENNYJ: NAPRIMER, MODELX <-+-+->f1g (SM. STROKU N3 W TABLI-CE 3) ZAPRE]AETSQ I PRI WYBORE TIPA "I".2. mODELI, NEREALIZUEMYE W SILU P.3.1, TOVE MOGUT BYTX ZAPRE]ENY METODA-MI P.3.2. mY PRIWELI W P.3.1 DOKAZATELXSTWA S POMO]X@ TEORII KOMPLEKSNYH



16 s.`.orewkow, g.m.polotowskijtABLICA 6.CTROKa � i j k n � h CTROKa � i j k n � hN3 0 3 3 3 2 -1 2 N3 1 3 2 3 2 -3 4N3 0 3 3 4 2 -3 4 N3 1 3 2 4 2 -3 4N3 0 3 4 3 2 -3 4 N3 1 4 2 4 3 -2 2N3 0 3 4 4 2 -3 4 N8 0 4 4 5 2 -2 2N3 0 4 3 4 2 -3 4 N8 1 6 4 5 2 -2 2N3 0 4 4 4 3 -2 2 N8 1 5 6 4 2 -2 2N3 1 2 3 3 2 -1 2 N8 1 5 4 6 2 -2 2N3 1 2 3 4 2 -3 4 N8 1 4 6 5 2 -2 2N3 1 2 4 3 2 -3 4 N15 0 5 5 4 2 -2 2N3 1 2 4 4 3 -2 2 N18 1 4 5 6 2 -2 2ORIENTACIJ, POSKOLXKU ONI ZNA^ITELXNO PRO]E I NE TREBU@T KOMPX@TERNYHWY^ISLENIJ.pRIWEDEM W ZAKL@^ENIE \KWIWALENTNU@ TEOREME 1 FORMULIROWKU, SODERVA-]U@ UKAZANIQ NA METODY DOKAZATELXSTWA. tABLICA 7.f0g f1g f2g f3g f0g f1g f2g f3g<+++++> 9 e 9 6 c.o. <+--++> 9 4 9 2 c.o.<+-+-+> 9 e,2,3 c.o. <--+--> c.o. 9 3 c.o.<-+-+-> c.o. 9 e,1,4 <--+-+> 9 2,3 c.o.<++++-> 9 1 9 6 c.o. <++---> 9 4 c.o.<++-++> 9 e 9 4 c.o. <+--+-> 9 1,4 c.o. 9 2<+++-+> 9 6 9 2,3 c.o. <-++--> 9 1 c.o. 9 3<-+++-> 9 1 c.o. <+---+> 9 5 9 2 c.o.<-+-++> 9 1,4 c.o. <-+---> c.o. 9 1,4 c.o.<+-++-> 9 1 9 2,3 c.o. <+----> c.o. 9 5 9 2 c.o.<--+++> 9 6 9 3 c.o. <-----> c.o. c.o. 9 5 c.o.tEOREMA 10. tOPOLOGI^ESKAQ KLASSIFIKACIQ TROEK (RP 2 ; C3FC4; C3) OPISY-WAETSQ TABLICEJ 7, GDE REALIZUEMYE MODELI I TOLXKO ONI OTME^ENY ZNAKOM"9", BUKWA "e" RQDOM S KOTORYM UKAZYWAET NA \LEMENTARNOE POSTROENIE (SM.P. 2.1), A CIFRY | PORQDKOWYJ NOMER WOZMU]AEMOJ KRIWOJ IZ SPISKA (2.1) PRIPOSTROENIQH P. 2.2. mODELI, ZAPRE]ENNYE W P. 3.1 PRI POMO]I KOMPLEKSNYHORIENTACIJ (SM. TABLICU 2), POME^ENY BUKWAMI "c.o.". oSTALXNYE MODELI(SM. PUSTYE KLETKI) ZAPRE]ENY W P. 3.2.sPISOK LITERATURY1. pOLOTOWSKIJ g.m., kATALOG M-RASPADA@]IHSQ KRIWYH 6-GO PORQDKA, dan sssr, 236:3(1977), 548{551.2. , (M � 1)- I (M � 2)-RASPADA@]IESQ KRIWYE 6-GO PORQDKA, mETODY KA^ESTWENNOJTEORII DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ, gORXKOWSKIJ UNIWERSITET, gORXKIJ, 1978, 130{148.
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