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ó. à. ïÒÅ×ËÏ×

áÎÎÏÔÁ�ÉÑ. íÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ × ÔÒÅÈ-

ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÈ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ËÒÉ×ÁÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ. íÙ ÓÔÒÏÉÍ �ÒÉÍÅÒ ÇÌÁÄËÏÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ ÎÅÓ×ÑÚÎÏ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÎÅ ÒÁÚÌÉ-

ÞÁÀÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ Ó ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ.

1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ

ðÕÓÔØ C | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ × RP

n

. óÌÅÄÕÑ [2℄,

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÏÓÔÉ H(C) ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÅË-

ÔÉ×ÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× L ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 × RP

n

ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ C ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ L, Ô. Å. C ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó L É ËÁÖÄÁÑ �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ L ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ

ÉÍÅÅÔ Ó (ËÏÍ�ÌÅËÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ) ËÒÉ×ÏÊ C ÔÏÌØËÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.

ûÁÍÏ×ÉÞ É ÷ÉÎÎÉËÏ× �ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ×Ï�ÒÏÓ [5, ×Ï�ÒÏÓ 3.13℄, ×ÓÅÇÄÁ ÌÉ H(C) Ó×ÑÚÎÏ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË ÄÌÑ n = 2. ïÄÎÁËÏ ëÕÍÍÅÒ É ûÏÕ [2℄ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ

ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ ÄÌÑ n = 3. ïÎÉ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ �ÒÉÍÅÒ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ C × RP

3

ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 É

ÒÏÄÁ 1, ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ A É B, �ÒÉÞÅÍ C ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÎÁ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÒÑÍÙÈ L, L

0

É ÉÎÄÅËÓÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ A É B Ó L É L

0

ÒÁÚÌÉÞÎÙ:

�

lk(A;L); lk(B;L)
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lk(A;L

0

); lk(B;L

0

)
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.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 3 É ÌÅÍÍÁ 3.12℄ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ (ÈÏÔÑ Ñ×ÎÏ ÜÔÏ É ÎÅ ÓÆÏÒÍÕ-

ÌÉÒÏ×ÁÎÏ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÅÒÉÑ �ÒÉÍÅÒÏ× Ó ÌÀÂÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á H(C). üÔÏ ËÒÉ×ÙÅ W

g

(a

0

; : : : ; a

g

) × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ [3℄, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �Ï-

ÓÔÒÏÅÎÎÁÑ × [2℄ ËÒÉ×ÁÑ | ÜÔÏ W

1

(2; 2). ÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ, ËÁË É × [2℄, ÌÀÂÙÅ Ä×Å

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á H(C) ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ [3,

�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.13℄.

�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ (ÓÍ. [2, ×Ï�ÒÏÓ 2℄): ÂÙ×ÁÅÔ ÌÉ ÔÁË, ÞÔÏ

H(C) ÎÅÓ×ÑÚÎÏ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ-

×ÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ C? ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ

ÚÁÍÅÔËÅ ÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ n = 3.

íÙ ÓÔÒÏÉÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ C × RP

3

ÓÔÅ�ÅÎÉ 8 É Ä×Å �ÒÑÍÙÅ L;L

0

2 H(C),

ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÁÚÎÙÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á H(C), �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ

ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ C [ L É C [ L

0

ÎÅ ÉÚÏÔÏ�ÎÙ × RP

3

. ðÏÓËÏÌØËÕ Õ ËÒÉ×ÏÊ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ËÏÍ-

�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ÉÎÄÅËÓÙ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

H(C).
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2. ðÒÉÍÅÒ

2.1. ÷Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ �ÒÑÍÙÈ. ðÕÓÔØ (x; y; z) | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ËÁÒÔÅ ÎÁ RP

3

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L ÏÓØ z, Á ÞÅÒÅÚ L

0

| ÏÂÝÕÀ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ z = 
onst. ðÕÓÔØ R | �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ 90

Æ
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0

= (3;�1;�1), q

0

= (3; 1; 1), p

k

= R

k

(p

0

), q

k

= R

k

(q

0

), `

k

= (p
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); ÓÍ. ÒÉÓ. 1, ÇÄÅ ÞÅÒÎÙÅ É ÓÅÒÙÅ ÞÁÓÔÉ �ÒÑÍÙÈ `

k
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k

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ

ÚÎÁËÕ z-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.
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òÉÓ. 1. ðÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ Oxy

îÁ ÒÉÓ. 2 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÔÁ ÖÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ �ÒÑÍÙÈ, ÎÏ × �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ

Oxz. úÄÅÓØ �×ÅÔ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÚÎÁËÕ y-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÉÓ. 2 �ÏÌÕ-

ÞÅÎ ÉÚ ÒÉÓ. 1 �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ Ox, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÓÉ Oy ÎÁ ÒÉÓ. 2 �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ

ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÏÓÉ Oz ÎÁ ÒÉÓ. 1.
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ïÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍ �ÒÑÍÙÅ `

k

É `

0

k

ÔÁË, ÞÔÏ ÎÁ ÎÉÈ dz > 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕ-

ÞÁÅ ÎÁ ÎÉÈ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ d� > 0, ÇÄÅ (x; y) = (r 
os �; r sin �). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ

ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ ÎÁ L É L

0

ÏÂÅ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÚÁ�Å�ÌÅÎÙ

Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÒÑÍÙÈ `

k

, `

0

k

.

2.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ C. ÷ÏÚÍÕÔÉÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ × x2.1 ×ÏÓØÍÉ

�ÒÑÍÙÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÏÚÌÅ q

0

ÏÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÏÓØ ÂÙ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 3(ÓÌÅ×Á), Á ×ÏÚÌÅ

ÏÓÔÁÌØÎÙÈ Ä×ÏÊÎÙÈ ÔÏÞÅË (q

1

, q

2

, q

3

É p

0

; : : : ; p

3

) | ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 3(Ó�ÒÁ×Á). �ÁËÏÅ

×ÏÚÍÕÝÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ [1, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.4℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [3, ÌÅÍÍÁ 5.1℄) | ÎÁÄÏ

�ÒÑÍÙÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ L;L

0

2 H(C).

pkqk

òÉÓ. 3. ÷ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ × q

0

(ÓÌÅ×Á) É × ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞËÁÈ (Ó�ÒÁ×Á)

2.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ L É L

0

ÌÅÖÁÔ × ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ Ó×ÑÚ-

ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á H(C). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ

C [ L É C [ L

0

ÎÅ ÉÚÏÔÏ�ÎÙ × RP

3

. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÈ �ÏÄÎÑÔÉÑ ÎÁ ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ

ÓÆÅÒÕ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ � É �

0

) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, Ô. Å. Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù úÅÊÆÅÒÔÁ (ÚÎÁÞÅÎÉÑ × �1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ), Á ÉÍÅÎÎÏ,

det(�) = 0 É det(�

0

) = 64.

äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÉÚ [4, Appendix℄, ÄÏÓÔÕ�ÎÁÑ ÎÁ web-

ÓÔÒÁÎÉ�Å http://pi
ard.ups-tlse.fr/~orevkov/sm.mat. ðÏÓËÏÌØËÕ ÅÅ ×ÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎ-

ÎÙÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ×ÉÄÅ ËÏÓ, ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ËÏÓÙ �

É �

0

, ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÀÔ ÚÁ�Å�ÌÅÎÉÑ � É �

0

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ �

0

, ÎÁÄÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1 ×ÒÁÝÁÔØ �ÒÑÍÕÀ ÎÁ 360

Æ

×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

É ×Ù�ÉÓÙ×ÁÔØ ×ËÌÁÄÙ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓËÁÎÉÒÕÅÍÙÈ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ (×

ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ). üÔÏ ÄÁÅÔ �

0

= �

0

1=2

�

9

(�

0

1=2

), ÇÄÅ �

0

1=2

|

×ËÌÁÄ ×ÒÁÝÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ 180

Æ

ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ, Á �

n

: B

n

!

B

n

| Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ��Ù ËÏÓ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ËÁË �

i

7! �

n�i

; ÅÇÏ ÎÁÄÏ

�ÒÉÍÅÎÑÔØ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ �ÏÌÕÏÂÏÒÏÔÅ ×ÒÁÝÁÀÝÅÊÓÑ �ÒÑÍÏÊ, ÔÁË ËÁË ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÎÁ ÎÅÊ

ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [3, xx4.3{4.5℄). íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ

�

0

1=2

=�

1

�

45

�

8

�(2; 0); (1; 0)

� �

�1

2

(3; 1) (ÎÅÔ ×ËÌÁÄÁ ÏÔ (�3;�1))

� �

3

�

6

�(5; 3)

� �

2

�

45

�

7

�(3; 3); (1;1)

� �

3

�

6

�(3; 5)

� �

1

�
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�

8

�(0; 2); (0;1)

� �

3

�

6

�(�3; 5)

� �

2

�

45

�
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�(�3; 3); (�1;1)

� �

3

�

6

; �(�5; 3)
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ÇÄÅ �

45

= �

4

�

5

�

4

| ×ËÌÁÄ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÔÒÏÊÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ (× ËÏÍ-

ÍÅÎÔÁÒÉÑÈ × �ÒÁ×ÏÊ ËÏÌÏÎËÅ ÕËÁÚÁÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓËÁÎÉÒÕÅÍÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ

ÒÉÓ. 1).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, � = �

1=2

�
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) Ó

�

1=2

=(�
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)
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: : : �

1

);

ÇÄÅ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Å ÓÔÒÏËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÒÉ×ÏÊ C, Á ÔÒÅÔØÑ ÓÔÒÏËÁ | �ÒÑÍÏÊ L

0

.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁ ÒÉÓ. 3(ÓÌÅ×Á) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÏÅ (ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÚÁÍÅÎÅ �

�1

2

ÎÁ �

2

× ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ËÏÓÁÈ), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

H(C) ÓÔÁÎÅÔ Ó×ÑÚÎÙÍ × ÓÉÌÕ [3, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.13℄, ÔÁË ËÁË �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ËÒÉ×ÁÑ 8-Ê

ÓÔÅ�ÅÎÉ ÂÕÄÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÚÁËÒÕÞÅÎÎÏÊ (maximally writhed).
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