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ó.à. ïÒÅ×ËÏ×

áÎÁÔÏÌÉÀ çÅÏÒÇÉÅ×ÉÞÕ ÷ÉÔÕÛËÉÎÕ Ë ÅÇÏ 70-ÌÅÔÉÀ

÷×ÅÄÅÎÉÅ

éÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ Ï ÑËÏÂÉÁÎÅ (ÓÍ. ÏÂÚÏÒÙ [17℄, [3℄) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÍ:

çÉ�ÏÔÅÚÁ Ï ÑËÏÂÉÁÎÅ (JC). ðÕÓÔØ P (x; y) É Q(x; y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ËÏ�-

�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÑËÏÂÉÁÎ ËÏÔÏÒÙÈ P
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ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ-

×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C

2

! C

2

, (x; y) 7! (u; v) =

�

P (x; y); Q(x; y)

�

×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÉÌÉ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ: ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌÅ� ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÏ× C[u; v℄! C[x; y℄, u 7! P (x; y), v 7! Q(x; y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.1. ðÁÒÕ (U; l), ÇÄÅ U | ÇÌÁÄËÁÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ,

É l � U | ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ (Ô.Å. ÉÚÏÍÏÒÆÎÁÑ CP

1

) ËÒÉ×ÁÑ Ó

ÉÎÄÅËÓÏÍ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ +1, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (+1)-�ÁÒÏÊ.

îÁÚÏ×ÅÍ (+1)-�ÁÒÕ (U; l) �ÌÏÓËÏÊ, ÅÓÌÉ U ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ × CP

2

(ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÂÉÇÏÌÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔ l ÎÁ �ÒÑÍÕÀ).

íÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ) (+1)-�ÁÒÙ (U; l)

× C

2

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÎÁ U ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ÏÂÅ ÆÕÎË�ÉÉ

ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙ ÎÁ U n l, É ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÜÔÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U n l ! C

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ).

éÎÄÅËÓÏÍ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÇÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (+1)-�ÁÒÙ f : U n l ! C

2

ÎÁÚÏ×ÅÍ

ÓÔÅ�ÅÎØ ÇÁÕÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ G

f

: M ! S

3

, ÇÄÅ M = ��V | ÇÒÁÎÉ�Á

ÔÒÕÂÞÁÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ËÒÉ×ÏÊ l Ó ÏÂÒÁÝÅÎÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

G

f

ÔÏÞËÅ p 2M ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØ Ë �ÌÏÓËÏÓÔÉ

f

�

(T

p

M)).

çÉ�ÏÔÅÚÁ Ï ÑËÏÂÉÁÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

íÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÊ (+1)-�ÁÒÙ × C

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ (U; l) | �ÌÏÓËÁÑ (+1)-�ÁÒÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ l |

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ × C

2

, Á U | ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÇÏÌÏ-

ÍÏÒÆÎÁÑ ÎÁ U nl ÆÕÎË�ÉÑ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ

�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ C

2

, �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁ ÎÁ U , ÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ:

1

ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÞÔÏ

(+1)-�ÁÒÁ �ÌÏÓËÁÑ? äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÅÒÎÁ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

1

üÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÔÁË ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ) ÍÎÅ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ á.ç. ÷É-

ÔÕÛËÉÎ, ËÏÇÄÁ Ñ ÂÙÌ ÅÇÏ ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏÍ.

Typeset by A

M
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1



2 ó.à. ïòå÷ëï÷

óÌÁÂÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ Ï ÑËÏÂÉÁÎÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ (WJC

1

). ìÀÂÏÅ ÍÅÒÏ-

ÍÏÒÆÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ (+1)-�ÁÒÙ × C

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.

÷ ÒÁÂÏÔÅ [13℄ Ñ Ë ÜÔÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ �ÏÓÔÒÏÉÌ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, Ñ �Ï-

ÓÔÒÏÉÌ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÏ× ËWJC

1

(ÎÅÏ�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ),

ÎÏ ×ÓÅ ÏÎÉ ÎÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÌÉÓØ ÄÏ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÏ× Ë JC, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ Õ ÎÉÈ ÂÙÌ

ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÄÅËÓ.

ïÄÎÁËÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÇÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÊ (+1)-�ÁÒÙ ÒÁ-

×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ DG(F j

S

3

r

) �ÒÉ r � 1, ÇÄÅ F : C

2

! C

2

| �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÑËÏÂÉÁÎÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å, S

3

r

| ÓÆÅÒÁ

ÒÁÄÉÕÓÁ r (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÁË ËÒÁÊ ÛÁÒÁ), Á ÞÅÒÅÚ DG(') ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÓÔÅ-

�ÅÎØ ÇÁÕÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅÍ '. ïÓÔÁÅÔÓÑ

ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g(r) = DG(F j

S

3

r

) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÏÓÔÏÑÎÎÁ, É

ÞÔÏ F j

S

3

r

| ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÉ r � 1, Ô.Å. g(r) = 1.

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ Ñ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ ÎÏ×ÕÀ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ñ ÓÏÏÂÝÁÌ ÎÁ

ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑÈ:

çÉ�ÏÔÅÚÁ Ï ÑËÏÂÉÁÎÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ (JC

1

). ìÀÂÏÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �Ï-

ÇÒÕÖÅÎÉÅ (+1)-�ÁÒÙ × C

2

, ÉÎÄÅËÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅÍ.

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ Ë ÜÔÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ ÔÏÖÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (+1)-�ÁÒÁ (U; l) É ÅÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅ-

ÎÉÅ f : U n l! C

2

ÉÎÄÅËÓÁ 1, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.

�ÁËÏÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ (+1)-�ÁÒÙ ÓÔÒÏÉÔÓÑ × x3. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ

(+1)-�ÁÒÁ (U; l) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÏÊ, Ô.Å. ÉÚ ÎÅÅ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÁ

Ë JC. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × x4, ��. 4.1 { 4.2, ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÏ× P (x; y) É Q(x; y), ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÒÅÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÔØ ÄÁÎÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ

(× �. 4.3 �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ÎÅÓÔÒÏÇÏÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ

ÆÁËÔÁ). ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×ÏÇÎÕÔÕÀ ÔÒÕÂÞÁÔÕÀ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ l (ÓÍ. [13; x2℄), ÉÚ ÎÅ�ÒÏÄÏÌÖÉÍÏÓÔÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ËÏÎÔÒ-

�ÒÉÍÅÒÁ Ë JC

1

ÄÏ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÁ Ë JC ×ÙÔÅËÁÅÔ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÄÌÑ

ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.3. ðÏÇÒÕÖÅÎÉÅ f ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ (2n�1)-ÍÅÒÎÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Z × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ

�ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ z 2 Z ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ V � Z,

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ f(V ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÇÒÁÎÉ�Ù (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ) ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ × Y . îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÅÊ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ ff

t

g

t2[0;1℄

, ÞÔÏ f

t

| �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ t.

åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÏÅ f

t

ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏ, ÔÏ ÔÁËÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÇÏÍÏ-

ÔÏ�ÉÀ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ

f : S

3

! C

2

, ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÀ, ÎÏ ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏ ÎÅ

ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÀ.

üÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × x5. ðÏ�ÕÔÎÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ

5.6 Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏÇÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ S

3

ÄÏ

�ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÛÁÒÁ.
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÷ ÓÔÁÔØÅ [13℄ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ �ÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÁÍ

�ÒÉÍÅÒ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÉÚÌÁÇÁÌÏÓØ, ÇÏ×ÏÒÑ

ÑÚÙËÏÍ ÛËÏÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÂÅÚ "ÁÎÁÌÉÚÁ ÚÁÄÁÞÉ". ÷ÅÒÏÑÔÎÏ, ÜÔÏ ÚÁÔÒÕÄÎÑÌÏ

�ÏÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉÍÅÒ ÂÙÌ ÎÁÊÄÅÎ É ËÁË ÓÔÒÏÉÔØ ÄÒÕÇÉÅ

�ÏÄÏÂÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ Ñ �Ï�ÙÔÁÌÓÑ ÉÓ�ÒÁ×ÉÔØ ÜÔÏÔ ÎÅÄÏÓÔÁ-

ÔÏË, ÄÏÂÁ×É× �. 2.4. �ÁÍ ÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÕÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÁÛÉÍ

�ÏÄÈÏÄÏÍ Ë JC É ÓÔÁÔØÑÍÉ [10℄ É [9℄.

îÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ [13℄ É [9℄ ÍÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÌÁ ð. ëÁÓÓÕ-îÏÇÅÓ.

ñ ÅÊ ×ÙÒÁÖÁÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÚÁ ÜÔÏ É ÚÁ ÄÒÕÇÉÅ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ. ñ

ÔÁËÖÅ �ÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ Ó×ÏÅÍÕ ÕÞÉÔÅÌÀ á.ç. ÷ÉÔÕÛËÉÎÕ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ËÏÔÏÒÏÍÕ Ñ

ÓÔÁÌ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÏÊ Ï ÑËÏÂÉÁÎÅ.

x1. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ

1.1. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÒÉ×ÙÈ É Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.

ðÕÓÔØ D | ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÊ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÅ

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ D

1

; : : : ; D

n

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ CP

1

, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ

ÓÏÂÏÊ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �Ï�ÁÒÎÏ. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÉÌÉ

�ÒÏÓÔÏ ÇÒÁÆÏÍ ËÒÉ×ÏÊ D ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÆ �

D

, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ×Å-

ÞÁÀÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ ËÒÉ×ÏÊ D, Á ÒÅÂÒÁ | ÉÈ ÔÏÞËÁÍ �ÅÒÅÓÅÞÅ-

ÎÉÑ. ëÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÅ ×ÅÓ, ÒÁ×ÎÙÊ ÉÎÄÅËÓÕ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ×ÅÄÅÔ Ë ÎÅÄÏÒÁÚÕÍÅÎÉÑÍ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ

ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÒÉ×ÕÀ É ÅÅ ÇÒÁÆ.

åÓÌÉ C | ÇÌÁÄËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ), ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ �Å-

ÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ D, ÔÏ ÇÒÁÆÏÍ ËÒÉ×ÏÊ C ×ÏÚÌÅ D ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÆ �

D;C

, �Ï-

ÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÁ ËÒÉ×ÏÊ D ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÌÏ-

ËÁÌØÎÙÍ ×ÅÔ×ÑÍ C

1

; : : : ; C

r

ËÒÉ×ÏÊ C ×ÏÚÌÅ ËÒÉ×ÏÊ D (ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ

ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ × ×ÉÄÅ ÓÔÒÅÌÏË), �ÒÉÞÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ×ÅÔ×É

C

i

, ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ

D

j

, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ. ÷ÅÓÁ ×ÅÒÛÉÎ C

i

ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ.

ðÒÉÍÅÒ. åÓÌÉ D É C | �ÒÑÍÁÑ É ËÏÎÉËÁ ÎÁ CP

2

, ÔÏ �

D;C

= ��

+1

Æ�!.

ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ËÒÉ×ÏÊ D ÎÁÚÏ×ÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÉÎÕÓ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÓÅÞÅ-

ÎÉÑ: detD = det k�D

i

D

j

k

n

i;j=1

.

îÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ËÒÉ×ÏÊ D | ÄÅÒÅ×Ï

(Ô.Å. Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ �ÉËÌÏ×). îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÔ×ØÀ ÄÅÒÅ×Á D × ×ÅÒÛÉÎÅ D

i

ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ D nD

i

.

ìÉÎÅÊÎÏÊ �Å�ÏÞËÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÆ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ v

1

; : : : ; v

n

É ÒÅÂÒÁÍÉ

[v

1

; v

2

℄; [v

2

; v

3

℄; : : : ; [v

n�1

; v

n

℄.

ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ D (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÒÉ×ÏÊ C ×ÏÚÌÅ ËÒÉ×ÏÊ D)

ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÒÁÆ �

D

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �

D;C

), �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ �

D

(ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÚ �

D;C

) × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁÍÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÓÅÈ) ÌÉ-

ÎÅÊÎÙÈ �Å�ÏÞÅË ÏÄÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ. îÁÞÁÌÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ×ÙÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ÎÅËÏÎ-

�Å×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ D

i

, ÍÙ �ÒÉ�ÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ×ÅÔ×É ÇÒÁÆÁ

D × ×ÅÒÛÉÎÅ D

i

, ÒÁÓÔÕÝÅÊ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

ÎÅÍÎÏÇÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ××Å-

ÄÅÎÎÏÇÏ üÊÚÅÎÂÕÄÏÍ É îÅÊÍÁÎÏÍ × [6℄).
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. (æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÒÅÂÒÁ; ÓÍ. [6℄, [11℄). ðÕÓÔØ

�

D

| Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÄÅÒÅ×Á D ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ ÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ. ðÕÓÔØ u É v | ×ÅÒÛÉÎÙ �

D

, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ÒÅÂÒÏÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E ÌÉÎÅÊÎÙÀ �Å�ÏÞËÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ËÒÉ×ÏÊ D,

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÒÅÂÒÕ uv (ËÒÉ×ÙÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÁÍÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ u É v ÎÅ

×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ × E). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �

D

×ÏÚÌÅ ÒÅÂÒÁ uv ÕÓÔÒÏÅÎÁ ËÁË ÎÁ

ÒÉÓ. 1. �ÏÇÄÁ

detD � detE = a

0

b

0

� (a

1

: : : a

k

) � (b

1

: : : b

n

):

a1 b1

ak

a2 a0

. .
 .

. .
 .

b0
b2

bn

òÉÓ. 1

1.2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÉ ÓÏÂ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. ãÅÌØ ÜÔÏÇÏ �ÕÎËÔÁ | ÄÏËÁÚÁÔØ

ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÏÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ × [5℄).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2. ðÕÓÔØ f :

e

X ! X | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ D = D

1

[ � � � [ D

r

|

ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÎÁ X , É

e

D =

e

D

1

[ � � � [

e

D

~r

= f

�1

(D). �ÏÇÄÁ:

(Á). det

e

D = 0 ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ detD = 0.

(Â). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

e

D

1

| ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ËÒÉ-

×ÏÊ f

�1

(D

1

), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ f × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ. ïÂÏÚÎÁ-

ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D

0

É

e

D

0

ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ËÒÉ×ÙÈ DnD

1

É

e

Dn

e

D

1

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÕÓÔØm

| ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f j

e

D

1

, É n | �ÏÒÑÄÏË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ×ÄÏÌØ

e

D

1

(Ô.Å. ÑËÏÂÉÁÎ f ÉÍÅÅÔ ÎÁ

e

D

1

ÎÕÌØ �ÏÒÑÄËÁ n� 1). �ÏÇÄÁ

det

e

D

0

det

e

D

=

n

m

�

detD

0

detD

; (1)

�ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÄÒÕÇÏÊ | ÔÏÖÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (Á). äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ detD = 0 ×ÌÅÞÅÔ det

e

D = 0. äÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ detD = 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÉ×ÉÚÏÒ E =

P

x

i

D

i

, ÔÁËÏÊ

ÞÔÏ ED

1

= � � � = ED

r

= 0. �ÏÇÄÁ f

�

(E) | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÉ×ÉÚÏÒ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÓÏ-

ÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ ×

e

D, �ÒÉÞÅÍ f

�

(E)�

e

D

j

= E �f

�

(

e

D

j

) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ j. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

det

e

D = 0.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ det

e

D = 0 ×ÌÅÞÅÔ detD = 0. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ

det

e

D = 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÉ×ÉÚÏÒ

e

E =

P

~x

i

e

D

i

, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

e

E

e

D

1

= � � � =

e

E

e

D

~r

= 0: (2)
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�ÏÇÄÁ f

�

(

e

E) | ÄÉ×ÉÚÏÒ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ × D, �ÒÉÞÅÍ f

�

(

e

E) �D

j

=

e

E � f

�

(D

j

) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ j. úÎÁÞÉÔ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï detD = 0 ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f

�

(

e

E) 6= 0. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f

�

(

e

E) = 0. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÏ-

ÓÉÔÅÌØ ÄÉ×ÉÚÏÒÁ

e

E ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎ ÎÁ �ÒÏÏÂÒÁÚÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË. îÏ

ÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÔÑÇÉ×Á-

ÅÍÏÊ × ÔÏÞËÕ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÚÎÁÞÉÔ

e

E

2

< 0. üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ (2).

(Â). ÷ ÓÉÌÕ (Á), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ × (1) ÎÅ ÒÁ×ÎÙ

ÎÕÌÀ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ E =

P

x

i

D

i

É

e

E =

P

~x

i

e

D

i

ÄÉ×ÉÚÏÒÙ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë D

1

É

e

D

1

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ

E �D

1

= 1; E �D

i

= 0 �ÒÉ i > 1;

e

E �

e

D

1

= 1;

e

E �

e

D

i

= 0 �ÒÉ i > 1. (3)

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÄÉ×ÉÚÏÒÏ× E É

e

E ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

(x

1

; : : : ; x

r

) = B(1; 0; : : : ; 0); (~x

1

; : : : ; ~x

~r

) =

e

B(1; 0; : : : ; 0); (4)

ÇÄÅ B = kb

ij

k = A

�1

, A = kD

i

D

j

k

r

i;j=1

,

e

B = k

~

b

ij

k =

e

A

�1

É

e

A = k

e

D

i

e

D

j

k

~r

i;j=1

.

íÙ ÉÍÅÅÍ f

�

(

e

D

1

) = mD

1

, �ÏÜÔÏÍÕ f

�

(

e

E) = m~x

1

D

1

+ F , ÇÄÅ D

1

62 suppF , É

ÚÎÁÞÉÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3),

E � f

�

(

e

E) = m~x

1

: (5)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, f

�

(D

1

) = n

e

D

1

+

e

F

1

, ÇÄÅ

e

D

1

62 supp

e

F

1

Á ÚÎÁÞÉÔ f

�

(E) = nx

1

e

D

1

+

e

F

2

,

ÇÄÅ

e

D

1

62 supp

e

F

2

. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (3), ÍÙ ÉÍÅÅÍ

f

�

(E) �

e

E = nx

1

: (6)

ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ (5) É (6) × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï E �f

�

(

e

E) = f

�

(E) �

e

E , �ÏÌÕÞÁÅÍ ~x

1

= (n=m) �x

1

.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x

1

= b

11

É ~x

1

=

~

b

11

× ÓÉÌÕ (4). îÁËÏÎÅ�, �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ëÒÁÍÅÒÁ ÍÙ

ÉÍÅÅÍ

b

11

=

detD

0

detD

É

~

b

11

=

det

e

D

0

det

e

D

:

1.3. æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÁÚÄÕÔÉÑ (+1)-�ÁÒÙ. ðÕÓÔØ

(U; l) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (+1)-�ÁÒÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, l | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ

ÁÆÆÉÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C

2

), É �ÕÓÔØ � : X ! U | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÒÁÚÄÕÔÉÊ "ÎÁ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ", ÔÏ ÅÓÔØ �j

XnL

: X n L! U n l | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÇÄÅ L = �

�1

(l).

ðÕÓÔØ L

0

| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÑÍÏÊ l.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. (Á). L | ÄÅÒÅ×Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, detL = �1.

(Â). ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÀÂÏÊ ×ÅÔ×É ÄÅÒÅ×Á L × ×ÅÒÛÉÎÅ L

0

ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å.

(×). åÓÌÉ L

1

| ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ËÒÉ×ÏÊ L, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ

L

0

, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÅÔ×ÅÊ ÄÅÒÅ×Á L × ×ÅÒÛÉÎÅ L

1

, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ L

0

, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ, ÉÍÅÀÝÅÊ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ÅÄÉÎÉ�Å.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï ÞÉÓÌÕ ÒÁÚÄÕÔÉÊ. �
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ðÕÓÔØ L

0

; : : : ; L

n

| ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÒÉ×ÏÊ L. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,

ÞÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ K

X

�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ X �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÄÉ×ÉÚÏÒÏÍ Ó ÎÏÓÉÔÅ-

ÌÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ × L, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ 2-ÆÏÒÍÁ !, ÎÅ

ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÉ ÎÕÌÅÊ, ÎÉ �ÏÌÀÓÏ× ×ÎÅ L. ðÕÓÔØ

K

X

=

X

k

j

L

j

:

íÙ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ L

0

| ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÑÍÏÊ l. îÅ-

�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, �ÏÜÔÏÍÕ ×

ËÁÞÅÓÔ×Å ËÒÉ×ÏÊ L

1

, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ, ÍÏÖÎÏ

ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ L

0

.

q0

p0 p1

q1

1

1 ... 1

pm

qm

1 ... 1

. . . . 1

1 ... 1 1 ... 1

11L
0L

òÉÓ. 2

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.4. (ÓÍ. [14℄). (Á). k

0

= �3.

(Â). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅÓÁ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ËÒÉ×ÏÊ L, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÉÙÅ ×ÄÏÌØ

ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ ÉÚ L

0

× L

1

, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 2 (ÓÍ. �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3). �ÏÇÄÁ

k

1

= �1� q

0

� p

0

+

m

X

j=1

q

0

: : : q

j�1

(q

j

� 1)(p

j

� 1):

1.4. îÁËÒÙÔÉÑ, ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÅ ×ÄÏÌØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �Å�ÏÞÅË. ëÁË É × [13℄,

ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÊ, ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÄÏÌØ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �Å�ÏÞÅË ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-

ÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÑÚÙËÏÍ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. üË×É-

×ÁÌÅÎÔÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÂÅÚ �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÓÍ. × [2; III,

x5℄. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÊ, ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÓÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É

ÆÁËÔÙ.

1.4.1. ÷ÅÅÒÙ É ÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ Z

2

^ Z

2

= Z, Ô.Å.

ÞÅÒÅÚ (a; b) ^ (
; d) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ad � 
b. äÌÑ e

1

; e

2

2 Z

2

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

he

1

; e

2

i ËÏÎÕÓ fx

1

e

1

+x

2

e

2

j x

i

2 R; x

i

> 0g, É �ÕÓÔØ hei = he; ei (ÌÕÞ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-

ÎÉÉ e). ÷ÅËÔÏÒ e 2 Z

2

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ

× ×ÉÄÅme

0

, e

0

2 Z

2

, m 2 Z, m 6= 1. îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÅÒÏÍ ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÉÍÉÔÉ×-

ÎÙÈ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× � = (e

0

; : : : ; e

r+1

) � Z

2

, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ e

i

^ e

i+1

> 0

�ÒÉ ×ÓÅÈ i = 0; : : : ; r, É ËÏÎÕÓÙ he

0

; e

1

i; : : : ; he

r

; e

r+1

i �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

åÓÌÉ e

i

^ e

i+1

= 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ i = 0; : : : ; r, ÔÏ ×ÅÅÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ u

j

= e

j

É v

j

= e

j+1

. �ÏÒÉÞÅÓËÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ, ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ

Ó �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ×ÅÅÒÏÍ �, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ

X

�

, ÓËÌÅÅÎÎÁÑ ÉÚ ËÁÒÔ U

0

; : : : ; U

r

, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ C

2

, ÇÄÅ ËÁÒÔÁ U

j

Ó ËÏÏÒÄÉÎÁ-

ÔÁÍÉ (x

j

; y

j

) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÏÎÕÓÕ hu

j

; v

j

i, É ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ

(

x

i

= x

a

j

y




j

y

i

= x

b

j

y

d

j

ÇÄÅ

�

u

j

= au

i

+ bv

i

v

j

= 
u

i

+ dv

i
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ñÓÎÏ, ÞÔÏ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ

T

2

= (C n 0)

2

, ËÏÔÏÒÏÅ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x

i

; y

i

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ x

i

y

i

6= 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ � | �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ×ÅÅÒ, É E = X

�

n T

2

. �ÏÇÄÁ

E = E

0

[ � � � [ E

r+1

, �ÒÉÞÅÍ

(Á). E

j

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x

j

= 0 × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x

j

; y

j

), ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

y

j�1

= 0 × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x

j�1

; y

j�1

), É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ËÁÒÔÁÍÉ.

(Â). E

0

e=E

r+1

e=C É E

1

e= : : : e=E

r

e=CP

1

.

(×). óÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ å

2

j

ËÒÉ×ÏÊ E

j

ÒÁ×ÎÏ �e

j�1

^ e

j+1

, j = 1; : : : ; r.

(Ä). det k�E

i

E

j

k

r

i;j=1

= e

0

^ e

r+1

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. (a) { (×) ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ; (Ä) ÄÏ-

ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ (×). �

1.4.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. ìÉÎÅÊÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ

A : Z

2

! Z

2

É �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ×ÅÅÒÁÍ

e

� = (~e

0

; : : : ; ~e

~r+1

) É � = (e

0

; : : : ; e

r+1

)

ÍÙ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÂÉÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f = A

�

: X

e

�

! X

�

, ËÏÔÏÒÏÅ ×

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (~x

j

; ~y

j

) ÎÁ X

e

�

É (x

i

; y

i

) ÎÁ X

�

ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

f(~x

j

; ~y

j

) = (x

i

; y

i

);

(

x

i

= ~x

a

j

~y




j

y

i

= ~x

b

j

~y

d

j

ÇÄÅ

�

A(~u

j

) = au

i

+ bv

i

A(~v

j

) = 
u

i

+ dv

i

(ÚÄÅÓØ, ËÁË É ×ÙÛÅ, u

i

= e

i

, v

i

= e

i+1

, Á ÔÁËÖÅ ~u

j

= ~e

j

, ~v

j

= ~e

j+1

). òÅÇÕÌÑÒÎÙÍ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ×ÅÅÒÁ

e

� × ×ÅÅÒ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : Z

2

!

Z

2

, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ heu

j

; ev

j

i ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÏÎÕÓ hu

i

; v

i

i, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

f

�

h~u

j

; ~v

j

i

�

� hu

i

; v

i

i. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A

�

| ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ

(Ô.Å. ÂÅÚ ÔÏÞÅË ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X

e

�

! X

�

.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÉÚ �ÒÅÄ-

ÌÏÖÅÎÉÑ 1.5.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.6. ðÕÓÔØ A : Z

2

! Z

2

| ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÒÉÍÉ-

ÔÉ×ÎÙÈ ×ÅÅÒÏ×

e

� ! �, É �ÕÓÔØ f = A

�

: X

e

�

! X

�

. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ

A(h~e

0

i) = he

0

i É A(h~e

~r+1

i) = he

r+1

i. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ:

N | ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ;

n

0

| �ÏÒÑÄÏË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ f ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ

e

E

0

;

n

1

| �ÏÒÑÄÏË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ f ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ

e

E

~r+1

(Ô.Å. ÑËÏÂÉÁÎ f ÎÁ

e

E

0

ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ �ÏÒÑÄËÁ n

0

� 1, Á ÎÁ

e

E

~r+1

| �ÏÒÑÄËÁ n

1

� 1);

m

0

| �ÏÒÑÄÏË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f j

e

E

0

× ÔÏÞËÅ

e

E

0

\

e

E

1

;

m

1

| �ÏÒÑÄÏË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f j

e

E

~r+1

× ÔÏÞËÅ

e

E

~r

\

e

E

~r+1

.

� = det k�E

i

E

j

k

r

i;j=1

,

e

� = det k�

e

E

i

e

E

j

k

~r

i;j=1

�ÏÇÄÁ:

(Á). detA = N = m

0

n

0

= m

1

n

1

;

(Â). A(~e

0

) = n

0

e

0

É A(~e

~r+1

) = n

1

e

r+1

;

(×).

e

� =

n

0

n

1

N

�:
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.7. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.6, ÅÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ

ÉÍÅÅÔ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ

e

E

~r

, ÔÏ � = m

0

e

�. �

÷ÅÅÒ �

0

= (e

0

0

; : : : ; e

0

r

0

+1

) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ×ÅÅÒÁ � = (e

0

; : : : ; e

r+1

),

ÅÓÌÉ e

0

0

= e

0

, e

0

r

0

+1

= e

r+1

, É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ id : Z

2

! Z

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ×ÅÅÒÏ× �

0

! �.

ìÅÍÍÁ 1.8. ìÀÂÏÊ ×ÅÅÒ � ÉÍÅÅÔ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÅ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �

0

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ � ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ

×ÅÅÒÁ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á (Z

2

\ ��) n f0g. �

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.9. ðÕÓÔØ

e

� = (e

0

; : : : ; ~e

~r+1

) É � = (e

0

; : : : ; e

r

) | Ä×Á ×ÅÅÒÁ,

É �ÕÓÔØ A : Z

2

! Z

2

| ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ A(h~e

0

i) = he

0

i É

A(h~e

~r+1

i) = he

r+1

i. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÑ

e

�

0

É �

0

×ÅÅÒÏ×

e

� É �,

ÔÁËÉÅ ÞÔÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ

e

�

0

! �

0

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

1). äÏÂÁ×ÉÍ Ë � �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÌÕÞÅÊ A(h~e

0

i); : : : ; A(h~e

~r

1

i), É

�ÏÄÒÁÚÏÂØÅÍ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ×ÅÅÒ ÄÏ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÅÅÒÁ �

0

= (e

0

0

; : : : ; e

0

r

0

+1

).

2). äÏÂÁ×ÉÍ Ë

e

� �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÌÕÞÅÊ A

�1

(h~e

0

0

i); : : : ; A

�1

(h~e

0

r

0

1

i),

É �ÏÄÒÁÚÏÂØÅÍ �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ×ÅÅÒ ÄÏ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÅÅÒÁ

e

�

0

. �

x2. òÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ

ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÇÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (+1)-�ÁÒÙ

2.1. ëÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. äÉËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍ�Ï-

ÎÅÎÔÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÀ X ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C

2

Ó �ÒÏÓÔÙÍÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ X | ËÏÍ�ÁËÔÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁ-

ÝÁÑ ËÒÉ×ÕÀ L (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ), ÔÁËÕÀ ÞÔÏ X n L = C

2

. ÷ÓÅ

ÔÁËÉÅ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ CP

2

Ó ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎ-

ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ �ÕÔÅÍ ÒÁÚÄÕÔÉÊ É ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ

ÇÒÁÆ ËÒÉ×ÏÊ L | ÄÅÒÅ×Ï.

ðÕÓÔØ (U; l) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (+1)-�ÁÒÁ, É U n l! C

2

| ÅÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÏÇÒÕ-

ÖÅÎÉÅ × C

2

. òÁÚÄÕ×ÁÑ ÔÏÞËÉ ÎÁ l, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ f Æ �

�1

, ÇÄÅ

� :

e

X ! U | ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÒÁÚÄÕÔÉÊ, É f :

e

X ! X | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÅ. �ÒÏÊËÁ (

e

X;X; f) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆ-

ÎÏÇÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (+1)-�ÁÒÙ (U; l) × C

2

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

e

L = �

�1

(l);

e

L

1

= f

�1

(L);

e

L

FC

=

e

L n

e

L

1

;

D = f(

e

L

FC

);

e

D =

e

D

1

[ � � � [

e

D

d

;

e

L

C

=

e

L

FC

n

e

D;

ÇÄÅ

e

D

1

; : : : ;

e

D

d

| ÄÉËÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , Ô.Å. ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-

ÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÒÉ×ÏÊ

e

L

FC

, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ�ÏÓÔÏÑÎÎÏ. ëÒÉ-

×ÕÀ D ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÒÉ×ÏÊ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. (ÓÒ. [12℄) (Á). îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÒÉ×ÏÊ

~

L |

ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ËÒÉ×ÏÊ

~

L | ÄÅÒÅ×Ï.

(Â). ëÒÉ×ÁÑ

e

L

1

Ó×ÑÚÎÁ.

(×).

e

L

FC

ÉÍÅÅÔ d ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ

e

L

(1)

FC

; : : : ;

e

L

(d)

FC

.

(Ç). ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ËÒÉ×ÏÊ

e

L

(i)

(FC)

(i = 1; : : : ; d) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ �Å-

�ÏÞËÏÊ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ), ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÎ�Å×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏ-

ÒÏÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÄÉËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ

e

D

i

.

(Ä). KÒÉ×ÁÑ

e

L

(i)

FC

(i = 1; : : : ; d) �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ

e

L

1

× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ, �ÒÉÞÅÍ

ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ

e

D

i

(i = 1; : : : ; d).

ðÕÓÔØ n

i

, i = 1; : : : ; d, | �ÏÒÑÄÏË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ

e

D

i

, Ô.Å. ÑËÏÂÉÁÎ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ

e

D

i

Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ n

i

� 1.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ K

e

X

�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ

e

X �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ

ÄÉ×ÉÚÏÒÏÍ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÎÁ

e

L, �ÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÄÉËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ D

i

×ÈÏÄÉÔ × ÜÔÏÔ ÄÉ×ÉÚÏÒ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ n

i

� 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. K

e

X

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉ×ÉÚÏÒÏÍ ÆÏÒÍÙ f

�

(dx ^ dy), ÇÄÅ x; y

| ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × C

2

.

2.2. æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÉÎÄÅËÓÁ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÇÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (+1)-�ÁÒÙ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.3. ìÏËÁÌØÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ × ÔÏÞËÅ x 2 X ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× � : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ �

x

� =

min

U

deg

�

�

e

U(x)

�

, ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍ U ÔÏÞËÉ �(x), É

ÞÅÒÅÚ

e

U(x) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÔÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f

�1

(U), ËÏÔÏÒÁÑ

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ x.

÷×ÅÄÅÍ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ. ðÕÓÔØ X

�

| ÏÄ-

ÎÏÔÏÞÅÞÎÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÑ C

2

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

e

X

�

ÏÓÏÂÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ,

�ÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÉÚ

e

X, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ× f

�1

(x), x 2 X ÓÔÑÎÕÔØ × ÔÏÞËÕ, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÑÎÕÔØ × ÔÏÞËÕ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 1) ËÒÉ×ÕÀ

e

L

1

. �ÏÇÄÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

f

�

: X

�

! X , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ËÏÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ

e

X

f

�! X

# #

e

X

�

f

�

�! X

�

(×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÅÌËÉ| ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÏÅË�ÉÉ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

e

D

�

i

ÏÂÒÁÚ

ËÒÉ×ÏÊ

e

D

i

ÎÁ

e

X

�

.

ðÕÓÔØ, ËÁË É × �. 2.1, n

i

, | �ÏÒÑÄÏË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ

e

D

i

, Ô.Å. n

i

= �

x

f ÄÌÑ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ x 2

e

D

i

.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4. éÎÄÅËÓ ind ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÇÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ (U; l)! C

2

ÒÁ×ÅÎ

ind = �

1

f

�

�

d

X

i=1

�

n

i

+

X

x2D

�

i

nf1g

(�

x

f

�

� n

i

)

�

: (7)
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ × C

2

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (z; w) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ �ÒÑ-

ÍÁÑ z = 0 ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ Ó ËÒÉ×ÏÊ D �ÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ

×ÌÏÖÅÎÉÉ C

2

× CP

2

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � : C

2

! C �ÒÏÅË�ÉÀ (z; w) 7! z.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p

1

; : : : ; p

n

ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �j

D

: D ! C,

ÞÅÒÅÚ m

i

, (i = 1; : : : ; n), | �ÏÒÑÄÏË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ p

i

, Á ÞÅÒÅÚ m

1

|

ÓÔÅ�ÅÎØ ËÒÉ×ÏÊ D. ðÕÓÔØ B

i

, (i = 1; : : : ; n), | ÛÁÒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ

Ó �ÅÎÔÒÏÍ × p

i

, É �ÕÓÔØ B

1

| ÛÁÒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ ×

ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ÔÒÕÂÞÁÔÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ D, ÒÁÄÉÕÓ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÌ

�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ ÓÆÅÒ S

i

. ðÕÓÔØ T = B

1

\

�

(��V ) n (B

1

[ � � � [

B

n

)

�

É S = (��B

1

) [ � � � [ (��B

n

) [ �B

1

(ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ

ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R

i

, i 2 f1; : : : ; n;1g, ÇÉ�ÅÒ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ Ó ËÒÁÅÍ

(ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÕÀ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ËÏ�ÉÑÍ S

1

�S

1

�[0; 1℄), ÓÇÌÁÖÉ×ÁÀÝÕÀ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ

�B

i

É T ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 3.

ëÁÖÄÁÑ ÓÆÅÒÁ �B

i

ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ

ÎÏÒÍÁÌØ ÒÁ×ÎÁ ×ÅËÔÏÒÕ (1; 0), �ÒÉÞÅÍ ÅÅ ÉÎÄÅËÓ (Ô.Å. ×ËÌÁÄ × ÓÔÅ�ÅÎØ ÇÁÕÓÓÏ×Á

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ) ÒÁ×ÅÎ �1 �ÒÉ i = 1; : : : ; n É +1 �ÒÉ i = 1. åÓÌÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

(z; w) ×ÙÂÒÁÎÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ V . ðÏ-

×ÅÒÈÎÏÓÔØ T ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÉÍÅÅÔ, Á ËÁÖÄÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ R

i

ÉÍÅÅÔ m

i

ÔÁËÉÈ

ÔÏÞÅË ÉÎÄÅËÓÁ +1 �ÒÉ i = 1; : : : ; n É �1 �ÒÉ i =1.

T

S

S

D

p
i

R

iB

i R 8

òÉÓ. 3

óÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ind ÒÁ×ÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÇÁÕÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÁÓÓÏ�ÉÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó f j

�M

, ÇÄÅM | ÇÒÁÎÉ�Á ÔÒÕÂÞÁÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ l × U ÉÌÉ,

ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÇÒÁÎÉ�Á ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ

e

D

�

×

e

X

�

, Á ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ �ÅÒÅÄM

ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ.

ðÏÇÒÕÖÅÎÉÅ f j

�M

ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ × �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÌÅÖÉÔ × S [ R [ T . ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � Æ f

�

j

e

D

�

j

n1

:

e

D

�

j

n 1 ! C ÄÏ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f

�

j

:

e

D

�

j

! C [ f1g. ÷ËÌÁÄÙ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ × ÓÔÅ�ÅÎØ ÇÁÕÓÓÏ×ÏÇÏ
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ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÏ×Ù:

S

1

! �

1

f

�

; R

1

! �

d

X

j=1

n

j

� �

1

f

�

j

; T ! 0;

S

i

! �

X

x2

e

D

�

f

�

(x)=p

i

�

x

f

�

; R

i

!

d

X

j=1

X

x2

e

D

�

j

f

�

(x)=p

i

n

j

� �

x

f

�

j

:

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ P = fp

1

; : : : ; p

n

g, ÉÍÅÅÍ

ind = �

1

f

�

�

n

X

i=1

X

x2

e

D

�

f

�

(x)=p

i

�

x

f

�

�

d

X

j=1

n

j

�

�

1

f

�

j

�

n

X

i=1

X

x2

e

D

�

j

f

�

(x)=p

i

�

x

f

�

j

�

= �

1

f

�

�

d

X

j=1

X

x2

e

D

�

j

f

�

(x)2P

�

x

f

�

�

d

X

j=1

n

j

�

�

1

f

�

j

�

X

x2

e

D

�

j

f

�

(x)2P

�

x

f

�

j

�

= �

1

f

�

�

d

X

j=1

�

X

x2

e

D

�

j

f

�

(x)2P

(�

x

f

�

� n

j

) + n

j

n

�

1

f

�

j

�

X

x2

e

D

�

j

f

�

(x)2P

(�

x

f

�

j

� 1)

o�

:

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ òÉÍÁÎÁ { çÕÒ×É�Á, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÒÁÚ×ÅÔ-

×ÌÅÎÎÏÍÕ ÎÁËÒÙÔÉÀ f

�

j

, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÆÉÇÕÒÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÒÁ×ÎÏ ÅÄÉÎÉ�Å. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÇÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÊ (+1)-�ÁÒÙ, ÚÁÄÁ×ÁÅ-

ÍÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ C

2

! C

2

Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÑËÏÂÉÁÎÏÍ, ÔÏÔ

ÆÁËÔ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (7) ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å, ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ × [12℄ �ÕÔÅÍ �ÏÄÓÞÅÔÁ

ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÊ × C

2

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ (+1)-�ÁÒ.

2.3. ó×ÏÊÓÔ×Á Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍ ËÒÉ×ÙÈ L É

e

L.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ L ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ D (× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-

ÞÁÅ ÒÁÚÄÕÅÍ ÓËÏÌØËÏ ÎÁÄÏ D \ L). �ÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÙ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ × x1 ×ÍÅÓÔÅ

Ó �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 2.2 ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÉÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ Ó�ÁÊÓ-

ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ËÒÉ×ÙÈ

e

L É L [ D. íÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ x1 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ:

(1) Ë Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ ËÒÉ×ÙÈ L É

e

L �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3;

(2) Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.6(×);

(3) Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ � 3

�ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1;

(4) Ë ÄÉËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.4 É 2.2;

(5) Ë ËÁÖÄÏÊ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ L, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÄÁ-

ÌÅÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ � 3, �ÒÉÍÅÎÑÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2

(ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ).
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÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [5℄, [4℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÏ× Ë ÇÉ�ÏÔÅÚÅ Ï ÑËÏÂÏÁÎÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ N � 4 (ÄÌÑ N = 2 ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Á ÄÌÑ N = 3 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ áÂßÑÎËÁÒÁ { íÏ { óÕÚÕËÉ,

ÓÍ. [12℄).

2.4. óÌÕÞÁÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ Ó Ä×ÕÍÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-

ÞÅÓËÉÍÉ �ÁÒÁÍÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

e

L ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÕ ÄÉËÒÉÔÉÞÅÓËÕÀ ËÏÍ�Ï-

ÎÅÎÔÕ

e

D, É ËÒÉ×ÁÑ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑD = f(

e

D) ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ �ÁÒÙ ÎÁ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ D ÎÁ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÅÅ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ×ÏÚÌÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ L ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �Æ

j

�Æ

j

! .

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ

ÕÓÌÏ×ÉÅ:

(�) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ËÒÉ×ÏÊ L, �ÒÏÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÊ

ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, ÎÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÍÕÀ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ f × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ (ÓÒ. Ó �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 1.2(Â)).

ðÒÉ ÜÔÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ËÒÉ×ÏÊ

e

D ×ÏÚÌÅ

e

L

1

, ËÒÉ×ÏÊ

D ×ÏÚÌÅ L É ËÒÉ×ÏÊ

e

L ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 4, ÒÉÓ. 5 É ÒÉÓ. 6.

þÅÒÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ �ÒÑÍÏÊ l �ÒÉ ÒÁÚÄÕÔÉÉ � :

(

e

X;

e

L)! (U; l).

k0

D1

~

k1

D2

D2

R1 R2

L1 L2

k1. .
 .

1

1

L2

~
1

~
L

1

1

. .
 .

. . .
1 1

. . .
1 1~

k2

S
~ 1

~
l

1 S
~

D1

1 18

1

8

S
~

2

8

3

òÉÓ. 4. ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ �

e

L

1

;

e

D

òÉÓ. 5. ó�ÌÁÊÓ-Ä. �

L;D

k0

D1

~

k1

k1. .
 .

1

1

L2

~
1

~
L

D2

1

1

. .
 .

. . .
1 1

. . .
1 1

k2

S
~ 1

~
l

11 S
~

2 1 a-x

~
D

~

òÉÓ. 6. ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ �

e

L
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÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ Q

2

É

e

Q

2

| Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÒÅÂÅÒ L

1

L

2

É

e

L

1

e

L

2

Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍ �

L

É

e

�

L

, Ô.Å. Q

2

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,

e

Q

2

) | Ï�ÒÅÄÅÌÉ-

ÔÅÌØ ÔÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ L n (L

1

[ L

2

), (ËÒÉ×ÏÊ

e

L n (

e

L

1

[

e

L

2

)),

ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ L

1

É L

2

(ÍÅÖÄÕ

e

L

1

É

e

L

2

).

äÌÑ j = 1; 2 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m

j

ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f j

e

L

j

, ÞÅÒÅÚ n

j

�Ï-

ÒÑÄÏË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ×ÄÏÌØ

e

L

1

, Á ÞÅÒÅÚ m

0

j

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, d

j

) |

�ÏÒÑÄÏË ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f j

e

L

j

× ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÔÏÊ ×ÅÔ×ØÀ ÇÒÁÆÁ

e

L × ×ÅÒÛÉÎÅ L

j

, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ

e

l, (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÉÔÅÌØ

e

D

j

). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚm É n ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f j

e

D

É �ÏÒÑÄÏË

×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ×ÄÏÌØ

e

D.

÷ÓÅ ××ÅÄÅÎÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ (�Ï �Ï×ÏÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉ-

ÓÅÌ R

j

ÓÍ. [11℄; ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ [1℄ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ R

j

> 1).

ïÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ.

g
d(D

1

; R

1

) = g
d(D

2

; R

2

) = 1; (8)

ÆÏÒÍÕÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÒÅÂÒÁ (�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1) ÄÁÅÔ

�Q

2

= R

2

�R

1

D

1

D

2

(ÒÅÂÒÏ L

1

L

2

× L); (9)

�x

e

Q

2

=

e

S

1

1

�

e

S

1

2

e

D

1

e

D

2

(ÒÅÂÒÏ

e

L

1

e

L

2

×

e

L

1

): (10)

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1.7, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

D

1

= d

1

e

D

1

; D

2

= d

2

e

D

2

;

e

Q

2

Q

2

=

n

1

m

2

=

n

2

m

0

1

;

e

S

1

2

=

n

2

m

=

n

m

0

2

; (11)

Á ÔÁËÖÅ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÊ × ÔÏÞËÁÈ ËÒÉ×ÙÈ

e

L

1

É

e

L

2

, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ

ÒÅÂÒÁÍ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍ, ÔÁËÏ×Ù:

R

1

; : : : ; R

1

| {z }

k

0

; d

1

; D

1

; : : : ; D

1

| {z }

k

1

; m

0

1

; 1; : : : ; 1

| {z }

k

0

1

ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÊ

e

L

1

;

m

2

; d

2

; D

2

; : : : ; D

2

| {z }

k

2

; m

0

2

ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÊ

e

L

2

;

ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ

k

0

R

1

= d

1

+ k

1

D

1

= m

0

1

+ k

0

1

= m

1

; d

2

+ k

2

D

2

= m

2

; (12)

m

0

1

= k

1

+ k

0

; m

0

2

= k

2

+ 1 (13)

(ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (13) �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (12) É ÆÏÒÍÕÌÙ òÉÍÁÎÁ { çÕÒ×É�Á).

ðÒÉÍÅÎÑÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.2 Ë ÓÁÍ�ÏÊ ËÒÉ×ÏÊ L, Á ÔÁËÖÅ Ë ÅÅ ×ÅÔ×É × ×ÅÒÛÉÎÅ

L

1

, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ L

2

, �ÏÌÕÞÁÅÍ

e

D

1

e

S

1

1

x

=

n

1

m

1

�

R

1

D

1

1

;

e

D

2

e

Q

2

e

S

1

2

e

S

1

1

=

n

2

m

2

�

Q

2

D

2

1

: (14)
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îÁËÏÎÅ�, �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.2, �ÏÒÑÄÏË ÑËÏÂÉÁÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ

e

D ÒÁ×ÅÎ

n� 1, Á �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.4, ÏÎ ÒÁ×ÅÎ �1� a+ x, Ô.Å.

x = a+ n: (15)

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ

P (x; y), Q(x; y), ÔÏ (ÓÍ. �. 4.1)

degP (x; y) = k

0

e

D

1

e

D

2

+ aD

1

D

2

; degQ(x; y) = k

1

e

D

1

e

D

2

+

e

D

2

+ aR

1

D

2

: (16)

ðÅÒ×ÏÅ ÎÁÕÇÁÄ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (8) { (15) �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ

ÍÎÅ �ÏÓÔÒÏÉÔØ × [13℄ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ Ë WJC

1

.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.5. óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (8) { (15) ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅ-

ÛÅÎÉÊ × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ m

1

n

1

= N = 
onst.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (11), (14) É k

0

R

0

= m

1

(ÓÍ. (12)) ÎÁÈÏÄÉÍm

1

=

mxd

1

d

2

R

1

, n

1

= md

2

e

S

1

1

, ÚÎÁÞÉÔ m

2

xd

1

d

2

2

R

1

e

S

1

1

= N . ïÓÔÁÌØÎÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ

ÔÏÖÅ ÌÅÇËÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ N . �

ñ ÎÁ�ÉÓÁÌ �ÒÏÓÔÅÎØËÕÀ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ

N = m

1

n

1

ÎÁÈÏÄÉÔ ×ÓÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ (8) { (15). ðÒÉ N < 9 ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ðÒÉ N = 9 ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ

ÒÅÛÅÎÉÅ

R

1

= 3; D

1

=

e

D

1

= 4; m

1

= 9; n

1

= 1;

e

Q

2

= 5; n = 2;

R

2

= 23; D

2

=

e

D

2

= 4; m

2

= 5; n

2

= 1; Q

2

= 25; a = 1:

(17)

üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ Ë (WJC

1

). åÓÌÉ

ÂÙ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁ×ÁÌÏ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ Ë JC, ÔÏ �Ï (16), ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ×

P É Q ÒÁ×ÎÑÌÉÓØ ÂÙ 48 É 64. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × [9; x3℄. éÍÅÅÔÓÑ

ÒÏ×ÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ max(degP; degQ) < 100. ïÎÉ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅÍ ÔÒÕÄÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍ × ÓÔÁÔØÅ íÏ [10℄.

ðÒÉÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ × x3, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÀ

R

1

= 3; D

1

=

e

D

1

= 20; m

1

= 21; n

1

= 1;

e

Q

2

= 17; n = 4;

R

2

= 112; D

2

=

e

D

2

= 3; m

2

= 4; n

2

= 2; Q

2

= 68; a = 3:

x3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÉÍÅÒÁ

3.1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ×. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ

(+1)-�ÁÒÙ × C

2

Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÄÉËÒÉÔÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ

e

D, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÊ

D = f(

e

D) ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ �ÁÒÙ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, É ÒÅÇÕÌÑÒ-

ÎÁÑ ËÏÍ�ÁËÔÉÆÉËÁ�ÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× ËÒÉ×ÙÈ

e

L É

D [ L, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 7. þÅÒÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ "�" ÎÁ ÒÉÓ. 7 ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ËÒÉ-

×ÙÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ f ÓÔÑÇÉ×ÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÕ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ

�Å�ÏÞÅË

e

�! � ÄÁÎÏ × �. 3.3.2. îÁ ÒÉÓ. 7 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÏÓÏÂÙÈ

ÌÏËÁÌØÎÙÈ ×ÅÔ×ÅÊ ËÒÉ×ÏÊ D É ÒÅÇÕÌÑÒÉÚÁ�ÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁÄ ÎÉÍÉ.

îÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÇÒÁÆÁ ËÒÉ×ÏÊ

e

L (ÒÉÓ. 7, Ó×ÅÒÈÕ) ÍÙ �ÏÍÅÓÔÉÌÉ ÔÁËÖÅ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÕÀ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f . ðÏÍÅÔËÁ
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-1 -1 -1

-6 -1

-1

-1 -2 -3 -2 -2 -2 -2 -1-2

v1 2v

-6 -3

-2

-6 -3

-2

7

-1 -1 -1

-3

-1 -1

-1

-3 -3. . .
-1

-7

-1

-1

-3

-2

-2

-2

-2

-4

-1 -4

-9

7

-42 -5

-1

. .
 . 13

. .
 .

1v

D

D

. .
 .u0

u1 u

2v

2

7
-1

-4

-3

-1
-3

-2-2-3

-1 -3 -2

-2

-7

-2

20:1

1:1

3:1 3:1. . . 6:1 2:1

1:1

1:1

8:1
(4,2)(21,1) 4:1 (4,1)

(6,1)

1:1

5:1
-1-2-3-1

-6

2:1

2:1

(6,1)

(6,1)

2:1

-6 -1

-1

-1 -1 -1

3:1

3:1

3:1

3:1

4:1

4:1

4:1

2:1 2:1

2:1 2:1

2:1 2:1
-3 -2

Γ

Γ

Γ

Γ

òÉÓ. 7

×ÉÄÁ N : 1 ×ÏÚÌÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ (ÒÅÂÒÁ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ N . ðÏÍÅÔËÁ ×ÉÄÁ (m;n) ×ÏÚÌÅ

×ÅÒÛÉÎÙ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ � 3 (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÅÊ ËÒÉ×ÕÀ)

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f j

A

ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ m, É f ÉÍÅÅÔ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ n ×ÄÏÌØ A.

3.2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ.

ìÅÍÍÁ 3.1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑD, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ g : C! C

2

, t 7!

�

p(t); q(t)

�

, ÇÄÅ p(t) É q(t) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ

60 É 9 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ t

1

; : : : ; t

7

2 C n f0g, ÔÁËÉÅ

ÞÔÏ
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(Á). g(0) = (0; 0), É gj

Cnf0;t

1

;:::;t

7

g

| �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ, Ô.Å. p

0

(t) 6= 0 É q

0

(t) 6= 0

�ÒÉ t 62 f0; t

1

; : : : ; t

7

g;

(Â). ËÒÉ×ÁÑD ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ

ÒÉÓ. 8;

(×). ÌÏËÁÌØÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ËÒÉ×ÏÊD, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÎÕÌÑ, ÉÍÅÅÔ

× ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 9, Ô.Å.

ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ u

2

= v

5

× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÌÏ-

ËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ A

4

);

(Ç). �ÒÉ ×ÓÅÈ k = 1; : : : ; 7, ÌÏËÁÌØÎÁÑ ×ÅÔ×Ø ËÒÉ×ÏÊ D, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ t

k

, ÉÍÅÅÔ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ,

ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 10, Ô.Å. ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÅÍ u

2

= v

3

× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ A

2

).

3

20

3

11 112 5

2

1 3

2

1

òÉÓ. 8 (t =1) òÉÓ. 9 (t = 0) òÉÓ. 10 (t = t

k

)

õÓÌÏ×ÉÑ (Â) É (×) ÌÅÍÍÙ 3.1 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ËÒÉ-

×ÏÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ (ÏÓÏÂÏÊ ×ÅÔ×É �ÒÉ t = 0, �ÒÉ t = t

k

) ÔÁËÏÊ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 11

(ÎÁ ÒÉÓ. 12, ÎÁ ÒÉÓ. 13).

-2 -3 -2 -1

-3

-2 -3 -1

-2

-3 -1

-2

-7 -3 -2 -2

-2

-2
21

. . .

òÉÓ. 11 (t =1) òÉÓ. 12 (t = 0) òÉÓ. 13 (t = t

k

)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÉÎÅÊÎÙÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÙ p É q Ë ×ÉÄÕ p(t) = t

60

+ : : : É q(t) = t

9

+ : : : . õÓÌÏ×ÉÅ (Â) ÌÅÍÍÙ

3.1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ G(u; v) ×ÉÄÁ

G(u; v) = u

3

� v

20

+

X

20i+3j<60

i;j�0

C

ij

u

i

v

j

ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

deg

t

G

�

p(t); q(t)

�

= 112: (18)

õÓÌÏ×ÉÅ (×) ÌÅÍÍÙ 3.1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 


1

É 


2

, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

ord

t=0

�

p(t)� 


1

q(t)� 


1

q(t)

2

�

= 5: (19)

õÓÌÏ×ÉÅ (Ç) ÌÅÍÍÙ 3.1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ k = 1; : : : ; 7

p

0

(t

k

) = q

0

(t

k

) = 0; (20)
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p

00

(t

k

)q

000

(t

k

) 6= q

00

(t

k

)p

000

(t

k

): (21)

ðÏÓËÏÌØËÕ deg q

0

= 8 É q

0

(0) = 0, ÕÓÌÏ×ÉÅ (20) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f0; t

1

; : : : ; t

7

g

| ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q

0

, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ r(t) ÓÔÅ�ÅÎÉ 51, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

p

0

(t) = r(t) � q

0

(t): (22)

õÓÌÏ×ÉÑ (18), (19), (21) É (22) ÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÁ ÎÅ-

ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ 


1

, 


2

É ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× q, r É G (ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ (22) É p(0) = 0).

üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ:




1

= �

32368762111892400

90684846733

; 


2

=

30833889663060

410338673

;

q(t) = t

9

+ 3 t

6

+

54

17

t

3

+ 3�t

2

; ÇÄÅ � = �

36

17

3

q

147

34

r(t) =

20

3

�

t

51

+ 17 t

48

+ 137 t

45

+ 17� t

44

+ 681 t

42

+ 238� t

41

+

501054

221

t

39

+

+1561� t

38

+ 119�

2

t

37

+

86262

17

t

36

+ 6160� t

35

+ 1309�

2

t

34

+

1932222

289

t

33

+

+

263516

17

� t

32

+ 6622�

2

t

31

�

90093894

4913

t

30

+

397232

17

� t

29

+ 19250�

2

t

28

�

�

846133035

4913

t

27

+

3005266

289

� t

26

+

543884

17

�

2

t

25

�

49957930891

83521

t

24

�

�

420538624

4913

� t

23

+

353276

17

�

2

t

22

�

91298290787

83521

t

21

�

101367959

289

� t

20

�

�

9780232

289

�

2

t

19

�

1162052993707

1419857

t

18

�

56603024170

83521

� t

17

�

807377032

4913

�

2

t

16

+

766218083922

1419857

t

15

�

45450918051

83521

� t

14

�

1442603701

4913

�

2

t

13

+

46921116263706

24137569

t

12

+

+

230339555352

1419857

� t

11

�

19395246255

83521

�

2

t

10

+

1413944975064438

410338673

t

9

+

+

621393338592

1419857

� t

8

+

6245611218

83521

�

2

t

7

+

554559678398538

410338673

t

6

+

+

8204586193656

24137569

� t

5

+

4273175790

83521

�

2

t

4

�

3524860866785148

6975757441

t

3

+

+

27750500696754

410338673

� t

2

�

4855314316783860

90684846733

�

;

G(u; v) = u

3

+

125694347226670235997

52415841411674

u

2

+

+ u �

�

36795

442

v

12

+

143479380

63869

v

11

�

67444266186

1085773

v

10

�

137300874259560

313788397

v

9

+

+

2580726046707594885

181369693466

v

8

+

12847251951061921800

1541642394461

v

7

�

11121815123928333448500

34271896307633

v

6

�

�

� v

20

+

440

17

v

19

+

137380

289

v

18

�

1557031600

83521

v

17

+

78582704594145

24955406632

v

16

+

+

5956885860588398964

901514064581

v

15

+

15055946520458773867110

260537564663909

v

14

�

�

32867584146876876273273720

75295356187869701

v

13

:

íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ t

�1

q

0

(t) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q(�), ÚÎÁ-

ÞÉÔ, ÅÇÏ ËÏÒÎÉ t

1

; : : : ; t

7

ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ìÅÍÍÁ 3.1 ÄÏËÁÚÁÎÁ �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.2. ðÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t = �s ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

p(t) É q(t) ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3. ÷ ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (18), (19), (22) ÞÉÓÌÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÒÅ-

×ÙÛÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ Ó ÓÁÍÏÇÏ

ÎÁÞÁÌÁ �ÏÌÏÖÉÌÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ q(t) �ÒÉ t

8

, t

7

, t

5

É t

4

.



18 ó.à. ïòå÷ëï÷

3.3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÄ ÒÅÂÒÁÍÉ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. äÌÑ ËÁ-

ÖÄÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ ÇÒÁÆÏ× ÎÁ ÒÉÓ. 11{ 13 ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÒÉ×ÙÈ.

3.3.1. îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÒÅÂÒÏÍ

�7

Æ���

�3

Æ�� (ÒÉÓ. 11).

÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ 1.5, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÒÉ×ÏÊ

×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÏÒÉÞÅÓËÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ×ÅÅÒÕ

� =

�

1 1 6 17

0 1 7 20

�

; É �ÕÓÔØ A =

�

1 17

0 20

�

;

e

� =

�

1 0

0 1

�

:

úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ×ÅÅÒÙ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ÓÔÏÌÂ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ

×ÅËÔÏÒÁÍ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë A,

e

� É � �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 1.9, �ÏÌÕÞÁÅÍ

�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ×ÅÅÒÙ

�

0

= � É

e

�

0

=

�

1 3 2 1 1 1 1 1 1 1 0

0 1 1 1 2 3 4 5 6 7 1

�

:

úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ × ×ÅÅÒÅ

e

�

0

ÖÉÒÎÙÍ ÛÒÉÆÔÏÍ ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÔÅ ×ÅËÔÏÒÙ ~e

0

j

, ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ A(R~e

0

j

) = Re

0

i

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ e

0

i

2 �

0

. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ

×ÉÄ:

�1

Æ���

�2

����

�3

����

�2

����

�2

����

�2

����

�2

����

�2

����

�1

Æ�� �

20:1

�!

�7

Æ���

�3

Æ�� :

úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ × ��.3.3.1 { 3.3.8 ÞÅÒÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-

ÍÙÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÔÓÑ

× ÔÏÞËÕ. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6, ÍÙ ÉÍÅÅÍ N = detA = 20, m

0

= m

1

= 20,

n

0

= n

1

= 1.

3.3.2. îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÒÅÂÒÏÍ ��

�2

Æ� � � � �

�2

Æ

| {z }

21

���

�3

Æ���

�2

Æ�� (ÒÉÓ. 11).

� =

h

1 1 ::: 1 1 2 3

0 1 ::: 21 22 45 68

i

; A =

h

1 0

0 8

i

;

e

� =

h

1 1 1 2 3 4 5 6

0 1 2 5 8 11 14 17

i

�

0

=

h

1 1 ::: 1 3 2 1 3 5 2 3

0 1 ::: 21 64 43 22 67 112 45 68

i

e

�

0

=

h

1 8 7 6 5 4 3 8 5 2 5 8 3 4 5 6 7 8 1 8 7 6 5 4 3 8 5 2 5 8 3 4 5 6 7 8 1

0 1 1 1 1 1 1 3 2 1 3 5 2 3 4 5 6 7 1 9 8 7 6 5 4 11 7 3 8 13 5 7 9 11 13 15 2

8 7 6 5 4 3 8 5 2 5 8 3 16 13 10 7 4 9 14 19 24 5 16 11 6

17 15 13 11 9 7 19 12 5 13 21 8 43 35 27 19 11 25 39 53 67 14 45 31 17

i

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

��

e

�

1

��

�5

Æ��

e

�

2

��

�16

Æ��

e

�

1

��

�5

Æ��

e

�

2

��

�16

Æ��

e

�

1

��

�5

Æ��

e

���

#

8:1

�� �

1

��

�2

Æ�� �

2

��

�2

Æ�� �

1

��

�2

Æ�� �

2

��

�2

Æ�� �

1

��

�2

Æ�����

ÇÄÅ

��

e

�

1

�� ��

�1

Æ���

�2

����

�2

����

�2

����

�2

Æ���

�4

����

�1

Æ���

�2

����

# = #

�� �

1

�� ��

�2

Æ���������������

�2

Æ��������

�2

Æ�������
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�

2

,

e

�

2

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÅÒËÁÌØÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ �

1

,

e

�

1

, É

��

e

��� ��

�2

����

�1

Æ���

�8

Æ���

�1

Æ���

�2

����

�2

����

�2

����

�4

Æ���

�2

����

�2

����

�2

����

�1

Æ���

�8

Æ���

�1

Æ���

�2

���

# = #

�� ��� �����

�4

Æ���

�1

Æ���

�2

Æ���������������

�5

Æ���������������

�2

Æ���

�1

Æ���

�4

Æ�����

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6, ÍÙ ÉÍÅÅÍ N = detA = 8, m

0

= 8, m

1

= 4, n

0

= 1, n

1

= 2.

3.3.3. îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ

�2

Æ���

�2

Æ�� (ÒÉÓ. 11).

� =

h

1 1 1 1

0 1 2 3

i

; A =

h

1 1

0 3

i

;

e

� =

h

1 0

0 1

i

; �

0

=

h

1 1 2 1 1

0 1 3 2 3

i

;

e

�

0

=

h

1 2 1 1 0

0 1 1 2 1

i

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

�1

Æ���

�3

Æ���

�1

Æ�� �

3:1

�!

�3

Æ���

�1

Æ���

�3

Æ�� :

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6, ÍÙ ÉÍÅÅÍ N = detA = 3, m

0

= m

1

= 3, n

0

= n

1

= 1.

3.3.4. ä×Á ÎÁËÒÙÔÉÑ ÎÁÄ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ

�3

Æ��� (ÒÉÓ. 11).

ðÅÒ×ÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ:

� =

h

1 1 2

0 1 3

i

; A =

h

1 4

0 6

i

;

e

� =

h

1 0

0 1

i

; �

0

=

h

1 1 3 2

0 1 4 3

i

;

e

�

0

=

h

1 2 1 1 0

0 1 1 2 1

i

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

�1

Æ���

�3

����

�1

Æ��� �

6:1

�!

�4

Æ���

�1

Æ��� :

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6, ÍÙ ÉÍÅÅÍ N = detA = 6, m

0

= 6, m

1

= 3, n

0

= 1, n

1

= 2.

÷ÔÏÒÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ:

� =

h

1 1 2

0 1 3

i

; A =

h

1 1

0 2

i

;

e

� =

e

�

0

=

h

1 1 1 1

0 1 2 3

i

; �

0

=

h

1 1 3 2

0 1 4 3

i

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

�2

Æ���

�2

Æ�� �

2:1

�!

�4

Æ���

�1

Æ�� :

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6, ÍÙ ÉÍÅÅÍ N = detA = 2, m

0

= 2, m

1

= 1, n

0

= 1, n

1

= 2.

3.3.5. îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÒÅÂÒÏÍ "���!" (ÒÉÓ. 11).

� = �

0

=

h

1 0

0 1

i

; A =

h

2 �1

0 2

i

;

e

� =

e

�

0

=

h

1 1 1

0 1 2

i

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ���

�2

���� �

4:1

�! ����� :

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6, ÍÙ ÉÍÅÅÍ N = detA = 4, m

0

= 2, m

1

= 1, n

0

= 2, n

1

= 4.

3.3.6. îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÒÅÂÒÏÍ

�2

Æ���

�3

Æ�� (ÒÉÓ. 12).

� = �

0

=

h

1 1 1 2

0 1 2 5

i

; A =

h

1 2

0 5

i

;

e

� =

h

1 0

0 1

i

;

e

�

0

=

h

1 3 2 1 1 0

0 1 1 1 2 1

i

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

�1

Æ���

�2

����

�3

����

�1

Æ�� �

5:1

�!

�2

Æ���

�3

Æ��

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6, ÍÙ ÉÍÅÅÍ N = detA = 5, m

0

= m

1

= 5, n

0

= n

1

= 1.
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3.3.7. îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ

�2

Æ�� (ÒÉÓ. 12 É ÒÉÓ. 13).

� = �

0

=

h

1 1 1

0 1 2

i

; A =

h

1 1

0 2

i

;

e

� =

h

1 0

0 1

i

;

e

�

0

=

h

1 1 0

0 1 1

i

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

�1

Æ�� �

2:1

�!

�2

Æ�� .

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6, ÍÙ ÉÍÅÅÍ N = detA = 2, m

0

= m

1

= 2, n

0

= n

1

= 1.

3.3.8. îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÒÅÂÒÏÍ

�3

Æ�� (ÒÉÓ. 13).

� = �

0

=

h

1 1 2

0 1 3

i

; A =

h

1 2

0 3

i

;

e

� =

h

1 0

0 1

i

;

e

�

0

=

h

1 1 0

0 1 1

i

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:

�1

Æ�� �

3:1

�!

�3

Æ�� .

ðÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1.6, ÍÙ ÉÍÅÅÍ N = detA = 3, m

0

= m

1

= 3, n

0

= n

1

= 1.

3.4. îÁËÒÙÔÉÅ ÎÁÄ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 3.4. ðÕÓÔØ (m

(1)

1

; : : : ;m

(1)

k

1

; m

(2)

1

; : : : ;m

(2)

k

2

; m

(3)

1

; : : : ;m

(3)

k

3

) | ÏÄÉÎ ÉÚ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÚÄÅÓØ n

m

ÏÚÎÁÞÁÅÔ m ÒÁÚ n; : : : ; n):

(20; 1; 3

7

; 8; 1

13

); (4; 3; 1; 2; 1

2

); (5; 1; 2

3

; 4; 1

2

); (3

2

; 2

3

; 4; 1

2

):

�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ ' : S

2

! S

2

, ÉÍÅÀÝÅÅ ÔÒÉ ËÒÉÔÉ-

ÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p

1

, p

2

, p

3

, ÔÏ ÅÓÔØ ' ÎÅ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÏ ×ÎÅ '

�1

(fp

1

; p

2

; p

3

g), ÔÁËÏÅ

ÞÔÏ m

(i)

1

; : : : ;m

(i)

k

i

| ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' × �ÒÏÏÂÒÁÚÁÈ ÔÏÞËÉ p

i

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÉ p

2

É p

3

×ÌÏÖÅÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ I . ðÕÓÔØ � |

ÇÒÁÆ, ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ × S

2

ÏÄÎÉÍ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ×, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 14. úÁÄÁÄÉÍ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : �! I ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÅÒÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÔÏÂÒÁÖÁÌÉÓØ × p

2

, ÂÅÌÙÅ

| × p

3

, Á ÒÅÂÒÁ | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ I . ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ' ÎÁ ×ÓÀ ÓÆÅÒÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë � ÎÁËÒÙ×ÁÌÉ S

2

n I Ó ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ

p

1

. �

òÉÓ. 14
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äÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÒÉÓ. 7(×ÎÉÚÕ) ËÒÏÍÅ v

2

, ÎÁËÒÙÔÉÅ

ÓÆÅÒÙ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × ÌÅÍÍÅ 3.4, �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏ ÎÁËÒÙÔÉÑ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ×ÅÔ×ÌÅ-

ÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÓÏÓÅÄÎÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ, É ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÇÏ

×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÁÍÏÊ ÔÒÅÈ×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ.

äÌÑ ×ÅÒÛÉÎÙ v

2

ÎÁÄÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÎÁËÒÙÔÉÅ ÂÏÌÅÅ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ. ïÎÏ ÄÏÌÖÎÏ

ÉÍÅÔØ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×ÄÏÌØ ËÒÉ×ÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v

2

(ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ A), ÔÁË ËÁË n

1

= 2 × ÎÁËÒÙÔÉÑÈ 3.3.2, 3.3.4 É n

0

= 2 × ÎÁËÒÙÔÉÉ

3.3.5. ðÕÓÔØ B

1

, B

2

, B

3

| ËÒÉ×ÙÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÓÅÄÎÉÍ Ó v

2

×ÅÒÛÉÎÁÍ, É V

| ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÔÒÕÂÞÁÔÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ A. ðÕÓÔØ �, �

1

, �

2

, �

3

|

ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù � = �

1

�

V n(A[B

1

[B

2

[B

3

)

�

, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ÍÅÒÉÄÉÁÎÁÍÉ ËÒÉ-

×ÙÈ A, B

1

, B

2

É B

3

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÍÅÒÉÄÉÁÎÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÈÏÄ ×ÄÏÌØ ËÒÁÑ

ÍÁÌÏÇÏ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÓËÁ). ðÏÓËÏÌØËÕ A

2

= �2, �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ×ÙÂÏÒÅ

�ÕÔÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ ÍÅÒÉÄÉÁÎÙ Ó ÏÂÝÅÊ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÉÍÅÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

�

2

= �

1

�

2

�

3

; ��

j

= �

j

�; j = 1; 2; 3 (23)

îÁËÒÙÔÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÇÒÕ��Õ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �! S(8), ÔÏ

ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù � ÎÁ �ÒÏÏÂÒÁÚÁÈ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

áÎÁÌÉÚÉÒÕÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ 3.3.2, 3.3.4 É 3.3.5, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÍÉ

ÔÏÞÅË A\B

i

ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÑ ÎÁËÒÙÔÉÑ ÕÓÔÒÏÅÎÁ ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 15. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ-

×ÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (23).

üÔÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÅÊ ×ÅÒÛÉÎ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 15.

β1β1
β1

β1 β1

β1β1
β2

β2 β2

β2 β2

β2

β2

β3

β3

β3β3

β2

β3

β3β3

β3

β1

α α α α α α

12

7

83

4

2

5 6

4

8

3 1

57 6 3

4

8

7
2

6

1

5

αα
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3.5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.2. �ÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É × [13℄

(ÉÌÉ ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ), ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ ÞÔÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ

C ! C

2

, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × �ÕÎËÔÅ 3.2, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ

~

D (ÓÍ. ÒÉÓ. 7). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ D ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÎÉÖÎÅÍÕ ÇÒÁÆÕ

ÎÁ ÒÉÓ. 7 (ÎÁ ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ).

óÔÑÇÉ×ÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ (�1)-×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 7(××ÅÒÈÕ), ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÌÉ-

ÎÅÊÎÙÊ ÇÒÁÆ

�2

Æ���

�2

Æ���

0

Æ

~v

2

���

�2

Æ���

�1

Æ

e

D

���

�2

Æ���

�2

Æ .

òÁÚÄÕ×ÁÑ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÁ ÔÏÞËÕ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÕÀ ÒÅÂÒÕ Ó�ÒÁ×Á ÏÔ ~v

2

, �ÏÌÕÞÉÍ ÇÒÁÆ

ÎÁ ÒÉÓ. 16. üÔÏÔ ÇÒÁÆ ÓÔÑÇÉ×ÁÅÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ (+1)-×ÅÒÛÉÎÅ

~

l. �ÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ (+1)-�ÁÒÙ.

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 2.4 ÉÎÄÅËÓ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ �ÏÇÒÕÖÅ-

ÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÚ �. 2.2, ÍÙ ÉÍÅÅÍ

�

1

f

�

= 21; d = 1; n

1

= 4; É

X

x2D

�

1

nf1g

(�

x

f

�

� n

1

) = 8� (6� 4):
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�2

Æ���

�2

Æ���

�1

Æ

~v

2

���

�4

Æ���

�1

Æ

~

l

���

�2

Æ���

�2

Æ���

�4

Æ���

�1

Æ

e

D

���

�2

Æ���

�2

Æ

òÉÓ. 16

x4. îÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ËÏÎÔÒ-�ÒÉÍÅÒÁ Ë ÇÉ�ÏÔÅÚÅ Ï

ÑËÏÂÉÁÎÅ Ó ÄÁÎÎÙÍ �Ï×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ

÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ C

2

! C

2

,

ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ × x3 ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, (+1)-

�ÁÒÁ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ × x3, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÏÊ.

4.1. ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P (x; y) É Q(x; y), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ P

0

x

Q

0

y

� P

0

y

Q

0

x

= 1, É ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÅ (x; y) 7! (u; v) =

�

P (x; y); Q(x; y)

�

ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ËÁË × x3.

ìÉÎÅÊÎÙÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ u = 
onst

É v = 
onst ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔ ËÒÉ×ÙÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ u

0

É

u

1

ÎÁ ÒÉÓ. 7(×ÎÉÚÕ).

óÏÇÌÁÓÎÏ 3.3.1, 3.3.3, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ f ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-

ÝÉÈ �ÒÏÏÂÒÁÚÁÍ ×ÅÒÛÉÎ u

0

É u

1

, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ �ÒÏ-

ÏÂÒÁÚ v

0

(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ v

1

) ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ËÒÉ×ÕÀ

P (x; y) = 
onst (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Q(x; y) = 
onst). ÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ

ËÒÉ×ÙÈ P = 
onst É Q = 
onst Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØÀ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÎÁ ÄÉËÒÉ-

ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÅ

~

D. ðÒÉÞÅÍ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, �ÁÒÁÍÅÔÒÉÚÕÀÝÉÅ

ËÒÉ×ÕÀ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ D, ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎÉ 9 É 60, ÔÏ ËÒÉ×ÙÅ P = 
onst É Q = 
onst

ÉÍÅÀÔ 9 É 60 �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ Ó

~

D.

óÔÑÇÉ×ÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÌÉÛÎÉÅ (�1)-ËÒÉ×ÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. 7(××ÅÒÈÕ), ÍÙ �ÏÌÕ-

ÞÉÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÊ ÇÒÁÆ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ËÒÉ×ÙÈ P = 
onst É Q = 
onst ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏÓÔÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 17. ðÏÜÔÏÍÕ Ó�ÌÁÊÓ-ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÜÔÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÅ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ 18 É 19. éÚ ÜÔÏÇÏ × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ

(ÓÍ. [11℄), ÞÔÏ

degP (x; y) = 600; degQ(x; y) = 90: (24)

l l

. . .

60

1-1 1 -7 3

3

1-77

. . .
1

. . .

1-1 1 -7 3

3

1-77

7

1
20

1

9

20

òÉÓ. 18 òÉÓ. 19

ðÕÓÔØ

X

19

�

19

�! X

18

�

18

�! : : :

�

2

�! X

1

�

1

�! X

0

= CP

2

| �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �-�ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÅ ×ÅÒ-

ÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÒÉÓ. 17 ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎÙ

~

l. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ
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2v

. . .

l
v1

-2-2-2-2

-3-7

Q

Q

-3 -3

-2

-2

-1-4 -2 -2 -4

Q Q

PP
. . .

-1 -2 -2

. . .
PP

7

-1 -2

9

60

D

òÉÓ. 17

�ÒÑÍÕÀ ÎÁ CP

2

ÞÅÒÅÚ E

0

, É �ÕÓÔØ E

j

| ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ �-�ÒÏ�ÅÓÓÁ

(ÒÁÚÄÕÔÉÑ) �

j

, j = 1; : : : ; 19. íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÒÉ×ÕÀ É ×ÓÅ

ÅÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÂÒÁÚÙ ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ. ÷ÚÁÉÍÎÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÒÉ-

×ÙÈ E

j

�ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 20. þÉÓÌÁ × ÓËÏÂËÁÈ ×ÏÚÌÅ ×ÅÒÛÉÎ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

ÓÍÙÓÌ. P Æ �

19

É Q Æ �

19

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÁ X

19

. ðÕÓÔØ

(P ) É (Q) | ÉÈ ÄÉ×ÉÚÏÒÙ. ïÎÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

(P ) = (P )

a�

0

�

19

X

j=0

p

j

E

j

; (Q) = (Q)

a�

0

�

19

X

j=0

q

j

E

j

;

ÇÄÅ (P )

a�

0

É (Q)

a�

0

| ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ fP = 0g É fQ = 0g. îÁ

ÒÉÓ. 20 × ÓËÏÂËÁÈ ×ÏÚÌÅ ×ÅÒÛÉÎÙ E

j

ÕËÁÚÁÎÙ ÞÉÓÌÁ (p

j

; q

j

).

E0l =v1=E v1=E

E8

E9

11 18 16 15 14 13 12E E E E E E EE E7 E E E EE1 2 3 5 46D = E17 19 10

(2
0,3

)

(2
0,3

)

(4
0,6

)

(-4
0,-

6)

(-2
0,-

3)(0
,0)

(2
40

,36
)

(1
80

,27
)

(6
00

,90
)

(4
20

,63
)

(6
0,9

)

(1
20

,18
)

(1
00

,15
)

(8
0,1

2)

(6
0,9

)

(2
0,3

)
(7

,1)
(1

,0)

(4
0,6

)(8
0,1

2)

òÉÓ. 20

÷ÙÂÅÒÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x; y × C

2

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÅÎÔÒ ÒÁÚÄÕÔÉÊ �

1

É �

2

ÂÙÌ ×

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÓÉ y = 0, Á �ÅÎÔÒÙ ÒÁÚÄÕÔÉÊ �

7

É �

8

| × ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÓÉ x = 0. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÁ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ X

j

ÓÉÓÔÅÍÙ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ËÁÒÔ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÁÒÔ ÎÁX

0

= CP

2

×ÙÂÅÒÅÍ (x; y), (1=x; y=x)

É (x=y; 1=y). åÓÌÉ �ÅÎÔÒ ÒÁÚÄÕÔÉÑ �

j

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ËÁÒÔ (x

0

; y

0

) ÎÁ X

j�1

, ÔÏ ÎÁ X

j

ÜÔÁ ËÁÒÔÁ ÚÁÍÅ-

ÎÑÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ËÁÒÔÙ (x

0

=y

0

; y

0

) É (x

0

; y

0

=x

0

). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÒÉ ÒÁÚÄÕÔÉÑ, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÂÏÒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÅÎ, ÜÔÏ �

3

, �

4

É �

11

.
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ðÕÓÔØ (x

2

; y

2

) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ X

2

, × ËÏÔÏÒÙÈ E

2

= fx

2

= 0g

É fy = 0g = fy

2

= 0g, ÔÏ ÅÓÔØ x

2

= x

�1

, y

2

= xy. ÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

ËÒÉ×ÁÑ E

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓØÀ x

2

= 0. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÅÎÔÒ ÒÁÚÄÕÔÉÑ

�

3

ÌÅÖÉÔ ÎÁ E

2

, ÏÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x

2

; y

2

) = (0; �

2

). ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x

2

0

= x

2

= x

�1

É y

2

0

=

y

2

� �

2

= xy � �

2

. ðÕÓÔØ (x

3

; y

3

) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ X

3

, ÔÁËÉÅ

ÞÔÏ x

3

= x

2

0

= x

�1

É y

3

= y

2

0

=x

2

0

= (xy��

2

)x. ÷ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ËÒÉ×ÁÑ E

3

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÏÓØÀ x

3

= 0. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÅÎÔÒ ÒÁÚÄÕÔÉÑ �

4

ÌÅÖÉÔ ÎÁ

E

3

, ÏÎ ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x

3

; y

3

) = (0; �

3

). ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x

3

0

= x

3

= x

�1

É y

3

0

= y

3

� �

3

= x

2

y �

�

2

x� �

3

.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÕÓÔØ (x

10

; y

10

) | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ X

10

, × ËÏÔÏÒÙÈ

E

10

= fx

10

= 0g É E

7

= fy

10

= 0g, ÔÏ ÅÓÔØ x

10

= x, y

10

= x

�3

y

�1

. äÅÌÁÑ,

ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ, ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ x, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒ ÒÁÚÄÕÔÉÑ �

11

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ (x

10

; y

10

) = (0; 1) 2 E

10

. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x

10

0

= x

10

É y

10

0

= y

10

� 1.

ðÒÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× îØÀÔÏÎÁ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØ-

ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅÍ. åÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÎÅ ×ÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÂ ÉÚÏ-

ÂÒÁÖÁÅÍÏÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÅ �, ÔÏ ÍÙ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ �, �ÒÉÞÅÍ ÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ Ñ×ÌÑ-

ÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ �, ÍÙ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍ × ×ÉÄÅ ÞÅÒÎÏÇÏ ËÒÕÖËÁ

"�".

ìÅÍÍÁ 4.1. ðÕÓÔØ R ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÂÕË× P ÉÌÉQ, �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÏÖÉÍ a = 20

× ÓÌÕÞÁÅ R = P , É a = 3 × ÓÌÕÞÁÅ R = Q.

(Á). íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ R(x; y) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-

ÎÉË, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 21 (ÓÌÅ×Á ××ÅÒÈÕ).

(Â). ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (x

j

; y

j

), �ÒÉ j = 2; 2

0

; 3; 3

0

ÉÌÉ 10, ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ R �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÏÒÁÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

R

j

(x

j

; y

j

). íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ îØÀÔÏÎÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ìÏÒÁÎÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ

ÎÁ ÒÉÓ. 21.

(×). ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (x

10

0

; y

10

0

), ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ R �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ×

ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ×ÉÄÁ (1+y

10

0

)

�6a

R

10

0

(x

10

0

; y

10

0

), ÇÄÅ R

10

0

| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ìÏÒÁÎÁ, ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 22.

(-18,21)

(-1,1)

(36,27)(0,27)

(0,0) (36,0)

(0,180) (240,180)

(0,-1) (240,0)

(-120,140)

Q P1010

òÉÓ. 22
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R10

-6 a

-9 a

-2 a

12a

R2

9a

-12

2a

a

2R

9a

-12

2a

-3 a

R3

9a

2a

-3 a 2a 4a

R3

9a

-3 4

2

a a

a

12 21

9

a

a

a

R2a

òÉÓ. 21

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ×ÓÅ ÒÁÚÄÕÔÉÑ É �ÒÏÓÌÅ-

ÄÉÔØ ÚÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P É Q ÎÁ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ. îÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, �ÏÓËÏÌØËÕ q

0

= 90 É q

1

= 27, ÄÉ×ÉÚÏÒ (Q)

a�

0

ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÏÓÔØ 27 × �ÅÎÔÒÅ

ÒÁÚÄÕÔÉÑ �

1

. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×

ÏÂÌÁÓÔÉ x � 63, x+ y � 90. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ. �

õÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Q

3

0

É Q

10

0

ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ ×ÎÅ

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ 21 É 22 ÄÁÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(x; y). îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ

× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ ËÏ-

ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÍÉ "�" ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ 21 É 22. üÔÏ

ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÄÏËÁ-

ÚÁÔØ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÅÚ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á

ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÁ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ èÁÊÔÍÁÎÁ [9℄.

4.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ �Ï

ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó [9; x3℄. ðÅÒÅÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x

3

0

; y

3

0

) ÞÅÒÅÚ

(t; u), Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x

10

0

; y

10

0

) ÞÅÒÅÚ (x; z):

x = t

�1

; y = �

2

t+ �

3

t

2

+ ut

2

; y = x

�3

(1 + z)

�1

;

t = x

�1

; u = x

2

y � �

2

x� �

3

; z = x

�3

y

�1

� 1:

ðÏÌÏÖÉÍ

� = xu� 1; � = u

3

� 2xyu+ y + 2�

2

u+ �

3

xy � �

2

�

3

; � = �

2

�

3

:

üÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÏÔ (x; y) É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ìÏÒÁÎÁ ÏÔ

(t; u), ÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ îØÀÔÏÎÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 23. ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ

(x; z) ÆÕÎË�ÉÉ (1+z)�(x; z), (1+z)

3

�(x; z) É (1+z)

9

�(x; z) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÁÍÉ ìÏÒÁÎÁ, ÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ îØÀÔÏÎÁ ÔÁËÖÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 23. ÷
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τ (x,y)

(0,3)

(2,1)

(2,0)(1,0)

σ(t,u) ρ(t,u)

(-1,3)

(-3,9)

(2,0) (4,0)

(4,2)

τ (t,u)

(0,0)

(-1,1)

τ (x,z)(1+z)

(0,1) (2,1)

(2,0)(1,0)

σ(x,z)(1+z)

(0,3)

(-1,0)

(-3,2)

3

(3,3)

(3,0)
9ρ(x,z)(1+z)

(0,9)
(-6,4)

(1,0) (12,0)

(12,9)

(2,0)

(3,1)

(0,0) (3,0)

(6,3)(0,1)

σ(x,y)

(0,0)

(0,2)

(12,0)

(21,9)

ρ(x,y)

(0,0)

òÉÓ. 23

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ îØÀÔÏÎÁ �

3

×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y), (x; z), (t; u) ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× îØÀÔÏÎÁ Q.

äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÏÒÁÎÁ 
(t) =

P

n

k=m




k

t

k

, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ 


m

6= 0 É 


n

6= 0,

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ord

t


 = m É deg

t


 = n.

ìÅÍÍÁ 4.2. ðÕÓÔØ a | �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É R(x; y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ,

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËîØÀÔÏÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÅ [(0; 0), (12a; 0),

(21a; 9a), (0; 2a)℄. ðÕÓÔØ R(t; u) É R(x; z) ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × R(x; y) ×Ù-

ÒÁÖÅÎÉÊ (x; y) ÞÅÒÅÚ (x; z) É (t; u). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÏÒÁÎÁR(t; u) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÅ [(0; 0), (4a; 0), (4a; 2a),

(�3a; 9a)℄ (ÓÒ. Ó ÒÉÓ. 21). ðÕÓÔØ

(1 + z)

9a

R(x; z) =

12a

X

k=�6a

b

k

(z)x

k

:

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ b

k

= 0 �ÒÉ k < m. �ÏÇÄÁ

deg

z

b

m

� ord

z

b

m

� 3=2 (m+ 6a);

É × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÉÍÅÅÍ b

m

(z) = z

�7=6m

(1 + z)

3=2 (m+6a)

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ b

k

= 0 �ÒÉ k < m, ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ ìÏÒÁÎÁ (1 + z)

9a

R(x; z) ÌÅÖÉÔ �ÒÁ×ÅÅ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ x = m. ÷

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x; y

10

) ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ ìÏÒÁÎÁ y

9a

10

R(x; y

10

) ÌÅÖÉÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ, ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 24 ÓÌÅ×Á.

ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (x; y

10

) Ë ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ (t; u) (ÓÍ. ÒÉÓ. 24) É ÏÂÒÁÔÎÏ
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(ÓÍ. ÒÉÓ. 25), ÍÏÖÎÏ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË îØÀÔÏÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÏ-

ÒÁÎÁ R ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÄÏÌÖÅÎ ÏÓÔÁ×ÁÔØÓÑ × ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. óÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÏÎÏÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ìÏÒÁÎÁ y

9a

10

R(x; y

10

), ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ

×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ x = m, ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ ×ÙÛÅ ÏÔÒÅÚËÁ [(�6a; 0); (0; 9a)℄

(ÏÎ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ �ÕÎËÔÉÒÏÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ 24 É 25), Ô.Å. ord

y

10




m

� 3=2 (m +

6a), ÇÄÅ 


m

(y

10

) | ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x

m

× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ ìÏÒÁÎÁ y

9a

10

R(x; y

10

).

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ b

m

(z) = 


m

(1 + z), É ÚÎÁÞÉÔ, deg

z

b

m

� ord

z

b

m

�

ord

y

10




m

. �

(-6a,7a)

(-6a,0)

(0,9a)

(x

10

; y

10

) (x

2

; y

2

) (x

3

; y

3

) (t; u)

òÉÓ. 24

(-6a,7a)

(-6a,0)

(0,9a)

(t; u) (x

3

; y

3

) (x

2

; y

2

) (x

10

; y

10

)

òÉÓ. 25

âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x

63

y

27

×

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ Q(x; y) ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 4.2 Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Q � �

3

,

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x; z) ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ

�ÒÉ x

�18

; : : : ; x

�13

ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x

�12

ÒÁ×ÅÎ 


2

z

14

(z + 1)

9

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 


2

.

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÌÅÍÍÕ 4.2, ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Q � �

3

� 


2

�

2

,

ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ x

�12

; : : : ; x

�7

ÔÏÖÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x

�6

ÒÁ×ÅÎ 


1

z

7

(z + 1)

18

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 


1

.

îÁËÏÎÅ�, �ÒÉÍÅÎÑÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÌÅÍÍÕ 4.2 Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Q� �

3

� 


2

�

2

�




1

�, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ

Q = �

3

+ 


2

�

2

+ 


1

�:

ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x

�1

z ÒÁ×ÅÎ

ÎÕÌÀ, ÔÏÇÄÁ ËÁË �Ï ÌÅÍÍÅ 4.1 ÜÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÔÁË (ÓÍ. ÒÉÓ. 22, ÓÌÅ×Á).

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1.
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4.3. ÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4.1 (�ÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ÎÅÓÔÒÏ-

ÇÏÅ). ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÒÉ×ÏÊ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ D × �. 3.2 ÍÙ ÒÅÛÁÌÉ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÞÉÓÌÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.3). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ D ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ

ÄÅÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ËÌÁÓÓÅ ËÒÉ×ÙÈ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÅÅ

ÍÏÖÎÏ ÅÝÅ ÓÉÌØÎÅÅ ×ÙÒÏÄÉÔØ.

åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÉ�Á A

2

,

ÓÌÉ×ÁÑÓØ Ó �ÒÏÓÔÏÊ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÔÉ�Á A

4

, ËÁË

× ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ËÒÉ×ÙÈ

C

t

= fy

2

= x

3

(x� t)

2

g �ÒÉ t! 0; (26)

ÔÏ ËÏÎÔÒ-�ÒÉÍÅÒ Ë ÇÉ�ÏÔÅÚÅ Ï ÑËÏÂÉÁÎÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÒÏÓÔÏÊ

�ÒÉÞÉÎÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ �ÒÉÒÏÄÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ

ÄÉÓË �, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ × C

2

, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ

(i ) � �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó D �Ï Ó×ÏÅÍÕ ËÒÁÀ: � \D = ��;

(ii ) ËÒÉ×ÁÑ �� �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÓÔÕÀ Ä×ÏÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ ËÒÉ×ÏÊ D, �ÒÉÞÅÍ

�ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ Ó ÏÄÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ×ÅÔ×É ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ.

îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÊ (26) �ÒÉ t 2 R, t > 0, ÔÁËÉÍ ÄÉÓËÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ f(x; y) 2

R

2

j 0 � x � t, y

2

� x

3

(x�t)

2

g. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÄÉÓË �ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÁËÒÙÔÉÅ,

�ÒÏÏÂÒÁÚÙ ÏÂÅÉÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ×ÅÔ×ÅÊ × �ÒÏÓÔÏÊ Ä×ÏÊÎÏÊ ÔÏÞËÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÎÁ

ÎÁËÒÙÔÉÉ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

óÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (26) Õ ËÒÉ×ÏÊ D, ÎÅÓÏ-

ÍÎÅÎÎÏ, ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ (ÅÓÌÉ ×ÏÏÂÝÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ). ïÄÎÁËÏ ËÒÉ×ÕÀ,

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÌÅÍÍÙ 3.1, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �ÒÉÍÅ-

ÎÅÎÑÑ ÔÒÉ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (26) Ë ËÒÉ×ÏÊ D

0

, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (Á) É

(Â) ÌÅÍÍÙ 3.1, É ÉÍÅÀÝÅÊ ÞÅÔÙÒÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÉ�Á A

2

É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÔÉ�Á A

4

.

�ÁËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ D

0

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, �ÒÉÞÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ

ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.

x5. ðÓÅ×ÄÏ-×Ù�ÕËÌÙÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ

�Å�ÅÒØ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 0.4.

5.1. ðÏÇÒÕÖÅÎÉÑ S

3

! C

2

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Imm(X;Y ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÇÒÕÖÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X × ÍÎÏÇÏ-

ÏÂÒÁÚÉÅ Y . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÍÅÊÌÁ [16℄ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Imm(S

k

;R

n

)

ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅ-

ÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù �

k

(SO(n)). ðÏÜÔÏÍÕ

�

0

�

Imm(S

3

;R

4

)

�

e=�

3

(SO(4))e=Z

2

: (27)

÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÍÙ ÄÁÄÉÍ Ñ×ÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

ÅÓÌÉ R

4

ÓÎÁÂÖÅÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÏ Ó C

2

).

äÌÑ f 2 Imm(S

3

;C

2

), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ DG(f) ÓÔÅ�ÅÎØ ÇÁÕÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ-

ÖÅÎÉÑ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.1), Á ÞÅÒÅÚ CS(f) | ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÏÂÒÁÔ-

ÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ �ÏÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, Ô.Å. �ÏÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ

�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ

q 7! f

�1

�

(T \ iT ); ÇÄÅ q 2 S

3

É T = f

�

(T

q

S

3

):
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.1. ä×Á �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ f

1

; f

2

2 Imm(S

3

;C

2

) ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÇÏÍÏ-

ÔÏ�ÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ DG(f

1

) = DG(f

2

) É CS(f

1

) = CS(f

2

).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÆÅÒÁ S

3

�ÁÒÁÌÌÅÌÅÚÕÅÍÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ óÍÅÊÌÁ

(27), Á ÔÁËÖÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ DG(f) É CS(f) ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅ-

ÔÁ�ÉÀ. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ C

2

Ó ÔÅÌÏÍ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× H �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

(z; w) 7! z+wj. �ÏÇÄÁ S

3

= fq 2 H j q�q = 1g. ðÕÓÔØ

~

i,

~

j,

~

k | ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅË-

ÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ ÎÁ S

3

, ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ, Á ~n| �ÏÌÅ ×ÎÅÛÎÉÈ

ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

~

i(q) = qi;

~

j(q) = qj;

~

k(q) = qk; ~n(q) = q; ÇÄÅ q 2 S

3

:

ðÏÇÒÕÖÅÎÉÀ f : S

3

! H ÍÙ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �(f) : S

3

! SO(4)

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ f ÄÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ �ÏÇÒÕÖÅ-

ÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ S

3

, �ÒÉÞÅÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅËÔÏÒ f

�

(~n(q))

ÂÙÌ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ Ë f

�

(T

q

S

3

). �ÏÇÄÁ �(f) : q 7! Q 2 SO(4), ÇÄÅ q 2 S

3

É Q | ÍÁÔÒÉ�Á, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÒÅ�ÅÒ (1; i; j; k) ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÒÅ�ÅÒÁ

f

�

�

~n(q);

~

i(q);

~

j(q);

~

k(q)

�

. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÍÅÊÌÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÂÉÅË-

�ÉÀ �

�

: �

0

�

Imm(S

3

;R

4

)

�

! �

3

(SO(4)).

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ S

3

ËÁË �ÏÄÇÒÕ��Õ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù

H n 0, É �ÕÓÔØ S

2

= S

3

\ (iR+ jR+ kR). ÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

�

1

; �

2

: S

3

! S

3

� S

3

; �

1

(s) = (s; 1); �

2

(r) = (1; r);

� : S

3

� S

3

! SO(4); �(s; r) : q 7! s q �r;

� : SO(4)! S

3

; �(Q) = Q(1);

� : SO(4)! S

2

; �(Q) = Q(i) �Q(1);

(Q 2 SO(4) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ H ! H). æÉËÓÉ-

ÒÕÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ �

3

(S

3

) = �

3

(S

2

) = Z. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � |

Ä×ÕÌÉÓÔÎÏÅ ÎÁËÒÙÔÉÅ, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕ�� É Ker � = f�1g. ïÎÏ

ÉÎÕ�ÉÒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

�

�

: Z� Z = �

3

(S

3

� S

3

)! �

3

(SO(4)):

ðÏÓËÏÌØËÕ ��(s; r) = s �r, ÉÍÅÅÍ

�

�

�

�

: Z� Z = �

3

(S

3

� S

3

)! �

3

(S

3

) = Z; (m;n) 7! m� n: (28)

ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ���

1

: S

3

! S

2

ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ s × s i �s. üÔÏ | ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ

èÏ�ÆÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, s

1

i s

1

= s

2

i s

2

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ s

1

= s

2

�

(x+ iy) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y 2 R. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

(���

1

)

�

: �

3

(S

3

)! �

3

(S

2

):

ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ���

2

: S

3

! S

2

| �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ r 7! i, Ô.Å.

im

�

(���

2

)

�

: �

3

(S

3

)! �

3

(S

2

)

�

= 0:
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�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÅÍ

�

�

�

�

: Z� Z = �

3

(S

3

� S

3

)! �

3

(S

2

) = Z; (m;n) 7! m: (29)

ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, DG(f) = �

�

([�(f)℄) 2 �

3

(S

3

) = Z, É CS(f) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÇÏ-

ÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ q 7! f

�1

�

�

i f

�

(~n(q))

�

. ÷ ÓÉÌÕ �ÁÒÁÌ-

ÌÅÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ S

3

, ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÏÌÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ S

3

! S

2

� T

1

(S

3

). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ CS(f) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ

ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ �

�

([�(f)℄) 2 �

3

(S

2

). éÚ (28) É (29) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ [�(f)℄

Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ �ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ �

�

É �

�

. �

5.2. ï �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ ÄÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÛÁÒÁ.

ðÕÓÔØ X É Y | Ó×ÑÚÎÙÅ n-ÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, �ÒÉÞÅÍ X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ É Ó

ËÒÁÅÍ (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ), ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, X = B

n

, Y = R

n

. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ

ÄÁÄÉÍ ÏÄÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ËÒÁÑ �X ! Y

�ÒÏÄÏÌÖÁÌÏÓØ ÄÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑX ! Y . ðÒÉ n = 2 ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏæÒÁÎÓÉÓÏÍ

[8℄.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Z É Y | ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÚÍÅÎÏÓÔÅÊ n� 1 É n ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ.

1. ðÏÇÒÕÖÅÎÉÅ f : Z ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÒÓÏ×ÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË

z; z

0

2 Z ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f(z) = f(z

0

) É f

�

(T

z

Z) = f

�

(T

z

0

Z) (ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË ÍÙ

ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÑÍÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ f), ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U É U

0

,

ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ f | ×ÌÏÖÅÎÉÅ, ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ÔÏÞËÉ y = f(z) É ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ

' : V ! R, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ f' = 0g = V [ f(U

0

) É �ÒÉ ÜÔÏÍ ' Æ f j

U

| ÍÏÒÓÏ×ÓËÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ.

2. îÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅÍ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ f : Z ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ

ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅN

f

! Z, ÓÌÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄ ÔÏÞËÏÊ z ÒÁ×ÅÎ T

f(z)

Y=f

�

(T

z

Z).

ëÏÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÅÇÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏ-

ÅÎÉÑ.

3. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ f : Z ! Y | ËÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÏÒÓÏ×ÓËÏÅ �ÏÇÒÕ-

ÖÅÎÉÅ, É z; z

0

2 Z | ÅÇÏ ÔÏÞËÉ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÑ. óÁÍÏËÁÓÁÎÉÅ × ÔÏÞËÁÈ z; z

0

2 Z

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï�ÕÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ × ÎÉÈ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÙ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ

ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á T

f(z)

Y=f

�

(T

z

Z) = T

f(z

0

)

Y=f

�

(T

z

0

Z), É ×ÓÔÒÅÞÎÙÍ ×

�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

4. éÎÄÅËÓÏÍ ×ÓÔÒÅÞÎÏÇÏ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÑ ËÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÏÒÓÏ×ÓËÏÇÏ �Ï-

ÇÒÕÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÕÎË�ÉÉ ' Æ f j

U

(ÓÍ. ×ÙÛÅ) �ÒÉ

ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÇÒÁÄÉÅÎÔ ÆÕÎË�ÉÉ ' ÚÁÄÁÅÔ �ÏÌÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë

V \ f(U

0

) (× ÓÌÕÞÁÅ �Ï�ÕÔÎÏÇÏ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÑ ÉÌÉ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅËÏÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅ-

ÍÏÇÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ k

É n� k � 1).

5. òÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ fh

t

g

t2[0;1℄

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÒÓÏ×ÓËÏÊ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ×ÓÅÈ

t 2 [0; 1℄ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ h

t

ÍÏÒÓÏ×ÓËÏÅ. �ÒÏÊËÁ z; z

0

; t, ÇÄÅ z; z

0

2 Z | ÔÏÞËÉ

ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÑ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ h

t

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅÍ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÑ.

6. ðÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÑ z; z

0

; t ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ fh

t

g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË (z; t), (z

0

; t), ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ (z; t) 7! (h

t

(z); t) ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ × Y �[0; 1℄. òÅÇÕÌÑÒÎÁÑ

ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÊ

ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙ.
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7. ðÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ×ÓÔÒÅÞÎÏÇÏ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÑ ËÏÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ

ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ (ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ) ÅÓÌÉ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÁ-

ÖÄÏÊ ×ÅÔ×É �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÄÒÕÇÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ) × ÓÍÙÓÌÅ

ËÏÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ.

òÉÓ. 23 ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÄÏ× ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÊ. îÁ ÒÉÓ. 24 ÉÚÏÂÒÁ-

ÖÅÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× (ÏÔÒÉ�Á-

ÔÅÌØÎÙÅ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, Ô.Å. �ÒÉ

" < 0). óÔÒÅÌËÁÍÉ ÎÁ ÏÂÏÉÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ËÏÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ.

éÎÄÅËÓ 0 éÎÄÅËÓ 1

| {z }

ðÏ�ÕÔÎÏÅ ÷ÓÔÒÅÞÎÏÅ

òÉÓ. 23. óÁÍÏËÁÓÁÎÉÑ

t = t

0

� " t = t

0

+ " t = t

0

� " t = t

0

+ "

éÎÄÅËÓ 0 éÎÄÅËÓ 1

òÉÓ. 24. ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÊ (" > 0)

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ X É Y | Ó×ÑÚÎÙÅ n-ÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, �ÒÉÞÅÍ

X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ É ÉÍÅÅÔ ËÒÁÊ Z = �X . ðÕÓÔØ H : X ! Y | �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ, É

h

t

: Z ! Y , t 2 [0; 1℄ | ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÍÏÒÓÏ×ÓËÁÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ

h

0

= H j

Z

. æÉËÓÉÒÕÅÍ ËÏÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ h

0

, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÑ ×ÎÅÛÎÉÈ

ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë Z �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ H

�

(ÏÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ h

t

).

åÓÌÉ ×ÓÅ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÔÒÅÞÎÙÈ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÊ ÉÎÄÅËÓÁ n � 1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ,

ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ H

t

: X ! Y , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ H

t

j

Z

= h

t

É H

0

= H .

÷ ÓÌÕÞÁÅ n = 2 �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2 ÄÏËÁÚÁÎÏ × [8℄. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Ï ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, É ÍÙ ÅÇÏ Ï�ÕÓËÁÅÍ.

ðÒÉÍÅÒ. îÁ ÒÉÓ. 25 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ fh

t

g, ÔÁ-

ËÁÑ ÞÔÏ h

0

�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÄÉÓËÁ, Á h

1

| ÎÅÔ. ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÏÄÏÌ-

ÖÁÅÍÏÓÔØ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ × ÍÏÍÅÎÔ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ×ÓÔÒÅÞ-

ÎÏÇÏ ËÁÓÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ 1. óÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.2, ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÉÞÉÎÁ,

ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÎÁÒÕÛÉÔØ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔØ.
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 = 0t  = 1t

òÉÓ. 25

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ X;Y | Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ n-ÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-

ÚÉÑ, X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, É f : Z = �X ! Y | �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ. ä×Á �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ

F;G : X ! Y �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÉÚÏÔÏ�ÉÑ H

t

: X ! Z, t 2 [0; 1℄, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ H

0

= F , H

1

= G, É H

t

j

Z

= f �ÒÉ

×ÓÅÈ t.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ X;Y | Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ n-ÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ,

X ËÏÍ�ÁËÔÎÏ, É Z = �X . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ h

t

: Z ! Y | ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØ-

ÎÁÑ ÍÏÒÓÏ×ÓËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ×ÓÔÒÅÞÎÙÈ ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÊ

ÉÎÄÅËÓÁ n � 1. �ÏÇÄÁ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ h

0

É h

1

ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÒÏ-

ÄÏÌÖÅÎÉÊ ÎÁ X Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 5.3. �

�Å�ÅÒØ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÉÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.2 Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×-

ÄÏ×Ù�ÕËÌÏÊ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ ËÒÁÑ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0.3) ÄÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ

×ÓÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.5. ðÕÓÔØ Y | ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ (ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ)

ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k � 2, É �ÕÓÔØ X | ÇÌÁÄËÏÅ ËÏÍ�ÁËÔ-

ÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n = 2k Ó ËÒÁÅÍ

Z = �X . ðÕÓÔØ H : X ! Y | �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ, É h

t

: Z ! Y , t 2 [0; 1℄ | ÓÔÒÏÇÏ

�ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÁÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ h

0

= H j

Z

. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒ-

ÎÁÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ H

t

: X ! Y , ÔÁËÁÑ ÞÔÏ H

t

j

Z

= h

t

É H

0

= H .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÁÌÙÍ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÀ fh

t

g ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÏÒÓÏ×-

ÓËÏÊ É ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ. åÓÌÉ ÛÅ×ÅÌÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ

ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏÊ. óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÆÏÒÍÙ ìÅ×É ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ×ÅÔ×ÅÊ, ÌÅÇËÏ ×É-

ÄÅÔØ, ÞÔÏ Õ ÍÏÒÓÏ×ÓËÉÈ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÙÈ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ ×ÓÔÒÅÞÎÙÅ

ÓÁÍÏËÁÓÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ n�1. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.5 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ

5.2. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.6. ðÕÓÔØ Y ÇÌÁÄËÁÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ É ðÕÓÔØ f : S

3

!

Y ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ:

(Á). ðÏÇÒÕÖÅÎÉÅ f �ÒÏÄÏÖÌÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÛÁÒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ

ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ×ÌÏÖÅÎÉÀ.

(Â). ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.3) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ f ÄÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÛÁÒÁ B

4

! Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, f �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ F : B

4

! Y .

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ üÌÉÁÛÂÅÒÇÁ [7℄, ÎÁ B

4

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÌÀÒÉÓÕÂÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ (ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, �ÏÄÎÑÔÏÊ Ó Y ) ÆÕÎË�ÉÑ Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ
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ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ. ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÕÒÏ×ÎÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÚÁÄÁÀÔ ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×Ù-

�ÕËÌÕÀ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÀ ÍÅÖÄÕ f É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

ÓÆÅÒÙ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÛÁÒÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.4. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÉ k = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.6(Â) ÎÅ×ÅÒÎÏ: ÎÁ ÒÉÓ. 26 �ÒÉ-

×ÅÄÅÎ �ÒÉÍÅÒ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ S

1

! R

2

, ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÇÏ ÄÏ �ÏÇÒÕÖÅ-

ÎÉÑ ÄÉÓËÁ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [15℄ ÜÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÎÁÚ×ÁÎ �ÒÉÍÅÒÏÍ íÉÌÎÏÒÁ. ÷ 50-Å ÇÏÄÙ

ÜÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ �ÏÓÔÒÏÉÌ î.î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×. ÷ÒÁÝÁÑ ËÒÉ×ÕÀ ÎÁ

ÒÉÓ. 27 ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙÈ �ÏÇÒÕ-

ÖÅÎÉÊ S

n�1

! R

n

�ÒÉ ×ÓÅÈ n � 2, Ô.Å. ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.6(Â) ÎÅ×ÅÒÎÏ

ÂÅÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ f .

òÉÓ. 26 òÉÓ. 27

5.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 0.4.

éÚ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 5.1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ f ÓÆÅÒÙ �M (ÓÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

0.1), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏÍÕ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÀ (+1)-�ÁÒÙ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÍÕ × x3,

ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÇÏÍÏÔÏ�ÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ×ÌÏÖÅÎÉÀ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, DG(f) = 1

�Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, É CS(f) = 1, ÔÁË ËÁË ÂÕÄÕÞÉ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f

ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏ �ÓÅ×ÄÏ×Ù�ÕËÌÏÊ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÉ ÍÅÖÄÕ f

É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÇÏÍÏÔÏ�ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

�ÏÇÄÁ �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 5.6(Á) f �ÒÏÄÏÌÖÁÌÏÓØ ÂÙ ÄÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÑ ÛÁÒÁ. ðÒÉ-

ËÌÅÉ×ÁÑ ÛÁÒ Ë M , �ÏÌÕÞÁÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ X , ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÏÅ

CP

2

, ×ÌÏÖÅÎÎÕÀ × ÎÅÇÏ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ÓÆÅÒÕ L É �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ X nL! C

2

, �ÒÉÞÅÍ

X ÉÍÅÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ L, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ L

| ËÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, É ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ × C

2

, ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙ.

ðÏÄÎÉÍÅÍ Ó C

2

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÎÁ ×ÓÅ X . �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÁÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ CP

2

, É ÚÎÁÞÉÔ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÄÁÌÁ

ÂÙ ËÏÎÔÒ-�ÒÉÍÅÒ Ë ÇÉ�ÏÔÅÚÅ Ï ÑËÏÂÉÁÎÅ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �Ï �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4.1.
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