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Àííîòàöèÿ

Äëÿ çàìêíóòîé îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè Σ îïðåäåëÿþòñÿ

åå âûðîæäåíèÿ â îñîáûå ïîâåðõíîñòè, ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûå áó-

êåòàì êðóãîâ. Ìíîæåñòâî XΣ,n êëàññîâ èçîìîðôíîñòè n-ëèñòíûõ
ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé Σ → S2 äâó-

ìåðíîé ñôåðû ïîïîëíÿåòñÿ êëàññàìè îòîáðàæåíèé, íàêðûâàþùèõ

ñôåðó âûðîæäåíèÿìè ïîâåðõíîñòè Σ. Òîïîëîãèÿ, ââîäèìàÿ â ïî-

ëó÷åííîì ïîïîëíåíèè X̄Σ,n, â ñëó÷àå Σ = S2 ñîâïàäàåò íà XS2,n ñ

òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé ïðîñòðàíñòâîì êîýôôèöèåíòîâ ðàöè-

îíàëüíûõ äðîáåé P/Q, ãäå P,Q � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè

n íà CP1 ∼= S2.

Äîêàçàíî, ÷òî X̄Σ,n ñîâïàäàåò ñ êîìïàêòèôèêàöèåé Äèàñà-Ýäèäèíà-

Íàòàíçîíà-Òóðàåâà ïðîñòðàíñòâà Ãóðâèöà H(Σ, n) ⊂ XΣ,n, ñîñòîÿ-

ùåãî èç êëàññîâ èçîìîðôíîñòè íàêðûòèé ñ ïðîñòûìè êðèòè÷åñêè-

ìè çíà÷åíèÿìè.

1 Ââåäåíèå

Ïóñòü Σ � çàìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü (ôèêñèðîâàííàÿ
âî âñåé ñòàòüå). Ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ n-ëèñòíûå ðàçâåòâëåííûå íà-
êðûòèÿ f1, f2 : Σ → S2 äâóìåðíîé ñôåðû íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì α : Σ → Σ ñ f2 ◦ α = f1. Ïóñòü XΣ,n �
ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôíîñòè òàêèõ íàêðûòèé è H(Σ, n) ⊂ XΣ,n �
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ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ èçîìîðôíîñòè íàêðûòèé ñ ïðîñòû-
ìè (ò.å. èìåþùèìè êðàòíîñòü 1) êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè. Ïî ôîðìó-
ëå Ðèìàíà-Ãóðâèöà ñóììà êðàòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íàêðûòèÿ
f ∈ XΣ,n ðàâíà 2n− χ(Σ), ãäå χ � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P k ñèììåòðè÷åñêóþ ñòåïåíü ñôåðû S2, ò.å. ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà (S2)k ïî ïåðåñòàíîâêàì êîîðäèíàò. Äëÿ k =
2n − χ(Σ) ïóñòü LL : XΣ,n → P k � îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî îáðàçîì
êëàññà èçîìîðôíîñòè [f ] íàêðûòèÿ f ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ýòîãî íàêðûòèÿ, âçÿòûõ ñ èõ êðàòíîñòÿìè.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [18, 5.3.5]), ÷òî â H(Σ, n) ìîæíî
åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ, äëÿ êîòîðîé ñóæåíèå LL|H(Σ,n)

ÿâëÿåòñÿ íåðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ñâîåãî îáðàçà. Îíà ïðåâðàùàåò
H(Σ, n) â ïðîñòðàíñòâî Ãóðâèöà.

Ïîñòðîåíèþ êîìïàêòèôèêàöèé ïðîñòðàíñòâà H(Σ, n) ñðåäñòâàìè àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîñâÿùåí ðÿä ñòàòåé, íà÷èíàþùèéñÿ ñ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ðàáîòû Äæ. Õàððèñà è Ä. Ìàìôîðäà [2]. Ñ. Íàòàíçîí è Â.
Òóðàåâ [3] ïîñòðîèëè êîìïàêòèôèêàöèþ N(Σ, n) ýòîãî ïðîñòðàíñòâà òî-
ïîëîãè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè. Ñ. Äèàñ [4] äîêàçàë ñîâïàäåíèå ïðîñòðàíñòâà
N(Σ, n) ñ êîìïàêòèôèêàöèåé ïðîñòðàíñòâà H(Σ, n), ïîñòðîåííîé â [5]
ñðåäñòâàìè àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Ìû îïèñûâàåì êîìïàêòèôèêàöèþ N(Σ, n) ïðîñòðàíñòâà Ãóðâèöà, íà
íàø âçãëÿä, ãåîìåòðè÷åñêè áîëåå íàãëÿäíî. Êðîìå òîãî, íàøå îïèñàíèå
äåëàåò î÷åâèäíûì òîò ôàêò, ÷òî XΣ,n åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâà-
åòñÿ â N(Σ, n). Â ÷àñòíîñòè, ìû êîìïàêòèôèöèðóåì ïðîñòðàíñòâî êëàñ-
ñîâ èçîìîðôíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà CP1 ∼= S2, â êîòîðîì íàñ
ïðåæäå âñåãî èíòåðåñóåò ïîäïðîñòðàíñòâî j-èíâàðèàíòîâ òðèãîíàëüíûõ
êðèâûõ íà ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè, ò.å. îòîáðàæåíèé áàçû ëèíåé÷àòîé
ïîâåðõíîñòè â ìîäóëÿðíóþ êðèâóþ, ñì. [6, ï. 4], à òàêæå [7, 2.1.2, 3.1.1].
Â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ ìû íàìåðåâàåìñÿ ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïðîñòðàíñòâà íåîñîáûõ
òðèãîíàëüíûõ êðèâûõ.

×àñòî ïîä ïðîñòðàíñòâàìè Ãóðâèöà òàêæå ïîíèìàþòñÿ è áîëåå îá-
ùèå îáúåêòû, â êîòîðûõ âìåñòî íàêðûòèé ñôåðû ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàç-
âåòâëåííûå íàêðûòèÿ ñòåïåíè n, áàçîé B êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòàÿ
îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü ëþáîãî ðîäà. Ïðè ýòîì ìîæåò ôèêñèðî-
âàòüñÿ ïîäãðóïïà G ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê ñòåïåíè n è êëàññû ñîïðÿæåí-
íîñòè â G, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò ëîêàëüíûå ìîíîäðîìèè êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé íàêðûòèÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà B = S2, ýòè ïðîñòðàíñòâà ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñî ñòðàòàìè íåêîòîðîé åñòåñòâåííîé ñòðàòèôèêàöèè ïàðû
ïðîñòðàíñòâ (N(Σ, n), XΣ,n). Ñì. [9] � [14].

Ñòðóêòóðà ñòàòüè: â ïóíêòàõ 2.1, 2.2 ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ âûðîæäåííîé
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(îñîáîé) ïîâåðõíîñòè è íàêðûòèÿ åþ äâóìåðíîé ñôåðû; â ï. 2.3 ìíî-
æåñòâî XΣ,n ïîïîëíÿåòñÿ êëàññàìè îòîáðàæåíèé, íàêðûâàþùèõ ñôåðó
âûðîæäåíèÿìè ïîâåðõíîñòè Σ, â ïîëó÷åííîì ïîïîëíåíèè X̄Σ,n îïðåäå-
ëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ è äîêàçûâàåòñÿ åå õàóñäîðôîâîñòü ñ ïîìîùüþ ïðîäîë-
æåíèÿ îòîáðàæåíèÿ LL íà X̄Σ,n; â ï. 3 äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî XS2,n ãîìåî-
ìîðôíî ïðîñòðàíñòâó êëàññîâ èçîìîðôíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé íà
CP1; ï. 4 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî ãîìåîìîðôíîñòè ïðîñòðàíñòâ X̄Σ,n

è N(Σ, n), â êîòîðîì êëþ÷åâîé ññûëêîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåíèå 4 î òîì,
÷òî åñëè êðàé îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè íàêðûâàåò îêðóæíîñòü, ñî-
õðàíÿÿ îðèåíòàöèþ, òî ýòî íàêðûòèå ïðîäîëæàåòñÿ äî ðàçâåòâëåííîãî
íàêðûòèÿ êðóãà ñàìîé ïîâåðõíîñòüþ åäèíñòâåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî èçî-
òîïèè îáðàçîì (ñì. [8, ñëåäñòâèå 2.2]).

2 Ïðîñòðàíñòâî êëàññîâ èçîìîðôíîñòè ðàç-

âåòâëåííûõ íàêðûòèé.

2.1 Îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü

Íàì ïîíàäîáèòñÿ òîïîëîãè÷åñêèé àíàëîã ïîíÿòèÿ îñîáîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé êðèâîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîâåðõíîñòüþ áóäåì íàçûâàòü õàóñäîðôîâî òî-
ïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, ëþáàÿ òî÷êà êîòîðîãî èìå-
åò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ îòêðûòîìó êðóãó èëè áóêåòó îòêðûòûõ
êðóãîâ, (èëè îáúåäèíåíèþ îòêðûòîãî ïîëóêðóãà ñ äèàìåòðîì íà åãî ãðà-
íèöå � äëÿ ïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì). Íàçîâåì òàêóþ îêðåñòíîñòü äîïóñòèìîé, à êðóãè áóêåòà � âåò-
âÿìè ïîâåðõíîñòè â öåíòðå áóêåòà. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîé òî÷êå
v òàêîé ïîâåðõíîñòè ïðèïèñàíî íåêîòîðîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî
gv, íàçûâàåìîå ëîêàëüíûì ðîäîì ïîâåðõíîñòè â òî÷êå v, ïðè÷åì äëÿ
âñåõ òî÷åê êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà è äëÿ òî÷åê íà êðàå ïîâåðõíîñòè ëî-
êàëüíûé ðîä ðàâåí íóëþ. Òî åñòü, ãîâîðÿ áîëåå ôîðìàëüíî, ïîâåðõíîñòü
� ýòî ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è çàäàííîé íà
íåì öåëîçíà÷íîé ôóíêöèè v 7→ gv, îáëàäàþùèõ ïåðå÷èñëåííûìè ñâîé-
ñòâàìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç mv ÷èñëî âåòâåé ïîâåðõíîñòè â òî÷êå v è ÷åðåç
µv = 2gv +mv − 1 � ÷èñëî Ìèëíîðà òî÷êè v. Òî÷êè ñ µv > 0 íàçîâåì îñî-
áûìè òî÷êàìè ïîâåðõíîñòè. Ïîâåðõíîñòü ñ îñîáûìè òî÷êàìè íàçîâåì
âûðîæäåííîé, èëè îñîáîé, à áåç îñîáûõ òî÷åê � íåîñîáîé ïîâåðõíîñòüþ.

Åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè v ñ mv > 1 çàìåíèòü åå äîïóñòèìóþ îêðåñò-
íîñòü íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì êðóãîâ, ò.å. âûðåçàòü ýòó îêðåñòíîñòü
è çàêëåèòü ïîëó÷åííûå äûðû êðóãàìè, òî ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü, êîòî-
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ðóþ íàçîâåì íîðìàëèçàöèåé èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè. Èìååòñÿ åñòåñòâåí-
íàÿ ïðîåêöèÿ π íîðìàëèçàöèè íà èñõîäíóþ ïîâåðõíîñòü, ïåðåâîäÿùàÿ
êàæäûé ïðèêëååííûé êðóã â ñîîòâåòñòâóþùèé êðóã áóêåòà. Êîìïîíåí-
òàìè ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè åå íîðìàëèçàöèè.
Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòà ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ìíîãî-
îáðàçèåì. Ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííîé/çàìêíóòîé, åñëè
åå íîðìàëèçàöèÿ îðèåíòèðîâàíà/çàìêíóòà (êîìïàêòíà è áåç êðàÿ).

Âñþäó íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì îðèåíòèðîâàííûå ïîâåðõíîñòè è îòîá-
ðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå èõ îðèåíòàöèþ.

Ïóñòü Σ0 � ïîâåðõíîñòü (â âûøåóêàçàííîì ñìûñëå, âîçìîæíî, îñî-
áàÿ), v � ëþáàÿ åå òî÷êà è Uv � çàìûêàíèå äîïóñòèìîé îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè. Ñêëåèì ïî èõ îáùåìó êðàþ ïîâåðõíîñòü Σ0 \ IntUv è ñâÿçíóþ
êîìïàêòíóþ îðèåíòèðóåìóþ (âîçìîæíî, îñîáóþ) ïîâåðõíîñòü Ũv ñ mv

êîìïîíåíòàìè êðàÿ, äëÿ êîòîðîé b2(Ũv) = 0 (ò.å. Ũv íå èìååò êîìïî-
íåíò áåç êðàÿ) è b1(Ũv) +

∑
x∈Ũv

µx = µv; çäåñü ÷åðåç bi ìû îáîçíà÷àåì i-å
÷èñëî Áåòòè. Íàçîâåì ïîëó÷åííóþ ïîâåðõíîñòü Σ1 âîçìóùåíèåì ïîâåðõ-
íîñòè Σ0 â òî÷êå v, èëè ëîêàëüíûì âîçìóùåíèåì, à ïîâåðõíîñòü Σ0 �
ëîêàëüíûì âûðîæäåíèåì ïîâåðõíîñòè Σ1, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ Uv,
Ũv. Êîìïîçèöèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ëîêàëüíûõ âîçìóùåíèé/âûðîæäåíèé
ïîâåðõíîñòè íàçîâåì âîçìóùåíèåì/âûðîæäåíèåì ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ïîâåðõíîñòè Ũv èç ïðåäûäóùåãî îïðåäåëåíèÿ b1(Ũv) =
1− χ(Ũv), à åñëè Ũv íåîñîáà, òî µv = 1− χ(Ũv).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ïîâåðõíî-
ñòè Ũv ñ ïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè, à âòîðîå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
âîçìóùåíèÿ.

2.2 Âîçìóùåíèÿ/âûðîæäåíèÿ íàêðûòèé

Îòîáðàæåíèå f ïîâåðõíîñòè Σ′ â äâóìåðíóþ ñôåðó íàçîâåì ðàçâåòâ-
ëåííûì íàêðûòèåì, åñëè ñóæåíèå êîìïîçèöèè f ◦ π (ñì. ï. 2.1) íà êàæ-
äóþ êîìïîíåíòó ýòîé ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì,
ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ, è îñîáûå òî÷êè v ∈ Σ′ c mv = 1 ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè âåòâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f . Òî÷êè âåòâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f , à
òàêæå îñîáûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè Σ′ ìû áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèìè
òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ f , à èõ îáðàçû � êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè.

Äëÿ ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ f0 : Σ0 → S2 ïóñòü v � åãî êðèòè÷åñêàÿ
òî÷êà è Ūw � çàìêíóòûé êðóã íà ñôåðå, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ òî÷êó
w = f0(v) è íå ñîäåðæàùèé äðóãèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íàêðûòèÿ f0.
Âûáåðåì êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Uv ìíîæåñòâà f

−1(Ūw), ñîäåðæàùóþ òî÷-
êó v. ßñíî, ÷òî ýòî çàìêíóòàÿ äîïóñòèìàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè v. Ïóñòü
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Σ1 � âîçìóùåíèå ïîâåðõíîñòè Σ0 â òî÷êå v, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ Uv,
Ũv. Íàçîâåì ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå f1 : Σ1 → S2 âîçìóùåíèåì íàêðû-
òèÿ f0 â òî÷êå v, èëè ëîêàëüíûì âîçìóùåíèåì, ñ îáëàñòüþ âîçìóùå-
íèÿ Ūw, à f0 ëîêàëüíûì âûðîæäåíèåì íàêðûòèÿ f1, åñëè f0 = f1 íà
Σ0 \ IntUv = Σ1 \ IntŨv. ßñíî, ÷òî f1(Ũv) = Ūw.

Ïóñòü òåïåðü êðóãè Ūw, âûáðàííûå äëÿ âñåõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
íàêðûòèÿ f0, ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Êîìïîçèöèþ f êîíå÷íîãî ÷èñëà
ëîêàëüíûõ âîçìóùåíèé ýòîãî íàêðûòèÿ, èìåþùèõ îáëàñòè âîçìóùåíèÿ
Ūw, íàçîâåì âîçìóùåíèåì ýòîãî íàêðûòèÿ. Îáúåäèíåíèå V =

⋃
w Ūw íà-

çîâåì îáëàñòüþ âîçìóùåíèÿ íàêðûòèÿ f0. Ïðè ýòîì íàêðûòèå f0 íàçû-
âàåòñÿ âûðîæäåíèåì íàêðûòèÿ f .

Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ âîçìóùåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 2. Òðàíçèòèâíîñòü âîçìóùàåìîñòè: Ïóñòü f1 : Σ1 → S2 �
âîçìóùåíèå ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ f0 : Σ0 → S2 ñ îáëàñòüþ âîçìó-
ùåíèÿ V0 è f2 : Σ2 → S2 � âîçìóùåíèå ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ f1 ñ
îáëàñòüþ âîçìóùåíèÿ V1 ⊂ V0. Òîãäà f2 � âîçìóùåíèå ðàçâåòâëåííîãî
íàêðûòèÿ f0 ñ îáëàñòüþ âîçìóùåíèÿ V0.

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ âûðîæäåíèÿ òîëüêî ôèêñèðîâàííîé íåîñîáîé
ïîâåðõíîñòè Σ (ñì. ââåäåíèå).

Ïóñòü f ′ : Σ′ → S2 � âûðîæäåíèå ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ f : Σ →
S2, îòâå÷àþùåå îáëàñòè âîçìóùåíèÿ V . Äëÿ êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷-
êè v íàêðûòèÿ f ′ îïðåäåëåíû ïîâåðõíîñòè Uv ⊂ Σ′, Ũv ⊂ Σ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç k1, k2, . . . , kmv ñòåïåíè ñóæåíèé íàêðûòèÿ f

′ íà ãðàíè÷íûå îêðóæ-
íîñòè áóêåòà äèñêîâ Uv. ßñíî, ÷òî ñóììà

∑mv

i=1 ki ðàâíà ëîêàëüíîé ñòå-
ïåíè degvf

′ îòîáðàæåíèÿ f ′ â òî÷êå v, ò.å. êðàòíîñòè ýòîé òî÷êè êàê
êîðíÿ óðàâíåíèÿ w = f ′(v). Èíäåêñîì òî÷êè v ∈ Σ′ íàçîâåì ÷èñëî
indv = µv + degvf

′.
Êðàòíîñòüþ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ f ′ íà-

çîâåì ñóììó óìåíüøåííûõ íà 1 èíäåêñîâ ïðîîáðàçîâ ýòîãî çíà÷åíèÿ.
Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êðàòíîñòè 1 íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, à íå ïðîñòîå �
êðàòíûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç crf ′ ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
íàêðûòèÿ f ′.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü f ′ : Σ′ → S2 � âûðîæäåíèå ðàçâåòâëåííîãî
íàêðûòèÿ f : Σ → S2. Ñóììà êðàòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íà-
êðûòèÿ f ′ íå çàâèñèò îò f ′ è ðàâíà 2n − χ(Σ), ãäå n = degf = degf ′ �
÷èñëî ëèñòîâ íàêðûòèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ïîëó÷åíî èç f ′ ñ ïîìîùüþ îáëàñòè âîçìóùå-
íèÿ V . Êðèòè÷åñêîé òî÷êå v íàêðûòèÿ f ′ îòâå÷àåò êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
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Ũv ⊂ Σ ìíîæåñòâà f−1(V ), ïðè÷åì, ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1, èíäåêñ indv

ýòîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ðàâåí 1 − χ(Ũv) + degvf
′. Ïóñòü cr = crf ′ è |cr|

� ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Ñóììà êðàòíîñòåé ýòèõ çíà÷åíèé ðàâíà∑
w∈cr

∑
v∈f ′−1(w)

(indv − 1) =
∑
w∈cr

∑
v∈f ′−1(w)

(degvf
′ − χ(Ũv)) = n|cr| −

∑
v

χ(Ũv).

Ïîñêîëüêó χ(S2 \ V ) = 2− |cr| è f íàä S2 \ V ÿâëÿåòñÿ íåðàçâåòâëåííûì
íàêðûòèåì,

n|cr| −
∑
v

χ(Ũv) = 2n− χ(f−1(S2 \ V ))−
∑
v

χ(Ũv) = 2n− χ(Σ).

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ f : Σ → S2

è ëþáîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà åãî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñóùåñòâóåò
òàêîå âûðîæäåíèå f ′ ýòîãî íàêðûòèÿ, ÷òî ëþáîå êðèòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå íàêðûòèÿ f ′ îòâå÷àåò êëàññó ðàçáèåíèÿ è èìååò êðàòíîñòü, ðàâ-
íóþ ñóììå êðàòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ýòîãî êëàññà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîìåñòèì êàæäûé êëàññ âíóòðü çàìêíóòîãî òîïîëî-
ãè÷åñêîãî êðóãà òàê, ÷òîáû ýòè êðóãè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàëèñü è âûáå-
ðåì â êàæäîì êðóãå âíóòðåííþþ òî÷êó. Ïóñòü Ūw � ëþáîé òàêîé êðóã ñ
âûáðàííîé òî÷êîé w. Ïîìåòèì áóêâîé v êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Ũv ïðî-
îáðàçà f−1(Ūw). Ïóñòü mv � ÷èñëî îêðóæíîñòåé â ∂Ũv. Íà ïîâåðõíîñòè
Σ çàìåíèì Ũv áóêåòîì Uv =

∨mv

i=1Di çàìêíóòûõ êðóãîâ, îáîçíà÷èâ ÷å-
ðåç v åãî öåíòð. Ïîñëå âñåõ òàêèõ çàìåí ïîëó÷èì âûðîæäåíèå Σ′ ïî-
âåðõíîñòè Σ. Cóæåíèå íà Σ \

⋃
w IntŪw îòîáðàæåíèÿ f ïðîäîëæèì äî

îòîáðàæåíèÿ f ′ : Σ′ → S2, ïîëàãàÿ, ÷òî ñóæåíèå f ′ íà Di ÿâëÿåòñÿ
èìåþùèì ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàòíîñòü ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì êðóãà
Ūw ñ åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé v, ïåðåõîäÿùåé â w. Ïîñêîëüêó
ïîâåðõíîñòü Σ íåîñîáà, èç çàìå÷àíèÿ 1, ôîðìóëû Ðèìàíà-Ãóðâèöà äëÿ
f : f−1(Ūw) → Ūw è îïðåäåëåíèÿ êðàòíîñòè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ w,
ñëåäóåò, ÷òî ýòà êðàòíîñòü ðàâíà ñóììå êðàòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé íàêðûòèÿ f , ëåæàùèõ â Ūw.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé
f1 : Σ1 → S2, f2 : Σ2 → S2 ñîâïàäàþò âìåñòå ñ êðàòíîñòÿìè, íåêîòîðàÿ
èçîòîïèÿ {ϕt : S2 → S2}t∈[0,1] òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ñôåðû ïðè
êàæäîì t ïåðåâîäèò êàæäîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå â ñåáÿ è ñóùåñòâóåò
(ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ) ãîìåîìîðôèçì β : Σ1 → Σ2 ñ f2 ◦β = ϕ1 ◦ f1.
Òîãäà ýòè íàêðûòèÿ íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè.
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Ïðåäëîæåíèå 3. (Ñð. [3, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.3.1]). Íàêðûòèÿ f1 è
f2 èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
α : Σ1 → Σ2 òàêîé, ÷òî f2 ◦ α = f1.

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå îïðåäåëåíèå èçîìîðôèçìà íàêðûòèé ýêâèâà-
ëåíòíî òîìó, êîòîðîå áûëî âî ââåäåíèè (çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå èç
ââåäåíèÿ ñëîâî â ñëîâî ïåðåíîñèòñÿ íà îñîáûå íàêðûâàþùèå ïîâåðõíî-
ñòè).

ßñíî, ÷òî åñëè äâà íàêðûòèÿ èçîìîðôíû, òî äëÿ ëþáîãî âîçìóùåíèÿ/-
âûðîæäåíèÿ f ïåðâîãî èç íèõ ñóùåñòâóåò âîçìóùåíèå/âûðîæäåíèå âòî-
ðîãî, èçîìîðôíîå f . Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î âîçìóùåíèè/âûðîæäåíèè
êëàññà èçîìîðôíîñòè íàêðûòèÿ.

Ïóñòü V =
⋃

e∈E De ⊂ S2 � îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
çàìêíóòûõ òîïîëîãè÷åñêèõ êðóãîâ, ãäå e � ôèêñèðîâàííàÿ âíóòðåííÿÿ
òî÷êà êðóãàDe. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ðàçâåòâëåííûõ
íàêðûòèé f0 : Σ0 → S2, f1 : Σ1 → S2 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è ëåæàò âíóòðè
V . Íàçîâåì òàêèå íàêðûòèÿ (V,E)-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò
ãîìåîìîðôèçìû α : Σ0 → Σ1 è ϕ : S2 → S2, äëÿ êîòîðûõ

(i) ϕ ◦ f0 = f1 ◦ α;

(ii) ãîìåîìîðôèçì ϕ îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè òî÷êè ìíîæåñòâà E∪ (S2 \ IntV )
è èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó â êëàññå ãîìåîìîðôèçìîâ, îñòàâëÿþ-
ùèõ íåïîäâèæíûìè ýòè òî÷êè.

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ f0 : Σ0 → S2

ñóùåñòâóåò åãî âîçìóùåíèå f1 : Σ1 → S2 â êðèòè÷åñêîé òî÷êå v, äëÿ
êîòîðîãî ïîâåðõíîñòü Ũv ⊂ Σ1 íåîñîáà è χ(Ũv) = 2 − 2gv − mv. Áîëåå
òîãî, f1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âñå åãî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ â
îáëàñòè âîçìóùåíèÿ Ūw, ãäå w = f0(v), áûëè ïðîñòûìè è çàðàíåå çà-
äàííûìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íàêðûòèå f1 åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ
äî (Ūw, w)-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâÿçíîé íåîñîáîé ïîâåðõíîñòè ðîäà gv âûðåæåì
mv îòêðûòûõ êðóãîâ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ çàìûêàíèÿìè, ïîëó÷èâ Ũv

ñ χ(Ũv) = 2 − 2gv − mv. Ïóñòü f : Ũv → Ūw � ðàçâåòâëåííîå íàêðû-
òèå ñ çàðàíåå çàäàííûìè êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè òàêîå, ÷òî f = f0

íà ∂Uv = ∂Ũv. Äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü mv íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ öèêëîâ (ìîíîäðîìèþ íàêðûòèÿ âäîëü ∂Ūw) â ïðîèçâåäåíèå
òðàíñïîçèöèé, ïîðîæäàþùèõ òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó ïåðåñòàíîâîê (ñì.,
íàïðèìåð, [7, ñëåäñòâèå 10.12]). Ïîëîæèì Σ1 = (Σ0 \ Uv) ∪ Ũv, f1 = f0 íà
Σ0 \ Uv è f1 = f íà Ũv.
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Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà â [8, ñëåäñòâèå 2.2] (èëè, íàïðèìåð, [7, ñëåä-
ñòâèå 10.12]). Äîêàçàòåëüñòâî íåïîäâèæíîñòè òî÷êè w ïðè ñîîòâåòñòâó-
þùåé èçîòîïèè èñïîëüçóåò ïîäíÿòèå èçîòîïèè â ïðîñòðàíñòâî íàêðûòèÿ
(ñð. [3, äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.3.1]).

2.3 Òîïîëîãèÿ â ìíîæåñòâå êëàññîâ èçîìîðôíîñòè ðàç-
âåòâëåííûõ íàêðûòèé.

Íàïîìíèì, ÷òî Σ � íåîñîáàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü.
Êàê è âî ââåäåíèè, îáîçíà÷èì ÷åðåç XΣ,n ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðô-
íîñòè n-ëèñòíûõ ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé Σ → S2 è ÷åðåç X̄Σ,n � ìíî-
æåñòâî âñåõ âûðîæäåíèé êëàññîâ èçîìîðôíîñòè íàêðûòèé èç XΣ,n.

Äëÿ [f ] ∈ X̄Σ,n âûáåðåì îáëàñòü âîçìóùåíèÿ V íàêðûòèÿ f . Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç U[f ],V ⊂ X̄Σ,n ìíîæåñòâî êëàññîâ èçîìîðôíîñòè âñåõ âîçìóùå-
íèé íàêðûòèÿ f , çàäàâàåìûõ îáëàñòüþ âîçìóùåíèÿ V . Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, ýòî òå êëàññû âîçìóùåíèé íàêðûòèé èç [f ], ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé êîòîðûõ ëåæàò â V .

Ïðåäëîæåíèå 5. Ñîâîêóïíîñòü {U[f ],V | f ∈ X̄Σ,n, V � îáëàñòü âîçìó-
ùåíèÿ íàêðûòèÿ f} îáðàçóåò áàçó òîïîëîãèè â ìíîæåñòâå X̄Σ,n. Ïîä-
ìíîæåñòâî XΣ,n âñþäó ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå X̄Σ,n ñ ýòîé òîïîëîãè-
åé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ýòîé ñîâîêóïíîñòè
ðàâíî X̄Σ,n. Êðîìå òîãî, åñëè [f ] ∈ U[f1],V1 , òî äëÿ îáëàñòè âîçìóùåíèÿ
V ⊂ V1 íàêðûòèÿ f ïî òðàíçèòèâíîñòè âîçìóùàåìîñòè (çàìå÷àíèå 2)
U[f ],V ⊂ U[f1],V1 . Ïîýòîìó åñëè [f ] ∈ U[f1],V1 ∩ U[f2],V2 , òî äëÿ îáëàñòè âîç-
ìóùåíèÿ V ⊂ V1 ∩ V2 íàêðûòèÿ f ïîëó÷àåì, ÷òî U[f ],V ⊂ U[f1],V1 ∩ U[f2],V2 .
Ñëåäîâàòåëüíî, {U[f ],V } � áàçà òîïîëîãèè â ìíîæåñòâå X̄Σ,n.

Âñþäó ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà XΣ,n ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ òî-
ïîëîãèè â X̄Σ,n.

Íàïîìíèì, ÷òî H(Σ, n) ⊂ XΣ,n � ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êëàñ-
ñîâ èçîìîðôíîñòè íàêðûòèé ñ ïðîñòûìè êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè (ñì.
ââåäåíèå).

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ëþáîãî ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ f0 ñ [f0] ∈ X̄Σ,n

è åãî îáëàñòè âîçìóùåíèÿ V ñóùåñòâóåò [f ] ∈ U[f0],V ∩H(Σ, n), ïðè÷åì
f åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî (V, crf0)-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà íàêðûòèÿ f0 è Ūw � êîì-
ïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà V , ÿâëÿþùàÿñÿ çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ
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òî÷êè w = f0(v). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4, ñóùåñòâóåò âîçìóùåíèå [fv] ∈
U[f0],V , êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî, ëåæàùèå â Ūw, ïðîñòûå, ïîâåðõ-

íîñòü Ũv (êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà f
−1(V ), îòâå÷àþùàÿ òî÷êå v)

íåîñîáà è χ(Ũv) = 2− 2gv −mv = 1− µv. Ïóñòü f : Σ1 → S2 �êîìïîçèöèÿ
âñåõ ëîêàëüíûõ âîçìóùåíèé fv.

Ïîñêîëüêó [f0] ∈ X̄Σ,n, ñóùåñòâóåò âîçìóùåíèå f
′ íàêðûòèÿ f0 ñ [f ′] ∈

XΣ,n è ñ íåêîòîðîé îáëàñòüþ âîçìóùåíèÿ V ′. Äîêàæåì, ÷òî ïîâåðõíîñòè
Σ è Σ1 ãîìåîìîðôíû. ßñíî, ÷òî ïîâåðõíîñòè S2 \ IntV è S2 \ IntV ′ ãî-
ìåîìîðôíû, à f0 � íåðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå íàä íèìè. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî îïðåäåëåíèþ âîçìóùåíèÿ ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ f−1(S2 \ IntV ) =
f−1

0 (S2 \ IntV ) ∼= f−1
0 (S2 \ IntV ′) = f ′−1(S2 \ IntV ′). Ïóñòü Ũ ′v � êîìïîíåíòà

ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà f ′−1(V ′), îòâå÷àþùàÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êå v íàêðû-
òèÿ f0. Ïî çàìå÷àíèþ 1 è ñêàçàííîìó âûøå χ(Ũ ′v) = 1 − µv = χ(Ũv).
Êðàÿ ïîâåðõíîñòåé Ũv, Ũ

′
v ñîñòîÿò èç mv îêðóæíîñòåé. Ïîýòîìó Ũv

∼= Ũ ′v.
Ñëåäîâàòåëüíî, f−1(V ) ∼= f ′−1(V ′) è Σ1

∼= Σ.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ïîñòðîåííîãî íàêðûòèÿ f

ñ òî÷íîñòüþ äî (V, crf0)-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, äëÿ [f ] ∈ X̄Σ,n ñóììà êðàòíîñòåé êðèòè÷å-
ñêèõ çíà÷åíèé íàêðûòèÿ f ðàâíà 2n − χ(Σ). Ïðîäîëæèì íà X̄Σ,n îòîá-
ðàæåíèå LL (ñì. ââåäåíèå). Äëÿ k = 2n − χ(Σ) ïóñòü LL : X̄Σ,n → P k

� îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòîðîãî LL[f ] � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êðèòè÷å-
ñêèõ çíà÷åíèé íàêðûòèÿ f , âçÿòûõ ñ èõ êðàòíîñòÿìè.

Îáëàñòü âîçìóùåíèÿ V íàêðûòèÿ f çàäàåò îêðåñòíîñòü êàæäîãî êðè-
òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ íàêðûòèÿ f è, òåì ñàìûì, îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ
îêðåñòíîñòü W òî÷êè LL[f ].

Ëåììà 1. W = LL(U[f ],V ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, LL[f ′] ∈ W äëÿ ëþáîãî [f ′] ∈ U[f ],V .
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ âûáåðåì x ∈ W è ïîñòðîèì

íàêðûòèå f ′ ñ LL[f ′] = x. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6, ñóùåñòâóåò íàêðû-
òèå f̃ c [f̃ ] ∈ U[f ],V , âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðîñòûå. Äëÿ
êàæäîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ w íàêðûòèÿ f ïóñòü Ūw � êîìïîíåí-
òà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà V , ÿâëÿþùàÿñÿ çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
w. Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà W ñëåäóåò, ÷òî âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
x ∩ Ūw = {x1, . . . , xp} ëåæàò âíóòðè ìíîæåñòâà Ūw è ñóììà

∑p
i=1 νi èõ

êðàòíîñòåé ðàâíà êðàòíîñòè νw êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ w. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ìíîæåñòâîMw êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íàêðûòèÿ f̃ , ëåæàùèõ â Ūw,
ñîñòîèò èç νw âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà Ūw. Ïîýòîìó â Ūw ìîæíî âû-
áðàòü òàêèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå òîïîëîãè÷åñêèå êðó-
ãè D1, . . . , Dp, ÷òî IntDi ñîäåðæèò òî÷êó xi è νi òî÷åê ìíîæåñòâà Mw.
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Ïðèìåíèâ ê ïîëó÷åííîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
íàêðûòèÿ f̃ ïðåäëîæåíèå 2, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íàêðûòèå f ′. Èç äîêà-
çàòåëüñòâà óêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
íàêðûòèÿ f ′ ìîæíî âûáðàòü â òî÷êàõ ìíîæåñòâà x ñ ó÷åòîì èõ êðàòíî-
ñòåé.

Ïðåäëîæåíèå 7. Îòîáðàæåíèå LL ñþðúåêòèâíî, íåïðåðûâíî, îòêðû-
òî è êîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíò x ∈ P k îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî òî÷åê íà ñôå-
ðå. Âûáåðåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå òîïîëîãè÷åñêèå êðó-
ãè Ūw ⊂ S2, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðîâíî îäíó òàêóþ òî÷êó w.
Âûáåðåì âíóòðè êàæäîãî êðóãà ðàçëè÷íûå òî÷êè â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì
êðàòíîñòè òî÷êè w â ìíîæåñòâå x. Ñîãëàñíî [18, ïðåäëîæåíèå 1.2.15] è
ôîðìóëå Ðèìàíà-Ãóðâèöà, ñóùåñòâóåò [f ] ∈ XΣ,n ñ êðèòè÷åñêèìè çíà÷å-
íèÿìè, ðàâíûìè âûáðàííûì òî÷êàì, ïðè÷åì êðóãè Ūw îïðåäåëÿþò ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà ýòèõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Ïðèìåíèâ ê f è ýòîìó
ðàçáèåíèþ ïðåäëîæåíèå 2, ïîëó÷èì ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ LL.

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5, ñîâîêóïíîñòü îáëàñòåé âîçìóùåíèé íàêðû-
òèÿ f îïðåäåëÿåò áàçó {U[f ],V }V â òî÷êå [f ]. Ïî ëåììå 1 ìíîæåñòâî LL(U[f ],V ) =
W ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè LL[f ]. ßñíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü {LL(U[f ],V )}V
� áàçà â òî÷êå LL[f ]. Ïîýòîìó LL íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå [f ] ∈ X̄Σ,n

è îòêðûòî.
Ïðîîáðàç ïðè îòîáðàæåíèè LL çàäàííîãî ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ

çíà÷åíèé ñîñòîèò èç íàêðûòèé, îòëè÷àþùèõñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðô-
íîñòè, âûðîæäåíèÿìè ïîâåðõíîñòè Σ è íàáîðàìè èíäåêñîâ êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê, êîòîðûõ êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó LL êîíå÷íî.

Òåîðåìà 1. Ïðîñòðàíñòâî X̄Σ,n õàóñäîðôîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè LL[f1] 6= LL[f2], òî ïðîîáðàçû íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ îêðåñòíîñòè òî÷åê LL[f1], LL[f2] äàþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè
òî÷åê [f1], [f2].

Ïóñòü LL[f1] = LL[f2], ò.å. ìíîæåñòâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé (âìåñòå
ñ èõ êðàòíîñòÿìè) íàêðûòèé f1, f2 ñîâïàäàþò. Ïóñòü V � îáùàÿ îáëàñòü
âîçìóùåíèÿ íàêðûòèé f1, f2 è [f ′] ∈ U[f1],V ∩ U[f2],V . Òîãäà êàæäàÿ êîì-

ïîíåòà ñâÿçíîñòè Ũ ′ ìíîæåñòâà f ′−1(V ) âûäåëÿåò ïàðó ãîìåîìîðôíûõ
êîìïîíåíò Uv1

∼= Uv2 ìíîæåñòâ f−1
1 (V ), f−1

2 (V ), ãäå vi � öåíòð áóêåòà
êðóãîâ Uvi . Ïîñêîëüêó f ÿâëÿåòñÿ îáùèì âîçìóùåíèåì íàêðûòèé f1, f2,
èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî âîçìóùåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî µv1 = µv2 . Êðîìå
òîãî, òàê êàê f1|Σ1\f−1

1 (IntV ) = f ′|Σ′\f ′−1(IntV ) = f2|Σ2\f−1
2 (IntV ), ãäå Σ1,Σ2,Σ

′

� ñîîòâåòñòâóþùèå íàêðûâàþùèå ïîâåðõíîñòè, òî f1|∂Uv1
= f2|∂Uv2

. Ïî-
ýòîìó èíäåêñû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê v1, v2 ñîâïàäàþò è, ñëåäîâàòåëüíî,
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f1|Uv1
= f2|Uv2

ïðè îòîæäåñòâëåíèè Uv1 ñ Uv2 . Òàêèì îáðàçîì, [f1] = [f2].
Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ [f1] 6= [f2] îêðåñòíîñòè U[f1],V , U[f2],V íå ïåðåñå-
êàþòñÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ W = LL(U[f ],V ) è w = LL[f ] ìíîæåñòâî U[f ],V ÿâëÿ-
åòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà LL−1(W ), íå ñîäåðæàùåé òî-
÷åê ìíîæåñòâà LL−1(w), îòëè÷íûõ îò [f ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî LL−1(W ) ⊂
⋃

[f ′]∈LL−1(w) U[f ′],V .
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç ëåììû 1. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷ëåíû ýòîãî îáúåäèíåíèÿ, îòâå÷àþùèå ðàçíûì òî÷êàì
ìíîæåñòâà LL−1(w), íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó, êàê îòêðûòûå ìíîæå-
ñòâà, îíè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ïðîîáðàçà LL−1(W ).

3 Ïðîñòðàíñòâî ìîäóëåé ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-

öèé

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fn ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé f : CP1 → CP1 ñòåïåíè n, ò.å. ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé f = a(x)/b(x),
ãäå a è b � âçàèìíî ïðîñòûå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n, ñ òîïî-
ëîãèåé, çàäàííîé êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíîâ, ò. å. ìû ðàññìàòðèâàåì
Fn êàê ïîäïðîñòðàíñòâî â CP2n+1.

Â Fn äåéñòâóåò ãðóïïà G = PGL(2,C): åñëè x = (x0, x1) � ñòðîêà,
òî äëÿ ôóíêöèè f = a(x)/b(x) è ìàòðèöû g ∈ G ôóíêöèÿ f g(x) ðàâíà
a(xg)/b(xg). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xn ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî Fn/G è ÷åðåç pr :
Fn → Xn � ïðîåêöèþ íà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî.

Èç íåïðåðûâíîñòè äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà Fn ñëåäóåò, ÷òî pr � îòêðû-
òîå îòîáðàæåíèå.

Ëåììà 2. Ïðîñòðàíñòâî Xn óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíî-
ñòè.

Ïóñòü l � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç Xn. Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
â Xn, ñõîäÿùàÿñÿ ê l, ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ
îáðàçîì íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Fn, ñõîäÿùåéñÿ ê íåêîòîðîìó
ýëåìåíòó ìíîæåñòâà pr−1(l).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå pr îòêðûòî, ïîýòîìó îíî ïåðåâîäèò ñ÷åò-
íóþ áàçó â òî÷êå f ∈ Fn â ñ÷åòíóþ áàçó â òî÷êå pr(f).

Ïóñòü lm → l � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Xn è f � ëþáàÿ
òî÷êà â pr−1(l). Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà U èç ñ÷åòíîé áàçû â òî÷êå f
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âîçüìåì ÷ëåí lmU
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lm ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, ëåæà-

ùèé â pr(U), è âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó fmU
∈ pr−1(lmU

) ∩ U . ßñíî, ÷òî
fmU
→ f .

Ëåììà 3. Â Xn ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åäèíñòâåíåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (zm) � ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â Xn è l,
l∗ � äâà åå ïðåäåëà. Ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò òå æå ïðåäå-
ëû. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ äâàæäû ëåììó 2, ïîëó÷àåì äâå ñõîäÿùèåñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè fm = am/bm → f = a/b, f ∗m = a∗m/b

∗
m → f ∗ = a∗/b∗ â Fn

ñ pr(fm) = pr(f ∗m) = zm, pr(f) = l è pr(f ∗) = l∗. Óñëîâèå pr(fm) = pr(f ∗m)
îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòîâ gm ∈ G òàêèõ, ÷òî f gm

m = f ∗m.
Âûáåðåì êîðåíü α ìíîãî÷ëåíà a. Ïîñêîëüêó am → a, ó êàæäîãî ìíî-

ãî÷ëåíà am ìîæíî âûáðàòü êîðåíü αm òàêèì îáðàçîì, ÷òî αm → α. Àíà-
ëîãè÷íî âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîðíåé βm è γm ìíîãî÷ëåíîâ bm è
am + bm, ñõîäÿùèåñÿ ê êîðíÿì β è γ ìíîãî÷ëåíîâ bm è am + bm ñîîò-
âåòñòâåííî. Ïîëîæèì α∗m = αmg

−1
m , β∗ = βmg

−1
m , γ∗ = γmg

−1
m . Ïîñêîëüêó

ýòî êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ a∗m, b
∗
m, a

∗
m + b∗m ñîîòâåòñòâåííî, òî ïîñëå çàìåíû

(fm) åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (α∗m), (β∗m) è (γ∗m) ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðûì êîðíÿì α∗, β∗, γ∗ ìíîãî÷ëå-
íîâ a∗, b∗ è a∗ + b∗ ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ìíîãî-
÷ëåíîâ a è b (à òàêæå a∗ è b∗) òî÷êè α, β, γ (ñîîòâåòñòâåííî, α∗, β∗, γ∗)
ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò g ∈ G òàêîé, ÷òî
αg = α∗, βg = β∗, γg = γ∗.

Â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ìíîãî÷ëåíîâ am è bm òî÷êè αm, βm, γm ðàç-
ëè÷íû, è çíà÷èò gm îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïàðîé òðîåê (αm, βm, γm) è
(α∗m, β

∗
m, γ

∗
m), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ê ïàðå òðîåê (α, β, γ)

è (α∗, β∗, γ∗), îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåé ýëåìåíò g. Ïîýòîìó gm → g.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå f gm

m = f ∗m, ïîëó÷àåì f g = f ∗. Ñëåäîâà-
òåëüíî, l = l∗.

Òåîðåìà 2. Ïðîñòðàíñòâî Xn õàóñäîðôîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ
ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè è åäèíñòâåííîñòüþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè õàóñäîðôîâî.

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2 ëåãêî ñëåäóåò òàêæå èç òåîðåìû Ìàìôîðäà
î ñòàáèëüíûõ òî÷êàõ, ñì., íàïðèìåð, [15, ÷. II, ï. 4.6, òåîðåìà 4.16] (â
ïðèìåðå 1◦ ï. 4.6 óêàçàííîé ðàáîòû íàäî ïðîñòî çàìåíèòü ïðîñòðàíñòâî
PV2g+2 áèíàðíûõ ôîðì è äèñêðèìèíàíò ôîðìû, ñîîòâåòñòâåííî, íà Fn

è ðåçóëüòàíò ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè). Áîëåå
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òîãî, ïî òåîðåìå Ìàìôîðäà ïðîñòðàíñòâî Xn � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîá-
ðàçèå.

3.1 Îòîáðàæåíèå Ëÿøêî-Ëîéåíãè

Îòîáðàæåíèå Ëÿøêî-Ëîéåíãè LL ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåïîñòîÿí-
íîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f : CP1 → CP1 óíèìîäàëüíûé (ò. å. ñî ñòàð-
øèì êîýôôèöèåíòîì 1) ìíîãî÷ëåí (t− t1)l1 . . . (t− tr)lr îò ïåðåìåííîé t,
êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f ,
ïðè÷åì êðàòíîñòü li êîðíÿ ti ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó ñóììîé êðàòíîñòåé
âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x) = ti è ÷èñëîì ýòèõ ðåøåíèé.

Ñîãëàñíî [16, ëåììà 4.3], îáðàçîì ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f = P (x)/Q(x)
ïðè îòîáðàæåíèè LL ÿâëÿåòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ,
äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà P (x)− tQ(x).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíîðîäíûé âàðèàíò îòîáðàæåíèÿ Ëÿøêî-Ëîéåíãè

LL[P (x) : Q(x)] = discrx(t1Q(x)− t0P (x)).

Íàïîìíèì, ÷òî äèñêðèìèíàíò îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà F (x0, x1) ñòåïåíè
d ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíîâ F ′x0

(x0, 1), F ′x1
(x0, 1), îí

ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè 2d − 2 îòíîñèòåëüíî êîýô-
ôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà F (ñì., íàïðèìåð, [17, �1]).

ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå LL èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóï-
ïûG, ïîýòîìó íà Xn îïðåäåëåíî ôàêòîð-îòîáðàæåíèå LL ñ LL◦ pr = LL.

Çàìå÷àíèå 3. Â ñèëó ïîëèíîìèàëüíîñòè îòîáðàæåíèÿ LL è îòêðû-
òîñòè ïðîåêöèè pr îòîáðàæåíèå LL íåïðåðûâíî è îòêðûòî.

3.2 Ñâÿçü ñ ðàçâåòâëåííûìè íàêðûòèÿìè

Ïóñòü Xn = XS2,n, ïðè÷åì íàêðûâàåìóþ ñôåðó ìû çäåñü áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ñ CP1, è ïóñòü c : Xn → Xn � îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå êëàññó [f ] îðáèòó [f c] = Gf c ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè f c,
ïîëó÷åííîé ïîäíÿòèåì êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû ñî ñôåðû CP1 íà S2.

Òåîðåìà 3. Îòîáðàæåíèå c ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [18, �1.8]), ÷òî c �
áèåêöèÿ. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî c ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî c ïåðåâîäèò áàçó {U[f ],V } â òî÷êå [f ] ∈ Xn (ñì. ïðåäëîæåíèå
5) â áàçó â òî÷êå [f c] ∈ Xn.

Îòîæäåñòâèì P 2n−2 (íàïîìíèì, ÷òî P k � ýòî k-ÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ñòå-
ïåíü ñôåðû S2) ñ ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 2n−2.
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ßñíî, ÷òî LL◦ c = LL. Ïîýòîìó LL, êàê è LL, êîíå÷íî (ñì. ï. 7). Â ñèëó
êîíå÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ LL è õàóñäîðôîâîñòè ïðîñòðàíñòâà Xn, ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü W òî÷êè LL[f c], ÷òî êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè U

ìíîæåñòâà LL−1
(W ) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè [f c]. Ïîñêîëüêó LL

îòêðûòî è íåïðåðûâíî, LL|−1
U ïîäíèìàåò ëþáóþ áàçó â òî÷êå LL[f c],

ëåæàùóþ â W , â áàçó â òî÷êå [f c]. Ïî ëåììå 1 â êà÷åñòâå îêðåñòíî-
ñòåé ïîäíèìàåìîé áàçû ìîæíî âçÿòü LL(U[f ],V ) ⊂ W . Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ
ñëåäñòâèå 1, ïîëó÷àåì, ÷òî {c(U[f ],V )}V � áàçà â òî÷êå [f c].

4 Êîìïàêòèôèêàöèÿ Íàòàíçîíà-Òóðàåâà

Ïóñòü Σ � çàìêíóòàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü. Îïèøåì ïîñòðî-
åííóþ Íàòàíçîíîì è Òóðàåâûì [3] êîìïàêòèôèêàöèþ N(Σ, n) ïðîñòðàí-
ñòâàH(Σ, n) ⊂ XΣ,n êëàññîâ èçîìîðôíîñòè n-ëèñòíûõ ñîõðàíÿþùèõ îðè-
åíòàöèþ ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé f : Σ→ S2 ñ ïðîñòûìè êðèòè÷åñêèìè
çíà÷åíèÿìè.

Äåêîðèðîâàííîé ôóíêöèåé íà ïîâåðõíîñòè Σ íàçûâàåòñÿ òðîéêà (f, E, {De}e∈E),
ãäå f ∈ H(Σ, n), E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî â S2, íå ñîäåðæàùåå êðèòè÷å-
ñêèõ çíà÷åíèé íàêðûòèÿ f , à {De}e∈E � ñîâîêóïíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ çàìêíóòûõ êðóãîâ â S2. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî e ∈ E âíóòðåí-
íîñòü êðóãà De ñîäåðæèò êàê òî÷êó e, òàê è íå ìåíåå äâóõ êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé íàêðûòèÿ f , à ãðàíèöà êðóãà íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé íàêðûòèÿ f .

Êðàòíîñòüþ òî÷êè e ∈ E íàçûâàåòñÿ ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
íàêðûòèÿ f , ëåæàùèõ â De.

Äåêîðèðîâàííûå ôóíêöèè (f, E, {De}e∈E), (f ′, E ′, {D′e}e∈E′) íàçûâà-
þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè E = E ′ è ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû α :
Σ→ Σ è ϕ : S2 → S2, äëÿ êîòîðûõ

(i) ϕ ◦ f = f ′ ◦ α;

(ii) ϕ îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè òî÷êè ìíîæåñòâà E è ëåæàùèå âíå⋃
eDe êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàêðûòèÿ f ;

(iii) ãîìåîìîðôèçì ϕ èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó â êëàññå ãîìåîìîðôèç-
ìîâ, îñòàâëÿþùèõ íåïîäâèæíûìè óêàçàííûå â (ii) òî÷êè;

(iv) ϕ(De) = D′e äëÿ âñåõ e ∈ E.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè äåêîðèðîâàííîé ôóíêöèè (f, E, {De}e∈E) îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç [f, E, {De}e∈E].
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Òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà N(Σ, n) ÿâëÿþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè äå-
êîðèðîâàííûõ ôóíêöèé.

Òîïîëîãèÿ â N = N(Σ, n) çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îêðåñòíîñòåé. Äëÿ
x ∈ N è äåêîðèðîâàííîé ôóíêöèè (f, E, {De}e∈E) èç êëàññà x äîáàâèì ê
E âñå ëåæàùèå âíå

⋃
e∈E De êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàêðûòèÿ f , ïîëó÷èâ

ìíîæåñòâî Ē. Äëÿ e′ ∈ Ē\E ïóñòüDe′ ⊂ S2\(
⋃

e∈E De) � çàìêíóòûé êðóã,
ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ òî÷êó e′. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðó-
ãè De′ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîëîæèì D = {De}e∈Ē. Îêðåñòíîñòü
UD òî÷êè x ∈ N ñîñòîèò èç êëàññîâ, ïðåäñòàâëåííûõ äåêîðèðîâàííûìè
ôóíêöèÿìè (f ′, E ′, {D′e′}e′∈E′) ñ

⋃
e′ D

′
e′ ⊂

⋃
e∈E De, ïðè÷åì f ′ = h ◦ f , ãäå

h � íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì ñôåðû, òîæäåñòâåííûé âíå
⋃

e∈Ē IntDe.
Â ñëåäóþùåì î÷åâèäíîì çàìå÷àíèè èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ ïðåäû-

äóùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 4. Äåêîðèðîâàííûå ôóíêöèè (f, E, {De}e∈E), (f ′, E, {De}e∈E)
ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàêðûòèÿ f , f ′ ÿâëÿþòñÿ
(V, Ē)-ýêâèâàëåíòíûìè (ñì. ï. 2.2), ãäå V =

⋃
e∈Ē De.

Íàïîìíèì, ÷òî P k � ñèììåòðè÷åñêàÿ ñòåïåíü ñôåðû. Îòîáðàæåíèå
q : N(Σ, n) → P k ñ k = 2n − χ(Σ) çàäàåòñÿ óñëîâèåì: q[f, E, {De}e∈E]
�ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íàêðûòèÿ f , ëåæàùèõ âíå

⋃
e∈E De è

âçÿòûõ ñ êðàòíîñòüþ 1, è òî÷åê e ∈ E ñ îïðåäåëåííûìè âûøå êðàòíî-
ñòÿìè.

Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìåîìîðôèçì ν : X̄Σ,n → N(Σ, n),
òîæäåñòâåííûé íà H(Σ, n), äëÿ êîòîðîãî q ◦ ν = LL.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ [f ] ∈ X̄Σ,n ïóñòü Ē = crf . Îáîçíà÷èì ÷åðåç E
ïîäìíîæåñòâî êðàòíûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ýòîãî íàêðûòèÿ. Ïóñòü
V =

⋃
e∈Ē De � îáëàñòü âîçìóùåíèÿ íàêðûòèÿ f . Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ

6, ñóùåñòâóåò âîçìóùåíèå f̃ íàêðûòèÿ f ñ [f̃ ] ∈ U[f ],V ∩H(Σ, n), ïðè÷åì

ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 4 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî E ∩ crf̃ = ∅ è Ē \E ⊂ crf̃ .
Ïîëîæèì ν[f ] = [f̃ , E, {De}e∈E].

Äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíèå ν[f ] íå çàâèñèò îò çàìåíû íàêðûòèÿ f èçî-
ìîðôíûì åìó íàêðûòèåì f ′, îò âûáîðà îáëàñòè âîçìóùåíèÿ íàêðûòèÿ
è îò âûáîðà âîçìóùåíèÿ ñ ïðîñòûìè êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, ñâÿçàí-
íîãî ñ ýòîé îáëàñòüþ. Çàìåòèì, ÷òî crf ′ = Ē, ò.ê. f ′ ∼= f . Ïóñòü V ′ =⋃

e∈Ē D
′
e � îáëàñòü âîçìóùåíèÿ íàêðûòèÿ f ′ è f̃ ′ � âîçìóùåíèå íàêðû-

òèÿ f ′ ñ [f̃ ′] ∈ U[f ′],V ′ ∩H(Σ, n), ïðè÷åì, êàê è âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

E∩crf̃ ′ = ∅ è Ē\E ⊂ crf̃ ′. Ñóùåñòâóåò èçîòîïèÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðà-
æåíèÿ {ϕt : S2 → S2}t∈[0,1], îñòàâëÿþùàÿ òî÷êè ìíîæåñòâà Ē íåïîäâèæ-

íûìè è òàêàÿ, ÷òî ϕ1(D′e) = De äëÿ âñåõ e ∈ Ē. Ïîýòîìó [f̃ ′, E, {D′e}e∈E] =
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[ϕ1 ◦ f̃ ′, E, {De}e∈E] è [ϕ1 ◦ f̃ ′] ∈ U[f ′],V ∩H(Σ, n) = U[f ],V ∩H(Σ, n). Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 6, íàêðûòèÿ ϕ1 ◦ f̃ ′ è f̃ ÿâëÿþòñÿ (V, Ē)-ýêâèâàëåíòíûìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, [ϕ1◦ f̃ ′, E, {De}e∈E] = [f̃ , E, {De}e∈E] ïî çàìå÷àíèþ 4, ÷òî
äîêàçûâàåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ν.

Ïîñòðîèì îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü (f̃ , E, {De}e∈E) � äåêîðèðî-
âàííàÿ ôóíêöèÿ è Ē � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâà E è ìíîæåñòâà ïðî-
ñòûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé íàêðûòèÿ f̃ , íå ëåæàùèõ â

⋃
e∈E De. Â S2 \

(
⋃

e∈E De) âûáåðåì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå êðóãîâûå îêðåñò-
íîñòè {De}e∈Ē\E òî÷åê ìíîæåñòâà Ē \ E. Ïóñòü V =

⋃
e∈Ē De. Ñîãëàñíî

ïðåäëîæåíèþ 2, ñóùåñòâóåò âûðîæäåíèå f íàêðûòèÿ f̃ , äëÿ êîòîðîãî
[f̃ ] ∈ U[f ],V ∩H(Σ, n) è LL(f) = q(f̃). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

ν−1 : [f̃ , E, {De}e∈E] 7→ [f ] êîððåêòíî îïðåäåëåíî (èñïîëüçóÿ äàííîå â
ï. 2.2 îïðåäåëåíèå èçîìîðôíîñòè ðàçâåòâëåííûõ íàêðûòèé) è ÿâëÿåòñÿ
îáðàòíûì ê ν. Ïîýòîìó ν � áèåêöèÿ.

Äîêàæåì, ÷òî ν ïåðåâîäèò áàçó â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå [f ] â áàçó â
òî÷êå ν[f ]. Ïóñòü, êàê è âûøå, Ē � ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷å-
íèé íàêðûòèÿ f , E � ìíîæåñòâî åãî êðàòíûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, V =⋃

e∈Ē De � îáëàñòü âîçìóùåíèÿ íàêðûòèÿ f è ν[f ] = [f̃ , E, {De}e∈E]. Âîçü-

ìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò [f ′] ìíîæåñòâà U[f ],V . Ïóñòü ν[f ′] = [f̃ ′, E ′, {D′e′}e′∈E′ ],
ãäå îáëàñòü âîçìóùåíèÿ V ′ =

⋃
e′∈Ē′ D

′
e′ íàêðûòèÿ f

′ âûáðàíà âíóòðè îá-
ëàñòè V . Òîãäà

⋃
e′∈E′ D

′
e′ ⊂

⋃
e∈E De. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü,

÷òî ν[f ′] ëåæèò â îêðåñòíîñòè UD òî÷êè ν[f ], ãäå D = {De}e∈Ē, äîñòàòî÷-
íî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî [f̃ ′] = [h ◦ f̃ ], ãäå h � íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì
ñôåðû, òîæäåñòâåííûé âíå

⋃
e∈Ē IntDe = IntV . Ïî îïðåäåëåíèþ, [f̃ ] ∈

U[f ],V ∩H(Σ, n). Òàê êàê V ′ ⊂ V , òî [f̃ ′] ∈ U[f ′],V ′∩H(Σ, n) ⊂ U[f ],V ∩H(Σ, n)
ïî òðàíçèòèâíîñòè âîçìóùàåìîñòè � ñì. çàìå÷àíèå 2. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 6, íàêðûòèÿ f̃ è f̃ ′ ÿâëÿþòñÿ (V, Ē)-ýêâèâàëåíòíûìè, òàê
÷òî ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû α : Σ→ Σ è h : S2 → S2 ñ h ◦ f̃ = f̃ ′ ◦α.
Çàìåíèâ f̃ ′ èçîìîðôíûì íàêðûòèåì f̃ ′ ◦ α, ïîëó÷èì íóæíîå ðàâåíñòâî
[f̃ ′] = [h ◦ f̃ ]. Òàêèì îáðàçîì, ν(U[f ],V ) ⊂ UD.

Îáðàòíî, ïóñòü UD � îêðåñòíîñòü òî÷êè [f̃ , E, {De}e∈E], çàäàâàåìàÿ
ñåìåéñòâîì çàìêíóòûõ êðóãîâ D = {De}e∈Ē, è [f̃ ′, E ′, {D′e′}e′∈E′ ] ∈ UD.
Ïîëîæèì V =

⋃
e∈Ē De è V ′ =

⋃
e′∈E′ D

′
e′ ∪

⋃
e∈Ē\E De. Òîãäà V ′ ⊂ V

ïî îïðåäåëåíèþ îêðåñòíîñòè UD. Ïîýòîìó äëÿ [f ] = ν−1[f̃ , E, {De}e∈E] è
[f ′] = ν−1[f̃ ′, E ′, {D′e′}e′∈E′ ] ïîëó÷àåì, ÷òî [f ′] ∈ U[f ],V ïî òðàíçèòèâíîñòè
âîçìóùàåìîñòè (çàìå÷àíèå 2). Òàêèì îáðàçîì, ν−1(UD) ⊂ U[f ],V .

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5 è [3, òåîðåìà 1.5], {U[f ],V }V , {UD}D � áàçû
â òî÷êàõ [f ], ν[f ]. Ïîýòîìó ν � ãîìåîìîðôèçì, åäèíñòâåííîñòü êîòîðî-
ãî ñëåäóåò èç åãî ïîñòðîåíèÿ. Ðàâåíñòâî q ◦ ν = LL ñðàçó ñëåäóåò èç
îïðåäåëåíèÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé.
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Åñëè íàäåëèòü ñôåðó S2 êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé, òî ñèììåòðè÷å-
ñêàÿ ñòåïåíü P k ñòàíîâèòñÿ êîìïëåêñíûì ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ïîñêîëüêó q|H(Σ,n) ÿâëÿåòñÿ íåðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì íàä îòêðûòûì
ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, êîìïëåêñíàÿ ñòðóê-
òóðà, ïîäíÿòàÿ ñ P k, ïðåâðàùàåò H(Σ, n) â ãëàäêîå êâàçèïðîåêòèâíîå
ìíîãîîáðàçèå.

Çàìå÷àíèå 5. Ïðîñòðàíñòâî H(Σ, n) ñâÿçíî (ñì. [1]; çàìåòèì, ÷òî ñàì
Ãóðâèö â ðàáîòå [1], ôîðìóëèðóÿ ýòîò ðåçóëüòàò, ññûëàåòñÿ íà áîëåå ðàí-
íþþ ñòàòüþ Êëåáøà), ïîýòîìó N(Σ, n) òîæå ñâÿçíî. Ñîãëàñíî Äèà-
ñó [4, ï. 2], N(Σ, n) ãîìåîìîðôíî íîðìàëüíîìó ïðîåêòèâíîìó ìíîãîîá-
ðàçèþ. Â ñèëó íîðìàëüíîñòè, îñîáåííîñòè ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò
êîìïëåêñíóþ êîðàçìåðíîñòü, íå ìåíüøóþ äâóõ.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòó çà ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ,
ïîçâîëèâøèå óñòðàíèòü íåäî÷åòû è ïðîáåëû, èìåâøèåñÿ â ïåðâîíà÷àëü-
íîì âàðèàíòå ñòàòüè.
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