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Introduction:

L’objet principal de cette thése est 1’étude, sur Pespace de Hilbert des
fonctions de carré intégrable d’un ensemble probabilisé que nous notons
L*(E, ), des semigroupes vérifiant la propriété de Markov. Cette etude se
focalise principalement sur la caractérisation de la propriété de positivité des
semigroupes, au moyen de considérations et d’outils algébriques. En effet,
nous nous plagons toujours dans le cas ot L2(E,p) admet une base dénom-
brable (f;)ier, et nous étudions les semigroupes d’opérateurs (F;)spo qui ad-
mettent la famille (fi)ie; comme base de vecteurs propres. La mesure p est
alors réversible pour ces semigroupes, symétriques dans L*(E, i). C’est donc
via cette décomposition spectrale que nous caractérisons et classifions dans
différents cadres les semigroupes markoviens ou leurs générateurs infinitési-
maux.

Apres ’exposition, au chapitre 1, du cadre de travail dans lequel nous
nous placerons en général tout au long de la thése, ainsi que les principales
définitions et propriétés des semigroupes de Markov symétriques, nous pré-
sentons au chapitre 2 une caractérisation des générateurs de semigroupes
markoviens. Ceci est la réponse & une question posée dans [3], pour laquelle
on montre I’équivalence entre la positivité du carré du champ associé a un
semigroupe de Markov engendré par 'opérateur L, et la propriété suivante:

Pour tout polynéme convexe ¢ et toute fonction f de carré intégrable,

Le(f) — #'(NL(f) 2 0.

Cette équivalence repose sur des arguments purement algébriques et ne sup-
pose que l'existence d'une algébre A de fonctions incluse dans LYE, ), en-
gendrée par la famille (f;)ies. Cette caractérisation algébrique s’étend ana-
lytiquement, dans le cas oit A est dense dans tous les LP(E,u), et vérifie
une certaine hypothése technique, & une caractérisation de la propriété de
positivité d’un semigroupe de Markov. Nous arrivons alors a I’équivalence
suivante:

Un semigroupe d’opérateurs agissant sur L*(E, p) qut se décomposent sur
une famille (f;)ier engendrant Ualgébre A est positif si et seulement si lopé-
rateur carré du champ associ€ est lui-méme positif sur A.

En vue d’aborder le travail de classification proprement dite des semigrou-
pes de Markov, nous particularisons le cadre de travail, en posant £ = R,
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et en prenant la famille (f;)ic; comme base de polynémes orthogonaux sur
L*(E, ). Le chapitre 3 est ainsi consacré, dans ce cadre particulier, 4 la clas-
sification des semigroupes de diffusion. Sont ainsi mis en évidence trois grands
types de semigroupes de Markov associés & des polynémes orthogonaux. Les
seuls semigroupes de diffusion dans ce cadre sont en effet les suivants:

— le semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur R muni de la mesure gaus-
sienne, associé a la famille des polynémes de Hermite,

— les semigroupes dits de Laguerre sur R* muni de la mesure u(dz) =
e~ *zdz, associés a la famille des polynémes du méme nom,

— les semigroupes dits de Jacobi sur [—1,1] muni de la mesure p(dz) =
(1 —z)2(1 - z)Pdz, associés de nouveau a la famille des polynémes du
méme nom ; on retrouve les semigroupes ultrasphériques dans le cas ot

a=pf.

Nous montrons ensuite comment ces semigroupes sont liés les uns avec les
autres, comment on les retrouve tous, au moyen de transformations géomé-
triques, de projections et de passages & la limite sur les dimensions, & partir
du mouvement brownien sur les spheres.

Cette classification appelle des généralisations dans différentes directions.
Le passage en dimension supérieure, £ = R® n > 2, ne sera presque pas
abordé ici. Nous préférons étendre 1’étude aux semigroupes de Markov sur
R, toujours associés aux polyndémes orthogonaux, qui ne sont pas nécessaire-
ment de diffusion. De par le caractére assez vaste de ’entreprise, nous nous
restreignons aux espaces probabilisés (E, u) pour lesquels il y a existence de
semigroupes de diffusion. Ainsi, nous nous plagons au chapitre 4 dans le cadre
des polyndmes de Jacobi, et nous reprenons une étude de G. Gasper ([17]),
qui consiste en une caractérisation de la suite (¢x)ren des valeurs propres
d’un opérateur positif sur la base des polynémes par la formule:

1

Cr = / Rk($) dF(.’L‘),

~1

ou F' est une fonction croissante et bornée sur [—1, 1], Ry est le k-iéme poly-
nome de Jacobi normalisé de fagon a ce que Ri(1) = 1.

Nous étendons alors cette étude dans le cadre des polyndmes de Her-

mite, pour retrouver un résultat di & Sarmanov et Bratoeva ([33]), par une
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démarche qui permet de metire en exergue, dans ces deux cadres, le role
fondamental d’une certaine structure de convolution. Cette convolution, au
moins dans le premier cadre, est par ailleurs a mettre en rapport avec la
théorie des hypergroupes dont nous faisons pour la circonstance une rapide
présentation.

Ce résultat de Sarmanov et Bratoeva caractérise les valeurs propres du
noyau d’un opérateur positif sur la base des polynémes de Hermite comme
étant les moments d’une certaine probabilité sur [—1,1]. A partir de ce théo-
réme, nous établissons au chapitre 5 une formule de type Lévy-Khintchine,
dans le cadre des polynémes de Hermite, analogue a celle établie par Gasper
dans le cadre des polyndmes de Jacobi:

La suite (A )ren est la suite des valeurs propres d’un semigroupe de Mar-
kov sur la base des polynémes de Hermite si et seulement s’ eriste deux
constantes positives c et 0 et une mesure de probabilité v sur [—1,1] telles
que

1 k
1—-2
A =0k+c vi{dz).
K L T-z (dz)
Nous donnons en plus de cette caractérisation des semigroupes de Markov
sur ’espace gaussien, des descriptions trajectorielle et géométrique, toujours
en liaison avec son analogue dans le cadre Jacobi, par des passages a la limite
sur les dimensions des spheres.

Enfin, en vue d’étudier de fagon plus générale le réle de la base de vecteurs
propres sur les semigroupes de Markov qui lui sont associés, nous traitons au
chapitre 6 le cas de I’ensemble de cardinal fini, pour lequel nous montrons
dans un premier temps que quel que soit le choix de la base, il y a toujours
existence d’un semigroupe de Markov admettant une décomposition spectrale
sur cette base. Nous observons alors sur chaque base ’ensemble des suites de
valeurs propres associées & des opérateurs positifs, ensemble qui s’avere étre
un convexe borné, et que nous examinons en détail dans le cas de I’ensemble
fini de cardinal 2 et 3.
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Chapitre 1

Introduction générale

Nous consacrons ce chapitre & 'introduction des notions et objets dont
nous aurons besoin, du cadre général de travail qui sera le nétre tout au long
de cette these. Aprés Pintroduction des définitions et propriétés indispen-
sables, nous revenons dans la derniére section & une description un peu plus
détaillée des travaux figurant dans les chapitres suivants.

1.1 Semigroupes de Markov

1.1.1 Notations, Hypothéses

Soit (E,F,p) un espace probabilisé. L’objet fondamental auquel nous
nous intéressons est une famille d’opérateurs (P)t>0, agissant sur les fone-
tions mesurables bornées définies sur E 4 l'aide d’une famille de noyaux

(pe(z, dy))is0:
P.j(z) = fE F()pelz, dy).

Les noyaux p;(z, dy) sont les noyaux de transition d’un processus de Markov
homogene (X})i>0, c’est-a~dire qu'’ils sont définis par:

VA € f, pt(a:,A) = P(Xt € AlXo = 27),
et qu’ils satisfont aux propriétés suivantes:

- Vt,s 20, VA € F, puys(z, A) = [op(z,dy)p,(y, A) (Relation de
Chapman-Kolmogorov)
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-Vt>0, Ve E, pz,dy) est une mesure de probabilité sur £.
Ces définitions et propriétés se traduisent sur la famille (P,);»0 par:
— Pp=1Id; Vt,s>0, P,oP;= Py, (Propriété de semigroupe),

- V¢t >0, 1 =1 et pour toute fonction f mesurable bornée positive,
Pif > 0 (Propriété de Markov).

La famille (P, ):50 est ainsi appelée un semigroupe de Markov. On demande
en outre 3 ces opérateurs de vérifier sur L*(EF, u) la continuité en 0:

Vfe Lz(Eaﬂ)a E_I;%Ptfz f dans LZ(E,,LL),
ce qui se traduit sur le processus associé par
Vi€ LA(B,p), limE(f(X0) = f(z).

On demande enfin aux opérateurs (F)s>o de se prolonger en opérateurs
continus sur L%(E, u), c’est-a-dire que

V¢ >0,3C(t) >0, Vfe L*E,p), [IPfllz < C@Ifll (1.1)

Cette propriété est automatiquement vérifiée, comme nous allons le voir a
la section suivante, dans le cas ot u est une mesure invariante. L*(E, i) est
'espace fonctionnel sur lequel nous allons nous placer définitivement.
Commencons par v définir les opérateurs associés au semigroupe qui
constituent des outils d’étude efficaces dans le cadre hilbertien L?(E, u).
Notons D (L) I'espace des fonctions f de L(E, u) pour lesquelles la limite

Lf:lime_f

t—=0 i

existe. L est appelé le générateur infinitésimal du semigroupe (P;)i»0. Da(L)
est un sous-espace dense de L2(E, ), et

Vf € Dy(L), %Ptf = P,Lf = LP.f. (1.2)

De plus, Bl =1= L1 =10.
Réciproquement, le semigroupe de contraction (F;):>o est déterminé par

la donnée de L et de son domaine, s’il vérifie les conditions du théoréme de
Lumer-Philipps (voir [21]):

- NfeDL), (Lf, Fliaw <0 (=L est dit acerétif)
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— Tout prolongement accrétif de —L est l'opérateur —L lui-méme (—L
est dit maezimal accrétif)

Le domaine d’un opérateur maximal accrétif étant dense dans L%(E, ),
it suffit méme de connaitre 'opérateur L sur une partie A de D;(L), dense
pour la topologie du domaine, topologie définie par:

1 fllpaczy = W12 + 1L £z

Pour les cas auxquels nous nous intéresserons par la suite, A sera choisi
comme étant I’ensemble des polynémes duquel nous extrairons une base hil-
bertienne de L?(E, u). Cette base constituera ’ensemble des vecteurs propres
de L, qui sur cette base sera donc défini par 1’ensemble de ses valeurs propres.
La stabilité de I’ensemble des polyndmes par L nous garantira que A sera
dense dans D, (L), donc le semigroupe (P.)s>o sera bien défini par la donnée
de I'image de A par L.

Nous utiliserons un autre opérateur associé au semigroupe, appelé opéra-
teur carré du champ, défini pour un couple de fonction (f,g) de A par

(f,g) = 5(Lig ~ fLg - gL).

Une propriété fondamentale des semigroupes de Markov est la positivité
du carré du champ:

vieA, T(f.f)z0

En effet, il suffit pour le voir d’appliquer I'inégalité de Jensen

B(f) = (PS)”

et de dériver en ¢ = 0. On peut de méme plus généralement voir que pour
toute fonction convexe ¢ dérivable et pour tout élément f de A,

Lo(f) — ¢ (fILf 20, (1.3)

la positivité du carré du champ que I'on obtient pour ¢(z) = z?.

Nous sommes en mesure, au moyen de l'opérateur carré du champ, de
definir la propriété de diffusion d’un semigroupe de Markov (P, ):50:

P, est un semigroupe de diffusion si, pour toute famille finie (fi,..., fn)
d’éléments de A, et pour toute fonction de classe C* ® : R"— R, on a:

PO ) = 3 o )L+ Y

=1 t,7=1

0?®
ail?g'al'j(fh s :fn)[‘(fufj)
(1.4)
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Cette définition signifie que sur I'algébre A, L est un opérateur différentiel
du second ordre sans terme constant.

La propriété de diffusion est liée aux propriétés de régularité des trajec-
toires du processus (X,)i>o associé & (P )i»o, cette régularité se lisant sur les
fonctions f de A. Si (P;)i»>0 est un semigroupe de diffusion, alors les processus
f(X,) sont & trajectoires continues (voir [5] par exemple).

1.1.2 Exemples
Semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck

(E,F, ) est l'ensemble R muni de la tribu de ses boréliens et de la mesure

gaussienne p(dz) = \/L?—We‘“x'zzi dz. Le semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck sur R

est défini sur les fonctions boréliennes bornées par:
P(@) = [ I 0+ VT= o) uldy) (15)
R

Le générateur infinitésimal s’écrit alors, pour toute fonction suffisamment
réguliere :

Lf(z) = f'(z) — =f'(=),

et l'opérateur carré du champ:

L(f,9)(z) = f'¢'(z),

pour lequel on lit facilement la positivité.
Le semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck est de plus un semigroupe de diflu-
sion.

Espace d’états fini

(E,F, ) est un espace fini, muni de la tribu formée de toutes ses parties,
i est une probabilité chargeant tous les points. A est I'espace de toutes les
fonctions sur £, A est donc isomorphe & R*"¥5), Liopérateur L se décrit par
une matrice (Li;)(ij)es? :

Lf() =) L f(5),

JEE

14



lopérateur P; se représente de méme par une matrice, et ’équation 1.2
montre qu’en fait, £; = exptL, exponentielle usuelle d'une matrice. La po-
sitivité de P; est équivalente & la positivité de chaque élément de la matrice
F;, et se traduit sur la matrice L par

Vi#j Ly >0

Deplus, L1=0& Vi€ E, ZLii =0.
jek
Enfin, I'opérateur carré du champ s’écrit :

M9 = 5 LalF6) ~ FG))ali) - o(3)).

JEE

La positivité est 1a aussi évidente a vérifier.
Remarquons que dans ce cas, le seul opérateur de diffusion est L = 0.

Diffusion sur une variété compacte

(E,F, ;) est une variété C* compacte connexe, de dimension n, munie
de sa tribu borélienne et d’une mesure équivalente & la mesure de Lebesgue.
A est I’ensemble des fonctions €, L est un opérateur différentiel du second
ordre sans terme constant, qui s’écrit dans un systéme de coordonnées :

Li@) = . o) gt + Y b2k

1,j=1 =

ou les fonctions g¥(z), b'(z) sont C*, la matrice (g¥(z)) est positive non
dégénérée. Le carré du champ s’écrit

" 9f B
[(f,g) =) gjaga—;e
tu=1

Remarquons que si la variété n’est pas compacte, il se peut que le semi-
groupe soit néanmoins déterminé par ’opérateur différentiel L (par exemple
si la variété est compléte), malis le semigroupe ainsi engendré n’est pas for-
cément markovien.
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Remarque:

Dans les exemples précédents, il est aisé de vérifier la positivité du carré
du champ. De plus, dans les deux derniers exemples, cette positivité est
équivalente & I'inégalité 1.3, bien qu’elle n’en soit a priori qu’une conséquence.
En fait, cette équivalence reste vraie en général, et c’est ce qui fera I'objet
du chapitre suivant.

1.2 Semigroupes symétriques

1.2.1 Invariance et réversibilité

La mesure p n'intervient qu’a travers l'espace de Hilbert L*(E, u), et le
produit scalaire associé, que nous noterons { , ). Nous noterons de méme
(f) = [g fdu. Notre étude des semigroupes se situera le plus souvent dans
un cadre algébrique, au moyen d’une décomposition spectrale dans une base
hilbertienne. Pour cela, nous avons besoin des notions suivantes:

— On dit que g est invariante par F; si, pour toute fonction f u-intégrable,
P, f Vest aussi, et (P.f) = (f)-

— On dit que p est réversible pour P, si, pour tout couple (f,g) d’élé-
ments de L*(E, 1), on a (P.f, g) = (f, P.g). Le semigroupe est alors dit
symétrigue pour la mesure p.

La réversibilité implique 'invariance de la mesure:

(th)=<Ptf!1>=<fapt1>=(f11>=<f>

L'invariance de la mesure u se lit sur 'opérateur L comme suit: p est
invariante si et seulement si Vf € A, {Lf) = 0. La suffisance de la condition
se démontre par la densité de A dans L*(E, u), 'égalité 1.2 et le fait que

-1 = [ (LB} ds.

De méme, p est réversible si et seulement si pour tout couple (f, g) d’élé-

ments de A, (Lf,9) = {, Lg).
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Remarquons de plus que lorsque p est invariante, si p € [1, +oo[, pour
une fonction f de LP(E, ), on vérifie facilement que

(1P Py < CRAFP) = (1FP).

F; est donc une contraction de LP(E, 1), ce qui pour p = 2 nous montre que
I'inégalité 1.1 est automatiquement vérifiée.

1.2.2 Décomposition spectrale

‘La symétrie du semigroupe pour une mesure réversible entraine donc
la symétrie de son générateur infinitésimal L. La symétrie et la maximale
accrétivité de — L en font un opérateur auto-adjoint dans L(E, u), (voir par
exemple [21], page 279). L admet donc une décomposition spectrale

L=/AdE,\
R

ol { Ex}acr est une résolution de I'identité (voir [40], p.309), c’est-a-dire, som-
mairement, que c’est une famille de projecteurs croissants (F)\ E,, = Erin(a )
continus a droite (Vf € L*(E, ), Illintl) Extnf = E\f), et de limites:

._)

Vf € LZ(EM”): Al—i)r—noo E,\f = Oa /\_1_1;13:100 E)\f = f

De plus, en intégrant 'opérateur carré du champ, on obtient

20(f,9)) = (L{f9)) ~ (f, Lg) — {9, L),

et par réversibilité de la mesure, (L(fg)) = 0, {f,Lg) = (g,Lf), donc
(T(f,9)) = —(f,Lg), et ce pour tout couple {f,g) d’éléments de A. Ce qui
nous donne, pour tout f élément de A, (f, Lf) < 0. Donc le spectre de L est

porté par R™:
+c0 +oo
L= —f AdE, ;P =/ e MdE;.
0 0

L’étude des semigroupes symétriques est de fagon évidente facilitée par
I'existence de cette décomposition spectrale, qui fournit un cadre algébrique
que nous allons exploiter. Pour cela, on suppose que les opérateurs (P;)i»¢ et
L admettent une décormposition spectrale particuliére. On admettra que la
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familie £y soit constante par morceaux, donc que le spectre de L ne soit que
ponctuel. [l suffit pour cela, dans le cas général, que L soit a résolvante com-
pacte. Cette condition peut paraitre assez restrictive, mais les opérateurs a
résolvante compacte se rencontrent fréquemment en physique mathématique,
et I'on peut méme dire que la plupart des opérateurs différentiels apparais-
sant dans les problemes classiques, sur des espaces probabilisés, sont de ce
type, (voir [21], page 187).

1.3 Semigroupes associés a une famille de po-
lynémes orthogonaux

Nous nous plagons a présent dans le cadre ou 'algébre A et la décompo-
sition spectrale de L sont liées de la maniere suivante. Supposons qu’il existe
une famille de fonctions (f;)ier, ot I est au plus dénombrable, telle que

Vie I,Vpe N, f e LP(E,u),

et telle que

vijel, fifi=) affe

kel

olt I' est un sous-ensemble fini de 1. Soit alors A l’ensemble de toutes les
combinaisons linéaires finies des éléments de cette famille. A est ainsi une
algebre, stable par les opérateurs L et (P.);»o0, dense dans tous les LP(E, u),
avec 1 < p < +oo. Ce cadre offre une situation idéale d’application du ré-
sultat du chapitre 2, essentiellement algébrique, qui démontre 1’équivalence
entre la positivité du carré du champ sur 4 et Vinégalité 1.3. Mais pour les
applications & des exemples concrets, nous choisirons un cas particulier de ce
cadre algébrique, qui est celui ot A est I’ensemble des polyndmes, et généra-
lement l’ensemble des polynémes sur R. Cela se traduit sur la décomposition
spectrale par la supposition que l'opérateur E) est la projection sur I’espace
engendré par les polynomes (Qy, ..., Q.), ou n est la partie entiére de A, ou
d°(Qk) = k, et ou (Q:)iew est une suite de polyndémes orthogonaux dans
L2(E, ). Ce choix a été motivé par le fait que tous les exemples classiques
de semigroupes de Markov symétriques, dont nous allons citer quelques cas
dans le paragraphe suivant, se situent dans ce cadre.
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Dans une telle base de vecteurs propres, les opérateurs (£;);>0 et L ad-
mettent comme valeurs propres respectives:

Yee NVt>0, PQi= e')“'tQk, LQr = =2 Qk,

ou Vk € N, \x 2 0.
Remarquons que d°(Qe) = 0 = A = 0.

1.3.1 Exemples
Semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck

Reprenons 'exemple du semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck déja introduit.
La mesure gaussienne y est réversible pour ce semigroupe sur R, et la famille
des polyndémes orthogonaux sur L*(R,u) vérifiant les hypothéses du para-
graphe précédent est celle des polyndmes d’Hermite { Hy )ken, définis par leur

fonction génératrice
oex——-— _ § : Hk(ﬂf

kel\

Les opérateurs L et P, admettent comme valeurs propres sur la base (Hy)ren
les suites respectives (—k)ren et (e )ien .

Semigroupe ultrasphérique

(E,F,u) est ici l'espace {—1,1] muni de sa tribu des boréliens, de la
mesure de probabilité p(dz) = K,(1 — ¢ )B'g'g dz, ou K, est la constante

de normalisation, et n > 1. La suite (Jrk)cheN de polyndémes définis par leur
fonction génératrice

ZakJ;E")(:c) = (1-2az+a?)3" sin#l,
keN
= —log(l —2az +a?) sin=1,

appelés polynémes de Jacobi, est une base orthonormale de L*(E, ). Soit L
l'opérateur défini sur les polyndémes par

Lf = (1—a%f" = (n = Daf"

L admet la suite (—k(k + n — 2))ren comme valeurs propres sur la base des
polynoémes de Jacobi. Alors L est le générateur infinitésimal du semigroupe
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ultrasphérigue, qui dans le cas ol n est un entier supérieur a 2, n’est rien
d’autre que la projection du semigroupe de la chaleur sur la sphere S,_q, sur
I'un de ses diametres, et dont Vopérateur carré du champ associé s’écrit :

D(f,9)=(1-2")f7.

Ce semigroupe est aussi un semigroupe de diffusion.

Espace d’états fini

Dans le cas ot F est un ensemble fini, L est une matrice (L;;); jeg telle
queVi# j, L;j>0,ettellequeVi € E, ZL,-J- = 0. La mesure réversible,
JEE
lorsqu’elle existe, vérifie le systéeme d’équation

V(i,5) € E*, ()L = p(7) L

Le fait de se ramener & ’algébre de polynomes est dans ce cas d’intérét
nul, puisque le domaine de L coincide avec 'espace de toutes les fonctions
sur F.

1.4 FEtude des semigroupes de Markov asso-
ciés aux polynomes orthogonaux

L’abondance des exemples de semigroupes symétriques admettant une
base de polynémes orthogonaux comme vecteurs propres nous a poussé a
tenter d’en faire une classification, et de les décrire au moyen d’outils algé-
briques et analytiques. Il nous a vite paru illusoire d’aborder directement les
espaces de dimension quelconque, (que nous évoquerons cependant au cha-
pitre 3), et nous nous sommes donc restreint a la dimension 1, en considérant
Pensemble des semigroupes de Markov symétriques sur R, ensemble qui en
lui-méme constitue déja un terrain riche et fertile.

Donnons-nous un intervalle probabilisé (I, 1), tel que I'ensemble des fone-
tions de carré intégrable L%(I, u) admette une base de polyndmes orthogo-
naux (@r)nen. Il suffit pour cela que la mesure y admette un moment expo-
nentiel :

3r >0, /eMIl,u(d:C) < +00.
1
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En effet, si une fonction f de L*(7, u) est orthogonale a tous les polynéd-
mes, la mesure i = fu admet également au moins un moment exponentiel
(par l'inégalité de Schwartz), et donc sa transformée de Laplace est ana-
lytique au voisinage de 0. L’hypothése faite sur f montre alors que cette
transformée a en 0 toutes ses dérivées nulles, et par 13 méme est nulle. On
en deduit la nullité de f, et par suite la densité des polynoémes.

Le but est de classifier, parmi les semigroupes symétriques (P,);>q dé-
crits préecédemment, ceux qui ont la propriété de Markov, c’est-a-dire qui
préservent la positivité. En d’autres termes, la question est:

Quelles sont les suites de réels (Ag)ren, avec Ay = 0, telles que

Vi>0, VEeN, PQ;= eHAthka

de fagon a ce que le semigroupe (P )ezo vérifie:
Pour toute fonction f de L3(E, u) positive, P f est positive.

Le chapitre 3 apporte une réponse a cette question lorsque le semigroupe
est une diffusion, dans le sens de la définition 1.4, pour I intervalle quel-
conque de R. La classification compléte dans ce cadre-14 met en évidence le
fait que les seuls semigroupes de diffusion symétriques dans L?(/, ) admet-
tant une décomposition spectrale dans une base de polynémes orthogonaux,
sont les semigroupes associés aux polyndmes de Jacobi (généralisation des
ultrasphériques), de Laguerre et d’Ornstein-Uhlenbeck, selon que intervalle
soit respectivement borné, une demi-droite ou la droite réelle en entier.

D’autre part, tous ces semigroupes de diffusion se retrouvent, par des
considérations géométriques, & partir du mouvement brownien sur les spheéres.
En particulier, les semigroupes de Jacobi jouent un réle de pivot dans les
liens entre ces différents semigroupes de diffusion, réle qui se révélera utile
et important en de maintes occasions que nous préciserons par la suite.

Le cas plus général ol le semigroupe n'est pas une diffusion est beaucoup
plus ardu & appréhender, par manque de critére simple et global pour carac-
tériser la propriété de positivité du semigroupe. Cependant, le probléme est
résolu pour certains cadres d’étude (E, 1), que nous explicitons maintenant.

Si I’on se place dans l'espace (£, u) ol

E = [_111]& #(dﬂ;‘) = I{Of,.@(l - x)a(l + x)ﬁd‘ra o > —1) ﬁ > _11 .
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la famille de polynémes formant une base de L*(E,p) est la famille des
polynémes de Jacobi (Qf’ﬁ (z))ken- L'ensemble des opérateurs positifs 3 noyau
de Hilbert-Schmidt est caractérisé par leurs valeurs propres dans cette base
dans 1'article [9] pour le cas @ = 3, et dans l'article [17] pour le cas o #
3. Nous en donnons une démonstration plus générale, en caractérisant les
opérateurs positifs sur la base (QZ’ﬁ Jken n’admettant pas forcément de noyau
de Hilbert-Schmidt, au moyen de I’outil algébrique puissant que constituent
les hypergroupes.

Si ’on se place maintenant dans l'espace (E, ) ou E = R, p la mesure
gaussienne standard, une caractérisation des valeurs propres d’opérateurs po-
sitifs sur la base des polynémes de Hermite, basée essentiellement sur I’article
'33], nous permet de décrire au chapitre 5 les semigroupes de Markov symé-
triques sur cette base, au moyen d’une formule du type Lévy-Khintchine.

Dans ces deux cas, nous voyons apparaitre un certain rdle d’extrémalité
des semigroupes de diffusion au sein de ’ensemble des semigroupes de Markov
symétriques, extrémalité que ’on retrouve dans la forme des valeurs propres
associées aux familles de polynémes orthogonaux respectives. En effet, les
valeurs propres des générateurs infinitésimaux des semigroupes de Markov
associés aux polyndémes de Jacobi et aux polyndémes d’Hermite, s’écrivent
dans ces bases respectives:

AMk) = Gk(k+a+ﬁ+1)+c/:1 i—:—gi((—?-)lv(d&“),
MM=§k+EfllifﬁMﬂ,

ol ¢, 8, & @ sont des constantes positives, v et ¥ sont des mesures de pro-
babilité sur [—1,1], et ol (Rk)ren est la famille des polynémes de Jacobi
normalisée, telle que Ri{1) = 1.

Or les valeurs propres des générateurs infinitésimaux des semigroupes de
diffusion dans les mémes cadres sont respectivement :

d(k) = 6k(k + a4+ 8 +1),
d(k) = Ok.

Nous voyons enfin que dans le cas général des semigroupes de Markov
symétriques, le probléeme revient a caractériser la propriété de positivité par
un critere simple. Nous avons déja remarqué que dans les cas des diffusions
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et des espaces d’états finis, la positivité du carré du champ constitue une
condition nécessaire et suffisante & la positivité du semigroupe associé. Nous
présentons, dans le chapitre suivant, une extension de ce résultat 4 un cadre
beaucoup plus général, au moyen d’une caractérisation algébrique de la po-
sitivité du semigroupe, sous I'angle de son générateur infinitésimal associé.
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Chapitre 2

Une caractérisation de la
positivité des semigroupes de
Markov symétriques

Nous allons présenter, dans ce chapitre, un résultat algébrique sur les
générateurs infinitésimaux et leurs carrés du champ associés, sous forme d’une
note aux comptes-rendus 4 I’ Académie des Sciences [28]. Ce résultat, énoncé
dans la premiére section, montre I’équivalence entre la positivité du carré du
champ et I'inégalité 1.3 dont nous avons parlé au chapitre précédent {voir la
remarque page 16).

Dans la section suivante, nous appliquons ce résultat algébrique aux semi-
groupes engendrés par les opérateurs concernés, et nous montrons comment,
moyennant quelques hypothéses techniques et analytiques que doivent vérifier
ces semigroupes, Iinégalité 1.3 est équivalente a la propriété de positivite.

L’espace sur lequel agissent les semigroupes dans ce chapitre est beaucoup
plus général que dans les exemples cités au premier chapitre, ainsi que dans
les chapitres suivants. Nous n’avons ici besoin que de 'existence d’une algebre
A de fonctions comprenant une base de vecteurs propres, et de la symétrie
du semigroupe dans L?(E, ) muni de cette base.

2.1 Une caractérisation des générateurs de
semigroupes Markoviens

Résumé — Nous nous intéressons & un opérateur L agissant sur une algébre
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unitaire de fonctions A, tel que L1 = 0; et & I'opérateur carré du champ associé:
nous montrons que la positivité du carré du champ implique la propriété caracté-
ristique des générateurs des semigroupes Markoviens :

¥¢ polynéme convexe, Vf &€ A, L¢(f)~¢'(f)Lf>0

A characterization of the infinitesimal generators of Markov semi-
groups

Abstract — We study operators L acting on unitary algebras A of functions,
with L1 = 0, and the associated “Opérateur carré du champ” : we prove that the
positivity of the “Opérateur carré du champ” implies the caracteristic property of
the infinitesimal generator of Markovian semigroups :

V¢ convez polynomial, VfeA, Lo(fy-¢(f)Lf>0

Soit L opérateur agissant sur une algtbre A de fonctions réelles d’un
espace mesuré (£, F, ), contenant les fonctions constantes, tel que L1 = 0.
Soit [' Popérateur carré du champ associé, défini par:

Vig€ A T(f,9) = 5(L(fs) - fLg - oLf).

Nous dirons que le carré du champ est positif, si Vf € A, T(f, f) > 0.
Le but de cette note, est de montrer que la positivité du carré du champ
implique la propriété
V¢ polyndéme convexe, L¢(f) = ¢'(f)Lf. (P)

On notera (P) la propriété (P) étendue a toutes les fonctions ¢ convexes,
C', et telles que ¢(f) soit dans A lorsque f est.

Ceci répond a une question posée dans [3], et permet, moyennant une
hypotheése supplémentaire d’existence d’une mesure positive invariante, de
montrer que la positivité du carré du champ est une condition nécessaire
et suffisante pour que le semigroupe P, = €'%, engendré par I, préserve la
positivité.

La démonstration proposée ici est purement algébrigue.

Remarques

1. La positivité du carré du champ n’est autre que (P) pour ¢(z) = z2.
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2. L'implication
Vie AT(f,f)z0=(P) (I)
est trivialement vérifiée dans deux situations particuliéres (pour plus

de précisions, se reporter & [3] ):

— L est le générateur d’un semigroupe de diffusion:

’égalité suivante est alors vérifice:
V¢ polynéme, Lo(f) =&'(f)Lf + ¢"(/)T(/ f),

— A est l’espace de toutes les fonctions sur ’ensemble fini (£, F, 1) :
Popérateur L se décrit par une matrice (Lij)i.eexs

Le carré du champ s’écrit alors
D(F A = 5 3 BoF6) = SO
JeE

La positivité de [ est alors équivalente a celle de Ly, Vi # j. Un
développement de Taylor avec un reste a l'ordre 2, et la convexité
de ¢, nous donnent alors aisément la propriété (P).

3. Notons P, = et” le semigroupe engendré par L, alors si P est un semi-
groupe de Markov, il vérifie

Yfe A, V¢ fonction convexe, Pid(f) = ¢(Ff)

d’ol, en dérivant en ¢ = 0, on en déduit la propriété (P).

Réciproquement, si l’on suppose que y est une mesure positive sur £
vérifiant la propriété d’invariance:

Vf € A, /Lfd,u:O,
E

et si ’on suppose que A est stable pour le semigroupe engendré (P},
alors la propriété (P) entraine la positivité du semigroupe, (cette po-
sitivité étant comprise p.p.p.), grace a 'argument tres simple, inspiré
de [32], que nous reproduisons ci-dessous :

Yo convexe,L¢(Ptf) du < /:Eqb(f) du, (2.1)

26



ceci provient de la propriété (P) en remarquant que

d
GULernal = [swpinga
_ /[qu (Pof) = ¢(Pf)LP,f] du < 0.

Puis on applique 2.1 & ¢(z) = |z|, pour obtenir, pour f > 0:

JALZ duz (151 du= [ rau= [ Bsn

d’on le résultat.

On remarque que si y est une mesure de probabilité, si A est formée de
fonctions bornées, et est dense dans L'(p), alors un argument simple
d’approximation montre qu’il suffit d’avoir Lé(f) — ¢'(f)Lf = 0 pour
¢ polynéme convexe, c’est-a-dire (P).

Preuve de (I)
Pour I’établir, rappelons que tout polyndme réel positif peut s’écrire sous
la forme de la somme de deux carrés de polyndémes: il suffit donc d’étudier

le cas ol "
= (e
=0

Ecrivons alors

8(z) — $(y) — (¢ — 9)d(y) = / / & (wo(z - y) + y)olz — y)* dudv

Avec ¢"(z) =

”_D Aidj 2't7 on obtient ainsi

1 n+1
#(z) = ¢(y) - (e —1)é / |3 i, OO0, ()2 dudo

23—'0
(2.2)
ot wi(u,v,y,(A)) sont les fonctions de u,v € [0,1], (A) = (\)i=0..n, ¥ € R,
définies par :

n n+1

(z—y)(ww(e —y)+y) = Z 2tpi(u, vy, (X))

}’
C.'f
A=



Nous noterons, pour une meilleure lisibilité, u;(y) = pi(u, v, y, (X))

Remarquons que
n+1l

VyeR, > vum(y)=0 (2.3)
=0
et montrons alors que
1 1 ntl
rsn - =2 | 5 TGSl duds (24)

Ceci suffit & impliquer le résultat, car I'(f, f) étant bilinéaire et positive,
la matrice symétrique [[‘(fi, F))i j=0..n+1 €st également positive.

Pour montrer 2.4, nous allons montrer plus généralement que pour un
polynome ¢ quelconque, si 'on pose

$(z,y) = $(z) — d(y) — (= —y)¢'(y),

et si I'on définit les coefficients v, (y, ¢) par

d°(¢)
=Y oFu(y. ¢
k=0
alors
d°(4)
Lo(f) — ¢/ (NLf = velf, ) Lf* (2.5)
k=0
2.5 implique 2.4 car lorsque ¢"(z Z A; m 2. la formule 2.2 nous don-
ne: =0
’Yk(f'} Z / / !1'2 [ij dudv
i+j=k
donc

1 pl1ntl
2 [ [ 3 R0 P ) dud

0 ij=0

2nt2 1 1 n+l
=S wtnanst =2 [ Y FLpm(Pust) du,
k=0

i,j=0
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et le deuxiéme terme est nul par ’égalité 2.3.

Il ne reste donc qu’a démontrer I’égalité 2.5:
¢ = (Y, ¢) et ¢ > ¢ étant des applications linéaires, il suffit de montrer
2.5 pour ¢o(z) = 2P, p € N

Solz,y)=2F —y? —(z—y)py* ' =2 —pay® + (p - 1)¢°
d’ou

> wlfido)LfF = Lf? = pf*='Lf = Loo(f) — #4(f)LS
k=0
ce qui termine la preuve.

Nota: Pendant la rédaction de cette note, F. Hirsch nous a communi-
qué une autre démonstration de ce résultat, s’appuyant sur des arguments
différents.

2.2 Caractérisation de la propriété de positi-
vité

Nous appliquons, dans cette section, le résultat de la section précédente a
(E,F, 1) espace probabilisé, pour montrer que sous certaines hypothéses que
nous allons préciser, la positivité du semigroupe est équivalente & la positivité
du carré du champ associé.

Considérons alors A comme étant une algébre de fonctions réelles sur
E contenant les constantes, et dense dans LP(E,u), pour tout p > 1. Soit
(P )e>0 un semigroupe C° d’opérateurs agissant sur L2(E, 1), L son générateur
infinitésimal et T' le carré du champ associé. Nous demanderons alors 3 la
mesure g d’étre invariante pour (F)i>o.

Supposons que L?( £, 1) admette comme base un sous-ensemble de A, les
éléments de ce sous-ensemble étant les vecteurs propres des opérateurs P,
et L, tels que /41 = 1. Nous demandons enfin & .4 de vérifier I’hypothese
technique suivante:

Vfe A NT>0,Yp>1, sup |Pf] € LP(E,u). (HT)
tei0T|
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Remarque: Dans le cas ot A est I’espace vectoriel engendré par une famille
de fonctions (f;)ies, ot I est au plus dénombrable, et tel que

— Vi I, f; est vecteur propre de L et de F;,
- Vie I,VPZ L fi € LP(EHU’),

-Vi,jel, fif; = Z affk, ot I' est un sous-ensemble fini de I, et ol
les o) sont des réels,

alois A est une algebre, et la propriété (HT) est automatiquement vérifiée.
En particulier, c'est aussi vrai dans le cas ou E est un intervalle de R, et
olt p est telle que I’ensemble des polyndmes soit dense dans L*(E,p) (il
suffit par exemple que ¢ admette un moment exponentiel), on peut choisir
pour A l'ensemble des polyndmes, et pour vecteurs propres de Poetde L la
suite de polyndmes orthogonaux déduite de la suite (z")nen par le procéde
d’orthogonalisation de Schmidt. Ceci s’étend de fagon plus générale au cas
des familles de polynémes orthogonaux & plusieurs variables.

La positivité du semigroupe F; est alors caractérisée par la proposition
suilvante:

Proposition 1 Le semigroupe P; est positif, i.e.
Vfe L*E,p) telle que f 20 p.s.,, Bif 20 p.s.,
st et seulement st

Vge A, T(g,g)=0.

Preuve:
La positivité du carré du champ est une condition nécessaire a la positivité
du semigroupe. Elle se déduit en effet directement de l'inégalité de Jensen

VfELz(E,,U), Pffg_(Pff)220

que l'on dérive en t = 0.

Nous montrons ici que c'est aussi une condition suffisante.
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Le résultat de la section précédente montre que si Vf € A, I'(f, f ) >0,
alors V¢ polynéme convexe, Vf € A, Lo(f) — ¢'(f)Lf > 0.

L'invariance de la mesure 4 se traduit sur le générateur infinitésimal par

E

d’ou ¥t > 0, Vf € A, pour tout ¢ polyndme convexe,

[ Lopsydu =0
E

De plus, J
E¢(Ptf) = ¢'(PfILPS.

Nous en déduisons donc que pour tout ¢ polyndme convexe, Vf € A,
d ;
GOPS) du =~ [ (L8(PS) - $(PALP S du <0
E E

Gréce a ’hypothése (HT), VT > 0, nous pouvons majorer la fonction

sup gl’)'(sz)LP;f
te[0T]

par une fonction intégrable, d’oti nous pouvons dériver f &P, f)du sous le
E

signe somme, et en déduire que
e ) [orhds [ o) du (26)
E

Remarquons au passage que puisque les fonctions 2?* sont des polynémes
convexes, P; est une contraction de L?* dans lui-méme pour tout % entier.
Par interpolation, nous en déduisons alors que P, est une contraction de ?
dans lui-méme pour tout p > 2.

Considérons la famille de polynémes (st )sers keny, définie de la fagon

suivante o ,
[2 (%)
w.s,k(x) — E ; 2 1 .
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Soit alors la famille de polynomes (qbs,k(:c))seR;‘keN définie de facon a ce que
YEeN, Vs> 0,Ve e R & ,(z) = ¢oi(2), ¢sr(—1) = dsu(l) = 1.
Cette famille vérifie la propriété suivante:

Lemme 1 (¢,1(2))sery ken est une famille de polyndmes convezes, telle que

Ve e R lim lm ¢,i(x) = |z|

530 ko400

Preuve du lemme:
Montrons d’abord que les ¢, (z) sont convexes. On a:

Vs> 0,YkeN, ¢ (z)=vx(z)
Posons, pour 7 € N et u > 0,

filu) = Z (?;) —e "

J
=0

On vérifie facilement que
VieN,Vu>0, fi(v)=—Ff-1(u).

De plus,
vieN, £(0)=0.

Sachant que fo(u) > 0 sur Ry, on démontre par récurrence que
Vj = N, Yu ?_ 0, fzj(?.&) Z 0.
D’ot pour u = %, avecz € R,et s > 0, 0n a:

2

VhEN, Yo € R, Vs> 0, thou(e) 2 1/ e F >0,
ms

donc les ¢, ; sont des polynémes convexes.
Or, en tant que primitives doubles des fonctions ¥, (), les fonctions
¢s x(2) s'écrivent :

T t
s i(z) = / / Yo () dudt + copz + € s
o Jo
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avec ¢,k et ¢, constantes.
On remarque que

/OI/ot¢s’k(u) dudat = /Ox]RHIUt](U)%!)s,k(U)dudt

_ / / Wi () Doy (£) b (1) e
RJR
- fR Boa(w)] /R o) U (£) ]

= / sk (u)h(u, z) du,
R

avec h(u,z) = Nioz)(u) dt = |z — ufjoz)(u)-

3
D’ou ’on tire que

cp=1- /R?,bs,k(u)hl(u) du

et
Cs,k = f s x(u)ha{u) du
R
avec .
() = 5111 = ullg,ne) + |1 + 11 (o)
et 1
ha(u) = 5“1 + u|ly,9(u) = |1 - u| Lo y(u}].
De plus, on sait que
2 _2?
YeeR,Vs>0, lm ¢,;(z)=4/—e =,
k—+oo s
et que
1 2
lim e” 2 = §p(z)

au sens des distributions.
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Les fonctions 1, 1(u)h{u, z), ¥si(u)hi(u) et s x(u)hg(u) étant pour tout
z € R a support compact en la variable u, on en déduit d’une part que

lglgkﬂlﬂo p=1- ‘/Rll_rrrol ETM P x(u)h(u) du =1 — hi(0) = 0,

de méme que
lim lim ¢ = ho(0) =0,

330 k=400
et d’autre part la convergence simple des ¢, :
s=+0 k—4c0 s—30 k—+oo

VxER lim lim ¢sx(z) = lim lim [/¢sk (u,z) du + cspx + €, 1)

5230 k=40

= /llm lim s x(u)h(u, z) du
R

= h(0,z)
= |$|7
ce que l'on voulait démontrer.
0
Montrons maintenant que
vfe (B, w20, [ iPfldu< [ Ifida (27)
E E

Soit f € L*(E,u), t > 0, définissons la suite (fa)nen par
VneN, fulz) = min(f(z), )

V¥n € N, Yk € N, il existe une suite ( f, m Jmen de polyndmes convergeant vers
f. dans L*. Moyennant l'extraction d’une sous-suite, la suite (P;fam)men
converge vers P f, presque siirement.

De I'inégalité 2.6, on tire:

/mmmwws/mwww
E E
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Le lemme de Fatou nous permet alors d’en déduire qu’a la limite,

/E (P du < [ (£

Les ¢« étant des polynémes convexes de degré 2k, on en déduit que

¥s >0, Vk € N, [E;bs,k(Ptfn) du < [Ecbs,k(fn) dp.

D’ou, les f, étant bornés, et les ¢, ) étant bornés sur tout compact, par
convergence dominée on obtient :

[IRsdde< [ 1nldn

Grace a nouveau au lemme de Fatou et au théoréme de convergence mono-
tone, le passage a la limite démontre I'inégalité 2.7.

Donc en particulier, pour f > 0 sur E, et sachant que p est invariante:

Jipsidu< [if1du= [ fau= [ Pt du,

d’ou By f > 0 p.s.
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Chapitre 3

Semigroupes symétriques de
diffusion

La premiére section est intégralement constitué de I’article [29], paru sous
le méme titre, et qui établit une classification des semigroupes de Markov
symétriques agissant sur un intervalle de R, et vérifiant de plus la propriéte
de diffusion. Cette classification offre deux voies de généralisation possibles.
La premiére consiste & étendre I’étude sur R"™. Bien que nous n’ayons pas
privilégié cette voie dans notre thése, nous traitons un exemple d'une famille
de semigroupes symétriques dans R™ dans la deuxiéme section. La deuxieme
voie est l'extension de 1’étude aux semigroupes symétriques de Markov qui
ne solent pas nécessairement de diffusion, dont une famille est traitée en
exemple dans la troisiéme section. Cette étude fera par ailleurs 'objet du
chapitre suivant.

3.1 Classification des Semigroupes de diffu-
sion sur R associés & une famille de poly-
nomes orthogonaux

3.1.1 Introduction.

Un semigroupe de Markov est le noyau de transition d’un processus de
Markov ; un semigroupe de diffusion est un semigroupe de Markov particulier,
dont il constitue dans certaines situations le cas limite.
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Nous considérons ici les diffusions au sens de Bakry-Emery [5], dont la
définition, un peu plus restrictive que celle usuellernent utilisée dans les ou-
vrages de références (voir par exemple [19]), sera précisée au paragraphe
suivant.

Le but de ce travail est d’étudier les semigroupes opérant sur un intervalle
de R qui ont la propriété de diffusion, dont la mesure réversible admette un
moment exponentiel, et qui laissent stable pour tout n 'espace des polynémes
de degré inférieur ou égal & n.

Les exemples connus de cette situation sont les semigroupes d’Ornstein-
Uhlenbeck, ultrasphériques, de Laguerre, de Jacobi. Il existe une littérature
abondante les étudiant en détail. On pourra se référer par exemple & (14],
[9], [20], [39].

On montre, dans un premier temps, que ces semigroupes sont essentiel-
lement les seuls. Dans une deuxiéme partie, on met en évidence, au moyen
de transformations géométriques, les liens qui unissent ces semigroupes. Fon-
damentalement, ces derniers peuvent se retrouver, pour certaines valeurs en-
tieres des parametres, & partir du mouvement brownien sur les sphéres, et
passages 3 la limite sur la dimension des spheres.

Afin de se familiariser avec le cadre d’étude général, essentiellement algé-
brique, que I’on va se fixer, voici un exemple simple:

Exemple:

Rappelons brievement 'exemple bien connu du semigroupe d’Ornstein-
Uhlenbeck (pour une présentation plus détaillée, voir par exemple [31]), défini
de la fagon suivante:

Pour une fonction f borélienne bornée

P.f(z) = /R fle™z + VI e Py) u(dy)

2
avec p(dy) = e&:—: dy mesure gaussienne.

Le générateur infinitésimal de (P;)eo $%écrit

.1 " y
Lf(w) = lm3(Pf = N@) = f'(z) = 2f(z), pourf € CL.
(Remarquons que I'on a évité le coefficient multiplicatif % dans 'expres-

sion de L, qui apparait dans la définition classique du semigroupe d’Ornstein-
Uhlenbeck, par une simple homothétie de rapport ; sur ¢.)
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Si on considére la suite (H,)nen des polyndmes de Hermite, on voit que
{H,,n € N} est totale dans L*(R,du) (1.1)
YneN, LH,=-nH, (1.2)

Comme on va le voir, L, (1.1) et (1.2) suffisent & caractériser le semi-
groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, (ou plus précisément la famille des semigrou-
pes d’Ornstein-Uhlenbeck, de parameétres quelconques, moyennant une hy-
pothese selon laquelle on travaille & affinité prés).

En fait, la donnée du générateur infinitésimal et de son image sur une
partie dense de son domaine permet de caractériser le semigroupe associé.
On va maintenant dresser, ci-dessous, une liste exhaustive des semigroupes
de diffusion sur un intervalle de R, associés & des familles de polynémes or-
thogonaux, avec les hypothéses naturelles que P’on précise dans le paragraphe
suivant.

3.1.2 Notations - Hypotheses.

Soit I intervalle de R, B([) tribu des boréliens sur I. On s’intéresse a
’espace mesuré E = (I,B(I), 1), ot i vérifie la propriété suivante:
p# admet un moment exponentiel, i.e.:

x> OfeAlzlu(da:) < +oo0. (Pme)
1

t est alors une mesure finie sur /, que 'on peut supposer ramenée a
une mesure de probabilité par normalisation. On montre, au moyen de la
transformée de Laplace, que (Pme) est une condition suffisante pour que
I’ensemble des polyndmes soit dense dans L2(E).

1l existe donc une suite (Q,)nen de polyndémes orthonormés sur /, dense
dans L*(E), telle que le degré de Q, soit égal & n, unique au signe prés: on
suppose que le coefficient du plus haut degré est positif, ce qui caractérise
entierement (@Q,). En fait, cette suite (¢),,) est obtenue & partir de (27 ),en
par le procéde d’orthogonalisation de Schmidt.

On s'intéresse aux semigroupes de Markov, symétriques dans L*(E), qui
admettent la suite ((),,) comme décomposition spectrale. On définit un semi-
groupe de Markov admettant ¢ comme mesure stationnaire par une famille
(P)izo d’opérateurs agissant sur les fonctions boréliennes bornées, et véri-
fiant :

- PP =P, Py=1d,
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-fz0=Rf>0; Rl=1,
- Vfe LYE) /Ptf dy = /fd,u (hypothése d’invariance).
1 I

On voit alors que () est une contraction de L?(E) dans lui-méme, et ce
Vp € [1, 4+o0[. On exige alors de plus, que

- Vf € L¥(E) limPf = f dans L*(E),

- Vf,ge L¥E) f(Ptf)g dy = /f(Ptg) dp  (hypothese de symétrie).
I 1

(En ce qui concerne les semigroupes de diffusion sur I, sur lesquels va
porter notre intérét, I’hypotheése de symétrie est en fait équivalente a I’hypo-
thése d'invariance, et ce grice & une propriété spécifique de la dimension 1,
olt tout champ de vecteurs est un champ de gradient).

L’hypothése de symétrie montre alors que le semigroupe admet une dé-

composition spectrale:
+oo
Pg = / 6—‘“ dE)\,
0

ol (E)) est une famille croissante de projecteurs orthogonaux. Ce que l'on
demande ici, c’est que cette décomposition spectrale soit en fait une décom-
position en vecteurs propres, et que ces vecteurs propres soient les polynémes

Qn5
YneN, PRQ,= e"’\"th,

d’ou N .
FELME)= f=) faQn=Pf=_ fue™™Q,.
n=0 n=0
On introduit alors le générateur infinitésimal de P, dans L?(E):

Définition 1

t—0 t
Vf € Dy(L) ensemble des fonctions de L2(E) telles que la limite existe.

39



On a alors
VYo LQn.=—AQn

et +eo +co
Dy(L)y={f = faQn€ L*(E), Y Mfi< +oo}.
n=0 n=0
L'étude des familles {Q,) et des semigroupes de Markov associés est un
sujet assez difficile qu'il est impossible d’aborder ici. On renvoie & [33] et &
[17], pour des caractérisations dans les cas simples des polynomes de Hermite

et de Jacobi, des suites (),) pour lesquelles le semigroupe associé est un
semigroupe de Markov.

On se restreint donc & 1’étude des semigroupes de diffusion :

Définition 2 Pour tout couple de polynémes (f.g) on définit la quantité

1
L(f.9) = 5E(fg) — fLg ~ gLf].
Cet opérateur bilinéaire est appelé opérateur carré du champ.

Il reste & définir la propriété de diffusion du semigroupe, et enfin a poser
le cadre d’étude de son générateur infinitésimal.

Dans ce cadre, on se donne une définition de la propriété de diffusion
adaptée 3 la famille des polyndmes; c’est une définition "algébrique”.

Définition 3 On dit que (P;)iyo est un semigroupe de diffusion si, pour f et
¢ polynémes, on a:

Lig(f)] = #(F)Lf + ¢"(NT(S, F) (Pd).

Remarque 1 On n’aura besoin en fait de cette hypothése que lorsque f = z.
En effet, si on écrit (Pd) en prenant en particulier ¢ = ¢, et f = z, on
obtient

L(Qu(2)) = Qu(z) Lz + Qo (2)I(z, ).

Par linéarité, on voit donc que, sur les polynomes, L s'écrit:

d’ d

L= P(a:,sc)—g; + L(a:)a
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Si on traduit maintenant le fait que Vn  LQ, = —A. @, sur @ et Q5. on
obtient que
I'(z,2) = Az*4+ Bz + C, L(z)=az +b.

Finalement, L se met sous la forme

2

d d
A2
L= (Az +Bz+0)d$2+(ax+b)dm,

avec A, B,C, a, b réels.

Tout le travail de classification est fondé sur I’étude de ce générateur
infinitésimal, par la discussion des valeurs des parameétres A, B,C,a et b, et
de la forme de Pintervalle 1.

Le cadre de cette étude est posé par I’énoncé des hypothéses suivantes:

On travaille & affinité prés pour la “variable d’espace”, et & homothétie
pres pour la “variable de temps”, c’est-a-dire que 'on se permet, pour sim-
plifier I’étude, et 1'on peut vérifier facilement qu’il n’y a aucune perte de
généralité, de travailler “modulo” les opérations suivantes:

z—=mz z€l, meR* (H])
r—z+p z€l,peR (H2)
L— AL XeR" (H3)

L étant le générateur infinitésimal.

3.1.3 Résultat Principal.

Nous allons maintenant démontrer la

Proposition : Les seuls semigroupes de diffusion! satisfaisant toutes les hy-
potheses énoncées - donc en particulier & une affinité pres, ((H1) et (H2)) -
sont ceux associés aux générateurs suivants:

_L 4
"~ dz? xdm'
1

22 .
I = R muni de g(dz) = weriAk dz mesure gaussienne.

1. L

1. Pour une étude détaillée de ces semigroupes, et en particulier du cas b), on peut se
référer, outre les ouvrages cités dans P'introduction, a [34] et [23].
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(@n)nex est alors la suite des polynémes de Hermite, définis par leur
série génératrice:

2 7
expliz — =) = 3 =Qa(e).

etonaVn e N, LQ,=-nl,.
Le semigroupe associ¢ est ici celui d’Ornstein-Uhlenbeck.
d? d
. L=z— l—2)— —1.
g t+l-alg 7>
I =10, +oo[ muni de u(dz) = K,e "z dz.
(@1 )nen est alors la suite des polyndémes de Laguerre, définis par leur
série génératrice :
xt

—) =) 1"Q}(=),

n

(1 —t)"" exp(—

etonaVneN, L@Y=-nQ].

2

d d
— ey oy — —_ — _
A== ) s+ By = (F Ay +22) B> -Ly> -l
I=]—1,1] muni de p(dz) = Kg,(1 —z)(1 + z)? dz.

(Q1#) est alors la suite des polynémes de Jacobi, définis par leur série
génératrice:

H8(1 — 2t +42)F (1 —t— (1 =2zt +12)3) V(1 +£— (1 — 22t +%)3) ™ =
> rQri(=),

etonaVneN, L@ =-nn+y+8+ QYR
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Preuve.

lere étape:
L étant le générateur infinitésimal d’un semigroupe de diffusion sur
E = (1,B(I),p), il posséde la propriété suivante: les valeurs propres (A,)
associées a la suite orthogonale de vecteurs propres (Q,)nen sont négatives.
Or si ’on identifie les coefficients des termes du plus haut degré de I’équation :

L@, =A@, VneN,

on obtient que
YneN, An(n—1)+4an=A,,

d’olt
Vn=1l, An-1)4+a<0=A<0,

donc a
si A#0, alors Vn>1 Zzl—n=>a§0,

si A=0, alors a <0.

On obtient donc
A<ODeta<O. (3.1)

2&éme étape:
Trois cas se présentent maintenant, suivant le nombre de racines réelles
du trindéme I'(z,z) = Az* + Bz + C = 0:

1. I' n’a aucune racine réelle. Sachantque I'(z,z) > 0 sur 7/, et que 4 <0,
on en déduit que A = B = 0. On applique alors { H3) pour se ramener
alavaleur C =1:T(z,z) = 1.

2. [ a une seule racine simple, c’est-a~dire A = 0. On utilise (H1) et (H2)
pour se ramener au cas B = 1, ¢ = 0 — on remarque que l'on n’a
utilisé (H1) qu’en partie, et que l'on peut encore transformer = en mz
avecm > 0: ['(z,z) = 2.

3. I' admet deux racines distinctes. On utilise (H2), (H1) et (H3) pour se
ramener respectivementa B=0,C = ~Aet A= —1:T{z,2) = 1 -z
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Le cas ou ' admet une racine double n’est pas pris en compte, car il
n’existe pas dans ce cas d’intervalle non réduit & un point sur lequel I’ soit
positif.

Dans chaque cas, nous exprimons ’invariance de la mesure u associée a
chaque opérateur L agissant sur 'espace des polyndmes, en écrivant que

Vk € N, fL:L‘kdpzo.
)3

Nous obtenons alors une caractérisation de la mesure par le calcul de ses
moments, qui sont entiérement déterminés par les réels a et b.
Pour k& = 1, on obtient 1’égalité

apr +b=0,

ou 'on note

Yie N, :=/xidp.
R

Dans tous les cas, comime nous le verrons & I’étape suivante, la propriété
(Pme) implique que a # 0. Le premier moment de la mesure u est donc bien
caractérisé. Les suivants se déduisent de gg(= 1) et de gy par les formules de
récurrence suivantes:

1. Yk > 2, /Lw dp-O@f——-l— aa:—i—b) )askd,u=0
& app + bptg—1 + (k — 1)pp—2 =0, (3.1)

2. Vk 2 2, fLa: dy—O@/:n———f-(aw-i-b)dd)x du =0

& ap + (k -1+ b),uk_l =0, (32)
k 2y & d
3. Yk > 2, Letdu=0% [ ((1-2%)— +(az+b)—)z*du =0
R B dx? dz
& (a—k+ Vg + bpe—r + (b — Lpx—2 = 0. (3.3)
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Nous pouvons donc conclure que puisque a < 0, tous les moments de
la mesure sont entiérement déterminés, et partant, la mesure elle-méme est
entierement caractérisée.

3éme étape:

Nous exhibons maintenant, dans chaque cas, la mesure de probabilité
correspondant a la suite des moments déterminée par les trois formules de
récurrence respectives. Il ne restera plus, pour clore la classification, qu’a
appliquer celles des hypotheses (H1), (H2) et (H3) qui n’auraient pas encore
été utilisées.

1. Les moments de la mesure
pldz) = K(a,b)e?* +% dz

vérifient la formule de récurrence 3.1. Le fait que u doive vérifier la
propriété (Pme) entraine que a # 0, et on utilise (H1) et (H2) pour
poset y = —(az + b), et pour obtenir enfin

U‘Z
u(dy) = Ke™ 7 dy,

avec 2 J
L=———-—y—.
dy? dy
I est dans ce cas I’ensemble R tout entier.
2. Les moments de la mesure

pldz) = I{(a,b)ll[o,ﬂo[e”:cb'l dx

vérifient la formule de récurrence 3.2. La propriété ( Pme) implique que
a # 0 et que b > 0. On utilise enfin completement (H1) pour se ramener
a

p(dz) = Kll[o,_l.oo[e'“’mb"l,

ce qui est le résultat annoncé avec v = b — 1. [ est ici la demi-droite
R, support de la mesure.

3. Les moments de la mesure
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vérifient la formule de récurrence 3.3, ce qui est le résultat annoncé
avec*yz—1—%~%,etﬁ:—1—%+%,enﬁn(Pme)=>*y> —1et
B> —1,avec I =[-1,1].

Remarque 2 Les mesures ainsi exhibées peuvent étre obtenues par le calcul
suivant, qui consiste a effectuer sur [ un changement de variables bijectif
y = &(z), de facon & ce que L se mette sous la forme classique

d* d
L= E@—?— + a(y)@
sur-J = ¢([). On doit donc poser
1
! = .
¢ Mz,7)

On vérifie alors facilernent que la mesure v de densité exp( {5 a(t) dt) par
rapport & la mesure de Lebesgue, satisfait 3 la propriété de symétrie pour
lopérateur L, c’est-a-dire que

<Lf!g)L2(V) = (Lga f)L2(U)= vfag € D‘Z(L)

Le changement de variables permet de trouver la mesure réversible asso-
ciée au semigroupe. I} suffit donc de revenir & la forme premiere de L, par le
changement de variable inverse, et 'on retrouve dans chaque cas les mesures
annoncees. o

Remarque 3 Plus généralement, considérons £ un espace de probabilité
quelconque, L un opérateur de diffusion admettant comme décomposition
spectrale une suite {f,).en de fonctions satisfaisant les propriétés suivantes:

n+p

~VnpeN, Anréels, fufy= > Mfi

=0
- f1 bijection de E sur fi{E).

Par récurrence, on montre facilement que

k
Vk e N, 3Ju;réels, fi= mef,

=0
et apres le changement de variables y = fi{z), on est ramené a notre cadre
d’étude basé sur les polyndmes de la variable réelle, o
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3.1.4 Remarques sur l'interprétation géométrique de
ces processus de diffusion particuliers.

Il est intéressant de remarquer que tous ces processus de diffusion peuvent
se retrouver, pour certaines valeurs entiéres des paramétres, au moyen de
diverses transformations géométriques, a partir du mouvement brownien sur
les spheres de R™ On peut trouver certaines de ces remarques dans [20], que
I'on généralise notamment aux semigroupes de Jacobi dissymétriques.

On note:

- 5= {o e R ol = 1}
- D2 ={a e R ol < 1)

- @ projection de 57! sur un sous-espace vectoriel de dimension
p < n — 1 passant par l'origine:

@, (517" = D2,

r

1 1

Le mouvement brownien sur S{™" se projette par @]  sur un proces-
sus de Markov, sur D¥, de générateur infinitésimal qui s’écrit dans la base
canonique:

P 2 P 8

... 8
- B ptpd — — .
Lop=) (67 —a'z!) Feom, ™~ ; %G

=1

On pose p = 4/ +_, % norme euclidienne de R?.
On consideére les fonctions sur D} qui ne dépendent que de p, et on obtient
alors que

LOIe) = (1= )70 + o p (o) = (n = 1S (p) avec p € (0,1

On effectue alors le changement de variables

[Oa 1] — [_1:1]
p = ox=2p% -1,

pour obtenir

n—2p n

L flz) = 4[(1 = 2*) f"(2) + (
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L’opérateur .
(- OS2 s
dz? 2 2 'dr
est 'opérateur de Jacobi de parametres 3 = “—_12’;2 et v= %2
On vient d’obtenir ’ensemble des opérateurs de Jacobi dissymétriques
dont les parametres sont des demi-entiers ; de plus on remarque que les condi-
tions 3 > —1, 7 > —1 se traduisent par n > p, p > 0 sur les dimensions des
espaces de départ.
Par ailleurs, avant d’opérer le changement de variables 2 = 2p> — 1, le cas
p = 1 nous fournit directement

Laif(p) = (1= p*)f"(p) — (n = 1)pf'(p) (3.4)

qui est opérateur de Jacobi symétrique {ou opérateur ultrasphérique) de
paramétre n € N*. Puis, si I'on effectue alors le changement de variables z =
2p2—1 sur cet opérateur L, 1, on obtient une classe particuliére des opérateurs
de Jacobi dissymétriques qui sont ceux de paramétres § = 251,y = —3.

Remarque 4 Cet opérateur L, 1, qui est la partie radiale du Laplacien sur la
spheére, est un cas particulier d’un phénomeéne plus général : la partie radiale
du Laplacien sur un espace symétrique compact de rang 1 est un opérateur
de Jacobi. Ces espaces ont été classifiés dans {38] (voir aussi [15]), et outre
les sphéres, ils comprennent aussi les espaces projectifs réels, complexes et
quaternioniques, ainsi que le plan elliptique de Cayley. o

Remarque 5 En faisant le changement de variables y = arcsin 2 décrit plus
haut, 'opérateur %L&f,), s’écrit

d? L@

dy?  cosydy

avec a = 2522 b = 2

2

Dans [1], les auteurs font apparaitre un opérateur similaire qui semble
correspondre pour les cas ot @ et b sont des demi-entiers, a la méme opération
sur les parties radiales, otl ’espace hyperbolique remplace la sphere. o

D’autre part, il est bien connu que le semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck en
dimension p est la limite quand n tend vers I'infini de 'image du semigroupe

48



n,p=
migroupe d’Ornstein-Uhlenbeck classique (i.e. unidimensionnel) pour p = 1.
(On utilise ici 'outil communément appelé “lemme de Poincaré”, qui serait
plutdt di & Mehler, voir [36], page 77).
De plus, si I'on considére les fonctions radiales sur R, c’est-a-dire les
fonctions f : R — R vérifiant

du mouvement brownien sur S\“/%l par ®Y7, avec p < n. On obtient le se-

39 R R VoeR g(le)) = f(x),
et si 'on définit le semigroupe (@;) sur R* de la fagon suivante:

Qig(lz]) = Pif(z),

ol (F;) est le semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck, alors (Q;) est le semigroupe
de diffusion associé aux polynémes de Laguerre.

Les semigroupes d’Ornstein-Uhlenbeck et de Laguerre peuvent aussi étre
retrouvés par leurs générateurs infinitésimaux & partir des opérateurs de Ja-
cobi. En effet, en effectuant une homothétie de rapport 1/n sur 'opérateur de
Jacobi symétrique L., ,, (ce qui équivaut & considérer l'image du Laplacien
sur S:}%l par @ﬁ), et en faisant tendre n vers l'infini, on obtient le générateur
infinitésimal du semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck.

De la méme fagon, en dimension 1, en considérant ’opérateur de Jacobi
dissymétrique

d? n—2p n  d
—_— 2 — —— — —
(1 m)d:a:"’_i—( 2 QI)dw’
en utilisant le changement de variable
z—1
-
z—(n—1) 7

et en faisant tendre n vers U'infini, on obtient le générateur infinitésimal du
semigroupe de Laguerre.

Enfin, en ce qui concerne les valeurs propres des générateurs infinitési-
maux sur la base des polynoémes dans L%, on remarque que la suite A; =
—k(k + n — 2), énoncée au paragraphe 3, des valeurs propres de l'opéra-
teur de Jacobi symétrique L, ; correspond exactement 4 la suite des valeurs
propres de 'opérateur de Laplace-Beltrami sur 5™ ; alors que 'opérateur de
Jacobi dissymétrique L,(f% admet la suite

N, = 4(—k(k + g 1)) = —2k(2k + n — 2) = Ag
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de valeurs propres, donc ne reprend qu’une valeur propre sur deux du méme
Laplacien sur S™.

Cette remarque, vraie pour toutes les valeurs des parametres, s’explique
aisément pour les valeurs entiéres en remarquant que 'opérateur de Jacobi
dissymétrique Liﬁ,}, peut &tre considéré comme la restriction de I'opérateur de
Jacobi symétrique L, , aux fonctions radiales sur D, donc en l'occurrence,
pour p = 1, aux fonctions paires sur [—1, 1], donc la suite des vecteurs propres
de LL‘: % est la suite des polynémes de Jacobi de degré pair, d’ot le résultat
sur les valeurs propres.

La remarque peut se généraliser en dimension supérieure: Soit Py(z) le
k-ieme polynéme de Jacobi sur {—1,1]; alors P est vecteur propre de l'opé-
rateur L, ;. On pose maintenant

fk : D? — R
(331,...,563:,) — Pk(lfl).

Alors fi est clairement vecteur propre de l'opérateur L, . De plus, le Lapla-
cien sur S™ étant invariant par les rotations de R, il en est de méme pour sa
projection L, sur DP, les rotations de R? pour p < n étant des rotations de
R” particuliéres. Donc si B € SO, groupe des rotations de R?, f; o R reste
vecteur propre de L, ,.

On munit maintenant SO, de la mesure de Haar dR, et on pose

he : DP — R
t = fso, fu(R2)dR ;

pour zo € DP, hy(zo) est en fait la valeur moyenne de fi sur Sﬁz_olllp' h; est
donc une fonction radiale, i.e.

3k [0,1] = R, Ax(z) = hi(]lxllp)-

De plus, il est facile de vérifier que hy(z) reste vecteur propre de Ly p, donc
que hi{p) et vecteur propre de L
variables

. On effectue enfin le changement de

(}52 [011] - [_1:1]
p = z=2p"—1,

et on retrouve que h(z) est vecteur propre de Lgff,),, donc est polynome de Ja-
cobi dissymétrique ; on peut constater en effet que les diverses modifications
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subies par FPi(z) n’ont pas altéré sa forme polynémiale. Enfin, on retrouve
que L,(f,;), n’admet comme valeurs propres qu’une valeur propre sur deux de
Vopérateur L, , par le fait que dans un cas sur deux, hi(z) = 0.

Vérifions-le sur un exemple simple: p = 2

cosf —sinf
SOQ:{(sinB cos f )’BE[O’ZW[}’

d’olt
) b g
hi(z,y) =f Py(x cosf + ysinf) 5
0 "
on pose alors ¢ = rcosy, y = rsiny:
27 d
hi(z,y) = hi(r) = / Pk(rcosﬁcosgo—rsinﬁsimp);
0 §

2 de
- _ 0 “@
| At coso+en 3

2r
= / Pk(rcosﬁ)ﬁ.
0 2

T

Or k impair = h{(r) = 0 (car P; est un polyndéme impair).

En conclusion, tous les opérateurs de Jacobi dont les paramétres sont des
demi-entiers, s’obtiennent par projection du mouvement brownien sur les
sphéres, (et méme, en ce que concerne les opérateurs symétriques, de deux
fagons différentes). Les semigroupes d’Ornstein-Uhlenbeck et de Laguerre
s’obtiennent des semigroupes de Jacobi par des limites quand = et p tendent
vers |'infini, moyennant un changement d’échelle et de temps.

3.2 Diffusions en dimension supérieure i 1

Nous avons classifié les semigroupes de diffusion symétriques dans une
base de polynémes orthogonaux sur un intervalle de R. La méme méthode
pourrait étre employée en dimension supérieure, a ceci prés que nous per-
drions une propriété importante, qui est 1’équivalence entre la réversibilité
et 'invariance de la mesure pour les semigroupes. La mise en ceuvre de la
classification comporterait donc une étape supplémentaire, qui imposerait
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au semigroupe (donc & son générateur infinitésimal) d'étre symétrique dans
L(E,p). Cette étape supplémentaire, agrémentée de calculs dans R™, exi-
geait trop de temps pour figurer dans cette these, mais constitue un pan
évident et incontournable du travail restant & cffectuer dans ce domaine.
Nous donnons cependant un exemple de semigroupe symétrique de diffusion
sur R™.

Soit I'opérateur L, g défini sur la boule de rayon 1 dans R™ par:

= 5 " 0
Log= Y (85— mﬂj)-—am,axj - ﬁzxiga B>n-—1,
¢ i=1 '

i,5=1

Cette classe d’opérateurs {L,g,n € N, > n — 1}, fait partie d’un en-
semble plus grand d’opérateurs

b2

Ln!,\,,@ = Z (5.5,]' — )\:1:,-333 a a.r_? Z 6

i,7=1 =1

qui pour certaines valeurs des paramétres A et § sont des quasilaplaciens sur
la boule, de courbure et dimension constantes. On peut retrouver une étude
de ces opérateurs dans [2]. Dans le cas oit 8 est un entier, cet opérateur se
déduit du Laplacien sphérique par projection. I’opérateur L,, 5 est invariant
par rotation, car le Laplacien sphérique l’est. Il apparait donc que si L ad-
met la mesure ¢ comme mesure invariante, alors p est “radiale”, c’est-a-dire
qu'elle est elle-méme invariante par rotation. Pour expliciter cette mesure, il
nous suffit donc de nous intéresser a 'opérateur

d? n—1
el S

Lp=(1-r7 —ﬂf‘)

déduit de L, g par projection sur un diamétre de la boule, (voir page 48), et
en lequel on reconnait I'opérateur de Jacobi symétrique, qui admet comme
mesure invariante {pour le calcul, voir page 43):

v(dr) = Kr”"l(l - rz)“ 3 dr, K constante de normalisation.

Si, pour z élément de la boule unité, on note r = /3 -, =7 son rayon,
et pour 7 # 0, o = £ élément de la spheére unité, la mesure

p(dr do) = Kr™™1(1 — Tz)'%_!ﬂ_l dr do
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est donc la mesure invariante pour l'opérateur L, . Il reste & vérifier que
cette mesure est aussi réversible pour L, 5.

Pour cela, calculons d’abord, pour f et g fonctions de L*(E,u) quel-
conques, l'intégrale :

ffL d /f w-m-)a—%—ﬁim—a—g-](l-—zn:mz)“dw
geE= =1 13 I Bxiazj =1 18xi P k ’

B-—n-1

c—, et z = (z1,...,2,) élément géﬁérique de la boule

ou l'on a posé a =
unité.
“Une intégration par parties sur la dérivée seconde nous donne:

(9f b9 g
fngd#_ fz y :c:cja B /Zf6$119:2,a3

i,j=1

o I(z;, e, 8) = Z 7z, & — ziz;)(1 — in)“] + Bz;(1 — Zwi)“
k=1 k=1
Or

kO a n
I(‘r‘ivaw@) = - Z %[(mi‘rj)(l - Z mi)a]_f—
::: g k=1

n T

+% (1—a))(1 =) 2} + a1 = al)e
t k=1 k=1
= 2(1-> ) ~(n- 11~ 3 2D+
k=1 k=1
+2aZw —21—293}3 ~20(1—2) + (1= 23]

= ai(l- in)“‘l(l -y B -2a—n-1),
k=1 k=1

B—n-1
2

on obtient que

I(J',‘,', a,ﬁ) =0.
On a donc montré que Vf,g € L*(E, u),

fngd,u— fz 5= oi;) 5 af 69" (d:c):/EgLfdy.

i,7=1

et de o =

33



[opérateur L est donc symétrique dans L*(E,p), ce que I'on voulait dé-
montrer. L se diagonalise donc dans la base des polynémes orthogonaux de
L2(E, ), base qui se construit, comme dans le cas de la dimension 1, par un
procédé d’orthogonalisation & partir de la suite de polynomes

{I,Zn::c,-,
i=1

c’est-a-dire de ’ensemble des polynémes homogenes.

T

I;Zg, .. }
1

1.J=

3.3 Un exemple sur R de semigroupe symé-
trique de Markov qui n’est pas de diffu-
sion

Parmj les semigroupes symétriques dans L*(E, p) muni d’une base de
polynémes orthogonaux, la premiére section du présent chapitre établit un
recensement exhaustif de ceux qui sont des diffusions, lorsque £ est un in-
tervalle de R. Deux directions de généralisation sont alors possibles, pour
étendre la classification. La premieére, que l'on a abordée dans la section
précédente, consiste & prolonger en dimension supérieure. La seconde est de
s’affranchir de la propriété de diffusion, donc de la continuité des trajectoires
du processus associé. Voici un exemple trivial d’un tel semigroupe.

Placons nous sur I'espace & deux points £y = {—1,1}, muni de la mesure
uniforme 1 (dz) = $(é_1 + &1)(dz). Sur cet espace, introduisons I'opérateur
P} défini par

P! f(z) = i F)(1 + e "zy) pui{dy).

Remarquons que toute fonction sur cet espace se représente de fagon unique
sous la forme f(z) = a + bz, d’ott

Pl(a + bz) = a + e 'bz.

L’ensemble des fonctions {1,z} constitue donc une base orthogonale de
L*(Ey, 1), base de vecteurs propres sur laquelle le générateur infinitésimal
L' associé & (P});»0 admet les valeurs propres respectives {0, —1}.

Ce semigroupe vérifie de fagon évidente la propriété de Markov. Si nous
plongeons l’espace £; dans R, nous avons donc construit un semigroupe
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symétrique de Markov qui n’est pas un semigroupe de diffusion, puisque les
trajectoires du processus associé sautent entre les points —1 et 1, et par la
méme sont discontinues.

[’intérét de cet exemple peut étre percu lorsqu’on le généralise de la
maniére stivante.

Considérons I’espace produit £, = {—1,1}", muni de la mesure produit
{in, Obtenue par tensorisation de u;. Sur cet espace, nous avons le semigroupe
produit P = (P1)®", défini pour f € E, par

n

Fri) = | S IO+ e epdy),

=1

oi I'on a posé = = (zy,...,2,) et ¥ = (y1,...,¥n). Ces opérateurs forment
un semigroupe de générateur

=) 1®..0L'R18...01,
i=1
c’est-a-dire que
LM f(z1,. .. an) = LIf(z1,...,24),
i=1

chaque opérateur L} étant I’analogue de l'opérateur L! agissant sur la seule
variable z;.
Les fonctions propres de L™ sont les fonctions notées z 4, définies par

T4 = H"‘Eia

icA
ot A C {1,...,n} et oll z; représente ici la fonction identité de la 78M€
composante. Ainsi, de L'z; = —z;, on tire Lz 4 = —(fA)x 4.

Considérons alors la fonction & : E™ — R définie par:
d(w) = Zwi.
=1

Son image est l’ensemble £ = {—n, —n+2,...,2}. Notons par 2, la mesure
image de i, par ©, et L™ 'opérateur image de L™ par ®.
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Soit z € E, on définit pour k € {1,...,n},

avec w € E" tel que z = ®(w). L'univocité des fonctions yi est garantie
par le fait que I’on somme sur toutes les parties de {1,...,n} & k ¢léments.
Une vérification immédiate montre que les g5 sont les fonctions propres de
Vopérateur L™, de valeurs propres (—k)ke(1,an}

vk e {1,...,n}, LMy, = —kys.

De plus, les fonctions yx(z) sont des polynomes en z de degré k. En effet,
pour w € E*, si I'on note pour plus de commodité wy =z A{w), la fonction

y) s écrit donc
yr(z) = z wa-
}

Ac{l,..,n
1A=k

On observe que y1{z) = z, et que

{3 K
2= (Y w) = Y w2 wiwj = nt2(2),
=1 i=1

i

d'ou yo(z) = 3(2% = n).

Posons I'hypothese de récurrence: soit ko > 2, supposons que
vk < ko, yi(2) € Riz].
Calculons alors le produit

zyk(z) = (sz)( Z UJA) = Z Z W,
n}

i=1 AC{l,-.,m) i=1 AC{l,,
pA=k 1A=k

Or le terme waw; = wauls) 81 ¢ € A, et wa(y siz € A. Donc

n

an(z) = Y D waum Y. wan
3 }

i=1 AC{l,..,n i=1 AcC{l,...n
yA=k,AZi $A=k, ADi
n n
=3 Y et X ws
=1 Ac{1,..n} 1=1 Ac{l,..,n}
bA=k+1,ADi tA=k—1,AFi
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Notons par A, I’ensemble des parties de 11,...,n} & k éléments, par
By I'ensemble des couples (i, A) avec i € {L,...,n} et A C{l,...,n} tel
que : ¢ Aet A = k; et notons par D, ’ensemble des couples (z, A) avec
te{l,...,n}et AC{l,...,n) tel que s € A. Définissons les applications

b : Bk — -Ak+1
(5, A) —» {iju4

et
d : Dk — .Ak_1
(6,4) = A\{i}

Alors on remarque que tout élément A de A1 admet autant d’anté-
cédents par b que de choix de 1 dans A, c’est-a-dire k + 1. De méme, tout
élément A de A1 admet autant d’antécédents par d que de choix de 7 dans
{1,...,n}\A, c’est-a-dire n — k + 1. On en déduit done que

) = Y wi= Y w
Aeb(By) Aed(Dy)
(E+1) > wi+(n—k+1) > wa

AE.A;:+1 AgA,_y
= (k+ Dyrs(2) + (n — k + Dye_i(2),

d’on

Yer1(2) = [zyx(2) = (n — & + L)ys_1(2)], (3.5)

1
E+1
ce qui acheve la démonstration.

Alnsi, avec yo(z) = 1, 'égalité 3.5 est vraie pour tout k > 1.

De méme qu’avec Ei, si I'on plonge E dans R, on obtient un semigroupe
sur R dont P’ensemble des fonctions de carré intégrable L*(R, ji,) admet
{v1,...,yn} comme base de polynémes crthogonaux. Ces polynémes sont
eux-memes les vecteurs propres du semigroupe et de son générateur infinitési-
mal. Le semigroupe obtenu est bien un semigroupe de Markov, mais I'espace
d’états du processus associé est E = {=n,...,n}, et la mesure f, charge
tous les points de E. Donc les trajectoires du processus sont discontinues. Le
semigroupe n'est donc pas de diffusion.

Nous avons ainsi construit une famille (indexée par n) de semigroupes de
Markov symétriques dans R qui ne sont pas des semigroupes de diffusion.
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Il est important de remarquer u’a une renormalisation pres c’est-a-dire en
H
1

remplacant ® par & : E* — R, qui  z associe -\/—H<I>(z), la suite fi, a la limite
quand n — 400 converge étroitement vers la mesure gaussienne standard.
De méme, dans un cerfain sens, ces semigroupes symetriques convergent vers
le semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck, (pour plus de précisions, voir [3]), qui
est, rappelons-le, le seul semigroupe symétrique de diffusion agissant sur R
tout entier.

Ce role extrémal joué par le semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck va étre
développé dans le chapitre suivant, qui caractérise les semigroupes de Markov

symétriques dans R muni de la mesure gaussienne.
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Chapitre 4

Caractérisation du noyau
markovien dans les cadres des
polynomes de Hermite et de
Jacobi

Pour pouvoir atteindre notre but, qui est de décrire les semigroupes de
Markov symétriques associés aux polynémes de Hermite, au moyen d’une
caractérisation de leurs valeurs propres sur cette base de polyndmes orthogo-
naux, nous présentons dans ce chapitre un résultat important dii 3 Sarmanov
et Bratoeva ([33]) caractérisant le noyau d’un opérateur positif se diagonali-
sant sur la base des polynémes de Hermite. Nous démontrons et interprétons
ce résultat en le comparant & un résultat analogue sur les polynémes de Ja-
cobi, puis nous proposons une nouvelle démonstration du résultat en utilisant
une certaine structure de convolution, dont le réle fondamental est ainsi mis
en évidence. Cette structure est enfin mise en rapport avec la théorie des
hypergroupes que nous présentons succinctement en fin de chapitre.

4.1 Cadre des polynémes de Hermite: théo-
réeme de Sarmanov-Bratoeva

Le théoreme suivant provient de ’article {33], nous en retranscrivons ici
un apercu de la démonstration.
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Considérons l'ensemble des fonctions sur R? qui s’écrivent de la maniere
suivante:

+oo
f($7 y) = chﬂk(x)Hk(y)s (4'1)
k=0

ol (Hi)ren est la suite des polyndmes de Hermite, polynmes que l’on prend
dans cette section normalisés 3 1, et ot la suite de réels (ex)ren vérifie:

4o
VeeN, |al<l; =1, Zci<+oo.

k=0

En particulier, la série 4.1 converge dans L*(R, 7).
La propriété suivante est alors vérifiée:

Proposition 2 La somme 4.1 est positive pour tout z et tout y reels, si et
seulement si la suite {ci)ren est la suite des moments d’une certaine mesure
de probabilité sur [—1,1], sans masse en 1 ni en —1.

Preuve:

Supposons que la somme 4.1 soit positive. Elle constitue donc le noyau
d’une mesure positive finie sur (R,~y), qui est méme, par 'égalité ¢g = 1,
une mesure de probabilité. Par définition des polynémes de Hermite, on peut
écrire que

k-2
y'lc = \/HH;;(y)-|-ak—2Hk—z(y)+ak-4Hk—4(y)+‘ = \/HHk(y)'i' Z a; Hi(y),
1=e(k)

ol (k) = 1 si k est impair, 0 si k& est pair, et ol les ¢; sont des constantes
réelles.
Notons, pour g une fonction convenable, par F;(g(y)) la quantité:

+oo
[66) > eutile) Butw) (e

k=0

Alors
k—2

Ex(y"') = mckﬂk(m)+ Z Cia;'H,;(m)

i=¢(k)

k=2
= cxF+ Z b,—a:",
i=¢(k)
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ou les b; sont des constantes réelles

De méme, E, =c +
(%) Z(%
D’olt I'on s’apercoit que pour z suffisamment grand, ¢, est suffisamment
proche du moment E;((£)F).
Plus précisément, mais sans rentrer dans les détails de calcul, (que I'on
pourra trouver dans [33]), notons

$a{t) = Eo (),
Lot
b too
- :/e‘?chka(I)Hk(y)’j(dy)-
E k=0

De
/eztyeay (dy) = e~ 2 ewzt
R

et de la série génératrice des polynémes de Hermite normalisés, on tire 1’éga-

lité (i )k
. 2 (1t
”yH- d — 7 ,
et = 5 5L
d’oi
Gx(—) =€ 227 E —=H(z
(I) k=0(m \/—
Posons

qui est une série convergente, telle que |w(t)] < elfl,
Exprimons la quantité 2 \/— suivante :

avec




ce qui permet d’écrire que si

R (1)
vle,t) =7 2 all)l L sty
alors
mt|<ZHk < (1 + Jt])et
D’ou , - !
be(2) = wlt) + (€5 = 1)w(t) + —¥(a,1),
et de . 2
R 1S o,
on déduit

t 12 1 2
|¢‘:c(;) —w(t)] < ﬁeltl + ;(1 + [t])€’

Soient alors € > 0 et T' > 0. Pour z assez grand,
ot
€[-T.T) = feu( D) —w(t)] < <

On en déduit que w(t), comme limite de fonctions caractéristiques conver-
geant uniformément sur tout compact, est elle-méme une fonction caractéris-

tique, dont la suite (¢i)ren est la suite des moments associée. De la conver-
+co

gence de la série Z 2, on en déduit que la mesure de probabilité associée
k=0

est concentrée sur {—1, 1], sans masse en 1 et —1. En effet, si tel n’était pas

le cas, de I’égalité

limsup(/ 2 dp)w = sup |z,
R

k=40 supp({u)

on déduirait la non convergence de la série Z ] z" dy.

k=0
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Réciproquement, supposons que (ci)zen soit la suite des moments d’une
certaine mesure de probabilité {(de), & support inclus dans [—1, 1], sans masse
en let-1:

1
VEEN, o :f s* &(ds).
-1

Alors du développement en série

+o0 2(224y2) ~25zy
ZSka(m)Hk(y) = \/%6; Rt ;
— 8

k=0
on obtient que
oo 1 2,2, .2
1 _ (=4 —2sx
(o) i(y) = [ e T g(as) 20,

ce qui achéve la démonstration.

Cette caractérisation des noyaux d’opérateurs positifs se diagonalisant sur
la base des polynémes de Hermite peut étre étendue aux opérateurs positifs

symétriques dans L?(R,v) n’admettant pas forcément de noyau de la forme
+co

4.1, c’est-a-~dire tels que la série E c2 ne converge pas. La suite des ¢ étant
) i . k=0
neéanmoins bornée, on en déduit que
+co
Vo> 0, > che* < oo

k=0

D’ou V8 > 0, 3ji mesure de probabilité sans masse aux bords, telle que

1
Yk eEN, c¢e = / s* fi(ds)

1

1

S VEeEN, ¢ 2/ skﬁ(ds)/skése(ds)
- R

1

&VhkeN, o= [ s¥uv(ds),
R



ot v(ds) = fi;*d,0(ds), avec * le produit de convolution multiplicative (voir ci-
dessous et page 93). Le support de la mesure v est donc inclus dans Uintervalle
[—ef, €], et ce ¥8 > 0. On en conclut donc que v € M'([-1,1]).

Cette caractérisation des valeurs propres des opérateurs positifs symé-
triques sur L?(R,~) par les moments d’une mesure de probabilité met en
évidence une structure de convolution particuliere, dite multiplicative. En
effet, comme nous venons de le voir, tout opérateur positif symétrique P sur
L*(R, ) est associé a une certaine mesure de probabilité 4 sur [—1,1], telle
que si la suite (e‘)‘(k))kem est la suite des valeurs propres de P sur la base de
vecteurs propres des polynémes de Hermite, alors

1
VEe NVt >0, e ¥ :/ z* u(dz).
-1

Solent maintenant deux opérateurs positifs symétriques P, et P sur
L*(R, ), associés respectivement aux mesures de probabilité sur [~1,1] s
et pg, alors 'opérateur composé P o P; est encore un opérateur positif sy-
métrique sur L3(R,7), dont la mesure de probabilité sur [—1, 1] associée est
{1 * i, oll * est le produit de convolution défini par

/_11 f(@) (g1 * p2)(dz) = [1 /_11 Flzy) p(dz) p2(dy),

pour toute bonne fonction f sur [-1,1].

Pour mieux comprendre d’olt vient et comment s’interpréte ce produit de
convolution, nous allons citer un autre résultat, tiré de l’article de Gasper [17],
qui caractérise les opérateurs positifs dans le cadre des polynémes de Jacobi,
et qui met en jeu une autre structure de convolution que nous étudierons en
détail.

4.2 Cadre des polynémes de Jacobi: théo-
reme de Gasper
La proposition exposée dans cette section est une caractérisation des va-

leurs propres des opérateurs positifs et symétriques dans L*(E, i), dans le
cadre des polynomes de Jacobi.
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Considérons I'espace probabilisé ([~1, 1], 1}, avec
p(dz) = K(1 — 2)*(1 4 z)# dz,

a > —1,8> 1, K constante de normalisation. La famille de polynémes or-
thogonaux dans L*([—1,1], u), construite par le procédé d’orthogonalisation
de Schmidt & partir de la suite (z*)ien est, comme nous 'avons vu, la famille

(L)’,,:""6 )ren des polynémes de Jacobi. Notons par Ry(z) = -:-;i—r-l le polynéme

de Jacobi normalisé de degré k.
- Soit (cr)ren une suite bornée. Nous dirons qu’elle est définie positive re-
lativernent a (Ry)ren sl la propriété suivante est vérifide:

+eco

ZakRk(:c) 2 0

ﬁzg = ZakckRk(&C) > 0
Z |akl < 4o k=0

k=0

Le résultat suivant est dd & Gasper ([17]):

Proposition 3 Supposons que a > 8> —1, avec soit § > ﬂ%, sott o > -3,
Soit F'(z) une fonction croissante et bornée sur [—1,1]. Alors la suite

o = f_ 11 Ri(z) dF (2)

est définie positive relativement @ (Ri)ren. Réciproquement, toute suite
(ck)ren définie positive relativement & (Ry)ren admet une telle représentation.

Ce résultat est en fait essentiellement di & Bochner ([9]) qui ’a établi
dans le cas ol @ = B. C'est ce méme cas que nous reprenons ici, car il
présente |’avantage d’offrir une vision plus géométrique, lorsque « est un
demi-entier. En effet, les polynomes de Jacobi que nous notons pour plus de

lisibilité (Jikeny = (Jk = Zl)keN, sont en fait les parties radiales des poly-
némes homogenes de degré k sur S,.;(1), sphére de rayon 1 dans R", qui
eux-mémes sont les vecteurs propres du Laplacien sphérique. On en déduit
que Vz,y € S,1(1), les fonctions z — J;(z.z) et z = J;(y.z) sont ortho-
gonales lorsque ¢ # j dans L*(S,_1(1), ), oit m est la mesure de Lebesgue
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normalisée sur la sphere, pour en faire une probabilité, et ou z.y désigne le
produit scalaire dans R”,

On note e = (1,0,...,0) le pole de la sphére, et on appelle une fonction
radiale une fonction invariante par les rotations autour de e, c’est-a-dire lais-
sant e fixe. Une fonction radiale f sur la sphére s’écrit f(z) = g(z.e), ol g
est une fonction sur [—1,1]. Les polynémes (Ji)ren forment donc une base
orthonormée des fonctions radiales de carré intégrable:

+co
flx) = fedr(z.e).
k=0

De méme, une mesure radiale est une mesure invariante par les rota-
tions autour de e. Parmi ces mesures, distinguons celles qui sont & densité,
qui s'écrivent donc g(z.c)m(dz), et les mesures &, ¢ € [~1,1}, qui sont
les mesures uniformes sur les sous-ensembles de S,.1(1) s'écrivant {z €
Sn_1(l),z.e = a}. &, est la seule mesure radiale dont la projection sur le
diameétre passant par e est la masse de Dirac en «, ce qui justifie la notation.
Formellement, elle admet comme densité

+-c0
> Ju(a)i(z.e),

comme on peut le voir en intégrant une fonction radiale g(z.e):

$oo
/Sn_l(l)g($.€) 5@((13) = /Sﬂ—l{l) g(a:.e) Z Jk(a)Jk(IE.e) m(d.’l?)

k=0

+oo oo
_ [S S gidi(z.e) Y Jula)Ju(z.) m(dz)
n k=0

-:(1) =9

= > gJila)
= g(a).

Cette écriture formelle peut facilement étre justifiée par le fait que ’on puisse
+co

approximer la mesure J, par des mesures a densité Z e™* Ji(a)Ji(z) lorsque

k=0
t — 0.
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Remarquons que si v est une mesure radiale, y un point de la sphére, on
peut définir la mesure R, comme étant 'image de v par n’importe quelle
rotation amenant e sur y. Cette image ne dépend pas du choix de cette
rotation, puisque s1 By et R, sont deux telles rotations, il existe une rotation
R autour de e telle que R, = R;0R, et v étant radiale, est stable par R. Bien
siir, sl v a comme densité g(x.e), By, a comme densité g(z.y). La convolée
de deux mesures radiales u; et py est définie de la fagon suivante: si Y est
une variable aléatoire de loi y3, alors g * g est définie comme étant la loi
de X, ou la loi conditionnelle de X sachant ¥ = y est la loi R,u,.

_La principale remarque est la suivante: la convolée de deux mesures ra-
diales est radiale. Pour le voir, nous nous restreignons aux mesures & den-
sité. Solent y; et y, deux mesures radiales de densités respectives f;(z.e) et
fa(z.€). Soit k(z) la densité de pq * us:

K(z) = / f1(2.) foly-e) m(dy).
Sn—1(1)

Les propriétés suivantes sont alors vérifiées:

- k est une fonction radiale.
Pour le voir, nous allons montrer que si R est une rotation autour de
e, alors k{(Rz) = k(z). Remarquons au préalable que Re = ¢, z.y =
Rz Ry, et m est invariante par R. Alors:

k(Rzx) /5 o fi(Rz.y)fa(y-e) m(dy)

= J f1(Re.Ry) f2( Ry.e) m(dy)

= fi(Rz.Ry) f( Ry. Re) m(dy)
Sn-1(1)

- ] fi(z.9) foly.€) m{dy)
5-,-,_1(1)
= k(a:)

— Le produit de convolution ainsi défini est commutatif.

En effet, notons par k(z) la densité de gy * py, et soit R une rotation
telle que z = Re et ¢ = Rz (nous supposons pour qu’une telle rotation
existe que n > 3):
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bo) = ] A md)
= ﬁ (1)fg(R:c.Ry)fl(Ry.Re)m(dy)
=/ fo( Re.y) fi(y.Re) m(dy)
Sn—1(1)
= Fley)fi(y.z) m(dy)
Sn_1(1}
= k(z).

Nous prolongeons la définition de ce produit de convolution entre deux
fonctions, ou entre une mesure et une fonction, par identification d’une fonc-
tion avec la mesure dont c’est la densité. (Il est implicite que nous parlions
ici de forictions positives et intégrables par rapport a m).

Calculons maintenant le produit de convolution &, * é;. De I’explicitation
formelle de 6, et de §;, et en notant par &, ;(z) la densité de leur produit de
convolution, on peut écrire:

+00
Suslz) = S Jula)d;0) [ J(z-9)Ji(y-¢) m(dy)

k}J':U Sn_l‘(l)
+oo

S ABIAL / Jiley)Tely-¢) m{dy)
k=0 Sn—1(1)

D’autre part, la fonction Ki(z) := / Je(z.y)Je(y.€) m(dy) étant ra-
Sn...l(l]

diale, elle s’écrit
+oo

I‘i'k(:c) = Z Ci’k.]z’(;ﬂ.e),
=0
avec

cip = ] Ki(z)Ji(z.e) m(de)
Sa_1{1)

= Je(z.y)Je(y.e)Ji(z.€) m(dz)m(dy)
Sn—1(1) V' 5n-1(1)

d’ou ¢; 1 = 0 pour 1 # k, donc

I{k(:ﬂ) = Ck‘ka(CE.e).
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Or Ki{e) = f [Je(e.y))? m(dy) = 1, donc
Sn 1(1)

et enfin

D’ou on en conclut que

Z Ji(a kalj), (4.2)

et I'on peut remarquer que la mesure d, * 6, est bien une mesure 3 densité,
cette densité étant de plus positive (voir par exemple [16]).

D’autre part, un calcul analogue nous permet de montrer que si ’on iden-
tifie la fonction Ji(z.e) a la mesure Jy(z.e) m(dz), le produit de convolution

r{a)

D Ji(z.€).

Donnons nous maintenant une suite (Ax)gen définie positive, telle que
Ap = 1, et notons par P 'opérateur qui lui est associé: si g est une fonction

radiale de L?(S,—1(1),m), qui se décompose sur la base des polyndmes de
+o0

Jacobi en g(x.e) ng.fk (z.e), alors
k=0

ngJk z.e) ng)\k']k (z.e)

D’otl P est un opérateur qui conserve les fonctions radiales positives, et donc
par densité, et grace a l'égalité Ay = 1, il conserve les mesures radiales de
probabilité. Notons en particulier v := P(4,), dont la densité est donnée, au
moins formellement, par la densité

o * Jp{z.€) est une mesure de densité

+co
e) = Z /\ka(l)Jk(:c.e).
k=0

L’existence de cette densité dépend de la valeur effective des A;, qui doivent
converger assez vite vers 0. Dans le cas contraire, on remplace Ay par Aze '+,
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avec py = k(k +n —1). La suite (px)ren est la suite des valeurs propres
du générateur du semigroupe sphérique sur les polynémes de Jacobi. Par
composition des opérateurs, 'opérateur associé a la suite (Aze™"*)ren est un
opérateur positif, de densité bien définie, et 'on se raméne au cas général en
faisant tendre ¢ vers 0.

Démontrons que pour toute fonction f de L*(S,—1(1),m) radiale, c’est-
+00o

a-dire s’écrivant f(z) = Z frdr(z.e), alors
k=0

P(fy=wv=f.
il suffit de le démontrer pour f(z) = Ji(xz.€), avec i € N. En effet,

v Ji(z.e) = Lﬂ_l(l) h(z.y)Ji(y.e) m(dy)

+o0o
- / S A L)Jel(2y)i(y-€) m(dy)
Sn—1(1} =0

= r\z‘Ji(l)fs o Ji(z.y)Ji(y.€) m(dy)

= P(Ji(z.€)),

ce que l'on voulait démontrer.

Nous avons donc montré qu’a toute suite (A )ren définie positive telle que
Ao = 1 était associée une mesure de probabilité v sur S,—;(1), que I'on peut
identifier & une mesure de probabilité v sur [—1,1], qui elle-méme s’écrit de
fagon unique

v(dz) = [1 &(dz) dF(l),

avec F fonction croissante bornée sur [-1,1].
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Dol
+oo +co
Y Mfidi(ze) = v > fedil(a-e)
k=0

k=0
1 oo
- ] 5% Y fudi(w.e)dF (1)

k=0

_ f_l S Ful6ix Ju(z.€) dF (1)

1 k=0

1 Fee
_ /_ S h j:((i)) Ji(z.¢) dF (1)

+00 1
= Y 4l / j:(” AP (D)) Ji(z.¢),

et ce pour tout f de L?(S,_1(1),m). D’olt en identifiant terme & terme, on

obtient
ljk(l) B 1
| gera = [ R AF(),

une implication de I’équivalence (1) de la proposition est donc démontrée.
Pour la réciproque, basons nous sur la représentation intégrale suivante

Vee N, A=

1

Bi(2)Raly) = ] Ru(2) el ds), (4.3)

ou pry(dz} est une mesure positive sur [—1,1]. Cette mesure est donnée par
la convolution que nous venons de définir. En effet, a partir de I'inégalité 4.2,
on vérifie que

by (d2) = 6, % 6,(d2).
On en déduit que la suite (Ry(z))ren est définie positive pour tout z €

[—1, 1], puisque si ZakRk(y) > 0 alors
k

ZakRk(a?)Rk(y) = Zak/ Ri(2) e,y (d2)
k k -1
= [ [ ek palde) 2 0
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1
On montre alors que la suite (f Ri(z) dF{z))ren est définie positive par

un argument de fermeture de l’ensenllble des suites définies positives sur lequel
nous ne nous attarderons pas. Le premier rdle est ici joué par 1’égalité 4.3,
sur laquelle nous reviendrons au cours du chapitre, lorsque nous aborderons
la théorie des hypergroupes dans laquelle cette égalité a une place de choix.

4.3 Liens entre le cadre des polyndémes de Ja-
cobi et celui des polynémes de Hermite

Nous mettons en évidence, dans ce paragraphe, les liens qui unissent les
deux structures de convolution vues dans les sections 4.1 et 4.2. En fait, la
premiére peut étre retrouvée a partir de la deuxieme par un passage a la
limite sur les dimensions des spheres de R".

Nous en profitons alors pour en déduire une nouvelle démonstration du
théoréeme de Sarmanov et Bratoeva, qui s’affranchit de toute analyse fine de
la structure précise des polynémes de Hermite, en ne gardant que la série
génératrice.

4.3.1 Lien entre les deux structures de convolution

Dans le paragraphe précédent, nous avons classifié les opérateurs positifs
qui se diagonalisent sur la base (Ji)ren des polyndmes ultrasphériques. Pour
cela, nous ne nous sommes servi que de la propriété suivante. En appelant
ap = #(1)’ st f a comme composantes (fi)ren €t ¢ a comme composantes
(gx)ken, on définit f * g par ses composantes (ax figx)ren. Cette convolution
admet alors la représentation

f*g(x-e)=[9 (l)f(m-y)g(y-e)m(dy),

elle préserve donc la positivité des fonctions, et elle est associative et com-
mutative.

On peut réécrire tout cela sans passer par les spheres, uniquement en se
servant de I’espace [—1, 1]. Pour cela, il faut se rappeler que la projection de
la mesure m sur intervalle [—e, €], identifié & [—1,1], est #o(1 — 22)*7 dz,
ol Ky est la constante de normalisation. Si ¢ est un point de cet intervalle,
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alors c’est la projection d’un point (¢, /1 — #2z,), ol z; est un point sur la
sphere unité de dimension n — 2. De plus, si = est uniformément distribué
sur la sphere de dimension n — 1, alors z; est uniformément distribué sur la
sphere de dimension n — 2. En écrivant de méme y = (s,+/1 — s%y;), on a

f*g(t) / / Flts+v1 —t32/1 — s2z1.9))g(s)ka(l —ns) 3 dsr/(dyl)
S 2(1)

ol v est la mesure uniforme sur la sphére de dimension n — 2, et donc z,.y
. N ’ . n—4 . .
est distribuée selon la loi k,—1(1 — r?)"z dr. Finalement, il reste

f*g(t)=fc;f_lf_lf(ts-i—\/l—t2\/1—527“)9(3)(1—32)“7—3'(1—7"2)“2;4 ds dr,

ol x;, est la constante de normalisation. On peut encore réécrire cette derniére
formule & l'aide d’un changement de variables,

f*g(t) / / f(r)g(s)K(t,s,r)(1 — %) 53(1 —7"2)7'2;3 drds, (4.4)
avec

(1 =72 — 5% — 12 4 2rst) "5
(1 - 82T (1 - ) (1 — 12)F

K(t,r,s)=

{1—-r2—s2 124+ 2rst>0}-

On a donc ainsi identifié le noyan K (r, s,t), défini en 4.2 sous la forme d’une
série. De ce fait, il nous est possible de voir que cette convolution de deux
mesures (que I'on renote y *, v pour exprimer la dépendance en n) converge
lorsque n tend vers I'infini vers la convolution multiplicative sur [—1, 1] définie

- ]f ) ok v(dt) = //frs (dr) v(ds).

En effet, si on pose u(dr) = f(r)(1—r2)"5 dr et v(ds) = g(s)(1—s2)"F ds,
on dedu1t de 4.4 'égalité

/; h(t) p *, v(dt) =

1

= /_11 /“11 [1 A F(r)g(s)K (r, 8,8)(1 — r1) T (1 — s)"F drds
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dt

/ / ] W= (t —rs)? ]nT-ti (dr)v(ds)

. B S s = A )

avec A= {1 —r? —s? — 2 4 2rst > 0} = {(1 = s%)(1 — #3) > (¢t ~rs)*}.
Pour r et s fixés, la suite de mesures & support inclus dans A compact de

densité
(t —rs)?

‘S(t) = {K‘;z[l - (1 _ 7'2)(]. — Sg)]ﬂ_;—‘!]lA}nEN

tend vers la mesure de Dirac en ¢ = rs, car c’est la seule valeur de ¢ pour
laquelle la densité ne tend pas vers 0 quand n tend vers l'infini. Si 'on
remarque de plus que

1

/_1 ‘S(t) dt = \ﬁ— TQ)\/H — 32)[f K,:l(l _ u2)15'-41- du]

-1

en ayant posé u = (1—;2% on en déduit le résultat escompté.

Nous avons ainsi interprété la structure de convolution mise en évidence
dans la caractérisation du noyau markovien dans le cadre des polynémes
de Hermite, en passant par la convolution sur les spheéres dans le cadre des
polynémes de Jacobi.

4.3.2 Une autre démonstration du théoréme de Sarma-
nov-Bratoeva

Sil’on pousse jusqu’au bout la retranscription dans le cadre Hermite de la
caractérisation des valeurs propres d’un opérateur positif symétrique dans le
cadre Jacobi, on arrive, certes avec plus de calculs et de difficultés techniques,
4 redémontrer la proposition 2. Nous en donnons ici les étapes principales.

Nous avons vu que P(f) = P(6;)* f est la représentation des opérateurs
se diagonalisant sur la base des polynémes ultrasphériques. Si 'on veut faire
la méme chose avec les polyndémes de Hermite par passage a la limite, on
tombe immédiatement sur la difficulté suivante: ap — 0.

Pour obtenir quand méme quelque chose, on se réfere 2 la formule précé-
dente de définition de la convolution, qui envoie deux fonctions définies sur
R en une fonction définie sur [—1,1]:

:/P/Rf(tyl+\/1—tzyz)g(yl)'y(dylh(dyz),
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ol 7 est la mesure gaussienne standard. On définit ainsi , pour ¢ € [—1,1],
I'opérateur

Pi(f)(z) = ] £tz + V1~ ) 1(dy),

et la convolée d’une mesure sur [—1, 1] avec une fonction sur R :

wif= [ A

Il ne reste alors qu’a montrer que, si P est un opérateur préservant la positi-
vité, il s’écrit u * f, ou p est positive. On n’aura alors, en définissant P*{y)
par

Pr(u) = f == px P(f),
qu’a écrire

P(f) = P(d1) » f,

et c’est la représentation cherchée. En fait, c’est la définition méme de P*(u)
qui pose probleme. Nous ne sommes pas siir de 1’existence de 'objet ainsi
défini, alors que D’existence dans le cas des polyndmes de Jacobi était au-
tomatiquement obtenue par la dualité ordinaire entre fonctions et mesures
(P(p), fy = {1, P(f)), pour ensuite établir la formule P*(u) * f = pu * P(f),
a partir du cas des fonctions intégrables.

Pour dépasser cet obstacle, remarquons simplement qu’il suffit de définir
la mesure P*(4;): en suivant le schéma d’approximation par les polynémes
ultrasphériques, nous constatons alors que cette mesure est formellement
P(6c0), ramenée par homothétie a U'intervalle [—1,1], ce qui pose quelques
difficultés de définition. Nous définissons donc une suite de mesures uy sur
[-1,1] par la formule suivante: on tronque P{éy) sur l'intervalle [—N, N],
en posant, pour A borélien de R,

 P(6x)(AN [N, N)
() = =N, M)

et on raméne cette mesure par homothétie sur [~1, 1} : si iy est I'homothétie
sur R de centre 0 et de rapport NV, alors pour A borélien de [-1,1],

un(A) == vn(hn(A)).

Il ne nous reste plus qu’a démontrer que cette suite de mesures py converge
vers une mesure ; dont les moments sont les valeurs propres (ci)ien de
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I'opérateur P. Pour cela, et puisque [—1, 1] est compact, montrons alors que
si une sous-suite (que I’on continue a noter uy par commodité) converge
étroitement vers p, alors les moments de g sont (¢x Jken. On écrit alors

Hi(zN !
VEeN, lim f “’A pn(dz) = / z* p(dz),

N 400 1

car H; étant un polynéme de degré k, ﬂ"]\i—Nl — 2* uniformément sur [—1, 1],
ce qui permet alors d’utiliser simplement la convergence des moments de gy
vers ceux de g

" Puis on utilise la définition de uxn pour écrire

! z N A
/_1 E%%ki)ﬂf‘f(dm) =/ HR;(k ) vn(dz),

N Hy(z H
- Rr(k)VN(dm)= A ]J:I(’“) P(on)(dz) — e(N),
ou o Hi(2) )
)= ][—N,N}c Nk f(éN)(d)
_ Hi(z) 5~ &
S O LILICED
= 1, (z) (2 z
= [ WK N 2(dR),
oo
avec K(z,y) = Z %Hl(w)H,(y)

Montrons que lim ¢(N)=0.
Nordoo

Nous le montrons d’abord dans le cas ot ¢ < ce™**, pour un certain ¢ > 0,
avec ¢ constante positive. Le résultat sur le cas général en est ensuite déduit
en remplagant ¢ par ¢, = cge™ . L’opérateur associé a la suite (c})ren est
un opérateur positif par composition des opérateurs positifs, puis on passe &
la limite quand ¢ — 0.



Daus le cas ot ¢, < ce™, on a:

K@ N) <[> Sy g2 (o ) D ey N

kew ! keN
< z e H2 (g Z e~ H2( N
keN keN

< v/ Pu(z,2)/Pos(N, N)
ou Py(z,y) est le noyau d’Ornstein-Uhlenbeck, c’est-a-dire :

Piz,y) =Y e ™Hi(z)H(y),

keN

(y=zo? |
Pyu(z,y) = \/l—pemp)

en ayant posé p = e™%, D’ou

et de 1.5, on tire

2 e
7 T4p,

Py(z,2) = (1 - p*)ée
On en déduit que

e(N) € sz(N,N)/HR,(f)H[ nveV Par(y, y) v(dy)

R
2 e [ Hi(y)

< Ml —pHlieT N Jl[_N,N]ceyz“ﬁ_w(dy)
4

Or k étant fixé, on peut majorer Hi(y) par ¢'y*; d’ou

—£_

2 g1 N2 yk
C(N)Scc(l—p)4ez 1+p/Nk]l NN]ce2l+p7(dy)

et

+o0 |k 2 +oo wt N2 “ 2y
/N j%?eyz—rf;,y(dy) / (1 4 Lyl gy fasi? du

IA
T
+
3
=
+
[d
pas—
il
I
[
~E
ik
©
2.
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On en déduit enfin que

N2 _p N2 3 _NTzlg

E(N) < C(p,k)eTl P2 Nip = C(p,k)eu 1;;”
et comme p = ™% < 1, alors

lim ¢(N)=0.
N—=a+oo

Enfin, on écrit que, par définition,

Hk(m) P(Hk)(N) HL(N)
g NFE P(éN)(d:c):_]\f_k"“:Ck Nk
et Hy(N)
. k
N1—1>Toock NE Ok

d’ol nous en déduisons 1’égalité recherchée:
1

Yk € N, ck=/ :):"',u(dx).

1

Le pivot des démonstrations de cefte section est de fagon évidente consti-
tué par cette structure de convolution sur les mesures de 'intervalle [—1, 1],
que ’on retrouve aussi par exemple dans [8], {9], [17], etc.

Cette convolution s’insére dans un structure algébrique plus large, que
sont les hypergroupes polynomiaux, dont 'intervalle [—1,1] muni de la me-
sure K(1 — z)%(1 + z)? dz et associé a la famille des polynémes de Jacobi
constitue un exemple. Nous présentons, dans la section suivante, la théorie
des hypergroupes, et nous verrons en quoi elle peut s’appliquer aux préoc-
cupations nous concernant, et ol se situent d’autre part les limites de ses
applications.

4.4 Structure d’hypergroupe associée aux
polynémes de Jacobi

Nous présentons, trés succinctement, dans un premier temps le cadre
général de la théorie des hypergroupes, puis nous nous intéressons plus par-
ticulierement aux hypergroupes polynomiaux, pour voir ensuite en quoi cet
outil algébrique est intéressant pour notre étude. La référence dans le do-
maine des probabilités sur les hypergroupes est le livre de H. Bloom et H.
Heyer ([7]), dont nous nous sommes inspiré pour cette présentation.
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4.4.1 Hypergroupes: notions générales
Définition

Nous utiliserons les notations suivantes: si K est un espace de Hausdorff
localement compact, nous notons par B(K') V'ensembles des fonctions boré-
liennes de K, par C(K') I’ensemble des fonctions continues sur K, par C,(K)
'ensemble des fonctions continues a support compact, par M(A') 'ensemble
des mesures de Radon sur K, et parmi celles-l4, M(K) Pensemble des me-
sures de Radon bornées, M (') ensemble des mesures de Radon positives,
et enfin M!(K') ensembles des mesures de probabilité sur K.

Définition 4 Soit K un espace de Hausdorff non vide localement compact.
Le triplet (MP(K),+,*) est appelé hypergroupe si les conditions suivantes
sont vérifides :

HG1 L’espace vectoriel (MP(K),+) admet une loi de composition interne
* gqut en fait une algebre,

HG2 étant donnés ¢,y € K, 6, % 6, € MY K) el supp(d, * 6,) est compact,
HG3 Uapplication (z,y) — 6, % 8, de K? dans M'(K) est continue,

HGY Uapplication (z,y) — supp(d, * &,) de K? dans l'ensemble des parties
compactes de K (muni de la topologie de Michael) est continue,

HGS il existe un élément (forcément unique) e € K tel que

Vee K, b.%0,=0.%6.=6,,

HGE il existe une involution unique z — z~ dans K telle que
Vo, y € K, (8,%8,)” = &,- *,-,
ot st u € M(K), p~ est U'image de p par Uinvolution,
HG7 Siz,ye K, e csupp(é;*é,) @2 =y".
De plus, un hypergroupe est dit commutatif si I'algébre (MP(K), +, )

Vest, et hermitien si P'involution est 'identité. (Remarquons que HG6 dit
que tout hypergroupe hermitien est commutatif).
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Nous avons ainsi défini la structure compléte de I'hypergroupe. En effet,
si p et v sont deux éléments de M8(K), alors

ok v = f e * 0y pdz)v(dy),
KJK

c’est-a-~dire que si f € C.(K),

/ A f : f( ff 6 % 8,) p(da)v(dy).

Tfénslation et convolution

On définit, pour f € B(K), z,y € K, la translation de f de la maniere
suivante:

fo o fany)i= [ Fhxh,
"
Remarques:
- “z xy” n'a pas de signification propre.

- On peut réécrire la définition de la convolution entre deux mesures avec

fof‘*V = f /Kf(ﬁ*y)u(dw)u(dy)

On peut définir alors le produit de convolution entre une fonction f €
B(K) et une mesure p € M°(K) par:

(p ()= | fly” xz)p(dy),

K
(Frp)a):= | flzxy )nldy).

Mesures Invarlantes

Définition 5 Une mesure non nulle w € Mi(K) est appelée invariante a
gauche ou une mesure de Haar a gauche, s:

Vr e K,Vf € C(K), Fd(8, *w) = f § dw.
K K
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Les propriétés suivantes sont alors vérifiées:
Proposition 4 Siw est invariante ¢ gauche, alors supp(w) = K.

Proposition 5 Tout hypergroupe commutatif admet une mesure de Haar &
gauche.

Proposition 6 Tout hypergroupe compact K admet une mesure de Haar a
gauche, qui est aussi une mesure de Haar é droite (K est dit unimodulaire).

“Dorénavant, nous supposons que K est un hypergroupe commutatif, et
nous notons wg sa mesure de Haar a gauche.

Convolution de fonctions, fonctions multiplicatives

Soient deux fonctions f et ¢ € B(A'), dont I"une au moins est o-finie,
alors on définit leur produit de convolution de la facon suivante:

froi= [ I rnolyon(dy)
Introduisons de plus les définitions suivantes:

Définition 8 Une fonction mesurable x ¢ valeurs dans C localement bornée
sur K est dite multiplicative, si

2. Vz,ye K, x(zxy)=x(z)x(y).

De plus, siVz € K, x(27) = x(z), alors x est appelée un semi-caractére.
Un semi-caractére borné est appel€ un caractére.

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour définir le dual d*un
hypergroupe commutatif.
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Dual d’un hypergroupe commutatif, transformée de Fourier

Notons par K" ensemble des caractéres de K. K~ est appelé le dual de
K.

Définition 7 Soit p € M¥(K), la transformeée de Fourier i est définie sur
K’ par:

i(x) = ] X dp.
K
Soit f € LM{K), on définit de méme

a

fx) = | fxdex.

K

Comme dans le cadre usuel, nous avons les propriétés suivantes:

Proposition 7 1. Si K est discret, alors K" est compact.

2. Si K est compact, alors K~ est discret.

Proposition 8 Il existe une mesure positive wg sur K~ telle que
v e IEY N EAK), [ VP deox = [ virdns
K K

La mesure 7y ainsi définie est appelée mesure de Plancherel de I’hyper-
groupe K. On peut aussi montrer que celle-ci est unique. La proposition
précédente peut aussi étre écrite sous sa forme polarisée:

Proposition 9 Soient f,g € L'(K) N L*(K), alors
fgdwy = ] fodm.
K K

Nous sommes alors en mesure de définir la transformée de Fourier sur
L2(K) tout entier par densité.
Introduisons a présent la notion d’hypergroupe dual :

Dé&finition 8 Un hypergroupe commutatif K est dit fort si K" est un hyper-
groupe. Dans le cas ou K™ := (K" est un hypergroupe, alors K est dit de
Pontryagin.
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Proposition 10 Soit K un hypergroupe fort. Pour tout z € K, on définit
& € K" par ¥(x) = x(z). Soit K™:= {#,z € K}. Alors:

1. T est une mesure de Haar sur K*, et supp (mg )= K.

2. L’application j : x ~> & est un homéomorphisme de K sur K~ sous-
espace fermé de K™

3. La mesure & := fK 0z wie(dz) est la mesure de Plancherel sur K as-
sociée 4 Ty,

4. Si de plus K est de Pontryagin, alors K" est isomorphe ¢ K.

Aprés ’énoncé succinct des bases de la théorie des hypergroupes, nous
nous intéressons plus particulierement & une classe d’hypergroupes commu-
tatifs, appelés hypergroupes polynomiaux, que nous définissons et étudions
au paragraphe suivant.

4.4.2 Hypergroupes polynomiaux

Nous définissons d’abord le cadre général des hypergroupes polynomiaux
a plusieurs variables, qui introduit le lien entre la formule de linéarisation
du produit de deux polynémes et la structure de convolution. Ensuite, nous
nous focaliserons sur les hypergroupes polynomiaux & une seule variable, et
nous ferons enfin le lien avec les différents exemples étudiés tout au long de
ce chapitre.

Hypergroupes polynomiaux & plusieurs variables

Soit K un ensemble dénombrable muni de la topologie discréte, soit d € N,
On consideére I'ensemble {Q,,z € K} de polynémes sur C¢. Pour n € N,
notons par P" 'ensemble des polyndmes @ € Clz1, 23, .. ., z4] avec d°(@) < n,
et K, :={z € K,Q, € P"}. On suppose que

(P1) V¥neN, {Q.,z¢ K,} est une base de P™.

Alors pour tout z et y de K, le produit Q@=Qy admet la représentation unique

Q:Qy = Y ele,,w)Qu.

wek

83



Définition 9 Un hypergroupe (K, *) est appelé un hypergroupe polynomial
(¢ d variables) s’il existe une famille {Q,,z € K} vérifiant (P1) tel que pour
tout z et tout y de K, la convolution é, * &, soit définie par

Vwe K, & +d,({w}):=clz,y,w).
Proposition 11 Soit (K, *) un hypergroupe polynomial. Alors

1. Llensemble K* des semi-caractéres de K coincide avec ['ensemble

{Xz2 € Cd}:
ou pour z € K, x.(z) := Q(2).

2. Via lidentification de x, avec z, l'ensemble Vy(K) des fonctions mul-
tiplicatives bornées de K est homéomorphe a

{zeC'Vz e K, [Q.(z)| <1},

3. Le dual K" de K est homéomorphe a l'ensemble

{zeC Ve e K, |Qi2)] <1, Qu-(2)=Qu(2)}

De plus, les hypergroupes polynomiaux admettent une normalisation au
sens suivant :

(P2) 32 € C?, tel que Yz € K, Q.(z)=1.

Ceci vient du fait que le caractere unité 1l = Il de K correspond & un certain
élément de C?. Dans ce cas, on dit de ’hypergroupe polynomial qu’il admet
un point normalisateur zo.

De facon & caractériser les hypergroupes polynomiaux en termes de po-
lynémes orthogonaux, on introduit deux propriétés supplémentaires. Soit

7 € MYCY):
(P3) Vo € K, 3Jz~ € K tel que Vz € supp(w), Q.- = @(z)

(P1) Veywe K, [ Q:QQudr 0.
e

Proposition 12 Soit {Q.,z € K} un ensemble de polynémes sur C* véri-
fiant (P1) et orthogonauz sur L*(C?, 7). Alors K est un hypergroupe polyno-
mial défini par {Qy,x € K} si et seulement si les propriétés (P2), (P3) et
(P4) sont satisfaites.
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Hypergroupes polynomiaux & une variable

Pour plus de clarté, retranscrivons dans le cas des polynémes d’une seule
variable les conditions requises a une famille de polynémes orthogonaux pour
former un hypergroupe polynomial.

Soit une farnille (@, )nexn telle que:

-VneN @,eR[z], d°Q,=n,
- Jzo e R,Vne N, Qn(z) =1,

Fco
—VYm,neN Q@ = Z c(m,n, k)@ avecVm,n, k € N, ¢(m,n, k) > 0.
k=0
Alors la convolution
+oo
b * &y = c(m,n, k)dy
k=0

s’étend en une convolution sur M*(N) pour en faire un hypergroupe polyno-
mial d’'une variable, d’espace dual

N:= {X&‘:m S RasuplQn(‘T” < +OO},
nelN

ou Vn € N,  xz(n) := Qn(z).

Proposition 13 Soit (Qn)nen une suite de polynémes dans R[z] orthogo-
nauz par rapport ¢ = € MS(R) de support infini, avec Qo = 1 et ¥n €
N: do(Qn) =n. 5 (Qn)nEN véﬂ:ﬁe :

m-n

Qm@n =) c(m,n, k)Qs

k=0
avec Vm,n € NNVE=0,...,m+n, c(m,nk)>0, et

m=4n

Z c(m,n, k) =1,

k=0
alors il existe une convolution x sur M®(N) définie par

m4+n

b % 0= c(m,n, k)3,

k=0
faisant de (N, *) un hypergroupe polynomial dont 0 est I’élément neutre et
d’involution l'identité. De plus, Jzg € R, Yn € N, @Q.(z0) = 1.
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4.4.3 Application aux polynémes de Jacobi et aux po-
lynomes de Hermite

Examinons a présent ’application de ces propriétés des hypergroupes
polynomiaux aux familles de polynémes orthogonaux qui nous intéressent,
c’est-a-dire celles de Jacobi et de Hermite.

Soit V = {(a,8) € R}, a>8>-let(a+8+1)(a+8+4) 2
(e —B)lla+B8+1)2—T7(a+f+1)~24]}. Lorsque (e, 3) € V, la famille
(Jy ”G)keN des polyndmes de Jacobi font de (N, ) un hypergroupe polynomial,
ou le produit de convolution * est défini par les coefficients de linéarisation
commie a la définition 9.

L’espace dual correspondant est N* = [—1, 1], muni de la mesure de Plan-
cherel mn(dz) = (1 — 2)%(1 + 2)? (dz).

De plus, si V= {(, Y ER?, a>03>—-1letsoitF> %, soit a + 3 >
0}, alors on peut définir le produit de convolution §.%8, sur M*'([-1,1])

suivant :
1
Yoy e (<11, Jo(2)R0(y) = f JEO(2) (6.46,)(dz).
-1

C’est cette mesure §,%6, positive sur [—1,1], que l'on a identifiée (4 une nor-
malisation pres) a la mesure K'(z,y, z) m{dz), et c’est le produit de convolu-
tion % qui a constitué la clé de volte de tout ce chapitre. Nous avons donc
abondamment utilisé le fait que la famille des polyndémes de Jacobi fait de
(N, %) un hypergroupe de Pontryagin.

En ce qui concerne la famille des polynémes de Hermite, on peut démon-
trer facilement que les coefficients de linéarisation sont positifs, a partir de
la série génératrice

+ o0
2
e”"T = Z tka($).
k=0

En effet, si 'on fait le produit de deux telles fonctions de ¢ et de s, on
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obtient la série double

Foo +o0 .. 2 2
ZZttsJHi(x)Hj(x) = Ty
i=0 j=0
e(z+s)x—“—+§ﬁ+st

+o0
= e*) (s+1t)"Hp(x)

k=0
+oo 400 o,

= S0 S+ 1)),

k=0 m=0

et I'identification des termes de chaque série, quoiqu’un peu fastidieuse, nous
montre que
i+j
Hi(z)Hj(z) = Z c(i, 7, k) He(z),
k=0
avec les ¢(2,7,k) = 0.

Malheureusement, ils ne forment pas pour autant un hypergroupe de Pon-
tryagin, et la théorie des hypergroupes dans ce cas ne peut nous fournir ’équi-
valent de la mesure §,%6, pour les polynémes de Jacobi, bien que celle-ci ait
permis un passage a la limite utilisable pour le cadre Hermite.



Chapitre 5

Caractérisation des
semigroupes de Markov sur R
associés aux polynomes de
Hermite

Nous sommes enfin en mesure de présenter une caractérisation des se-
migroupes de Markov associés a la famille des polyndémes de Hermite par
Pintermédiaire de leurs valeurs propres sur cette base de polynémes ortho-
gonaux. Ce chapitre est presque intégralement formé de ’article [30], c’est
pourquoi il peut y avoir quelques redondances de définition, et des différences
de notation.

Remarquons au préalable que la proposition 3 qui caractérise les noyaux
markoviens dans le cadre des polynémes de Jacobi admet une version sur
les semigroupes, que l'on peut trouver dans [9] ou dans [17], et qui est la
suivante:

Proposition 14 La suite (e”*") oy est la suite des valeurs propres d’un
semigroupe de Markov sur la base de vecteurs propres des polynémes de Jacobi
(Jf‘ﬁ)kem, si et seulement si:

)‘(k)=ak(k+a+5+l)+d/1 1 - £il(z)

-1 l=2

avec 0 2 0, d > 0 et v mesure de probabilité sur [—1,1] sans masse en 1.
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Cette formule est clairement de type Lévy-Khintchine, et nous nous propo-
sons d’en démontrer ’exacte analogue dans le cadre des polynémes de Her-
mite. Nous nous servons pour cela de la proposition 2, longuement présentée
dans le chapitre précédent.

Nous examinons ensuite plus précisément cette nouvelle formule sous ses
divers aspects. Dans le cas ol la “mesure de saut” est de masse finie, nous
donnons une description du processus associé au semigroupe markovien, pour
Pexprimer en terme du processus d’Ornstein-Uhlenbeck et du processus du
signe que nous définissons au préalable. Nous donnons enfin une interpréta-
tion géométrique des sauts du processus par projection de spheres de R” et
passage a la limite sur les dimensions.

5.1 Présentation du résultat

Le but de ce travail est de décrire tous les processus de Markov réversibles
sur R admettant les polynomes de Hermite comme décomposition spectrale
(dans un sens que nous allons détailler ci-dessous). L’origine de cette étude
vient du probléme de la classification des processus de Markov associés & des
familles de polynémes orthogonaux : lorsque ’on dispose d’une mesure de pro-
babilité sur R (ou sur un intervalle) admettant des moments exponentiels, on
lui associe une base naturelle de polynémes orthogonaux. La question se pose
alors de savoir s'il existe un processus de Markov associé a cette famille, en ce
sens que les polynémes de la famille représentent la décomposition spectrale
du générateur du processus: il y a de nombreux exemples de cette situation,
dont le plus célébre est sans doute le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, associé
aux polyndmes de Hermite. Nous ne connaissons pas de réponse générale &
cette question, mais nous avons traité dans [29] le cas des diffusions; nous ob-
tenons alors une classification assez simple, dans laquelle apparaissent, outre
le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, les processus de diffusion associés aux
polynomes de Laguerre et de Jacobi. La question qui apparait alors est la
description de tous les processus de Markov associés a ces différentes familles;
mais alors que le cas des processus de Jacobi a été entierement résolu ({17]), il
semble qu’il n’en est pas de méme avec le cas des polynémes de Hermite, qui
sont pourtant ceux qui présentent le plus d’intérét sur le plan probabiliste.

Dans ce qui suit, nous allons établir une formule de type Lévy-Khintchine
pour les générateurs de tels semigroupes, et mettre en évidence le réle joué
par deux semigroupes particuliers: le semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck et
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le semigroupe du signe, qui permettent de représenter tous les autres par
subordination.

Considérons 'espace probabilisé £ = (R, B(R)), ensemble des réels muni
de la tribu borélienne et de la mesure gaussienne standard

y(dz) = #e“% dz.

Dans la suite, nous noterons (f,g) le produit scalaire dans L*(R,v) et {f)
Vintégrale de la fonction f, c’est-a-dire {f,1). Les polynoémes de Hermite
(Hi(z))ken sont définis par leur série génératrice:

tk 2
vte R,Vz € R, ZFH,C(Q;) = et T,
keN

On vérifie aisément que cette famille forme une base orthogonale de I'es-
pace LY E,v).

On s’intéresse dans ce qui suit aux semigroupes de Markov (P )0 associés
a cette famille dans le sens suivant:

~ Pour tout ¢ > 0, P, est un opérateur linéaire borné sur L*(E,v);

- P1 =1, et si f est une fonction positive de L*(E,v), alors P,f est
positive (propriété de Markov);

— 1l existe une suite (Mg )ren de réels telle que Vi € N, Vi > 0, P H(z) =
e"’\(k)tHk(a:)‘

On se propose de décrire entiérement de telles suites (Ag)ren. Commen-
gons par donner deux exemples fondamentaux :

~ Le processus d’'Ornstein-Uhlenbeck: Ay = k. Dans ce cas, F; est le
semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck, donné par

P(f)z) = /f(e_tﬂ«"-kvl—e‘”y)'r(dy)

It
“h
w|--
—
| m
“1 '“
ol =
B2

La définition montre immédiatement qu’il a la propriété de positivite.
Pour voir que A; = k, il suffit d’appliquer la formule de définition des
polynomes de Hermite par la série génératrice:
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02
Posons f(xz) = %~ T, alors

ng(SC) — V/;es(e—tx+\/l-c—2ey) 'y(dy)

ﬂ2 —_—
- ese_‘x-'T/ReS\/l—ﬂ—my,Y(dy)

2

2
se™lr— & S (1-e72)

= ¢ €

2
—t,_ 25 -t
= eS¢ T-Fe

En identifiant les deux séries, il vient immédiatement :

Vke NVt >0, P(H)=e"H,.

— Le processus du signe: Ay = (1 —(—1)*). Son semigroupe est donné par

B 1_I_ e-—?t 1 _— e—Zt

Pf(a) = —5—f(e) + —5—f(~a),

ce qui se voit directement par des conditions de parité sur Hy:
Yk = N, sz(—'m) = sz(&,“) et H2k+1(—$) = _H2k+1 (.’L‘)

Le processus proprement dit s'écrit X; = ¢Xq avec ¢; € {—1,1}.
Quelques remarques:

- On remarque immédiatement sur la définition que
Fio P, = Py, Po = Id (propriété de semigroupe);

de plus, puisque P; se diagonalise dans une base orthonormée, P, est
un opérateur auto-adjoint.

— Puisque Hy =1, la condition P;1 = 1 est équivalente & Ag = 0.
— Puisque P(1) =1 et que P; est auto-adjoint, on a
(B(f)) = (Bf),1) = {f, B(1)) = {[).

La mesure v est donc invariante pour P,.
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~ Nous avons, pour toute constante a et toute fonction f de L%(y),
P(f —a)* = P(f*) = 2aR(f) + " 20,

et donc B(f%) 2 Pi(f)*. De ceci et de la remarque précédente, nous
déduisons que, pour tout k,

exp(—2X0t)(Hy, Hy) = (P:(Hy), P(Hy)) < (P(Hg)) = (H}).

Nous voyons donc que nécessairement A; > 0, et donc que 'hypothése
que P, est bornée est superflue, et apparait comme une conséquence de
la positivité et de I'invariance.

La résultat principal exposé ci-dessous est le suivant :

Proposition 15 Sous les hypothéses précédentes, il existe des constantes 6
et ¢ positives, et v une mesure de probabilité sur [—1,1] sans masse au point
1, telles que

1 _ gk

Ve N Ak) =0k +c/ v(ds).

~1 — 8

5.1.1 Démonstration

Premiére étape:

Notons M!(/) 'ensemble des mesures de probabilité sur l'intervalle I de
R. Si (P)s»0 est un semigroupe de Markov sur L*(RR,~) admettant comme
valeurs propres sur la base de vecteurs propres des polynémes de Hermite la
famille (e~***)), .y, alors la proposition 2 vue & la section 4.1, traduite sur
cette famille (¢i)gen particuliere, nous montre qu’il existe une famille (¢ )s>0
d’éléments de M*([—1, 1)), telle que

1
VEe N Vt>0, e ™MH = f z* py(d).

1

En d’autres termes, pour tout ¢ > 0, les fonctions k& — e~ **) sont des
éléments de ’ensemble

P={f:N-oRYIpe M([-1,1]),Vke N, f(k)= /1 2® p(dz)}.

-1
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Définissons de plus ’ensemble
L={A:NoR"Vt>0, ke Fecpl
Remarques :

- Si A € £, alors A(0) = 0. La seule fonction constante est donc la fonction
identiquement nulle.

— A tout €lément A de L est associée une famille (p¢),50 d’éléments de
MY[-1,1]) vérifiant I’égalité

1

Ve NVt >0, e / z* py(dz). (5.1)

1

Cette famille (4 ):»0 est un semigroupe de convolution, ol la convolu-
tion * est définie de la fagon suivante:

Pour m € MY [-1,1]), n € MY([-1,1}), f : [-1.1] > R,
/_ fla) (mx )(de) = [ fley) m(dz)n(dy).

- La convergence simple des éléments de £ est associée a la convergence
étroite des mesures correspondantes. Partant, on vérifie facilement que
L est un cbne fermé pour la convergence simple. En effet, soit (An)nen
une suite d’éléments de £ convergeant simplement vers A. A chaque A,
est associée une famille (1} );>o de mesures de probabilité sur [—1,1]

telle que
1

Vi>0, e )= / 2" it (dz).

1

Pour tout ¢ fixé positif, (1} }nen est une suite de mesures de proba-
bilité a supports compacts inclus dans [—1,1] dont tous les moments
convergent. Cette suite admet donc pour limite une mesure de proba-
bilité y, sur {—1,1], telle que

1
Yk EN, e kK =f z* 1, (dz).

1

Donc A€ L.
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Montrons, de plus, que le cone L est a base compacte, c¢’est-a-dire que
I'ensemble (appelé section, ou base du céne) K = {} € L£,A(1) = 1} est
compact pour la topologie de la convergence simple. En effet, I'inégalité de
Jensen appliquée & la formule de représentation 5.1 des éléments de £ nous
donne une premiére majoration :

Yk N, A(2k) < 2kA(1).

D’autre part, remarquons que:

1 1
Wk e N*, ¥t > 0, / (z% — 2 Y py(de) = / 221 — z) ps(dz)
-1 -

1

< [ a2,

1

d’ol en utilisant & nouveau 5.1 et en dérivant en ¢ = 0, on obtient une seconde
majoration :

Vi e N, A2k +1) < A(2k) + A1) < (2k + 1)A(1)

D’otl nous avons

VEeN, Ak) < k(D).

Il est donc aisé de vérifier que L est a base K compacte.
Notre but est de déterminer les éléments extrémaux du cone L.

Deuxiéme étape:

Décomposons les éléments de £ de la fagon suivante: soit A € N tel que

A(R) # 0:

Ak) = [ME+R) = A(R)] + [A(R) + A(h) = A(k + A)]
= Ak k) + Ma(h, k),

aveck e N, h e N.
Montrons que pour certains entiers h, si A € L, alors A(h,.) € £ et
Az(h,.) € L. Nous allons au préalable démontrer le

Lemme 2 Si f € P telle que f <1, alors1 — f € L.
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Preuve du lemme:
Si f € P, alors 3u € M!([-1,1]) telle que Yk € N,

1

flk) = » z* u(de).
Soit y
vi(de) = (e ;#*i](dﬂ?)
teN =~

une mesure de probabilité sur [—1,1].

Alors ) ) _
tf(k)
/ z* v (dz) = e_tz f(’)
-1 en
= etetf®)
)

¢ Montrons que lorsque % est pair, A (k,.) € L.

On pose &(dz) = e*Mizh 4, (de), qui est une mesure de probabilité sur
[—1,1] lorsque A est pair.

Alors

1
i r—)/ 246, (dz) = e HOEFM=NR) gt (hk)
-1
d’ou pour tout A pair, A;(h,.) € L.

e Montrons que si & est tel que A(R) # 0, alors Ay(h,.) € £

On pose v,(dz) = %—u%(d:ﬂ), qui est une mesure de probabilité
sur [—1,1], d’ou: boem
1 _Alk) _Akth)
ka v (dz) =k m —— " & P
~1 1 —e =
SARAlksw
Posons g.(h,k} =1 — £ I “f&ﬂn
e
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Le lemme nous dit alors que ¥n € N, g,(k,.) € £L.
De plus,

. . }‘2(hak)
Vke N nl:r&gn(h,k) = 30)

D’ou, par stabilité de £ pour la convergence simple,

Vh, tel que A(R) #0, k+— A(h, k)€ L.

Troisieme étape:

Nous avons donc montré que pour h pair, si A € £ alors k — Ak + £) —
A(h) et k= A(k) + A(R) — Ak + k) sont aussi des éléments de L.

Supposons maintenant que A soit un élément extrémal du cone £, avec A
non constante. Alors pour tout A pair,

3e(h) € [0,1], VEEN, Ak+h)—Ah) = c(R)AK).

Rempla¢ons k par k + A’ dans I’égalité:
ME+hR +h)=AR) = c(R)Mk+H)

D’autre part, lorsque A’ est pair,
AME+R +h) = Ah + A" =c(h + R)A(k)

et
AR+ R = AR) = c(R) MR,

d’ou

Mk + B 4 k) — A(R) = e(h + h)Ak) + c(R)A(R). (5.3)

En comparant 5.2 et 3.3, on obtient 1’égalité suivante, vérifiée pour tout
k et pour tout h et A’ pairs:

c(h)e(h)A(k) = c(h + K)A(k).
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A n’étant pas identiquement nulle, on en déduit donc que pour tout A et
h' pairs,
c(h+ ") = c(h)e(h).
Finalement, on peut donc écrire que 3z € [0,1], ¢(k) = z*.
Deux cas se présentent alors:
-z=1
Vk € N\Vh pair, AM(k+h) = A(k)+A(h), donc Yk, A(k+2) = A(k)+A(2).
St k = 2p, p € N, alors A(2p) = pA(2).
Sik=2p+1, peN,alors A(2p + 1) = pA(2) + A(1).
~z#1

Pour tous A, k pairs,

On soustrait membre a membre:

A(k) — MR) = 2" A(E) — &*A(R) & k) =

pour A # 0.

On obtient finalement que pour tout & pair:

M) = 22

1 — a2

(1= zF).

Lorsque k est impair,

A(2)

2

A2)

l—2

Ak +2) = 22M(k) + A(2) & Ak +2) — = 22(\(k) —

3)

l—-=z
donc par récurrence, on montre que

M)~ 2L = 20 -

] — a2

M2)

1 —z?

)1

d’olt




D’ou nous obtenons le résultat suivant.
Les extrémales de £ font partie de 'ensemble des fonctions suivantes:

A 2 - 2pf
2p+1 » (2p+1)8 4+~

A 2p = ol — %)
2p+1 — ol —2%) + Bz

avejcﬂzé%,y:A(l)—@,a:é%etﬁ:)\(l).
Quatriéeme étape:

Etudions, pour z fixé, la famille de fonctions F indexée par c¢:

T Y 2p — 1 —z?
- 2p+1 = 1— 2% 4 cz?

ol c=§.
Posons
ot lyd . 1-d
pra(ds) = e Zi! 5 0at + ——0-s] (ds),
e
avec d = i=£,

xr
On vérifie alors facilement que

1
vk, e = f s* is,a(ds).

1

Orsi d & [—1,1], alors py4 n’est pas une mesure positive. Néanmoins, c’est
une mesure bornée, caractérisée par la suite de ses moments (e"*(*)), . La
suite (A.(k))ren étant associée a une mesure non positive, elle n’appartient
pas & £. On en déduit donc que d € [—1,1].

Faisons alors la remarque suivante:

Pour tout ¢ > 0, pour tout d € [—1,1]:

Hltdyg * Mlsdys oy = Hed-
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Donc la famille (11,4):50,4¢{-1,1] €st engendrée par deux de ses éléments :

ti
— ot _ 5.
pea(ds) = €73 Si6u(ds)
1EN
et ]
— -t - :
ph—1(ds) = e Z =30(-):(ds).
1eN
D’ou la famille (F) est engendrée par les fonctions:
Mk)=1—-2Fet A(k) =1—(—2)*, avec z € [0, 1].
“La section du céne convexe £’ défini comme étant I’ensemble engendré
par les combinaisons convexes des fonctions :

A 2p = a(l — z*)
2p+1 — afl —z%) + G277,

obtenue en normalisant par A(1), est alors engendrée par les fonctions

Ak)=———, z€]-11[

Le Théoreme de Krein-Milman nous donne alors une représentation de
I’ensemble des éléments de £L':

= [ ),

il'_l'

avec v mesure positive finie sur [—1,1], sans masse aux points 1 et —1.
De plus, on remarque que si

AE) = 9k+/

-1 -

1 k

l—=2

(v6-1)(de),

alors
A 2p 2pb

2p+1 = (2p+1)0+1.

On en conclut donc que ’ensemble des éiéments de £ s’écrit

Alk) = Gk—l-cfl L=s® s).

1 — 8

avec § > 0, ¢ > 0, ¥ mesure de probabilité sur [—1, 1] sans masse au point
1, ce que 'on voulait démontrer.
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5.2 Description du processus associé

L’ensemble des semigroupes de Markov vérifiant les hypothéses décrites
est donc caractérisé par les valeurs propres des générateurs infinitésimaux
associés dans la base des polynomes de Hermite. Ces valeurs propres vérifient
clairement une égalité que l'on peut comparer par analogie a la formule de
Lévy-Khintchine, sur le semigroupe multiplicatif ([—1,1]*, x)'. Regardons
maintenant ces semigroupes par l’intermédiaire de leurs processus associés.

Plagons-nous d’abord dans le cas ou § = 0, ou %f—:l est une mesure finie
v(ds)

l1-s

sur [—1,1], et posons &(ds) = ¢ mesure de probabilité sur [—1, 1], avec ¢

constante de normalisation.
Soit alors Y; processus associé au générateur de valeurs propres

1
Alk) = / (1 - s*)&(ds).
-1
Notons N, le processus de loi
+o0 ‘ti _
e’ Z ﬂ&”(ds).
1=0

N, est le processus obtenu & partir d’une suite (X;):en de variables aléatoires
indépendantes identiquement distribuées de loi Z. Pour cela, on définit la
suite de variables aléatoires X, par récurrence:

XO = XO: Xn = Xn-—an;

on définit M, comme étant un processus de Poisson de parameétre 1, et on
pose
Nt == XM:'

On définit ensuite les processus:
- Ty = —In(INy]) lorsque N # 0, une valeur arbitraire de Rt si N, = 0;
—e=1siN,>0,-1si N, <0,08 N, =0.

1. Voir par exemple [12]
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Alors Y; a méme loi que ¢, X7, oit X; est le processus d’Ornstein-Uhlen-
beck.

En effet, notons par £(T})(dv) la loi de la variable aléatoire T}, par
L€y, Ti)(du, dv) la loi jointe des variables aléatoires €; et T), et montrons
que pour k entier, E.( Hx(e,X7,)) = e *® ) H (z). Deux cas se distinguent :

k pair: Hi{z) est alors un polyndéme pair, donc

Ex(Hk(etXT:)) = EE(H-’-:(XT:))

- /R B[ H(X))E(T2)(dv),

Or le semigroupe associé au processus d’Ornstein-Uhlenbeck X; admet
la famille (%) zen comme suite de valeurs propres dans la base de vec-
teurs propres des polynémes de Hermite, ce qui se traduit par ’égalité
E:[He(X,)) = e ™ H(z).

Donc
E:(Hy(eX7)) = /Re_k”ﬁ(l”t)(dv)ffk(m)

= E(e ") Hi(z)

E(|N:|*) He(2)
= E(N})Hi{z).
k impair: Hi(z) est alors un polyndéme impair, donc

E.(Hi(e: X1,)) = /{_1 - E [ He(uX,)) L&, T2 ){du, dv)

D’autre part, u étant un élément de {—1,0,1}, et k étant impair, on a
Hi(uX,) = v* Hy(X,).
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D’ou
E(Hi(e:X1,)) = / w* By [Hie (X)) Ler, T (du, dv)
{-1,0,1} xR

= / wbe ™™ L(e,, Ty)(du, dv) Hi(z)
{-1,0,1}xE

= E(efe ") Hy(z)

= E(NF)Hi(z).
D’ott nous avons pour tout k entier:
Ea:(Hk(etXTt)) t E(Ntk)Hk(m)

o
ghe~? — i (ds)Hi(x
][_u[ S £ 07 (ds) Hile)

t

il

1

- e‘*Z%( f_ lska(ds))fﬂk(w)

1

e z'/(ds))Hk(m)

— e—A(k)tHk(l),

ce que 1’on voulait démontrer.

Soit Y, processus associé au générateur de valeurs propres A(k) = 6k,
g >0.
Alors ¥, a2 méme loi que Xy, ot X, est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck.
En effet,
E.(Hy(Xo)) = e ™ Hy(z) = e M Hy(2).

. d . ' N
Dans le cas ou 11(_—‘? est une mesure finie sur [—1, 1], nous arrivons donc &

la représentation du processus suivante:

Proposition 16 S5iY; est le processus associé au genérateur de valeurs pro-

pres:
1

AMk) =0k + / (1 — s*) i(dz),

-1
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il @ méme loi que le processus

EtX6t+T¢
on X est le processus d’Ornstein-Uhlenbeck ; N, le processus indépendant
+oo g
o
de Xy, de loi e_tz ED*'(dS) ; Ty = =In(|Ny]) lorsque Ny # 0, une valeur
=0

arbitraire de Rt si Ny =0; ¢, =16 N, >0, =1 st N, <0, et 0 st N, = 0.

- Lorsque la mesure %l n’est pas de masse finie, le processus Y; associé au
semigroupe de valeurs propres (e”*)),cx est bien plus difficilement expli-
citable. On peut continuer & dire, d’'une maniére heuristique, que sa “partie
continue” est représentée par f, et que sa “partie a sauts” est associée 4 la

d . . .
mesure % Mais ces sauts, concrétement, deviennent de plus en plus nom-

breux (et de plus en plus petits), lorsque la masse de la mesure %ﬂ—s} tend vers
Vinfini. En effet, il y a & la limite une infinité de sauts par intervalle de temps.
Pour plus de précisions & ce sujet, se reporter a [36], 3.2, et & [18] par exemple
pour ce qui est d’une étude de base sur la formule de Lévy-Khintchine.

5.3 Interprétation géométrique

Comme précédemment, nous cherchons a réinterpréter ce résultat en
consldérant l'espace gaussien comme une limite de sphéres. Nous nous pla-
cons dans le cas ou la mesure P(ds) est de masse finie sur [—1, 1], et nous
cherchons & décrire le processus sous un angle plus géométrique, et a Iobtenir
comme la limite d’un processus de saut sur une sphére de R® de co-dimension
1, lorsque n tend vers l'infini. Ce processus de saut provient en fait de la par-
tie discontinue du processus associé au semigroupe de Jacobi, comme nous
pouvons le voir a partir de la proposition 14.

Plus précisément, nous nous plagons dans le cas ot 8 = 0, ¢ = 1, v(ds) =
d:(ds), et nous utiliserons les notations suivantes:

Définition 10 -e:=(1,0,..,0) e R?,
= Sn-1(1) = {z € R", ||z|| = 1},

- u(dz) est la mesure de probabilité uniforme sur S,_;(1), donc en par-
ticulier invariante par rotation,
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- (P(2))ren est la famille des polyndmes de Jacobi associée a la mesure
de probabilité K,(1 — 2%)"% dz sur [=1,1], ot K, est la constante de
normalisation.

Soit (X¢) un processus de saut sur S,-,(1), dont les temps de saut suivent
une loi exponentielle de parametre 1, et dont 'amplitude de chaque saut suit
une loi de probabilité invariante par rotation autour du point de départ du
saut, c’est-a-dire que ['on peut écrire:

X‘t = YN:1

ot NV; est un processus de Poisson de parameétre 1, et (Y, )aen une chaine de
Markov homogene de noyau de transition P{Y, = y|Y,—1 =z} = f(z.y), ol
& et y sont des points de S,_({1), ou f est une fonction sur S,..;(1), et olt
I'on note z.y le produit scalaire de R". Supposons que f soit une fonction de
L*(S5-1(1), ), elle se décompose alors dans la base des polynémes de Jacobi
de la maniére suivante:

flzy) =) [Pl (ay).
kel

Soit { P;)}¢»0 le semigroupe associé au processus (X;), et soit g un élément

de LH(Spa(L)y )
%w=wm*ﬁv{jﬁugwmmmm+w%

d’ou si I'on note L le générateur infinitésimal associé, et si 1'on suppose que
g est dans le domaine de L:

@@=ﬁw+ﬁ(f@ﬁWMW)

Observons ’'action de l'opérateur L sur les fonctions radiales. Soit g une
fonction radiale de L2(S,-1(1), ), elle se décompose donc dans la base des
polyndémes (P}') en:

g(z) =) g Pl(z.e).

keN
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Nous avons alors:

Lo(z) = f » § Fio PP (2.3) PL(y-c) pldy) — g(e)

= 3 e B (z.y) B (y.e) ul(dy) — g(z).
keN Sn-1(1)

Nous avons maintenant besoin du

Lemme 3 Vi€ N, Vn e N, Vz,y € 5,_1(1),
[ PeaBreyae) = ot
Sn-1(1)

Preuve:
Ce lemme a été montré au chapitre précédent, page 69, ol I'on a vu que

- _ B
J B e u = "5

par une démonstration dans laquelle on peut remplacer e par un point quel-
conque de la sphére sans rien changer au résultat.

Le lemme nous permet alors d’écrire :

Lg(x) =Y grfx Pgéfij):) —g(z).

keN

Nous pouvons en déduire les valeurs propres de L associées aux vecteurs
propres (Pl )ren:
Ji

Dans le cas particulier ot f(z.y) = &(z.y) avec! € [—1,1], f se décompose
dans la base (P)ren de la fagon suivante:

flay) =Y PP (zy).

keN
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Cette écriture est purement formelle, et doit étre comprise dans le sens

suivant: si g est une fonction radiale g(z.y) = ZgiPi”(:c.y), alors
ieN

/2 (l)g(x'y):E:JP?(J)Ff(x-y)u(dy)

keN
= [ Y aPrew) 3 RO)PH ey uldy)
Sn_1(1) ieN keN
_ égipf(z) /S | Prlea) B @ y)u(dy)
= 3 4P
1€N
= g(1).

Donc si I'on note par (—A7 )ken la suite des valeurs propres du générateur
infinitésimal associé dans la base (P])en, nous obtenons 'égalité:

En suivant la formule (voir [37], p. 81} qui dit que

PR 1 1!
=F{-kk+2n;n+ = ;
Py~

2 2 )
ou F est la fonction hypergéométrique standard solution de 1’équation

d*y dy
x(l—:c)ﬁ-l-[c——(a+b+1)a:]g;—aby-0,
et qui s’écrit
(a-}—l)---(a—{-i—l)b(b+1)--»(b+z'—1)xz-
! cle+1)--(c+i—1) "’

F(a,b;c;m)zl—l—za

€N

alors on voit que
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fonction solution de

d’y dy
Y Bl A MU Y Juc- A

donc ()
lim S£G _ g
oo (1)
On peut retrouver cette limite, grossierement, en remarquant d’une part
que lorsque n tend vers linfini,

PE(l) ~ Hi(lv/n),

et d’autre part que
. Hi(lyn) 4
1 — =[5
nrtto Hy(y/n)

On en conclut que

M= lim AP =1-("
n—+o00
Conclusion:

Soit un processus X, = Yy, sur la sphére S,.;(1), avec (N;) processus
de Poisson de parametre 1, (Y,) chaine de Markov sur S,-;(1) de noyau de
transition P{Y,4+1 = y| Y, = 2} = &(z.y). Alors la limite quand n tend vers
I'infini de la projection de (X;) sur un diameétre de la sphére, est un processus
dont le générateur infinitésimal associé admet la suite normalisée de valeurs
propres (—Aj)ren dans la base des polynémes de Hermite, avec:

gk
)\kzl {

Ces valeurs propres, dans la formule de représentation de la proposition
13, correspondent au cas ou § = 0, et fournissent une interprétation géo-
métrique de la partie dite “a sauts” du processus dans le cas olt & est une
mesure de masse finie.

Remarque:
. , -tk
Il est intéressant de remarquer que ces valeurs propres Ay = 1_121_1 forment

avec celles du semigroupe d’Ornstein-Uhlenbeck qui s’écrivent Ax = 8k, I'en-
semble des €léments extrémaux du cone £ que nous avons étudié dans la
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démonstration de la proposition 15. On peut vérifier, pour ces éléments ex-
trémaux, que le carré du champ associé est effectivement positif:
: I
- S1Vk € N, LH;, = —AHy, avec A, = ‘1——1
par T l'opérateur carré du champ correspondant, et si ’on choisit
Tt

f= Z fiH; un polyndme, alors
i=0

(£, f) ij—z 2+Z(
k

.0 € [-1,1], si 'on note

- Si vk € N, Ak) = 0k avec @ > 0, opérateur admettant la suite
(= Ak Jken comme valeurs propres sur la base de vecteurs propres des po-
lynémes de Hermite est alors le générateur du semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck, qui en tant que diffusion admet un carré du champ positif
sur l'ensemble des polyndmes.

Il serait intéressant de savoir dégager, sans utiliser la proposition 2, I’en-
semble des éléments extrémaux du coéne convexe L, a partir seulement de
critéres algeébriques, en utilisant 'opérateur carré du champ comme outil
principal, et ’équivalence entre la positivité de ce dernier et la positivité du
semigroupe, comme nous l’avons vu au chapitre 2.
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Chapitre 6

Semigroupes de Markov
associés a une base orthogonale
dans le cas d’un ensemble fini

La problématique a laquelle nous nous sommes consacré tout au long
de cette these est la caractérisation de certaines familles de semigroupes
symétriques & travers leurs bases de vecteurs propres données & |’avance.
De fagon plus générale, nous nous posons la question suivante: soit (F,p)
un espace probabilisé, soit {fi)ken une base orthogonale de L*(E, u), telle
que fo = 1, y a t-il existence de semigroupes de Markov admettant la suite
(fi)ken comme base de vecteurs propres, et si oul, comment les classifier?

Cette question, par sa formulation méme, est trés vaste, et nous en amor-
cons une étude en traitant un exemple simple, celui de I’ensemble fini. Nous
nous proposons de montrer que pour cet exemple, il y a toujours existence
d’une famille d’opérateurs markoviens, et nous approfondissons ’étude de ces
opérateurs dans les cas ol le cardinal de F est égal a 2 et & 3.

6.1 Cas général de ’ensemble fini

Nous nous plagons donc sur un ensemble F fini de cardinal N > 2, muni
d’une mesure de probabilité 4 chargeant tous les points de E. Nous identifions

N
E alensemble {1,..., N}, u sécrit o16) + by +- -+ andy avec Z a; =1,

i=1
et I’ensemble des fonctions de £ sur R est identifié & ’ensemble des vecteurs
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de R¥. Donnons-nous sur ¥ une base de vecteurs orthonormaux (Vidieqr,..nys
destinée a étre la base de vecteurs propres de 'opérateur L. Fixons le premier
vecteur V) comme étant la fonction sur £ identiquement constante égale a
1: Vi =(1,...,1) € RY. Les N — 1 autres vecteurs de la base vérifient alors:

N
vi,j€{l,...,N}, fw du =Y aVi(k)V;(k) = &;.
E k=1

Pour un certain vecteur (Ag)iegs,..n) de RN-1, définissons 'opérateur P* de
noyau

N
PMi i) =1+ 3 MV ()

k=2

agissant sur L2(E, ). Définissons de plus le sous-ensemble A de RY-1 par
Ob)eepp..vy EA SV, j € E, PMNi,j) >0,

A est donc 'ensemble des (Ag)kea,...n} tels que opérateur P? soit markovien.
Remarquons alors que E étant un ensemble fini, les semigroupes de Mar-
kov (P)so sur L*(E, ) sont tous de la forme

}Dt — et(P)‘—I)’

avec [ identité de RV et X € A.
Montrons la proposition suivante:

Proposition 17 Pour toute base orthonormée (V;);ep de L*(E,p), len-
semble A est non vide, et méme non réduit a lorigine.

Preuve:
En effet, soit (Ak)kef2,..~} un élément non nul quelconque de RV=1, tel
que la quantité définie pour tout 7,7 de I

5= M
k=2
avec
Vi,j € E, uy = Vili)Vil(9),
ne soit pas identiquement nulle.
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f2(s,7) étant une fonction & N? valeurs, vérifiant de plus

Vi€ E, [Ef*(z',j)du(j)zo, (6.1)

et f n’étant pas identiquement nulle, il existe deux réels M et m strictement
positifs tels que
Vi,j€E, -m< fMi,5) <M

D’ou il est clair que
P A,
VZ,]EE, f-’;’_(ﬁ,j)z—l,
ce qui est équivalent &
Vi,j€ B, Pw(i,j)>0,

ce qui prouve bien la proposition.

Regardons d’un peu plus prés I'ensemble A, et montrons la proposition
sulvante:

Proposition 18 A est une partie conveze bornée de RN~! contenant !’ori-
gine, délimitée par au plus i\—rﬂ;ﬂ hyperplans.

Preuve:
Un élément générique A de A vérifie les N? inégalités

V(i')j)EEza f/\(zij)z _11
donc A est délimité par les hyperplans (H;;)( ;) d’équations
Hj : fAi,5) = -1, (6.2)

donc est un ensemble convexe. f*(7, j) étant de plus par définition une fonc-
. ot : N{N+1)
tron symétrique, ces hyperplans sont au maximum au nombre de — .

Remarquons de plus que les valeurs propres d’un générateur de semi-
groupe markovien, comme nous ’avons déja vu, sont négatives ou nulles. Sj
I'on applique cette propriété & I'opérateur (P*)? = P>, on obtient que si
A € A alors

Vke{2,...,N}, X <L
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A est donc bien un ensemble borné, et ses frontieres étant constituées par
un nombre fini d’hyperplans dont aucun ne passe par ’origine, celle-ci est a
I'intérieur de A.

Donnons enfin une derniere propriété générale que vérifie ’ensemble A :

Proposition 19 Parmi les hyperplans définis par les équations 6.2, w

d’entre euz exactement passent par le point (1,...,1) € RV~

Preuve:
En effet, considérons le noyau
N
PUi,5) =1+ Vi(i)Vi(j).
k=2
Soit f une fonction quelconque de L*(E, i), s’écrivant donc

N

Vi€ B, f(3)=)_ %)
On calcule alors
N N
[ PG = [ S RO S ANG) )

N
= > hVG)
k=1

= f(2).
L’opérateur associé au noyau P*(4, ) est donc l'identité sur L%(E, u), donc
Vi,j € E, PYi,5)=6;
d’on on en déduit que
Vi, j € E, fl(i,7)=6d;-1,

ce qui montre que pour ¢ # 7, (1,...,1) € Hy, et Vie E, (1,...,1) ¢ Hy,
ce qui est ce que 'on voulait démontrer.
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Nous donnons une plus ample description du convexe A dans le cas (tri-
vial) ou N = 2, et dans le cas (un peu moins trivial) ot N = 3.

6.2 Cas de ’espace a deux points

Posons E = {1,2}, u = a®6, + b*6; avec a* + b* = 1, (a,b) €)0, 1[%. Posons
ensuite V; = (1,1), il ne nous reste qu’a calculer V5 tel que

/ ViVhdy = a?Vi(1)Va(1) + PV(D)Va(2) = a?Va(1) + B2V4(2) = O,
i E

/ VEdu = a®Vo(1)? 4+ 6214(2)% = 1,
E

et on obtient (au signe prés):

b a
Va = (E:_E)'

Doti si A € A C R, le noyau P* s'écrit
¥i,j € {12}, PYi,5) = 1+ AVa(i)Va(y).

Donc A est I’ensemble des réels A vérifiant le systéme d’inégalités

b‘l
14+A= >0
4

1-A220
2

a
1+A§20.

On en déduit que

b o
A= [-max(—z, ). 1)

Ce cas trivial de 'espace a deux points offre surtout l’avantage de pré-
senter la facon d’aborder le cas de I'espace a trois points, qui donne lieu &
davantage de calculs.
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6.3 Cas de ’espace a trois points

Posons E = {1,2,3}, p = a8, +b28; 4283, avec a®*+b*+¢* =1, (a,b,¢) €
10, 1[®. Posons ensuite Vi = (1,1,1), Vo = (21,1, 21) et Vo = (23,92, 22}, tels
que

f‘d%du=/ﬂ%dﬂ=/%%d#=0, (6.3)
E E E

/Vfd#=fV32d#:1- (6.4)
E E

D’apres la proposition 18, A est ici un sous-ensemble de R?, convexe borné
contenant lorigine, inclus dans le carré {(Az, A3) € R% A2 < 1,A% < 1}, et
délimité par les six droites D;; d’équations

Di; : 2Va())Va(d) + AsVa(2)Va(5) = ~1,

o 7 et 7 décrivent 'ensemble £.

En tant que convexe borné délimité par six droites dont aucune ne passe
par l'origine, A est l'intérieur d’un polygone dont le nombre de cotés est
d’au moins trois et au plus six. La proposition 19 montre de plus que trois
exactement de ces six droites passent par le point (1,1), donc parmi ces trois
droites, au plus deux d’entre elles forment les c6tés du polygone délimitant
I’ensemble A. A est donc l'intérieur d'un polygone dont le nombre de cotes
est au moins trois et au plus cing.

Des exemples de chaque configuration (triangle, quadrilatére, pentagone)
sont présentés en fin de chapitre. Avant d’aborder ces calculs qui sont un peu
rébarbatifs, nous traitons le cas particulier ou u est la mesure de probabilité

1

uniforme sur E, c’est-a-dire oil a® = b* = ¢* = 3:

Proposition 20 Dans le cas ou u est uniforme sur E, A est Uintérieur d’un
polygone & exactement quatre cétés.

Preuve:

D’apres la proposition 19, les droites D13, Dy3 et Dyg sont concourantes
en (1,1). Nous montrons ici de plus que les trois autres droites Dy, Da; et
D33 passent toutes trois par le point (—3, —3), ce qui nous donne clairement
le résultat voulu. Il nous suffit donc de montrer que

:L'f—l—:r:%=’2
vi+ys =2 -
2422 =2,
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Montrons la premiére égalité, les deux autres se montrant de la méme ma-
niere. Les équations 6.3 et 6.4 se traduisent sur les coordonnées des vecteurs
Vy et V3 par le systéme d’équations suivant :

i tyl+i=3
34 ys+ 22 =3
(S): T +y1+2,=0
Tatyz+2=0
2122 + Y1y + 2129 = 0.
Ceci est équivalent & dire que les trois vecteurs %(1, 1,1), ﬁ(:cl,yl,zl) et
%(.’L‘g,yz,Zg) forment une base orthonormale de R3, donc que chacun des
trois vecteurs s’obtient par le produit vectoriel des deux autres, d’ou ’on tire

les égalités suivantes:
\/?:Il =Y2— 2z et \/g.ﬁ‘:‘g = Z1 — U,

d’ott

[

izl = —Alye— 22)* + (21— )Y

(L)

1
= g[yg + z% — 2222 + Zf + yf - 2213{1]

1
= 5[3 — 25+ 3~ 2} — Ayoza + n121))]
(par les égalités 2 et 3 de (S))

et en utilisant le fait que y220 + 4127 = —1, comme nous ’avons montré pour
la proposition 19, on obtient

1
$?+$%"—“Z(6+2)=2,

ce que 'on voulait démontrer.

6.4 Quelques exemples dans le cas de ’espace
a trois points

Nous ne sommes pas encore en mesure de comprendre vraiment la signifi-
cation de la forme de I’ensemble A, ¢’est pourquoi nous donnons ici quelques
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exemples de chaque configuration possible. Nous nous sommes aidé, pour les
calculs et les graphiques qui vont suivre, du logiciel de calcul formel Maple.
Nous donnons au préalable un apergu des calculs des coordonnées des
vecteurs Vi et Vi que l'on explicite en fonction des parametres a, b, c et le
“parameétre d’angle” que l'on note p.
Remarquons d’abord que 6.4 < a?z? + 6%y + ¢®2f = 1, d’olt on effectue
le changement de variable qui s’impose:

axr, = cosfcosd, by, =cosbfsing, cz3 =sind,
et de 6.3 on tire
@’z + b*yy + cf21 = 0 & acosd + bsing = —ctan.

On pose alors p := a cos ¢+bsin ¢ = —ctan @, p étant le parametre d’angle
vérifiant

pe[-v1—¢c,v1—¢l, (6.5)

et pour simplifier les expressions, on pose de plus ¢ = 4/1 — ¢? — p*.
On obtient alors (en ayant choisi une orientation):

_ap+bg
cos ¢ = T
) bp — aq
sing = T— 2
cos@z—c——,
/p2+62

sinf = P

v =( (p + 2) (p — 39) —p )
1-VP+E L=Vl +d o/F+e)

De la méme maniére, on calcule V3 & partir de 6.3 et de 6.4 en fonction
des différents parametres:

ng(— dgtep  g—ip q )

Frai-a) JRrel-o) Jrre
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Les équations de droites que 'on obtient & partir de ces résultats sont les
suivantes:
Dy : Elap +bg)*Ay + (Pga — bp)?As = a?(c? + p?) (1 ~ 2)?,

Dy : *(ap + bq)(bp — ag) Az + (Pga — bp)(c*gb + ap)rs =
= ab(c? + p?)(1 — ¢?)?,

Dy : (ap + bg)ps + (c*qa — bp)ghs = —a(c® + p*)(1 — &),
Dy 2 (bp — ag)®As + (Pgb + ap)? Az = 6%(c? + p?)(1 — 2)?,
Doz @ (bp — ag)prs + (cPgb+ ap)grs = —b(c? + p?)(1 — ¢?),
Dag i p*Xg + (1 — & ~ p?)da = 3(? + p?).

Ce sont ces droites qui sont représentées sur les graphiques suivants, oil
l'on a pris les variables A et A3 respectivement comme abscisse et ordonnée.

Dans chaque cas, p est égal a %, une valeur qui se veut quelconque, et en

ce qui concerne la mesure, les parameétres a®, 5% et ¢? sont respectivement
égaux a:

8 10 3
2=___ 62_,,__ 2 _ Y
TR 21° 21
a2=1 b‘2 i c2_£

21’ 21’ 21

1 1 1
2:— b2:— 22—.
“ =3 37 73
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FI1G. 6.1 - Cas ot le polygone est un triangle : o = £, 02 =1 2 = &
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FI1G. 6.2 - Cas ou le polygone est un pentagone : a
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F1G. 6.3 - Cas ot la mesure est uniforme : quadrilatére.
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