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Sandwich Theorem und offene Zerlegungen in schwach
K-analytischen Banachriumen

Von

DominikUs NOLL

1. Problem. Es sei E ein Banachraum, C, D seien konvexe Teilmengen von E, o sei
algebraisch innerer Punkt von C — D, kurz

1) 0e(C — D).

Es seien ¢: C — R eine konvexe, y: D — R cine konkave Funktion mit w(x) < ¢(x) fiir
alle x e C n D. Gibt es eine stetige, affine Funktion h: E — R mit den Eigenschaften

2 h(x) < ¢(x), xeC, h(y)zw(y), yeD,

so sagen wir, das Sandwich Theorem sei giiltig.

Die rein algebraische Voraussetzung (1) garantiert stets die Existenz einer affinen
Funktion h mit den Eigenschaften (2). Die Schwierigkeit liegt im Nachweis stetiger 4. Dies
bedarf natiirlich zusétzlicher Bedingungen an C, D bzw. ¢, y.

In [6, Theorem 6] konnten wir zeigen, dal das Sandwich Theorem unter der Voraus-
setzung (1) giiltig ist, wenn E ein separabler Banachraum ist, C, D analytische konvexe
Teilmengen von E sind, und ¢, y Borel-meBbare Funktionen sind. Ebenso konnten wir
eine nicht separable Version des Sandwich Theorems beweisen fiir den Fall zweier abge-
schlossener konvexer Teilmengen C, D eines Banachraumes E mit Borel-mefBbaren Funk-
tionen ¢, w. Die Frage, ob unter der Voraussetzung (1) das Sandwich Theorem fiir
beliebige konvexe Borelmengen C, D sowie Borel-meBbare ¢, w in einem (nicht notwen-
dig separablen) Banachraum giiltig bleibt, ist offen.

In der vorliegenden Arbeit beweisen wir zwei Varianten des Sandwich Theorems im
nicht separablen Fall. Insbesondere ergibt sich eine Verallgemeinerung des separablen
Sandwich Theorems auf den Fall schwach K-analytischer konvexer Mengen C, D sowie
schwach K-analytischer Abbildungen ¢, ¥ eines (wegen Bedingung (1) damit schwach
K-analytischen) Banachraumes E.

2. Analytische und K-analytische Mengen. In diesem Abschnitt sollen zunéchst die
Begriffe des analytischen und des K-analytischen Raumes ins Gedéchtnis gerufen werden.

Ein Hausdorffscher topologischer Raum heifit bekanntlich analytisch, wenn er steti-
ges Bild eines separablen, vollstindig metrisierbaren Raumes ist. Er heiit K-analytisch,
wenn er stetiges Bild eines K ;-Teilraumes eines topologischen Raumes ist (siehe [1]).
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Eime Teilmenge eines topologischen Raumes heilit analytisch bzw. K-analytisch, wenn sie
als Unterraum analytisch bzw. K-analytisch ist.

Ein Banachraum E heifit schwach K-analytisch, wenn E mit der schwachen Topologie
o (E, E'y ein K-analytischer Raum ist. Entsprechend heift eine Teilmenge von E schwach
K-analytisch, wenn sie mit der Spur der schwachen Topologie K-analytisch ist. Die
Klasse der schwach K-analytischen Rdume wurde von Talagrand eingefiihrt (siche
[10,11,12]), worauf wir bezliglich Details verweisen. Bemerkenswert ist, daf jeder
schwach kompakt erzeugte, und damit insbesondere jeder separable Banachraum
schwach K-analytisch ist (siche {10]).

Bekanntlich ist jede Borelmenge eines separablen Banachraumes analytisch. Dem-
gegeniiber ist jedoch nicht jede schwache Borelmenge eines schwach K-anaiytischen
Banachraumes schwach K-analytisch. Die Giltigkeit dieser Aussage fiir einen Banach-
raum E ist sogar, wie der folgende Satz zeigt, eine sehr einschriankende Bedingung.

Satz 1. Es sei E ein schwach kompakt erzeugter Banachraum. Ist jede schwache Borel-
menge in E schwach K-analytisch, so ist E separabel.

Beweis. Nach {3, 1.1] ist in einem schwach kompakt erzeugten Banachraum jede
schwache Borelmenge auch eine || |-Borelmenge. Wir nehmen nun an, E sei nicht separa-
bel. Dann existiert eine Teilmenge D = {y,: o < »} der Méchtigkeit » > X, von E so, daf
firo, f <%, % B gilt

Yy — ypil 2 3.

Wir wihlen eine Teilmenge X der || |-Einheitskugel B, welche nicht schwach K-analy-
tisch ist. Wir konnen annehmen, dal X die Méchtigkeit » besitzt, d. k.

X = {x; 0 <x}.

Nun setzen wir C = {x, — y,: 2 < x}, dann sind C, D beide diskret, also || ||-abgeschlos-
sen, also nach Voraussetzung schwach K-analytisch. Damit ist aber auch C+ D
schwach K-analytisch, denn (x, y) — x + y ist eine schwach stetige Abbildung. Wegen
(C + D) n B = X ist dies ein Widerspruch,  []

Die Klasse der schwach K-analytischen Teilmengen eines schwach K-analytischen
Banachraumes umfafit aiso im allgemeinen nicht die schwachen Borelmengen, wohl aber
die (im Sinne von [1]) schwachen K-Borelmengen. Ein weiteres Indiz dafiir, daB die Klasse
der schwach K-analytischen Mengen in einem schwach K-analytischen Banachraum
nicht zu ,klein“ ist bildet der folgende

Satz 2. Jede schwache Bairemenge eines schwach K-analytischen Banachraumes ist
schwach K-analytisch.

Beweis. Die g-Algebra der Bairemengen beziiglich o (F, ') ist definitionsgemiB die
kleinste g-Algebra, beziiglich der sémtliche schwach stetigen, reellwertigen Funktionen
auf E meBbar sind. Nach einem Resultat von Edgar (siehe [3, 2.3]) stimmt diese jedoch
iberein mit der von den f € E’ erzeugten o-Algebra.



Vol. 51, 1988 Sandwich Theorem 73

Es sei fe E, f + 0, und es sei B = R eine Borelmenge. Dann ist
7Y (B)=Kerf + x, B,

wenn x, gewahlt ist mit f(x,) = 1. Nach {10, Théoréme 5.1] ist Ker f schwach K-analy-
tisch, wihrend x, B analytisch, also auch schwach K-analytisch ist. Damit ist freilich
£~ 1(B) schwach K-analytisch.

Bezeichnen wir mit 9 die Klasse aller f ~*(B) mit f € E' und B = R Borelsch, so sind
folglich die Klassen I, M s, M ;5,, ..., sowie Wiy, WM., MW, 5, ... allesamt Klassen
schwach K-analytischer Teilmengen von E, und dies beweist, daB simtliche schwachen
Bairemengen schwach K-analytisch sind. U]

3. Erstes Sandwich Theorem. In diesem Abschnitt beweisen wir ¢in erstes Sandwich
Theorem fiir schwach K-analytische Banachrdume. Zur Formulierung bendtigen wir
zunichst einen MeBbarkeitsbegriff.

Es sei T ein Hausdorffscher topologischer Raum. Eine Funktion f: T — R heifit
K-analytisch, wenn fur jedes « € R die Menge
{teT|f(t) <}

K-analytisch ist.

Satz 3. Es sei E ein schwach K-analytischer Banachraum, C, D seien konvexe Teilmengen
von E mit 0 € (C — DY. Es sei g: C — R eine konvexe, y: D — R eine konkave Funktion
mit w(x) £ ¢(x) fir alle x e C n D. ¢, — w seien schwach K-analytisch. Dann existiert eine
stetige, affine Funktion h: E — R derart, daf fir alle xe C, ye D

h(y) 2 w(y), h(x) < o(x)
erfillt sind.

Beweis. Definiert man eine sublineare Abbildung »: E — R durch

(@) =inf {A{p(x) — w(MIAZ 0, xeC, yeD, 2= Ax— )},

so existiert nach Hahn-Banach e¢in lineares Funktional f: E — R mit f < y. Dieses
geniigt folglich der Bezichung

S —p@Sasf(y)—w(y

fiir ein festes € R und alle x € C, y € D. Setzt man also h = f — «, so erfiillt 4 vorbehalt-
lich des Nachweises seiner Stetigkeit die Erwartungen.

Wir zeigen, daB f stetig ist. Hierzu geniigt es natiirlich zu zeigen, daB y stetig ist. Wir
beweisen zunéchst, daB y schwach K-analytisch ist.

Fir 2 € IR seien mit C, bzw. D, die Mengen

{xeC|o(x) <a} bzw. {ye D|w(y) > a}

bezeichnet. Dann sind die C,, D, nach Voraussetzung schwach K-analytisch. Vermdge der
Gleichung

{zeElx(2) <o} = {u(CxD,x[0,AD1f,7eQ1eQ., A~ ) < a}
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folgt hieraus die schwache K-Analytizitit von y, wenn « die Abbildung

5 y,n) - n{x —y)

bezeichnet.

Eine Teilmenge eines topologischen Raumes T heiit universell meBbar, wenn sie fiir
jedes endliche Borelmal3 4 auf T Element der Carathéodory-Vervollstindigung der Borel
g-Algebra ist. Analog zum klassischen Fall gilt nun der folgende

Hilfssatz 1. Jede schwach K-analytische Teilmenge C des Banachraumes E ist schwach
universell mefbar.

Beweis. C sei schwach K-analytisch im Banachraum E. Nach {4, Thim. 14] gibt es
eine Familie (C(n,, ..., n)|k, n;e€ N) von Teilmengen von C mit den folgenden Eigen-
schaften:

1) C={{CmineN};

2 Cny,....,n)=J{Clny,...,m,n)[neN}firn,,..., n,eN fest.

(3) Fiir jede Folge ny,ny,n,,...in N ist {}{C(ny, ..., n)|k € N} schwach kompakt
und in C enthalten, wobei der Abschluf} beziiglich ¢ (E, E') gebildet ist.

Es sei nun u ein Borel-WahrscheinlichkeitsmaB auf E beziiglich der schwachen Topo-
logie. Wir definieren eine Funktion 1 auf B E durch

A{4) = inf {u(B): A =« Be B},

wenn B die s-Algebra der schwachen Borelmengen bezeichnet. Somit gibt es zu jedem
A < Eein Be B mir 1{A4) = u(B). Weiter gilt fiir jede Folge 4;, 4,,... mit 4, < 4, .,

und A = | ) A, die Bezichung
n=1

A(A) = sup A(4,).
GemiB (1) ist C = U C(n) = U U C(k), also gibt es zu festem & > 0 ein n; € N mit
=1 k=1

1O <) ( 0 C(k)) + L

k=1 2
o0

ny i
Weiter gilt gemiB (2) und dem obigen U Chk=1) U U ), also gibt es ein
n, € N mit k=1g=11=1

20 C(k))gi(@ U C(k,i)>+f.
k=1 E=1:=1 4

Induktiv erhdlt man eine Folge n,, n,, n4, ... so, dab fur jedes r e N gilt

ny e By

/1‘/0 @C(kw-,j))é/l(U Sy UIC(k,...,j,i)>+~%,
k=1 =1 k=1 J=1:=1 2
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FafBit man diese Ungleichungen zusammen, so ergibt sich fiir jedes r mit der Abkiirzung

n,

= U U Ck
k=1 i=1
die Abschitzung

HOSHD)I+ 5 S SAD) +6

Wir wihlen C; € B mit 1(C) = u(Cy), C « C,, dann gilt
/‘L(CO) é 7l\’(Dr) + e é /‘t(ﬁr) + £,
also wegen D, o D, , auch
#(Co) £ u((]l 5,) +e,
wobei jeweils der Abschlufl beziiglich o (E, E') zu bilden ist.
Setzt man also D{g) = ﬂ D,, so gilt aufgrund der Bedingung (3) und unter Verwen-
r=1
dung von Konigs Lemma die Bezichung C, = C < D{g) mit u(D(g)\ C,) = &. Setzt
man weiter D, = ﬂ D(l) soist C, = C < Dy, u(Dy\ Cp) = 0, d.h. C ist Element der

n=1
Carathéodory-Vervollstindigung von 8. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. O

Damit kénnen wir zum Beweis von Satz3 zurickkehren. Fir jedes ae R ist
{z € E: x(z) < o} schwach K-analytisch, nach Hilfssatz 1 also schwach universell meBbar.
Nach einem Resultat von Edgar [3, 1.4] stimmen jedoch die schwach universell meBbaren
Mengen mit den beziiglich der Normtopologie universell meBbaren itberein. Hieraus
folgt, daB} y meBbar ist beziiglich der Borel g-Algebra auf R und der o-Algebra der (in
der Norm) universell meBbaren Mengen auf E. Es sei nun

= {zeE:[x(9)| =n},

dann ist B, universell meBbar und es gilt E = (] B,. Aufgrund des folgenden Hilfs-
n=1

satzes 2 is also fur ein n, € N die Menge U = B,  — B, eine Nullumgebung in E. Da x
auf U durch 2 n, beschréinkt ist, folgt hieraus die Stetigkeit von y. Damit ist der Beweis
von Satz 3 abgeschlossen.

Hilfssatz 2. (Christensen [2, Thm. 7.1]). Es sei E ein Banachraum, B, B,, ... eine Folge
universell mefbarer Teilmengen von E mit E = U B,. Dann gibt es ein nye N so, daf
U = B, — B,, Nullumgebung in E ist. U] n=1

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem einfachen aber niitzlichen Invarianzresultat
fiir die Klasse der K-analytischen Funktionen.
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Satz 4. Es seien S, T Hausdor{fsche topologische Rdaume, f: S x T — R sei eine K-anaiy-
tische Funktion. Dann ist auch die Funktion f: T — R, definiert durch
£ = inf £ (s, 9

seS

K-analytisch.

Beweis. Bezeichnet p, die Projektionsabbildung S x T — T, so ist offensichtlich

{teT|f* () <o} =pr{(s DIf (s 1) <a}),

und hieraus ergibt sich die Behauptung, da Bilder K-analytischer Rdume unter stetigen
Abbildungen wieder K-analytisch sind. [

Mit Hilfe von Satz 4 148t sich einfach zeigen, daBl das Infimum einer Folge K-analyti-
scher Funktionen wieder K-analytisch ist.

4. Offene Zerlegungen. In diesem Abschnitt soll ein weiteres Sandwich Theorem fiir
schwach K-analytische Banachrdume bewiesen werden. Hierzu benétigen wir den Begriff
der offenen Zerlegung.

Es sei E ein Banachraum, C, D seien konvexe Teilmengen von E mit 0 € {C — D)’ und
o e C ~ D. Das Paar (C, D) induziert eine offene Zerlegung von E, wenn zu jeder Null-
folge (z,) in E ein n, € N und Nullfolgen (x,) in C, (y,} in D existieren so, daB (z,) eine
Zerlegung

Zy = Xp = Yus
1 = ng, gestattet.

Der Begriff der offenen Zerlegung ist fiir den Fall konvexer Kegel C, D mit Spitze o
vertraut (siche etwa [9], [5]). Die hier gegebene Definition stellt eine naheliegende Verall-
gemeinerung auf den Fall beliebiger konvexer Mengen dar.

In [7] konnten wir zeigen, dal} in cinem separablen Banachraum E jedes Paar (C, D)
analytischer, konvexer Teilmengen von E mit 0 € (C — D) eine offene Zerlegung indu-
ziert. Dies 148t sich auf den nichtseparablen Fall wie folgt verallgemeinern.

Satz 5. Es sei E ein schwach K-analytischer Banachraum, C, D seien schwach K-anaiy-
tische, konvexe Teilmengen von E mit 0 € (C — DY und 0 € C ~ D. Dann induziert (C, D} eine
offene Zerlegung von E.

Beweis. Es sei B die Einheitskugel in E, B bezeichne die konvexe, absorbierende
Menge (B n C) — (B n D). Es gilt zu zeigen, daB B cine Nullumgebung in E ist.

Es sei g das Minkowski Funktional von B, dann ist ¢: E -> R sublinear. Es sei E, ein
cindimensionaler linearer Teilraum von E, fy: E, — IR sei linear, und es gelte £ < q. fo
ist stetig auf E,, wihrend ¢ schwach K-analytisch ist. Letzteres folgt aus der Beziechung

(xeE:q(x)<a}=J{BB:feQ,, f<a}.

Damit kénnen wir unser Sandwich Theorem anwenden und erhalten eine stetige, lineare
Fortsetzung f von f, auf ganz E, die nach wie vor f < g erfilllt. Da E, und f; mit
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fo < q beliebig waren, ist gezeigt, daB g unterhalb halbstetig ist. Da E ein Banachraum
ist, ist ¢ mithin sogar stetig, also ist B eine Nullumgebung in E. ]

Nun sind wir in der Lage, das folgende Sandwich Theorem zu beweisen.

Satz 6. Es sei E ein schwach K-analytischer Banachraum, C, D seien schwach K-analy-
tische, konvexe Teilmengen von E mit o0 € (C — DY. Es seien ¢: C — R eine konvexe,
w: D — R eine konkave Funktion mit y(x) < ¢{x) fir alle xe C n D. Es existiere ein
xq € C N D so,dafl ¢ an x, von oben, y an x, von unten halbstetig ist. Dann gilt die Aussage
des Sandwich Theorems, d. h. es existiert eine stetige, affine Funktion h: E — R so, daf fiir
alle x € C, y € D die Beziehungen

M zw(y), hx) < o(x)
erfiillt sind.

Beweis. Wir konnen annchmen, dall x, = o ist, da wir widrigenfalls C, D, ¢, w durch
C — xq, D — x4, @9, W, ersetzen kénnen, wobei

Po(x —xo) = 9 (X), woly — Xo) = w(y)

gesetzt sei. Nach Voraussetzung gibt es nun eine Nullumgebung U in E so, daB fiir alle
xeUnCundalle ye U n D gilt

()0, w(y)z —a

fiir ein o > 0. Wir behaupten, daB die im Beweis von Satz 3 definierte Funktion y: E — R
damit auf einer Nullumgebung nach oben durch 2 « beschriankt ist. Analog dem Beweis
von Satz 3 folgt dann hieraus die Behauptung.

Annahme, ¥ sei auf keiner Nullumgebung durch 2« nach oben beschrinkt. Dann
existiert eine Nullfolge (z,) mit y(z,) > 2« fiir ne N. Da (C, D) nach Satz § eine offene
Zerlegung von E induziert, gibt es Nullfolgen (x,) in C, (y,) in D mit z, = x, — y,. Nach
Definition der Abbildung y gilt aber

X(Zn) é ¢(xn) - l//(yn)s

und dies bedeutet wegen x, € U, y, € U fiir n = n,, einen Widerspruch. [J

Bemerkung. Man beachte, daBl die Voraussetzung tiber ¢ (bzw. y) nicht besagt,
dal} die durch ¢ (x) = — oo (bzw. y(y) = oo) fiir x & C (bzw. y ¢ D) auf ganz E definierte,
R-wertige Funktion im {iblichen Sinn von oben (bzw. von unten) halbstetig ist. Die
Voraussetzung ist wesentlich schwicher, da iiber die Menge C (bzw. D) nichts ausgesagt
wird.

5. Konvexe Optimierung. In diesem letzten Paragraphen wollen wir eine Anwendung
des Sandwich Theorems auf die konvexe Optimierung herleiten.

Es sei E ein Banachraum, C sei eine konvexe Teilmenge von E, und ¢: C — R sei eine
konvexe Funktion. Es sei weiter F ein geordneter Banachraum (siche etwa [9]) mit po-
sitivem Ordnungskegel F, . Die durch F, induzierte Ordnung werde durch < bezeichnet.
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F sei normal geordnet. Es sei D eine weitere konvexe Teilmenge von £ mit € < D,
x:D — F sei ein konvexer Operator. Wir betrachten das konvexe Optimierungsproblem

minimiere ¢(x), xe C

(P) unter der Nebenbedingung
x(x)=0.

Ein stetiges, positives Funktional f € F' heiBit Lagrange Multiplikator fiir {P), falls mit
o= xeC,ljlél(i:;)g() ex)eR

die Bezichung
inf (p(9) + 1 ((x)) =

erfullt ist. Die Existenz von Lagrange Multiplikatoren folgt gewdhnlich unter gewissen
Regularitdtsvoraussetzungen Uber das Problem (P). Klassisch ist etwa Slaters Bedingung
(siche [8]). Im folgendem wollen wir eine schwichere Regularititsbedingung untersuchen,
welche gleichfalls die Existenz von Lagrange Multiplikatoren fiir (P) garantiert.

Das Problem (P) gentigt Rockafellars Bedingung, wenn zu jedem y € F ein x € C und
ein A > O existieren mit y(x) < A y.

Die Namenswahl bezieht sich auf die erstmalige Verwendung dieser Bedingung in [8].
Offensichtlich ist Rockafellars Bedingung eine Folge von Slaters Bedingung. Rockafellars
Bedingung kann aber im Gegensatz zu Slaters Bedingung auch dann erfiilit sein, wenn
der Ordnungskegel F, keine inneren Punkte besitzt.

Satz 7. Es sei C eine schwach K-analytische Teilmenge des Banachraumes E, p: C — R
sei konvex und schwach K-analytisch. Es sei F ein schwach K-analytischer, normal geordne-
ter Banachraum. Die konvexe Abbildung y: C — F besitze schwach K-analytischen Epigra-
phen

Epi () ={(x, y) e Cx F:y 2 x(x)}.
Es gelte Rockafellars Bedingung fiir das Problem (P). Dann existiert ein Lagrange Multipli-
kator fiir (P).

Beweis. Man beachte, daB als Folge von Rockafellars Bedingung sicherlich
—o0o £a< oo gilt. Es sei zundchst ¢ = — co. Dann ist offensichtlich jedes positive,
stetige lineare Funktional f auf F ein Lagrange Multiplikator fiir (P). Es sei also ax € R.
Wir definieren konvexe Teilmengen X, Y von F x R durch

X ={0}xR,
Y={(»mIxeCxx) =y, p(x) = u}.
Die Abbildungen &: X — R, #: Y — R scien definiert durch

O, m=pn, niy,uw=u0,

(0, ) € X, (y, u) € Y. Offensichtlich ist & konvex, # konkav, und es gilt # (0, z) = « £ £(0, )
fiir alle (0, z) € Y nach Definition von ¢. Rockafellars Bedingung besagt gerade, daB (0, 0)
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algebraisch innerer Punkt von X — Y ist. Ist ndmlich (y, #) € F x R, so wahlen wir x e C
und 4 > O mit y(x) £ A(—y). Damitist (— Ay, 9(x) e Y, {0, - u + o(x)) € X und es gilt

1) =%[<o, Lopt o) — (= 4y, g,

woraus sich (0, 0) e (X — Y)' ergibt.

Vorbehaltlich des Nachweises, daB} Y eine schwach K-analytische Teilmenge von F x R
ist, 148t sich nun eines der beiden Sandwich Theoreme anwenden und wir erhalten eine
stetige, affine Funktion h: F xR —» R mit

h(y, )z o, hO,u=<u
fur alle (y, ) € Y und alle u € R. h besitzt eine Darstellung

h(y, ) =f) +Bu+y
mit feF, p,yeR. Aus fu+y < pfir alle y folgt sofort =1,y <0. Ausy 20, xe C,
(%) £ 0 ergibt sich (y, p(x)) € ¥, also

xS f(M)+ o)+,

woraus wiederum

a<fMN+a+y

oder kurz

fWz -yz0

folgt, wenn man zum Infimum iibergeht. SchlieBlich gilt fiir x € C allemal (y (x), ¢(x) € Y,
woraus wir

) +ox)za—y=2a

folgern. Das bedeutet, f ist der gesuchte Lagrange Multiplikator. Es bleibt also zu zeigen,
daB Y schwach K-analytisch ist.

Wir zeigen zundchst, daB auch ¢ schwach K-analytischen Epigraphen besitzt. Dies
folgt aus

Epi((ﬂ)Iné1 ,fjl "Qll:{x:n> q;(x)—%}x]R:lm[Cx(qa;’%,n+%)il,

Bezeichnet nun p die Projektionsabbildung Ex F xR — F x R, so folgt aus

Y = p ([Epi (x) x R] n [Epi(p) x F])
in der Tat, dafl Y schwach K-analytisch ist. Damit ist Satz 7 vollstindig bewiesen. [
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