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Sandwich Theorem und  offene Zerlegungen in schwach 
K-analyt ischen Banachrf iumen 

Von 

DOMINIKUS NOLL 

1, Problem. Es sei E ein Banachraum, C, D seien konvexe Teilmengen yon E, o sei 
algebraisch innerer Punkt von C - D, kurz 

(1) o ~ (c - D)L 

Es seien q~: C ~ ]R eine konvexe, ~/: D ~ ]R eine konkave Funktion mit ~/(x) =< q~(x) ffir 
alle x e C n D. Gibt es eine stefige, affine Funktion h: E ~ lg mit den Eigenschaften 

(2) h(x) <= ~o(x), x eC ,  h(y)>= ~/(y), y e D ,  

so sagen wir, das Sandwich Theorem sei gfiltig. 
Die rein algebraische Voraussetzung (1) garantiert stets die Existenz einer affinen 

Funktion h mit den Eigenschaften (2). Die Schwierigkeit liegt im Nachweis stetiger h. Dies 
bedarf natfirlich zus/itzlicher Bedingungen an C, D bzw. q~, ~/. 

In [6, Theorem 6] konnten wir zeigen, dab das Sandwich Theorem unter der Voraus- 
setzung (1) gfiltig ist, wenn E ein separabler Banachraum ist, C, D analytische konvexe 
Teilmengen yon E sind, und q~, ~/Borel-meBbare Funktionen sind. Ebenso konnten wit 
eine nicht separable Version des Sandwich Theorems beweisen ffir den Fall zweier abge- 
schlossener konvexer Teilmengen C, D eines Banachraumes Emit  Borel-megbaren Funk- 
tionen ~, ~/. Die Frage, ob unter der Voraussetzung (I) das Sandwich Theorem ffir 
beliebige konvexe Borelmengen C, D sowie Borel-meBbare q~, ~/in einem (nicht notwen- 
dig separablen) Banachraum gfiltig bleibt, ist often. 

In der vorliegenden Arbeit beweisen wir zwei Varianten des Sandwich Theorems im 
nicht separablen Fall. Insbesondere ergibt sich eine Verallgemeinerung des separablen 
Sandwich Theorems auf den Fall schwach K-analytischer konvexer Mengen C, D sowie 
schwach K-analytischer Abbildungen q~, ~/eines (wegen Bedingung (1) damit schwach 
K-analytischen) Banachraumes E. 

2. Analytische und K-analytische Mengen. In diesem Abschnitt sollen zun/ichst die 
Begriffe des analytischen und des K-analytischen Raumes ins Ged/ichtnis gerufen werden. 

Ein Hausdorffscher topologischer Raum heiBt bekanntlich analytisch, wenn er steti- 
ges Bild eines separablen, vollstfindig metrisierbaren Raumes ist. Er heiBt K-analytisch, 
wenn er stetiges Bild eines K~o-Teilraumes eines topologischen Raumes ist (siehe [1]). 
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Eme Teilmenge eines topologischen Raumes heigt analytisch bzw. K-ana~ytisch, wenn sie 
als Unterraum analytisch bzw. K-analytisch ist. 

Ein Banachraum E heigt schwach K-analytisch, wenn Emit  der schwachen Topologie 
a (E, E') ein K-analytischer Raum ist. Entsprechend heil3t eine Teilmenge von E schwach 
K-analytisch, wenn sie mit der Spur der schwachen Topologie K-analytisch ist. Die 
Klasse der schwach K-analytischen R/iume wurde von Talagrand eingef/ihrt (siehe 
[10, 11, 12]), worauf wit beziiglich Details verweisen. Bemerkenswert ist, dab jeder 
schwach kompakt erzeugte, und damit insbesondere jeder separable Banachraum 
schwach K-analytisch ist (siehe [10]). 

Bekanntlich ist jede Borelmenge eines separablen Banachraumes analytisch. Dem- 
gegenfiber ist jedoch nicht jede schwache Borelmenge eines schwach K-analytischen 
Banachraumes schwach K-analytisch. Die Gfiltigkeit dieser Aussage ffir einen Banach- 
raum E ist sogar, wie der folgende Satz zeigt, eine sehr einschr/inkende Bedingung. 

Satz 1. Es sei E ein schwach kompakt erzeugter Banachraum. Ist jede schwache Borel- 
menge in E schwach K-analytisch, so ist E separabel. 

B e w e i s. Nach [3, 1.1] ist in einem schwach kompakt erzeugten Banachraum jede 
schwache Borelmenge auch eine II II-Borelmenge. Wir nehmen nun an, E sei nicht separa- 
bel. Dann existiert eine Teilmenge D = {y,: ~ < ~} der Mfichtigkeit z > N O von E so, dab 
ffir c~, fl < ~, ~ + fl gilt 

I[Y~ - Yai[ > 3. 

Wir w/ihlen eine Teilmenge X der I1 [I-Einheitskugel B, welche nicht schwach K-analy- 
tisch ist. Wir k6nnen annehmen, dab X die M/ichtigkeit ~ besitzt, d.h. 

Nun setzen wir C = {x~ - y~: ~ < x}, dann sind C, D beide diskret, also il N-abgeschlos- 
sen, also nach Voraussetzung schwach K-analytisch. Damit ist aber auch C + D 
schwach K-analytisch, denn (x, y) ~ x + y ist eine schwach stetige Abbildung. Wegen 
(C + D) c~ B = X ist dies ein Widerspruch. 

Die Klasse der schwach K-analytischen Teilmengen eines schwach K-analytischen 
Banachraumes umfaBt also im allgemeinen nicht die schwachen Borelmengen, wohl aber 
die (ira Sinne yon [1]) schwachen K-Borelmengen. Ein weiteres Indiz daffir, dab die Klasse 
der schwach K-analytischen Mengen in einem schwach K-analytischen Banachraum 
nicht zu ,,klein" ist bildet der folgende 

Satz 2. Jede schwache Bairemenge eines schwach K-analytischen Banachraumes ~st 
schwach K-analytisch. 

B e w e i s. Die a-Algebra der Bairemengen bezfiglich cr (E, E') ist definitionsgemS.g die 
kleinste a-Algebra, bez/iglich der sfimtliche schwach stetigen, reellwertigen Funktionen 
auf E megbar sin& Nach einem Resultat yon Edgar (siehe [3, 2.3]) stimmt diese jedoch 
fiberein mit der yon den f e E' erzeugten a-Algebra. 
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Es sei f ~ E', f 4= o, und es sei B ~ N eine Borelmenge. Dann  ist 

f - l ( B )  = K e r f  + x o B ,  

wenn Xo gew/ihlt ist mit  f ( x o )  = 1. Nach [10, Th6or~me 5.1] ist K e r f  schwach K-analy-  
tisch, w/ihrend x o B analytisch, also auch schwach K-analytisch ist. Dami t  ist freilich 
f - 1 (B) schwach K-analytisch. 

Bezeichnen wir mit ~Jl die Klasse aller f - ~ (B) mit  f 6 E' und B c IR Borelsch, so sind 
folglich die Klassen 9J~, 9X~a, ~ 5 ~ ,  . . . ,  sowie ~10, 91~, g)lo~o,.., allesamt Klassen 
schwach K-analytischer Teilmengen von E, und dies beweist, dab s/imtliche schwachen 
Bairemengen schwach K-analytisch sind. 

3. Erstes Sandwich Theorem. In diesem Abschnitt  beweisen wir ein erstes Sandwich 
Theorem ffir schwach K-analytische Banachrfiume. Zur Formulierung ben6tigen wir 
zun/ichst einen MeBbarkeitsbegriff. 

Es sei T ein Hausdorffscher topologischer Raum. Eine Funkt ion f :  T - ~  IR heiBt 
K-analytisch, wenn ffir jedes c~ e ]R die Menge 

{t ~ T [ f  (t) < ~) 

K-analytisch ist. 

Satz 3. Es sei E ein schwach K-analyt ischer  Banachraum, C, D seien konvexe  Teilmengen 
yon E m i t  o ~ (C - D) i. Es sei ~o: C --+ ~ eine konvexe,  V: D --* ]R eine konkave Funkt ion 
mit ~ (x )  < ~o (x) f i ir  alle x ~ C ~ D. (o, - ~u seien schwach K-analytisch.  Dann exist iert  eine 
stetige, affine Funkt ion h: E ~ IR derart, dafi fi~r alle x ~ C, y ~ D 

h(y) > ~u(y), h(x)  <= ~o(x) 

erfiillt sind. 

B e w e i s. Definiert man eine sublineare Abbildung X: E --* N durch 

Z(Z) = in f{2(~o(x ) -  ~u,(y))[2 > O, x ~  C, y ~ D ,  z = 2 ( x -  y)}, 

so existiert nach Hahn-Banach ein lineares Funktional  f :  E ~ N mit f < Z. Dieses 
genfigt folglich der Beziehung 

f ( x )  - ~o(x) < ~ < f ( y )  - ~,(y) 

ffir ein festes ~ ~ IR und alle x ~ C, y e D. Setzt man also h = f - ~, so erfiillt h vorbehalt- 
lich des Nachweises seiner Stetigkeit die Erwartungen. 

Wir zeigen, daB f stetig ist. Hierzu geniigt es natfirlich zu zeigen, dab X stetig ist. Wir 
beweisen zun/ichst, daB Z schwach K-analytisch ist. 

Ffir ~ ~ N. seien mit C~ bzw. D~ die Mengen 

{ x e C I  ~o(x) < c~} bzw. { y e D l ~ ' ( y )  > c~} 

bezeichnet. Dann  sind die C~, D~ nach Voraussetzung schwach K-analytisch. Verm6ge der 
Gleichung 
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folgt hieraus die schwache K-Analytizit/it yon Z, wenn u die Abbildung 

(x, y, ~) -~ ~ (x - y) 

bezeichnet. 
Eine Teilmenge eines topologischen Raumes T heiBt universell megbar, wenn sie ffir 

jedes endliche BorelmaB/z auf T Element der Carath6odory-Vervollst/indigung der Borel 
a-Algebra ist. Analog zum klassischen Fall gilt nun der folgende 

Hilfssatz 1. dede schwach K-analytische Teilmenge C des Banachraumes E ist schwach 
universell meJ3bar. 

B e w e i s. C sei schwach K-analytisch im Banachraum E. Nach [4, Thmo 14] gibt es 
eine Familie (C(n 1 . . . . .  nk) Jk, n i ~ N)  yon Teilmengen yon C mit den folgenden Eigen- 
schaften: 

(1) C =  U { C ( n ) l n e N } ;  
(2) C(n 1 . . . .  , n 0 = Q) {C(n~ . . . . .  n k, n)[n e N} fiir nl . . . . .  nk ~ N fest. 
(3) Fiir jede Folge hi, n2, n3, . . ,  in N ist ('] {C(n 1 . . . .  , nkj[ k ~ N} schwach kompakt  

und in C enthalten, wobei der Abschlug bezfiglich a (E, E') gebildet ist. 

Es sei nun p ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmag auf E bezfiglich der schwachen Topo- 
logie. Wir definieren eine Funktion 2 auf ~3 E durch 

2(A) = inf {p(B): A c B ~ ~3}, 

wenn ~3 die a-Algebra der schwachen Borelmengen bezeichnet. Somit gibt es zu jedem 
A c E ein B e ~B mir 2(A) =/~(B). Weiter gilt ffir jede Folge Ax, A 2 . . . .  mit A, c A,+~ 

und A = 0 An die Beziehung 
nmX 

2 (A) __< sup 2 (A.). 
tl 

G e m / i g ( 1 ) i s t C =  0 C(n)= 0 0 
n = l  n = l  k = l  

)~(C) < 2 (  U=, C(k))  + 2 

C(k), also gibt es zu festem s > 0 ein *~i e N mit 

I11 

Weiter gilt gemfiB (2) und dem obigen U 
n 2 ~ N mit k = t 

U c(k <__4 ~ c(k,i +-. 2 \k=l k ~=i 4 

Induktiv erh/iit man eine Folge n,,  n2, n 3 . . . .  so, dab ffir jedes r ~ N gilt 

�9 C(k . . . . .  j 5)~ " U C ( k  . . . . .  j , i  + 2 r + , ,  
k '=  k 1 3=J- ~=1 

c(k  = 0 0 0 c(k, 0, also g bt es em 
k = l  j = l  i = 1  
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Fal3t man  diese Ungleichungen zusammen, so ergibt sich fiir jedes r mit der Abkfirzung 

n 1 n r  

D, = 0 ' 0 C(k, . . . , j )  
k = i  j = 1  

die AbschMzung 

i=l ~ --< 2(D~) + s. 

Wir w/ihlen Co e ~3 mit 2 (C) =/~ (Co), C c Co, dann gilt 

/~ (Co) _-< )~ (D3 + e -5 ~ (~5,) + c, 

also wegen D r = Dr+ 1 auch 

wobei jeweils der Abschlul3 bezfiglich a (E, E') zu bilden ist. 

Setzt man  also D (e) = (~ /~, so gilt aufgrund der Bedingung (3) und unter Verwen- 

dung yon K6nigs Lemma  die Beziehung C o c C c D (e) mit /~(D (e)\ Co) < e. Setzt 

man  weiter D o = D n ' so ist Co c C c Do,/l (Do \ Co) = 0, d.h. C ist Element der 
t l = l  

Carath6odory-Vervollst/indigung yon ~3. Damit  ist der Hilfssatz bewiesen. [] 

Dami t  k6nnen wir zum Beweis von Satz 3 zurfickkehren. Ffir jedes ~ e P, ist 
{z e E: X (z) < c~} schwach K-analytisch, nach Hilfssatz I also schwach universell megbar.  
Nach  einem Resultat von Edgar  [3, 1.4] st immen jedoch die schwach universell meBbaren 
Mengen mit den beziiglich der Normtopologie  universell mel3baren fiberein. Hieraus 
folgt, dab )f mel3bar ist bezfiglich der Borel a-Algebra auf ]R und der a-Algebra der (in 
der Norm)  universell megbaren  Mengen auf E. Es sei nun 

B.  = {z e E: Iz(z)l  _-< n} ,  

dann ist B, universell meBbar und es gilt E = 0 B,. Aufgrund des folgenden Hilfs- 
n = l  

satzes 2 is also ffir ein n o e N die Menge U = B,o - B,o eine Nullumgebung in E. Da  Z 
auf U durch 2 n o beschr/inkt ist, folgt hieraus die Stetigkeit yon Z. Damit  ist der Beweis 
von Satz 3 abgeschlossen. 

Hilfssatz 2. (Christensen [2, Thm. 7.1]). Es sei E ein Banachraum, B1, B2 , . . .  eine Folge 

universell mefibarer Teilmengen yon E m i t  E = 0 B,. Dann gibt es ein no e N so, daft 
U = B,o -- B,o Nullumgebung in E ist. [] ,= 1 

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem einfachen aber niitzlichen Invarianzresultat  
ffir die Klasse der K-analytischen Funktionen. 
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Satz 4. Es seien S, T Hausdorffsche topologische Rdume, f :  S x T ~ 1R sei eine K-analy- 
tische Funktion. Dann ist auch die Funktion f • T ~ JR, definiert durch 

f l  (t) : i n f f  (s, t) 
s E S  

K-analyrisch. 

B e w e i s. Bezeichnet P r  die Projektionsabbildung S x T - ,  T, so ist offensichtlich 

{t ~ T I f  z (t) < ~} = PT ({(s, t )I f(s ,  t) < c~}), 

und hieraus ergibt sieh die Behauptung, da Bilder K-analytischer Rfiume anter stetigen 
Abbildungen wieder K-analytisch sind. 

Mit Hilfe von Satz 4 1/iBt sich einfach zeigen, dal3 das Infimum einer Folge K-analyti- 
scher Funktionen wieder K-analytisch ist. 

4. Offene Zerlegungen. In diesem Abschnitt soll ein weiteres Sandwich Theorem ffir 
schwach K-analytische Banachr/iume bewiesen werden. Hierzu ben6tigen wir den Begriff 
der offenen Zerlegung. 

Es sei E ein Banachraum, C, D seien konvexe Teilmengen von E m i t  o ~ (C - D) i und  
o s C c~ D. Das Paar  (C, D) induzlert eine offene Zerlegung von E, wenn zu jeder Null- 
folge (z,) in E ein n o s N und Nullfolgen (x,) in C, (Yn) in D existieren so, dab (zn) eine 
Zerlegung 

Zn  = X n  - -  Y n ,  

n > n o, gestattet. 
Der Begriff der offenen Zerlegung ist fiir den Fall konvexer Kegel C, D mit Spitze o 

vertraut (siehe etwa [9], [5]). Die bier gegebene Definition stellt eine naheliegende Verall- 
gemeinerung auf den Fall beliebiger konvexer Mengen dar. 

In [7] konnten wir zeigen, dab in einem separablen Banachraum E jedes Paar  (C, D) 
analytischer, konvexer Teilmengen von E m i t  o ~ (C - D) i eine offene Zerlegung indu- 
ziert. Dies 1/il3t sich auf den nichtseparablen Fall wie folgt verallgemeinern. 

Satz 5. Es sei E ein schwach K-anatytischer Banachraum, C, D seien schwach K-anaiy- 
tische, konvexe Teilmengen yon Emi t  o ~ (C - D) ~ undo ~ C c~ D. Dann induziert (C, D) eine 
offene Zerlegung yon E. 

B e w e i s. Es sei B die Einheitskugel in E, /~ bezeichne die konvexe, absorbierende 
Menge (B c~ C) - (B c~ D). Es gilt zu zeigen, dab /~  eine Nullumgebung in E ist. 

Es sei q das Minkowski Funktional  von/~, dann ist q: E -~ IR sublinear. Es sei E o ein 
eindimensionaler linearer Teilraum von E, fo: Eo ~ IR sei linear, und es gelte fo < q. fo 
ist stetig auf Eo, w/ihrend q schwach K-analytisch ist. Letzteres folgt aus der Beziehung 

Damit  k6nnen wir unser Sandwich Theorem anwenden und erhalten eine stetige, lineare 
Fortsetzung f von fo auf ganz E, die nach wie vor f < q erffillt. Da  Eo und fo mit 
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fo < q beliebig waren, ist gezeigt, dab q unterhalb halbstetig ist. Da  E ein Banachraum 
ist, ist q mithin sogar stetig, also ist/~ eine Nullumgebung in E. [] 

Nun sind wir in der Lage, das folgende Sandwich Theorem zu beweisen. 

Satz 6. Es sei E ein schwach K-analytischer Banachraum, C, D seien schwach K-anaIy- 
tische, konvexe TeiImengen yon E mit o ~ ( C -  D)'. Es seien ~o: C--+ ]R eine konvexe, 
~u: D ~ ~,  eine konkave Funktion mit gt(x) < ~o(x) fi~r alle x ~ C c~ O. Es existiere ein 

Xo ~ C c~ D so, daft ~o an x o von oben, ~u an Xo von unten halbstetig ist. Dann gilt die Aussage 
des Sandwich Theorems, d.h. es existiert eine stetige, affine Funktion h: E ~ IR so, dafl fiir 
alle x E C, y ~ D die Beziehungen 

h(y) > yJ(y), h(x) < ~o(x) 

erfi~Ilt sind. 

B e w e i s. Wir k6nnen annehmen, dab x o = o ist, da wir widrigenfalls C, D, (;, ~/durch 
C - xo, D - Xo, (Po, ~uo ersetzen k6nnen, wobei 

~Oo(X - Xo) = ~o(x), ~ 'o (y  - Xo) = ~ ( y )  

gesetzt sei. Nach  Voraussetzung gibt es nun eine Nullumgebung U in E so, dab ffir alle 
x ~  U c~ C und alle y ~  U c~ D gilt 

~o(x) < c~, ~(y) > - e  

ffir ein c~ > 0. Wir behaupten, dab die im Beweis yon Satz 3 definierte Funkt ion :(: E ~ IR 
damit auf einer Nullumgebung nach oben durch 2 ~ besehr/inkt ist. Analog dem Beweis 
yon Satz 3 folgt dann hieraus die Behauptung. 

Annahme, Z sei auf keiner Nullumgebung durch 2 c~ nach oben beschr/inkt. Dann 
existiert eine Nullfolge (z,) mit Z (z,) > 2 ~ ffir n ~ N. Da  (C, D) nach Satz 5 eine offene 
Zerlegung von E induziert, gibt es Nullfolgen (x,) in C, (y,) in D mit z, = x,  - y,. Nach 
Definition der Abbildung X gilt aber 

z ( z~  < ~o(x.) - ~ ( y ~  

und dies bedeutet wegen x, e U, y, e U ffir n > n o einen Widerspruch. [] 

B e m e r k u n g. Man beachte, dab die Voraussetzung fiber ~o (bzw. ~u) nicht besagt, 
dab die durch ~0(x) = - oo (bzw. ~u(y) = oo) ffir x # C (bzw. y ~ D) auf ganz E definierte, 
IR-wertige Funkt ion im fiblichen Sinn von oben (bzw. von unten) halbstetig ist. Die 
Voraussetzung ist wesentlich schwficher, da fiber die Menge C (bzw. D) nichts ausgesagt 
wird. 

5. Konvexe Optimierung. In diesem letzten Paragraphen wollen wir eine Anwendung 
des Sandwich Theorems auf die konvexe Optimierung herleiten. 

Es sei E ein Banachraum, C sei eine konvexe Teilmenge yon E, und q~: C -~ R sei eine 
konvexe Funktion. Es sei welter F ein geordneter Banachraum (siehe etwa [9]) mit po- 
sitivem Ordnungskegel F+. Die durch F+ induzierte Ordnung werde durch < bezeichnet. 
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F sei normal  geordnet. Es sei D eine weitere konvexe Teilmenge von E mit C c D, 
Z: D ~ F sei ein konvexer Operator.  Wir betrachten das konvexe Optimiernngsproblem 

minimiere (0 (x), x s C 

(P) unter der Nebenbedingung 

x (x) < o .  

Ein stetiges, positives Funktional  f e F '  heiBt Lagrange Multiplikator fiir (P), falls mit 

= inf q~ (x) e ]R 
xeC, z(x)<O 

die Beziehung 

inf (cp (x) + f (Z (x))) = ,  
xEC 

erffillt ist. Die Existenz yon Lagrange Multiplikatoren folgt gew6hnlich unter gewissen 
Regularit/itsvoraussetzungen fiber das Problem (P). Klassisch ist etwa Slaters Bedingung 
(siehe [8]). Im folgendem wotlen wir eine sehw/ichere Regularit~itsbedingung untersuchen, 
welche gleichfalls die Existenz von Lagrange Multiplikatoren ffir (P) garantiert. 

Das Problem (P) geniigt Rockafellars Bedingung, wenn zu jedem y e F ein x e C und 
ein 2 > 0 existieren mit Z (x) =< 2 y. 

Die Namenswahl  bezieht sich auf die erstmalige Verwendung dieser Bedingung in [8]. 
Offensichtlieh ist Rockafellars Bedingung eine Folge von Slaters Bedingung. Rockafellars 
Bedingung kann aber im Gegensatz zu Slaters Bedingung auch dann erffillt sein, wenn 
der Ordnungskegel F+ keine inneren Punkte  besitzt. 

Satz 7. Es sei C eine schwaeh K-analytische Teilmenge des Banachraumes E, ~: C ~ 
sei konvex und schwaeh K-analytisch. Es sei F ein sehwach K-analytiseher, normal geordne- 
ter Banachraum. Die konvexe Abbildung Z: C ~ F besitze schwach K-analytischen Epigra- 
phen 

Epi (Z) = {(x, y) ~ C • F: y > X(x)}. 

Es gelte RockafelIars Bedingung fiir das Problem (P). Dann existiert ein Lagrange Multipti- 
kator fiir (P). 

B e w e i s. Man  beachte, dab als Folge von Rockafellars Bedingung sicherlich 
- oo < ~ < oo gilt. Es sei zun/ichst r = - oo. Dann  ist offensichtlich jedes positive, 
stetige lineare Funktional  f auf F ein Lagrange Multiplikator ffir (P). Es sei also ~ ~ N. 
Wir definieren konvexe Teilmengen X, Y von F • ~ dutch 

x = {o} x ~ ,  

z = {(y, ~)13x  ~ C z ( x )  < y,  ~o(x) __</,}. 

Die Abbildungen {: X --+ IR, ~/: Y--+ N seien definiert durch 

~(0, r , ) =  i, ,  v ( y , ~ )  = ~, 

(0,/1) ~ X, (y, it) ~ Y Offensichtlich ist g konvex, ~/konkav, undes  gilt */(0, p) = ~ =< { (0, ~) 
fiir alle (0, #) e Y nach Definition yon ~. Rockafellars Bedingung besagt gerade, daB (0, 0) 
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algebraisch innerer Punkt  von X - Y ist. Ist n/imlich (y,/~) e F x R,  so w/ihlen wir x e C 
und 2 > 0 mit Z (x) < 2 ( - y). Damit  ist ( -  2 y, ~ (x)) E Y, (0, 2-/~ + (o (x)) e X und es gilt 

(y, ~) = ~ [(0, ,~ ./~ + ~0 (x)) - ( -  2~y, (0 (x))l, 

woraus sich (0, 0) ~ (X - y)i ergibt. 
Vorbehaltlich des Nachweises, dab Y eine schwach K-analytische Teilmenge yon F x IR 

ist, lfil3t sich nun eines der beiden Sandwich Theoreme anwenden und wir erhalten eine 
stetige, affine Funkt ion h: F x ]R --. P, mit 

h(y, lt)>=cr h(O,#)<=/~ 

ffir al le  (y ,  #)  ~ Y und alle # E R .  h besitzt eine Darstellung 

h(y, it) = f ( y )  + fll~ + 7 

mit f e F ' ,  fl, 7 e IR. Aus t ip  + 7 < t~ ffir alle/~ folgt sofort/3 = 1, 7 < 0. Aus y > 0, x e C, 
;g(x) < 0 ergibt sich (y, ~o(x))~ IT, also 

ce < f (y) + ~o(x) + 7, 

woraus wiederum 

c~ ~ f ( y )  + ~ + 7 

oder kurz 

f(Y) ~ - 7  => 0 

folgt, wenn man zum Infimum iibergeht. SchlieBlich gilt ffir x e C allemal (X (x), (p (x)) ~ 1i, 
woraus wir 

f ( z ( x ) ) +  ~(x)>__~-7=> 

folgern. Das bedeutet, f i s t  der gesuchte Lagrange Multiplikator. Es bleibt also zu zeigen, 
da8 Y schwach K-analytisch ist. 

Wit  zeigen zun~chst, dab auch (p schwach K-analytischen Epigraphen besitzt. Dies 
folgt aus 

- -  - - - - , r / +  . 
n = l  m = t  t/~Q m 

Bezeichnet nun p die Projektionsabbildung E x F x IR ~ F x R,  so folgt aus 

Y = p ([Epi (Z) x R] c~ [Epi (~o) x F]) 

in der Tat, dat? Y schwach K-analytisch ist. Damit ist Satz 7 vollst/indig bewiesen. [] 
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