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Rappel de |'épisode précédent

=] 5 = = £ DA

M. Sablik (LATP)



Sous-shifts définit par des motifs interdits

UcZ? fini motif ue AY
Soit F un ensemble de motifs, on définit le sous-shift de motifs interdits F:

T(A,d,F)={xe AZd : Aucun motif de F n'apparait dans x} ¢ AZd
Quelques classes de sous-shifts:
T fullshift (FS) <« F=oetT=T(Ad F)=A"

T sous-shift de type fini (SFT) <= il existe un ensemble fini de motifs F tel
que T=T(A,d,F)
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Opérations dynamiques sur les sous-shift
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Finite Type operation: FT

Définition

Soit T c AZd un sous-shift et F une famille de motif, on définit:

FTA(T)=Tx ( U a"([u])).

N
i €79 ueF
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Finite Type operation: FT

Définition

Soit T c AZd un sous-shift et F une famille de motif, on définit:

FT-(T)=T~ ( U g"([u])).

N
i €79 ueF

Remarque : Par définition, on a:

Cler(FS)=SFT
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Opération de facteur: Fact

Definition

Soit T ¢ A% un sous-shift et 7: AZ” - B% un morphisme (continue et
com=moo), Fact, (T)=n(T)c BZ est un facteur de T.
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Opération de facteur: Fact
Definition

d d d
Soit T ¢ A% un sous-shift et 7 : AZ" — BZ" un morphisme (continue et
com=moo), Fact, (T)=n(T)c BZ est un facteur de T.

Exemple :
On considére:
> A= {D,-,I} . OOEEEEOCCEECOEEEEEEEECOCER. .. € 2
> = TA,{II,II,ID,DI} c A% | 7
. ~a L en(T)
. Z BZ mor hlsme tel ue :{D_)D [sinl [ ] 1 Iufuial | Juiul 111 1] Julufa] | ] Eﬂ'(
pr: AL - p que :_):

7(X) = {x € {O,m}Z/ les blocs de m ont une longueur paire}
Ainsi SFT & Clraee(SFT)
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Opération de facteur: Fact
Definition

d d d
Soit T ¢ A% un sous-shift et 7 : AZ" — BZ" un morphisme (continue et
com=moo), Fact, (T)=n(T)c B est un facteur de T.

Exemple :
On considére:
> A= {D,-,.} . OOEEEEOCCEECOEEEEEEEECOCER. .. € 2
>3 = TA,{II,II,ID,DI} c A% | m
pr: AZ - BZ morphisme tel que 7 : {E”E .. OOEEEEODO0CEEOCEssssEEmcCOCEs... € F(Z)
: p q i g

7(X) = {x € {O,m}%/ les blocs de m ont une longueur paire}

Ainsi SFT ¢ Clpaee(SFT)
Cle(SFT) est la classe des sous-shifts sofiques.

Théoreme (Weiss)

En dimension 1, un sous-shift est sofique si et seulement si I'ensemble des mots
interdits est rationnel (i.e. décrit par un automate fini)
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Sous-shift réalisé comme sous action d'un sous-shift?
Soit ¥ =T({a, b,c},1,{ba,ch,ac,ca”b™c: n+ m}) on considére le sous-shift

T={xe({ab, c}Zz 13y e X tel que x(_jy = y pour tout j € Z}
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Sous-shift réalisé comme sous action d'un sous-shift?

Soit ¥ =T({a, b,c},1,{ba,ch,ac,ca”b™c: n+ m}) on considére le sous-shift

T={xe({abc}” :yeX tel quexj=y
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Sous-shift réalisé comme sous action d'un sous-shift?

Soit ¥ =T({a, b,c},1,{ba,ch,ac,ca”b™c: n+ m}) on considére le sous-shift

T={xe({ab, c:}Z2 13y e X tel que x(_jy = y pour tout j € Z}
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Sous-action projective: SA

Définition

Soit G un sous-groupe de Z¢ engendré par uy, o, ..., ug (d’' < d). Soit T ¢ Az

un sous-shift :

d’ . : ’
SA(;(T)={ yEAZ : dx €T tel que Vll,...,IdIEZd, }

yl'1,..4,l'd/ = Xi1 uy +"'+id’ uyr

Soit G = {(i,i):ie€Z} c Z?.

SA; (T)
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Exemple de sous-action projective

Soit A= {ommommmn}, il set possible de définir un SFT T c A7 tel sue O est
un fond et toute composante and finite non O-composant a la forme suivante:
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Exemple de sous-action projective

. . . e 2
Soit A= {nmmommmn}, il set possible de définir un SFT T c A% tel sue O est
un fond et toute composante and finite non O-composant a la forme suivante:

Soit G = {(i,i):i€Z}, on a:

SA;(T)=T({ommoemam},1,{~xm"®"x:n+m}) ¢ Sofic.

Ainsi Clsp(Sofic) # Sofic.
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Sous-shifts définit par des motifs interdits

UcZ fini motif u e AY
Soit F un ensemble de motifs, on définit le sous-shift de motifs interdits F:

T(A,d,F)={xe A% . Aucun motif de F n'apparait dans x} ¢ A%
Quelques classes de sous-shifts:

T fullshift (FS) < F=oetT=T(Ad F)=A",

T sous-shift de type (SFT) <= il existe un ensemble fini de motifs F tel
que T=T(A,d,F)

T sous-shift effectif (RE) <= il existe un ensemble récursivement
énumérable de motifs F tel que T =
T(Ad,F).
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Barriére liée a la calculabilité

Proposition
Clsa(Sofic) = Clract.sa(SFT) ¢ RE }

Preuve:

Soit T =7(T(B,2,F)) un sofique ot F est finiet 7: B - A.

On considére ~ = SAg (T) et on souhaite montrer que c'est un sous-shift
récursivement énumérable. On a:

u est un motif interdit de * <= 3Im tel qu’aucun motif de support
[-m, m]? contenant u au centre sat-
isfasse F.

Ainsi pour un mot u € A" on programme la machine M, qui énumére tout les
motifs de taille [-m, m]? contenant u en son centre et satisfaisant F. La machine
s'arréte si M, ne trouve pas de motif satisfaisant les contraintes.

La machine qui énumére les motifs interdit de & fait tourné en paralléle les
machine M, et donne u si M, s'arréte.
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Théoréme de réalisation

Théoréme (Hochman-2009, Durand-Romashchenko-Shen-2010,Aubrun-Sablik-2010)

Pour tout sous-shift effectif ¥ c AZJ il existe un sous-shift de type fini
Trinar = T(B,d +1,F) et un facteur 7: B - A tel que x € X si et seulement si il
existe y € Trina1(B,d + 1, F) vérifiant ﬂ(y)de{,-} = x pour tout /€ Z.

o Clsa(Sofic) =RE.

@ Tout sous-shift effectif de dimension d est conjugué a une sous-action d'un
sous-shift de type fini de dimension d + 1.

Plus précisément x € T si et
seulement si une superposi-
tion de x dans une direction
appartient 3 7T(Trina1)-

— xeT
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Trés bréve idée de preuve

On souhaite simuler un sous-shift effectif ¥ ¢ As” a I'aide d'un SFT de dimension
2. Different layers:

e Couche 1: Une superposition d'une configuration x € Ay” (le candidat
xeX?),

@ Couche 2: Zone de calcul pour les machines Mgorpig €t Msearch,

@ Couche 3: Une machne de Turing Mgorpiq qui énumére les motifs interdits

@ Couche 4:Une machne de Turing Mgearcn qui Vérifie si le motif interdit
apparait dans le candidat x.
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Simulation d'une machine de Turing
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Zones de responsabilité de Mgorpig

Les zones de responsabilité doivent vérifier toute la configuration, ainsi pour éviter

les lignes de fractures, elle doivent se chevaucher (...x_ax_1xp € L(X) et

Xox1x2--- € L{(X) n'implique pas que ...x_px_1xpx1 X2+ € L(X)).
LB _ e
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Applications
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Applications

Ce théoréme a un réle central lorsque on cherche a construire un SFT ou pavage
par régles locales avec des propriétés particuliéres. Voici quelques exemples:

00 O©0 o0oO

caractérisation de |'entropie d'un SFT multidimensionnel,

caractérisation des pavages par coupé projection qui admettent des régles
locales,

caractérisation des pavages s-adique multidimensionnel qui admettent des
régles locales,

caractérisation des périodes possible pour un SFT multidimensionnel,

calculabilité de la fonction de quasi-périodicité...
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Pavages planaires
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n — d pavages

Q
Q\
S

teurs, il y a

V; vecC

—

@ Une n — d tuile est un parallelotope engendré par d des

donc (Z) tuiles.

e Un n — d pavage est un pavage de R? par des n — d tuiles.

par des n — d tuiles, c’est

_4 de tous les pavages de RY

I'espace complet espace complet des n — d pavages.

o L'ensemble X,

Novembre 2012

E
<
&
=
5
[
n
5



n — d pavages

o Une n — d tuile est un parallelotope engendré par d des V; vecteurs, il y a
donc (Z) tuiles.

e Un n — d pavage est un pavage de R? par des n — d tuiles.

o L'ensemble X,_4 de tous les pavages de R? par des n — d tuiles, c'est
I'espace complet espace complet des n — d pavages.
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Surface discréte relevée

yd N\ AN N

On considére un n — d pavage.
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Surface discréte relevée

yd AN\ AN N

A un sommet du pavage, on associe un vecteur de Z".
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Surface discréte relevée

y A\ AN

Puis on modifie la k™¢ coordonnée lorsqu'on se déplace savant le
k™ vecteur.
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Surface discréte relevée

v A\ AN

Les sommets de la n — d tuiles sont donc envoyé sur les sommets
de [0,1]".
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Surface discréte relevée

-1,0,0,0,0

-2,-1,0,0,0 9,0,0,0,-1

Ainsi, le n — d pavage est envoyé sur une surface discréte R":
c'est la surface relevée du pavage.
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Planar tilings

Définition
Un espace de n — d pavage T c X,,_.4 est un espace plantaire de pavages si il

existe un espace vectoriel d-dimensionnel V c R”, la pente et un entier positif w,
I'épaisseur, tel que le pavage t € T peut étre relevé dans I'ensemble V + [0, w)".
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Planar tilings

Définition
Un espace de n — d pavage T c X, 4 est un espace plantaire de pavages si il

existe un espace vectoriel d-dimensionnel V c R”, la pente et un entier positif w,
I'épaisseur, tel que le pavage t € T peut étre relevé dans 'ensemble V + [0, w)".

w=17

Le cas w =1 correspond au pavage planaire parfait.
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Pavages planaires

|

I'épaisseur, tel que le pavage t € T peut étre relevé dans I'ensemble V + [0, w)".

Un espace de n — d pavage T c X, 4 est un espace planaire de pavages si il
existe un espace vectoriel d-dimensionnel V c R”, la pente et un entier positif w,

Definition

1 correspond au pavage planaire parfait.

Le cas w
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Pavages planaires

|

I'épaisseur, tel que le pavage t € T peut étre relevé dans I'ensemble V + [0, w)".

Un espace de n — d pavage T c X, 4 est un espace planaire de pavages si il
existe un espace vectoriel d-dimensionnel V c R”, la pente et un entier positif w,

Definition

2, si w > 2, cela correspond au pavage planaire faible.

Ici w =

21/ 43
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Pavages planaires

|

I'épaisseur, tel que le pavage t € T peut étre relevé dans I'ensemble V + [0, w)".

Un espace de n — d pavage T c X, 4 est un espace planaire de pavages si il
existe un espace vectoriel d-dimensionnel V c R", la pente et un entier positif w,

Definition

3, si w > 2, cela correspond au pavage planaire f:

Ici w =
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Régles locales

@ Un n — d-motif de taille r d'un pavage t € X,,_.4 est I'ensemble des tuiles
contenues dans une boule de rayon r > 0. Pour T c X,_4, on note P,(T)
I'ensemble des n — d-motifs de taille r de chaque pavage de T.

@ L'ensemble des pavage dont les n — d-motifs F sont interdits est:
Tr = {t e X,.q:aucun motif de F apparait dans t}

o T est un espace de pavage de type fini si il existe F fini tel que T = T£.
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Regles locale avec décoration

On considére les 3 — 2 tuiles coloriées . a} qui peuvent étre collée

si les deux arétes correspondantes ont la méme couleur.
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Un ensemble de pavages admet des régles locales avec décoration si le fait de

si les deux arétes correspondantes ont la méme couleur.
colorier les tuiles permet de le décrire complétement.

On considére les 3 — 2 tuiles coloriées



Regles locale avec décoration

Considérons les 3 — 2 tuiles suivantes:{ . a . a O} qui

peuvent étre collée si les deux arétes correspondantes ont la méme couleur.
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Considérons les 3 — 2 tuiles suivantes:{ . a . a O}

peuvent étre collée si les deux arétes correspondantes ont la méme couleur. Ces
régles autorisent de petites fluctuations et on obtient un pavage planaire faible




Historique du probléme

Quels espaces vectoriels admettent des régles locales coloriées ou pas?J

Pavages a n-symétries: on considére le plan R(u1, ..., u,) + R(vy, ..., v,) ol

(2k7r) . (2kﬂ')
u, =cos| — | and v, =sin[ —
n n

Pavage régles locales régles locales
sans décoration | avec décoration
5, 10-symétries forte forte®)
8-symétries n’existe pas(®) forte®
12-symétries n'existe pas(®) forte(®
n-symétries (avec 4 qui ne divise pas n) faible® forte?
pente quadratique dans R* faible(®) forte(”)
non algébrique n'existe pas(®) ?
M) Penrose 1974  (?): Burkov 1988  (3):Le 1992 #):Socolar 1989

(). Socolar 1990  (®: Levitov 1988 (V: Le & al. 1992 ®): Le 1997
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Résultats principaux

@ Un vecteur vV € R" est calculable si il existe une fonction calculable
f:N— Q" tel que ||V - £(n)||eo < 5 pour tout neN.

@ Un espace vectorial V cR” de dimension d est calculable si il existe un
ensemble de d vecteurs calculables qui engendre V.

Théoréme (Fernique & S. 2012)

Un espace vectorial d-dimensionnel V' admet des n — d-régles locales colorées
faibles (d'épaisseur 3) pour n > d si et seulement si il est calculable.

Theorem (Fernique & S. 2012)

Un espace vectorial d-dimensionnel V' admet des n — d-régles locales faibles
(d'épaisseur 4) pour n> d si et seulement si il est calculable.
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Historique du probléme

Quels espaces vectoriels admettent des régles locales coloriées ou pas?J

Pavages a n-symétries: on considére le plan R(u1, ..., u,) + R(vy, ..., v,) ol

2km . [ 2km
up = cos(—) and v = sin (—)
n n

Pavage régles locales régles locales
sans décoration | avec décoration
5,10-symétries forte forte(
8-symétries n'existe pas(®) forte(®
12-symétries n’existe pas®®) forte®)
n-symétries (avec 4 qui ne divise pas n) faible®) forte?
pente quadratique dans R* faible(® forte(”)
non algébrique n'existe pas(® ?
(): Penrose 1974 (2 Burkov 1988  (3):Le 1992 #):Socolar 1989

() Socolar 1990  (®: Levitov 1988 (. Le & al. 1992 (®): Le 1997
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Historique du probléme

Quels espaces vectoriels admettent des régles locales coloriées ou pas?J

Pavages a n-symétries: on considére le plan R(uy, ..., up) + R(vq, ..., v,) ou

(2k7r) . (2k7r)
u,=cos| — | and v =sin| —
n n

Pavage régles locales régles locales
sans décoration | avec décoration
5, 10-symétries forte forte™
8-symétries n’existe pas® forte®®
12-symétries n'existe pas(3) forte™®
n-symétries (avec 4 qui ne divise pas n) faible® forte?
pente quadratique dans R* faible® forte(
non algébrique n'existe pas(® ?

Notion de régles locales naturelles

Des régles locales sont dites naturelle si elles sont vérifiées par les n — d-pavages a
distance 1 de I'espace vectoriel considéré.
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Barriere liée a la calculabilité

CIRT= = = RTINS
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Métrique sur I'ensemble des espaces vectoriels
d-dimensionnel

Soit S = {x € R":||X||oo = 1}, étant donné V et W deux espaces vectoriels de
dimension d de R", on définit la distance

d(V, W) = max{ sup inf ||[V-w|e ; sup inf|lv- W||oo}.
w weSnw VeV

veSnV we

V est calculable si il existe une machine de Turing qui sur I'entrée n € N donne

une base rationnelle qui définit W), un espace vectoriel de dimension d tel que
d(vV,w,) <t
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Algorithme pour obtenir la pente
Entrée: Régles locales de |'espace de pavages plantaire T, |'épaisseur w et un
entier n.
Algorithme:

o r:==2wnetd:=1

e Tant que d > 2—1n faire:

» on énumére P,(T), I'ensemble des motifs autorisé par ces régles locales de
diamétre r centré sur 0 (ceci prend un temps fini mais exponentiel en r)

» on énumeére X,, I'ensemble des espaces vectoriels de dimension d associé au
sommets du bord lorsqu'on reléve P, et on calcule

d= max_ d(Wi, Ws)
Wi, WaeX,

@ Sortie: un élément de W € X,

Cet algorithme s’arréte: Pour un r suffisamment grand, tout les espaces
vectoriels de X, sont proche de V. Sinon, par compacité on obtient au moins
deux pentes pour le pavage planaire T. _

L’algorithme fonctionne: Il existe W' € X, tel que d(W', V) < %, ainsi

d(W,V)<d(W,W')+d(W', V)< 2i+
n

M. Sablik (LATP) Caractérisation des sous-dynamiques Novembre 2012 29 / 43



Réalisation d'un pavage planaire calculable
3 — 2 avec des réegles locales
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Mots Quasi-Sturmien
»On définit le mot sturmien s, o € {0,1}% de pente v € [0,1] et d’origine p par

Spa(n)=0 < (p+na) mod1le[0,1-a).

»Pour x,y € {0,1}% on définie d(x,y) = sup,cq [[XpXp+1 - - - Xqlo = [VpYp+1 - - - Yalol -

Fact: Deux mots sturmiens de méme pente sont a distance au plus égal 3 1

Sp,ai  ---0010001000100010001000010001000100010. ..
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Mots Quasi-Sturmien
»On définit le mot sturmien s, o € {0,1}% de pente v € [0,1] et d’origine p par

Spa(n) =0 < (p+na) mod1le[0,1-a).
»Pour x,y € {0,1}” on définie d(x,y) = sup g [[XpXp+1 - - - Xqlo = [VpYp+1 - - - Yalol -
Fact: Deux mots sturmiens de méme pente sont a distance au plus égal a 1

»x € {0,1}” est un mot quasi-sturmien de pente o si d(x,s,q) < 1.

w = 21
Spa’ ---0010001000100010001000010001000100010. ..
Quasi-Sturmian: ...0010101000100000001001000001001001010...
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Mots Quasi-Sturmien
»On définie le mot sturmian s, , € {0,1}% de pente a € [0,1] et d’origine p par

Sp.a(n)=0 < (p+na) mod1le[0,1-a).
»x € {0,1}” est un mot quasi-sturmien de pente o si d(x,s, ) < 1.

Fact: x,y € {0,1}7 vérifient d(x,y) < 1 si et seulement si on peut obtenir x en
modifiant y par les remplacements de lettres 0 - 1 ou 1 — 0, de tel sorte qu'il y

ait une alternance des types de remplacement.

w = 21
Sp.at -..0010001000100010001000010001000100010. ..
Quasi-Sturmien: ...0010101000100000001001000010001001010. ..
Changes: ) i [

Novembre 2012
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Mots Quasi-Sturmien
»On définie le mot sturmian s, , € {0,1}% de pente a € [0,1] et d’origine p par

Sp.a(n)=0 < (p+na) mod1le[0,1-a).
»x € {0,1}” est un mot quasi-sturmien de pente o si d(x,s, ) < 1.

Fact: x,y € {0,1}7 vérifient d(x,y) < 1 si et seulement si on peut obtenir x en
modifiant y par les remplacements de lettres 0 - 1 ou 1 — 0, de tel sorte qu'il y

ait une alternance des types de remplacement.

w = 21
Sp,al  --.0010001000100010001000010001000100010...
Quasi-Sturmien: ...0010101000100000001001000010001001010. ..
Coding: ...0000011111111110000000110001000100111...

Novembre 2012
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Bandes d'un pavage planaire 3 - 2 parfait

50X KIKCXO- K- X0 K- XX 4
OO0 -0 X0~ X0 X-CX-04

22 9

/ (N { " NN A AN NN/
B 337 A2 LB ZE
SERrTS EIn «FEXRIEEESS
2SRRI RS AE mS i REERRDE

F2REER pER T SEs BT IR
BB, SRS RS, SR

0RO 0 Y

Pour un pavage 3 — 2 planaire parfait, il y a des bandes codant des mots
sturmiens qui se croisent.
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Bandes d'un pavage planaire 3 - 2 parfait

NIARIN NP AN PN AN AN

OIS A ST T T
NEANINININANININININ

te.

&me pen

s

éles codent deux mot sturmiens de m

Deux lignes parall

s
v
3

g
£
[
c
>

o
0
3
o
2
-
v

-l
c

g
2
[

=
g

K
1
v
I
g
o

8]
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D'un plan discret 3 — 2 vers un sous-shift quasi-Sturmian

<1}

0.0.00‘0.0.00.0.0..00\0.0\‘00.0‘00 sw
00‘0‘0.00.0.0.00.0.00\0‘.00‘0.0\ m c
AR PR AROGOR O™ X m
0.0&0‘0\0&0‘0\0\.00.0.00.0.0.00‘ £
0..0...00.0\0.00.0.0..00.0‘0.“ > g
..0\.0.0..0\0\.0.0.0..0. Y =
it N
!l / =3 hm
T8
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)

E
<
&
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5
[
n
5
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D'un plan discret 3 — 2 vers un sous-shift quasi-Sturmian

sl}
fae

a)

0.0.0..00.0.‘..0‘.0.0.0.0.00.0.0‘. sm L
%lololoolololo‘loioli%lololl%loio T .
SOOI OO RO H) X 2
0.00.0 ol%io 0.00.0 0.00.0 0.00‘0 3 m

OXOGOGORO XX R X g b o
OO RO HXOGON I A = 2
(R AP R AT R AP RO S8

O A RO KR 2
OO XXX AL & &
(R R AP KRl A PHRO AP R Rl sl
O AP I AP IR O KRl =
RO RS X RO R A S =
P KSR AR AF Rl AP % -~ 9
R AR AP ORI RO v g
NI IR KRAHNIOAS 5 3
i A g
__m:m
5
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D'un plan discret 3 — 2 vers un sous-shift quasi-Sturmian

oy

.o.%..‘.
b

o)

o

e

o

<1}

:Vm d(X(,m)»Sp,a)

{x €{0,1}%
Sous-shift quasi-sturmien

)

= Sp,

: VmEIp X(.,m)

Sous-shift sturmien

T c{x € {0, l}Z2
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D'un plan discret 3 — 2 vers un sous-shift quasi-Sturmian

-
HPP
.I_I.I.I..I.I
e e
vl el
il
e

HH .I.I.

II.I

Pl
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o o
o o O
I._I_ ..’. ._I.I { .I_ =
RN RN EYE,
.. /| .I_. I.

I..“.I.I..“.I.I.I.I
.I. = .I. !

mw
=

Vm d(X("m),Sp’a) < 1}

Sous-shift quasi-sturmien

{xe{o,1}7:

2Vm3p X(,m)

1%
Sous-shift sturmien

)

T c{xe {0

DA
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D'un plan discret 3 — 2 vers un sous-shift quasi-Sturmian
EEES N

]
|| [ [0 |
|| H | |
. [ [ ] | |
|| || HeE HEE
L] = | | .I.I = ||
| [ | [T ]
ENERrErErEETN HEEEEEEE [ |
|| L] .. ol ] l'.l' [ [ ]
EEEEEN [ B | | [ | o[
ENENEREEE R RN
| T [ [T —H | [ ] H
| T T T T T O o D | I
T c{x €{0,1}% :vm3p X(m) = sp,a}c {x €{0,1}% :vm d(X(,m)Sp.a) < 1}
Sous-shift sturmien Sous-shift quasi-sturmien
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D'un plan discret 3 — 2 vers un sous-shift quasi-Sturmian

o) <1}

Sp,

:Vm d(X(.’m),

{x €{0,1}%
Sous-shift quasi-sturmien

Je

Caractérisation des sous-dynamiques

=Sp,a

2Vm3p X m)
Sous-shift sturmien

1%

)

T c{xe{o

=

[m]
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Le sous-shift quasi-sturmien de pente « est sofique

Si « est calculable alors {sa’p €e{0,1}%2:pe R} est un sous-shift effectif. Ainsi il
existe un SFT Tyg1y.8,7 ¢ ({0,1} x B)Zz tel que:

1]H{o o MLt o 1ol 2 {1l el &l l@7t adtl el oVf]of}] 1

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

4 ~
I aquT Tghnc CoU TC TITCTIT TITOLU SLUTTTTET Da,p
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Le sous-shift quasi-sturmien de pente « est sofique
On considére SFT Q, c ({0,1} x B x {0, 1})Zz tel que:
m2(x) € T F,

x€Q, = 73(Xm,n) = 0 and 73(Xm,ns1) =1 = 1 (Xm,n) =0,

m3(Xm.n) =1 and m3(Xm ps1) =0 = T1(Xm,n) = L.

1{O{ [ [0O] | |OOf[[OO{{L Lf| (O L{|[OL]||OL}f{L1|][OO[[[0O]]]|0Lff{L1]|]{0O0f]|[0O0]]]|0O0f}1\L

1O[[[{0O] | |00 (O 1|1 L (O L{|[{OL]||OL}f{L1[|[OO[[{[0O]]|]|0OOFf{LO}|{0OOf|[0OL]|[[01}}]1i1

1/0{[[00]||0Of[[OO}{{LOf|(OO[|[OO]|(0OL{{{L1{}[OL{{[0O1]]]|OLff{L1]|[0Of][0O]|]]|OO}}|L0O0

1O[[[{0O]{|OL{ (O L} {1 L{|(OO[|[OO]||OOFf{LO}|(OL{{[OL]]]|OLFf{L1]|]{OOf|[0O]]][01}}|LL

QurCrraqucTgmc oI ldJUUtC urmCoUagcT vdahucT uc llldlllclt:'Illucpclludlltc.
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Le sous-shift quasi-sturmien de pente « est sofique
1 (Xm,n) si 773(Xm,n) = 7T3(Xm,n+1)a
1-7m1(Xm,n) dans les autres cas.

7(Qa) = Qa = {X € {0, 1}227 VmeZ, d(X(,m),Sa,0) < 1}

On définit m(x)m,n =

il

1; 11} {01} (01| {OT} L1 1{{[L1} il

11} {01} (01| (0T} L1 1 11| O] { [
1 1{{[L1{}01{{J01{{ OI{f[11} il

it 11 il 1} [O1{f[11} 1}

1
1{|]O[|JO{|]O[|]L[{]O[|]O[|]O[|]L{|IO[{[O[{]O[|[1[[{[O[{[O]{[O]{[L1]|[O]{[O]{]O
1{|]1{]]O[|]O[|]O[]]O[|]O[|[O[|]L[]IO[{[O[{[O[{[O[[[O[{[1{[[O]{[L1]|{[O]{[O]{]O
1{|JO[|JO{|]L{JIL{|]O[|]O[|[O[|]O[|IO[{[1{[[O[[{[O[[[O[{[O[{[L1]|[L1][[O]{[O]{]O
1{|JO[|JO{|]O[|]L[{]O[|]O[|[O{|]L[|]O[{[O[{]O[|[1[[{[O[{[O[{[O]{[L1{|[O]{[O]{]O
1{|JO[|]O{|]O[|]L{{]O[|]O[|]O[|]L{|]O[{[O[{]O[|[1[[{[O[{[O[{[O]{[L1{[{[O]{[O]{]O
1{|]1{]]O[|]O[|]O[]]O[|]O[|[O[|]L[]IO[{[O[{[O[{[O[[[O[{[1{[[O]{[L1][[O]{[O]{]O
L{{JO[|JO{|]L{JIL{{]O[|IO[|[O[|]O[|IO[{[L{[[O[{[O[[{[O[{[O[{[L1][{[L1{[[O]{[O]{]O

Apres projection du facteur w, chaque ligne est un mot quasi-sturmien
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—~

Transformation de tuiles de @, en tuiles 3 — 2

Chaque tuile de @, peut étre vu comme un tuile de Wang.

—

On construit I'ensemble 72 de tiles 3 — 2 coloriées de la maniére suivante:

nnnnn

11111

nnnnn

00000

11111

ooooo

00000

00000

00000

lllll

On appelle v;-bande d'un pavage 3 — 2 une suite de tuiles adjacentes suivant

I"arréte v;.

—

Ainsi, T force exactement des v3-bandes de pente .

35 / 43
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Epaisseur d'un pavage planaire
Comme précédemment, on construit les jeux de tuiles 7'/;,’2 et T(:;B et on considére

P _ 1%
le pavage 3 — 2 formé avec 7y o 8 = Tagp %,

Deux sommets de ce pavage sont reliés par un chemin formé par deux de ces
bandes: on a donc un pavage planaire de pente orthogonale a (1,«, ) et
d'épaisseur au plus 3.

Théoréme (Fernique & S.)

Un espace vectoriel V de dimension d avec n> d admet des régles locales faibles
colorées n — d (d'épaisseur 3) si et seulement si il est calculable.
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Comment supprimé les couleurs?

Etant donné une pente, il est possible de substitué chaque tuile par une "meta"
tuile arbitrairement large. Ainsi les décorations peuvent étre codé par des
fluctuation et I'épaisseur n’augmente pas plus de 1.

Théorém (Fernique & S.)

Un espace vectoriel V de dimension d avec n > d admet des régles locale n — d si
et seulement si il est calculable.
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Cas de la dimension 1

Théoréme (Lind 1984)
{h(T) :Tc .AZd SFT} = {S log(a) : p,q € N, @ Nombre de Perron}

Nombre de Perron: Nombre algébrique plus grand que le module de ses conjugués.
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Résultat en dimension supérieure

Soit F un ensemble fini de motifs et T = T(A,d,F).
@ Un motif u est localement admissible si aucun motif de F n'apparait dans u.
On note N,(F) = Card{u ¢ Al Jocalement admissible}
o Un motif u est globalement admissible si 3x € T(A,d,F) tel que uc x. On
note N,(T) = Card{u € Alon-117 globalement admissible}
On a N,(T) < N, (F).
On rappelle que

) = i B _ i o8I ()

Théoréme (Hochman-Meyerovitch, 2007)

Pour d >2, on a

{h(T) LT c A% SFT} = {a :3(an) € QY N\ récursive telle que o = inlg 04,,}
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Barriére liée a la calculabilité

Fact: inf ey N“rff) = infpen

Nn(F)
nd
. d ..
On fixe ng € N. Pour tout u e Al%"~11% |ocalement admissible non globalement
admissible, il existe K(u) tel que u ne peut pas é&tre étendu en un motif de

[-K(u),K(u)]?. On pose:

K(no) = max{K(u) : u e Al%™ est localement admissible mais pas globalement’
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Barriére liée a la calculabilité

Fact: inf ey "(f) =inf,e N"n(f)

d .
On fixe ng € N. Pour tout u € A% |ocalement admissible non globalement

admissible, il existe K(u) tel que u ne peut pas &tre étendu en un motif de
[-K(u),K(u)]9. On pose:

K(no) = max{K(u): ue Al%™ est localement admissible mais pas globalement’

b

@ On divise [0,n— 1] en carré de taille ng x nc
en laissant une marge de K(np) sur le bord.
e aire de la bande: n? - (n-2K(np))>?
(n-4K(no))?
o

K(no)|

n ellya

carrés dans le quadrillage.

carrés ng X ng

@ Chaque carré du quadrillage est contenu dan
un motif de coté 2K (np) + 1 donc ils sont
globalement admissible.
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Barriére liée a la calculabilité
K(no)
—>

K(n )I e On divise [0,n - 1] en carré de taille ng x nc
0 en laissant une marge de K(np) sur le bord.
e aire de la bande: n? - (n-2K(np))>?
(n-4K(no))?
o

n ellya carrés dans le quadrillage.

carrés ng X ng

@ Chaque carré du quadrillage est contenu dan
un motif de coté 2K (np) + 1 donc ils sont
globalement admissible.

(n-2K(np))?
(n=2K(ng))*

On a N,(F) <A™~ (=2K(e)?* o N (T) ™ d’ou:

1 ~ 4K (ng)n—4K(n n—-2K(ng))>?

L tog (0,(7)) < K080 1o 1) (222K 0D 1y 7))

n n n%ng
Par passage a la limite lorsque n — oo, on obtient inf ,cx '°g(lz’;(f)) < log(N;g(T)).
Comme d’autre part N,(F) 2 N,(T), on en deéduit:

log(N, log(N,
inf og(Nn(¥)) = inf og( d(}—)) et donc h(T) est un inf d’une suite calculable

neN nd neN n
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Réalisation
Pour Ag c A et ue A% on note §(Ao: u) = Card{neZ?: u, € A}
Pour T c A%, on définit la densité supérieure de Ag dans T par:

max{(Ao : X[0,n-1]2) : X € T}

0(Ag:T) =limsupdp(Ag:T) ot 6,(Ag:T) =

n—oco n2

Lemme

Supposons qu'il existe T = T(A,2,F) SFT tel que h(T) =0, alors pour Ap c A il
existe un SFT T’ =T'(A’,2, ') tel que h(T") = log(2)d( Ao : T).

On pose A'=Ax{0,1} et F'=Fu{(a,b):ac A\ Ag et b=1}.

Si un motif u e A1 gt globalement admissible pour T alors le nombre de
motif {u} x {0, 1}[0’"‘1]2 globalement admissible pour T’ est 27 *9(Aot)  On 3
donc

2n2><5,,(.A0:T) Nn(-l-)2n2><6,,(A0:T)

IN

N,(T")

IN

lorsque n —> oo : log(2)d(Ag:T) < h(T')

IN

h(T) +1og(2)6(Ap:T)
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Réalisation

Soit a, = % € [0,1] une suite décroissante de rationnel énuméré par une machine
n

de Turing.

On considére I'ensemble récursivement énumérable suivant:

F=Ulue{0,1)%  §(1:0) > pa)

Ainsi il existe un SFT Tgipa C BZ et un facteur lettre a lettre 7: B — {0,1} tel
que T({0,1},1,F) est la sous-action de 7(Trina1). De plus

S(r 7 ({1}) ¢ Teinar) = ngan-

Il existe donc un SFT Tg;,.; tel que h(Tg;,.0) = log(2)a.

Final
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