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Notions de pavages
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Tuiles

Une tuile est une sous ensemble de RY homéomorphe a une boule.

Exemples de tuiles:

@
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Pavages

e tout point de R? appartient & une tuile,
o o
o tintj=w@ forall i#j.
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Un pavage de R9 est une famille de tuiles t = (t;);cy tel que




Pavages
Un pavage de R9 est une famille de tuiles t = (t;);cy tel que
e tout point de R? appartient & une tuile,

o o
o tintj=w@ forall i#j.

O

0

La figure de gauche est un pavage alors que la figure de droite ne I'est pas car
aucune tuile ne touche la ligne horizontale centrale.

M. Sablik (LATP) Dynamiques sur |'espace des pavages 5 Novembre 2012 3/1



Jeu de tuiles et pavage associé

On se fixe un jeu de tuile P a translation prés (3 isométrie prés, a rotation prés) et
on regarde |'ensemble des pavages possibles Tp.

Jeu de tuiles

Un pavage associé
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Tuiles de Wang
Jeu de tuiles
Un jeu de tuiles peut-il paver |'espace?

M. Sablik (LATP)

Dynamiques sur |'espace des pavages

Un pavage associé



Tuiles de Wang
Jeu de tuiles
Un jeu de tuiles peut-il paver I'espace?

M. Sablik (LATP)

Dynamiques sur |'espace des pavages

Un pavage associé



Tuiles de Wang
Jeu de tuiles
Un jeu de tuiles peut-il paver I'espace?

M. Sablik (LATP)

Dynamiques sur |'espace des pavages

Un pavage associé



Tuiles de Wang
Jeu de tuiles
Un jeu de tuiles peut-il paver I'espace?

M. Sablik (LATP)

Dynamiques sur |'espace des pavages

Un pavage associé



Tuiles de Wang
Jeu de tuiles
Un jeu de tuiles peut-il paver I'espace?

M. Sablik (LATP)

Dynamiques sur |'espace des pavages

Un pavage associé

oo



Tuiles de Wang
Jeu de tuiles
Un jeu de tuiles peut-il paver I'espace?
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Un pavage associé
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Tuiles de Wang
Jeu de tuiles
Un jeu de tuiles peut-il paver I'espace?
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Un pavage associé

"Hd



Tuiles de Wang

Jeu de tuiles Un pavage associé
Un jeu de tuiles peut-il paver I'espace?
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Tuiles de Wang

Jeu de tuiles Un pavage associé

“EH

Un jeu de tuiles peut-il paver |'espace?
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Tuiles de Wang
Jeu de tuiles
Un jeu de tuiles peut-il paver I'espace?
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Un pavage associé

HEHH



Tuiles de Wang

Jeu de tuiles Un pavage associé

(
)m(

)m(

Un jeu de tuiles peut-il paver |'espace?
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Tuiles de Wang

Jeu de tuiles

Un jeu de tuiles peut-il paver I'espace?
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Tuiles de Wang

Jeu de tuiles Un pavage associé
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Tuiles de Wang
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Tuiles de Wang

Jeu de tuiles

Un pavage associé
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Tuiles de Wang
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Pavages périodiques

Quelques pavages rencontrés a |'Alhambra de Grenade:
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Pavages périodiques
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Pavages périodiques

Quel est le plus petit motif qui se répéte?
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Pavages périodiques

Quel est le plus petit motfq iser epete7
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Pavages périodiques
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Pavages périodiques

Quel est le plus petit motif qui se répéte?




Pavages périodiques

Quel est le plus pttmtfq pt7




Pavages périodiques

Quel est le plus petit motif qui se répéte?




Pavages périodiques

Quel est le plus petit motif qui se répéte?




Pavages périodiques

Treillis des 17 types de pavages périodiques (Bravais 1850, Fedorov 1891...):
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Pavages apériodiques

@ Observation de quasi-cristaux (Shechtman 1982)
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Pavages apériodiques

@ Observation de quasi-cristaux (Shechtman 1982)
@ Substitution
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Pavages apériodiques
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Pavages apériodiques

@ Observation de quasi-cristaux (Shechtman
@ Substitution

s
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Pavages apériodiques

@ Observation de quasi-cristaux (Shechtman 1982)
@ Substitution
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Pavages apériodiques
@ Substitution

@ Observation de quasi-cristaux (Shechtman 1982)
@ Coupé projection

L1
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o o o o Por o B P B B P B o o
5K K K B S o oo o B o o B o Ty

B o o o o o o o o o o o P B P

S D o o o o o o o o o o D By

B o o P o o o v o e o o P o P
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cristaux (Shechtman 1982)

17)

\/51

@ Observation de quasi-
I‘(l

@ Substitution
@ Coupé projection

Pavages apériodiques
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Pavages apériodiques

@ Observation de quasi-cristaux (Shechtman 1982)
@ Substitution
@ Coupé projection

Est-il possible de définir ces pavages localement?
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Régles locales

Jeu de tuiles Un pavage associé

Un jeu de tuiles peut-il paver |'espace?

Est ce qu'il existe un jeu de tuiles qui ne fait que des pavages apériodiques?
Est ce qu'il existe des coloriages pour réaliser des pavages substitutifs ou coupé
projection?
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Régles locales

Jeu de tuiles Un pavage associé

Un jeu de tuiles peut il paver |'espace?
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Régles locales

Jeu de tuiles Un pavage associé
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Un jeu de tuiles peut il paver I'espace?

Est ce qu'il existe un jeu de tuiles qui ne fait que des pavages apériodiques?
Est ce qu'il existe des coloriages pour réaliser des pavages substitutifs ou coupé
projection?

]
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Outils pour étudier ces objets
@ Topologie-Géométrie
Quelle surface peut on paver avec un jeu de tuiles donnés?
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Outils pour étudier ces objets
@ Topologie-Géométrie
o Algébre

Quelle surface peut on paver avec un jeu de tuiles donnés?

Peut-on paver un carré avec n triangles de méme aire?
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Outils pour étudier ces objets
@ Topologie-Géométrie
Quelle surface peut on paver avec un jeu de tuiles donnés?
o Algébre
Peut-on paver un carré avec n triangles de méme aire?
@ Systéme dynamique
Quelle est la fréequence d'apparition d'un motif?
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Outils pour étudier ces objets
@ Topologie-Géométrie
Quelle surface peut on paver avec un jeu de tuiles donnés?
o Algébre
Peut-on paver un carré avec n triangles de méme aire?
@ Systéme dynamique
Quelle est la fréquence d'apparition d’'un motif?
o Combinatoire
Nombre minimal de carrés pour paver un rectangle de taille a x b?

3 6
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Outils pour étudier ces objets
@ Topologie-Géométrie
Quelle surface peut on paver avec un jeu de tuiles donnés?
o Algébre
Peut-on paver un carré avec n triangles de méme aire?
@ Systéme dynamique
Quelle est la fréquence d'apparition d’'un motif?
o Combinatoire
Nombre minimal de carrés pour paver un rectangle de taille a x b?
@ Notion de calculabilité
Quel plans discrets peuvent étre obtenus par régles locales?

L, va,vin
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Outils pour étudier ces objets
@ Topologie-Géométrie
Quelle surface peut on paver avec un jeu de tuiles donnés?
Algébre
Peut-on paver un carré avec n triangles de méme aire?
Systéme dynamique
Quelle est la fréquence d'apparition d’'un motif?
Combinatoire
Nombre minimal de carrés pour paver un rectangle de taille a x b?
@ Notion de calculabilité
Quel plans discrets peuvent étre obtenus par régles locales?
o Probabilite
Quel est le pavage typique lorsqu'on pave au hasard une surface fini?
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Eléments de dynamique symbolique
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Configuration et motifs
Soit A un alphabet fini.

d . . .
Un éléement x : Z9 - A e AZ" est une configuration. On peut le voir comme un
pavage par cubes de dimension d.

1641610104110
o[1]of1]o[a]o]1]o]1
1jo[1]o[x]o[1]0[1]0
§xjo[x[o[x(of]of1 ,

x = [A[0[Tlo[T[o[T[0[T[¢] e {0,1}%
O[1]of[1]o[1]ox]o]1
1{o[1]o[z]o[x]o[1[d
d[x]of1]o[1]ofx]o]1
i1{o[1]o[z]o[1]o[1][D
Hite{ie{1le{1te]1

Soit U c Z? un ensemble fini. Un motif est un élément p € AY.
[ofx] [TL]
0f1]0 1|1
1/0|1|1(0|1
0/0]0f1
0[0]0
1]1]

Support: U c Z9 fini p#Xx
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Configuration et motifs
Soit A un alphabet fini.

d . . .
Un éléement x : Z9 - A e AZ" est une configuration. On peut le voir comme un
pavage par cubes de dimension d.

11107164110
0l1fofz]o[z]of1]0[T
1lof1]ofz]o[1]0[1]0
o[Tlo[alo[To[ilof1 ,

x = [I[o[T]o[Tlo[T]o[T]d] e {0,1}~
Ol1fofz]ofz]of1]0[T
1(o[1]ofz]o[z]0]1]0
Ol1fofz]of1]0[1(0[T
1[o[1]ofz]o[z]0]1]0
Glito{1te{1teq1te{1

Soit U c Z9 un ensemble fini. Un motif est un élément p € AY.
1[o[1]o[1]0 [o[1] [Z]T]
0[1(0|1{0|1 0|1/0] |1]1
1/0[1[0f1]|0 1/0f1(1(01
0[1/0|1|0|1 0l|0f0|1
1[0f1[0f1]|0 0|00
0[1[0[Z[0[T 1[1]

pEX pEX
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Langage
Soient T c AZd et U c Z9 fini, on définit le langage de support U:

Ly(T) = {p e AV il existe x € T tel que pc x}.

Pour ne N, on note U, = [0,n—1]9 le support élémentaire ce qui permet de
définir le langage élémentaire d’ordre n: L,(T) = Ly, (T).
Ainsi que le langage de T: L(T) = u,L,(T).

Dimension 1: Cela correspond a la notion de mots.

Dimension 2: 1Jo[1]o]z]o[1]o]1]0
o[T[o[T[o[T[o[T[0[T
1Trel{TieiTtelTo[1|0
0[1{o[z[o[T]o[1]0[T
x = [T]o[T[o[T[o[T[0[T]0
d[z[o[z[o[T]o[L]0[T
1]o[T[o[T[o[T[@[T|0
0[1]olx]o[1]o]1]0]1
1]o[T[o[T[o[T[¢[T]0
d1fel1teiTfe{1]o[T
0[1]o] [Z]o]T
[1]o] [o]1]
() ={ @ @}, c2<{x}>={ ozl ol - L3({x) =1 BSfE: B
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Topologie de Cantor

o Etant donné un motif p € AV, on définit le cylindre centré sur p par:
d
[p] = [plu = {x € A" : xu = p}.

Pour k € Z4, on note [p]x = {x € AP gy = p}.
o L'alphabet A étant fini, on peut le munir de la topologie discréte. L'ensemble

d . . . ,
AZ" est naturellement muni par la topologie produit. Une base d’ouvert pour
cette topologie est formée de I'ensemble des cylindres.

. d d . G
o (c')iew € (AZ7)N converge vers ¢ € AZ” si pour tout ne Z9 il existe k € N tel
que pour tout 7 > k on ait ¢, = cj.

d . .
o A”" est métrisable par la distance:

- d
d(x,y) = 27 minllilx#vit pour tout x, y e AZ

ou |i| est la plus grande coordonnée du vecteur i.
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Topologie de Cantor

Proposition

d o 5
AZ" est compact pour la topologie produit.

Soient (x')jen € (AZd)N.

On choisit les indices ip < i1 < b < i3 < ... inductivement de la maniére suivante:

@ fg est le plus petit entier tel que {i eN: x(g = xc’;} soit infini;
@ pour tout j > 1, ij > jj_1 est le plus petit entier tel que:

Xij = Xij_l

[-G-1.G-01¢ ~ "[=G-1). G-’

ij
(.14

>

» {ieN: x["_jj]d =X soit infini.

La suite extraite (x%)jcy converge.
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Sous-shift

Le groupe Z9 agit naturellement par le shift définit pour tout j € Z9 par:
j AZ‘I _ AZ"

azd )
X = (Xi)iezd — o/(x) = (Xi+j)isZ"'

Définition

. z d Pa
Un sous-shift est un sous ensemble fermé de A%" stable par décalage.
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Sous-shift
Le groupe Z9 agit naturellement par le shift définit pour tout j € Z9 par:

d d
azd A - A.Z
x=(Xi)jega > 0/(x) = (Xiaj) jezd-
Définition
Un sous-shift est un sous ensemble fermé de AZJ stable par décalage. J
Exemple:
0
. ' zZ
Soitx= . [T MITI] <{] MW
L'orbite O(x) = {c"(x) :neZ} = { Y est shift-invariante.
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Sous-shift
Le groupe Z9 agit naturellement par le shift définit pour tout j € Z9 par:

Azd : Az g
x=(X)jezd > 0 (x) = (X)) jezd-
Définition
Un sous-shift est un sous ensemble fermé de AZJ stable par décalage. J
Exemple:
0
Soit x= - [T T [ W11 <{Jm"
L'orbite O(x) = {c"(x) :neZ} = _in est shift-invariante.
On a JLngoa”(x) = . [TIT111 '|“| |-.. donc O(x) n'est pas ferme.

Par contre O(x) = {c"(x) : ne€ Z} u {0} est un sous-shift.
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Liens avec les systéemes dynamiques

Etant donné un systéme dynamique et une partition, il est possible de coder la
trajectoire d'un point.

A={m.m}
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Morphisme
Définition

d d
Soient T c A% et T/ c BZ". Une fonction F: T — T’ est un morphisme si elle
est continue et commute avec le shift, c'est a dire Fooh = ok, 0o F VieZ7.

Téoreme (Hedlund 1969)

Une fonction F : T — T’ est un morphisme si et seulement si elle est définie
localement, i.e. il existe U c Z% et F: AV - B tel que F(x); = F((Xusi)uev).

fini

c

3 b‘):a+b+c mod 2

\
o

1\
016

T

Soient U = {(0,

P
e r—

o~
e

oleletetsld
m

%;OI—‘OOO#GN/
#OOOI—‘O#O‘,I

0
o]
0
0
0
0
0
‘/ﬁ\

?’\@*\O-’@—’e\/s——?
# o|o|o|o|o #D

l o
1
0
0
0
1

Ny

Sle[=[F[=[=]3
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Morphisme
Définition

d d
Soient T c A% et T/ c BZ". Une fonction F: T — T’ est un morphisme si elle
est continue et commute avec le shift, c'est a dire Fooh = ok, 0o F VieZ7.

Téoreme (Hedlund 1969)

Une fonction F : T — T’ est un morphisme si et seulement si elle est définie
localement, i.e. il existe U c Z% et F: AV - B tel que F(x); = F((Xusi)uev).

fini )
c
Soient U = {(08)r$8: 305 0hBt e o'g a b‘):a+b+c mod 2

gretoretotelotels

olo[1]ofofo]o]o]¢

0lofofofofo]1]o]0],

glofofoft]o]olo]ot

0lofofofof1]o]0]0

olo[1]ofofofofo]d

6t+otototoletoleld
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Morphisme
Définition

_ d d _ , ,
Soient T c A% et T/ ¢ BZ". Une fonction F: T — T’ est un morphisme si elle
est continue et commute avec le shift, c'est a dire Fooh = ok, o F VieZ7.

Téoreme (Hedlund 1969)

Une fonction F : T — T’ est un morphisme si et seulement si elle est définie
localement, i.e. il existe U c Z9 et F: AV - B tel que F(x); = F((Xusi)uew)-

fini )
| _([<]
SmentUz{(O,OO) 6\,01)0/10, 3 St JE b‘):a+b+c mod 2
ptetotetotototots
0lof1]ofofofo]o]g
plofofofofo]1]o]p],
9[ofofofa]ofo]o]oT—
o[ofofofz]o]o]9 0]
o[of[1][ofofofo]o]0
¢otolotoelolololo
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Morphisme
Définition

d d
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est continue et commute avec le shift, c'est & dire Fooh = ok, o F VieZ7.
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Une fonction F : T — T’ est un morphisme si et seulement si elle est définie
localement, i.e. il existe U c Z% et F: AV - B tel que F(x); = F((Xusi)uev).

fini )
c
Soient U = {(08)r$8-30s 0Bt o'g . b‘):a+b+c mod 2

gepetetotototoly

olof1]ofofo]o]o]b

9lofofofofof1]olb]|,

¢lofofof[z]o]ofo]§t— 1

plofofofofa]o]o]q o[1

0lof[1]ofofofofo]0

6t+otototototololo
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Morphisme
Définition

_ d d _ . ,
Soient T c A% et T/ ¢ BZ". Une fonction F: T — T’ est un morphisme si elle
est continue et commute avec le shift, c'est a dire Fooh = ok, o F VieZ7.

Téoreme (Hedlund 1969)

Une fonction F : T — T’ est un morphisme si et seulement si elle est définie
localement, i.e. il existe U c Z9 et F: AV - B tel que F(x); = F((Xusi)uew)-

fini )
| _([<]
SmentUz{(0,0o) §Os Pt et 1B b‘)=a+b+c mod 2

oetoteloletoteto
0lof1]ofofo]o]o]0

ofofofofof1]o]0],
y[olo[of1]o]o[o[d— 1/0

o[ofofo]1]o]0]}§ 0
olof1]ofofo]o]o]0
ot otlotetotolold
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Morphisme
Définition

_ d d _ , ,
Soient T c A% et T/ ¢ BZ". Une fonction F: T — T’ est un morphisme si elle
est continue et commute avec le shift, c'est a dire Fooh = ok, o F VieZ7.

Téoreme (Hedlund 1969)

Une fonction F: T — T’ est un morphisme si et seulement si elle est définie
localement, i.e. il existe U c Z9 et F: AV - B tel que F(x); = F((Xusi)uev)-

fini )
c
seent U= (O Q9 b ALt oo o et
gretorototetorete | [elofetolototetots
olof1]ofofofofold]| [o]1]1]ofo]o]o]0]}d
glofofofofof1]ofa|[6|ofz]ofo]1]1]0]}
plofofozfofofo[or—o]olof[z]1]o]1]0]d
olofofofof1]ofo[b] [9]ofofo]o]z]o]0]9
qlof1fofofofofo[6] [d]1]z]o]o]1]0]0]0
Hotololofetotofs | |déle]1efofotlofots
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Facteur et conjugaison

@ Si ¢: T —> T’ est un morphisme bijectif alors ¢ est une conjugaison.
@ Sim: T — T’ est surjectif alors 7 est un facteur.

Exemple:
00+— a
: 7 7 .. _ |01— b
Soit ¢ : {0,1}* - {a, b, c,d}” de voisinage U = {0,1} et : 10
— C
11—d

~-lof1]ofofr]1]r]of1]ofof1]o]of1]0f0} -

e

(o] < I8 o [dlid] < o[ I8 o[ < I8 o] - ISR -

{0,1}% est conjugué a T({a, b, c,d},1,{ac,ad, ba, bb, cc, cd, da, db}).
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Quelques classes de sous-shifts

=] 5 = = £ DA
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Sous-shift définit par motif interdit
Définition
Soit F un ensemble de motifs. On définit le sous-shift des motifs interdit F sur

I'alphabet A par:

T(.A,d,f)z{xeAZd:puixpourtoutpe]-'}: N U_i(AZd\[p]).

pelF,iezd

Proposition

d . . .. .
Un ensemble T c AZ" est un sous-shift si et seulement si il existe un ensemble de
motifs F tel que T =T(A,d,F).

<~ T(A,d,F) est un sous-shift.
= Soit T un sous-shift, on pose F = Upen. AV \ L(T).
o Si x €T, tout motif de x est un sous-motif de £L(T) donc x € T(A,d,F).
° SixeT(A d,F)alors VneN, x_, 14 € L(T) cest a dire Jy" € T tel que
X(_p,n]d = y["_n,n]d. On a donc

—-n,n

limy"=xeT car T fermé.

n—oo
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Sous-shift de type fini
Définition

T est un sous-shift de type fini s'il existe un ensemble fini de motifs F tel que
T-T(Ad,F)c A

o = = E A
M. Sablik (LATP) Dynamiques sur |'espace des pavages



Sous-shift de type fini

|

T=T(Ad,F)cA?

T est un sous-shift de type fini s'il existe un ensemble fini de motifs F tel que

Définition

o|+|ae{—|afe]—|a
o —|a]o]=]a]o]=]a]
° NEENEENEE
c ofm|ailo[=[a|o|—]e
m —|a]o[=]afo[=]a] b
- a6~ ]afo[—[a]o[~
5} BN ENEER
\|\nJ —|ale]-[ate]~|atd
—[o]a=[o]a]~]o]a
=|o|d|o|[H|o|H|o|H[Ea]~e]at| — [a]a]~
ol=|o|=lo[=]ol=|Tfa]=|o[a]=[o[a]=[E
101.01@.1;@11%%2102102
o[ b[=[o]=]o]~]daal=[o[a]— o [ —
|ol=lof=H[o|H| o]~ [o[a]~[o[a]—[¢
01%1010101_%2102102
—|o|-|o|-|o|-| o a=[o[a]— o (e —
.01910101021@210\21,&
WEERIE RS RERe
e = =2 =]
=R RS ESESE
- o= el o e{— R
~ & [
= [Hle]=lo[=]o]=]o]=]6
| OlnlelOlOl ..%
< []o[=[o]=]o]=]o]=]& -
- [o]=]b]=]o]=o]=]o]= B
.101010101ﬂ M
101%1010101 m%o
=N =) 1 = ) =Y e = e Y N
= ———— 2
o I 2
< N < ~ Lnnau
+ U
c o0
o 2 =)
‘= =1
8 & 5
-~ ]
. N
2 3 ~
3 <
g = 2
= g
[5} I Q
o S ]
- M

26 /1
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Sous-shift de type fini
Définition
T est un sous-shift de type fini s'il existe un ensemble fini de motifs F tel que

T=-T(Ad,F)cA?

Tuiles de Wang:

Jeu de tuiles W: Un pavage associé:

Tw= {(Wn)nezz eW™ i wijl = Wisrj et wij=Wij)

M. Sablik (LATP)
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Sous-shift de type fini
Définition
T est un sous-shift de type fini s'il existe un ensemble fini de motifs F tel que

T=-T(Ad,F)cA?

Domino:
Tp =

- 0 CLy
L (P THE
iedlissi T

—

C L ] B
[ A i i R C T T T 11
[ I I C T T T T ]
I I I C T T T 11
[ I I C T T T T ]
) A C T T T 11
T T C T T T T ]
: I I I
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Sous-shift de type fini

Définition

T est un sous-shift de type fini s'il existe un ensemble fini de motifs F tel que
T=T(Ad,F)cA

Sous-shift dé d¢ype [fin{ algébrigiie: | o [ o [o|o|o|o]o]o]o

0
1(1(1|1F6q 1|1 (107164167 1]|1 ~'9\—9~/6“’?
(> i1(0f1|j0|jO0O}|j1fO0O|1|1(O0Of|1T|1|O0Of1(|1]|1 (%
i1/1{0j0Oj1|)1f(1|j0|O0Of1T|O0O|O]J1T|OfO]1T]|]O0O]|1
i1(0f1f1|10f1|jO0|O0OfOf1T|1]1|O0OfO0O]|O]|1]|1
?‘ i1/1({0j1)jO0|O0Of21}|)1|1|(1|O0|1|O0OfO0O]|O]|O]1
¢ o|jrf0fo0f1j1)1j0|1|0f1Tf{1|]0|]O|OfO (#
i1f1(1j0|j0|0Of21|jO|2T|(1T|]O|JO|1T|[O|O]|]O]|O é
(ﬁ i1(0f(f1|1|1|1(f0|jO|J1T|O0O|jO|JO|1T|f1T|1]|1]|1
&\fﬂ— 1|16 161|1|1p6 0706104161 —6

T={xe{0,1}7 :V(i,j) € Z2, xijy+X(isrj) +Xijs1 =0 mod 2}
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Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes
orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n

o - {w = Lo-1(T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)



Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes

orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n
Vi=Lp (T
o - { 7= Loa(T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)

Pour T({0,1},1,{11}), on a:
le graphe de Rauzy d’ordre 3:

le graphe de Rauzy d'ordre 2:
00 001 010
o1 101
OERe @)
10 100
o o 1 o o0 o 1 o o o o 1 0o o0 o0 1 oO
T T
o 1 0o 0 0o 1 0 1 o© €lg, g 11’ ; g g t: ; <1> 1 €eTg,



Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes

orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n
Vi=Lp (T
o - { 7= Loa(T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)

Pour T({0,1},1,{11}), on a:
le graphe de Rauzy d’ordre 3:

le graphe de Rauzy d'ordre 2:
00 001 010
o1 101
OERe @)
10 100
o o 1 o o0 o 1 o o o o 1 0o o0 o0 1 O
T T
o 1 0o o 0o 1 o0 1 0O €lg, g ‘1’ ; g g t: ; <1> 1 €eTg,



Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes

orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n
Vi=Lp (T
o - { 7= Loa(T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)

Pour T({0,1},1,{11}), on a:
le graphe de Rauzy d’ordre 3:

le graphe de Rauzy d'ordre 2:
00 001 010
01 101
OMEBO w0c(@)_ (1)
10 100
1 o



Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes

orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n
Vi=Lp (T
o - { 7= Loa(T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)

Pour T({0,1},1,{11}), on a:
le graphe de Rauzy d’ordre 3:

le graphe de Rauzy d'ordre 2:
00 001 010
01 101
OISO 00c(@)_ (1)
10 100
o 0o 1 0o 0o o 1 o o o0 o 1 0 o0 0
o 1 0 0 0 10 1 0 €Ta 9 ¢t oo 01 0 1 eTg



Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes

orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n
Vi=Lp (T
o - { 7= Loa(T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)

Pour T({0,1},1,{11}), on a:
le graphe de Rauzy d’ordre 3:

le graphe de Rauzy d'ordre 2:
00 001 010
o1 101
OERe @)
10 100
o o 1 o o o0 1 o o o o 1 0o o0 o0 1 O
T T
O T SR S N IR U O



Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes

orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n
Vi=Lp (T
o - { 7= Loa(T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)

Pour T({0,1},1,{11}), on a:
le graphe de Rauzy d’ordre 3:

le graphe de Rauzy d'ordre 2:
00 001 010
01 101
OISO w0c(@)_ (1)
10 100
o 1 o o o o 1 o o o
€Te O



Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes

orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n
Vi=Lp (T
o - { 7= Loa(T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)

Pour T({0,1},1,{11}), on a:
le graphe de Rauzy d’ordre 3:

le graphe de Rauzy d'ordre 2:
00 001 010
01 101
GO @), 1@
10 100
o o 1 0o o0 o 1 o o o o 1 o o0 O 1 O
o 1 0o o 0o 1 0 1 o eTg, g 11’ ; g g t: c1) o 1 €eTg,



Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes

orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n
Vi=Lp (T
o - { 7= Loa(T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)

Pour T({0,1},1,{11}), on a:
le graphe de Rauzy d’ordre 3:

le graphe de Rauzy d'ordre 2:
00 001 010
o1 101
OERe @,
10 100
o o 1 o o0 o 1 o o o o 1 0o o0 o0 1 O
T T
o 1 0o o 0o 1 o0 1 0O €lg, g 11’ ; g g t: ; 2 1 €eTg,



Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes

orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n
Vi=Lp (T
o - { 7= Loa(T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)

Pour T({0,1},1,{11}), on a:
le graphe de Rauzy d’ordre 3:

le graphe de Rauzy d'ordre 2:
00 001 010
o1 101
OERe @, )
10 100
o o 1 o o o 1 o 1 o o o 1 [¢] o o 1 )
T SR S N IR U S O



Sous-shift de type fini (cas de la dimension 1)
@ Graphe orienté: G = (V,€) ot V forme les sommets et £ cV x V les arétes
orientées noté e = (i(e), t(e)) € E.
@ On définit le sous-shift de type fini associé au graphe G par:

Tg = {e € 52 :VielZ, t(e,-) = i(e;+1)}
@ Pour un sous-shift T c A%, on définit le graphe de Rauzy d’ordre n

o - {w = Lo (T)

(Uo.. Up—2,Vp...Vp2) €EF) sSi Ug ... Up—2Vn2 = UVy...Vn2 € Ls(T)

Théoréme

Un sous shift T(A,1,F) ou F c A" est conjugué au sous-shift de type fini
associé au graphe de Rauzy Gf.

La conjugaison est établit par la fonction ¢, : Tgn — T qui a une arréte renvoi la
premiére lettre de I'étiquette associée.
Corollaires

»En dimension 1, il est décidable de savoir si un sous-shift de type fini est vide.
»En dimension 1, tout SFT admet une configuration périodique.




Sous-shift de type fini et conjugaison

Proposition

Si un sous-shift T c .AZd est conjugué a un sous-shift de type fini T(B, d,F) alors
T est un sous-shift de type fini.

Soit ¢ : T — T(B,d,F) le morphisme réalisant la conjugaison. On considére
F' ={@ *(p): pe F} un ensemble de motif d-dimensionel sur A. On veut
montrer que T =T(A,d,F’). On a:

xeT(Ad,F) «<— ¢(x)eT(B,d,F) car aucun motif de F
n’apparait dans ¢(x)
— xeT car ¢ est une conjugaison.
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Sous-shift de type fini et conjugaison
Proposition
Tout sous-shift de type fini T(A, d, F) est topologiquement conjugué a:

@ un sous-shift de type fini T(By,d,F1) od Fi c B[O’l]d,
@ un sous-shift de type fini T(B,,d, F») formé de tuiles de Wang,
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Sous-shift de type fini et conjugaison
Proposition
Tout sous-shift de type fini T(A,d,F) est topologiquement conjugué a:
@ un sous-shift de type fini T(By,d,F;) ot F; c B[O’l]d,
@ un sous-shift de type fini T(B,,d, F») formé de tuiles de Wang,
Soit T=T({[1] [0]},2; F) ou

021x0.2] 1[o[1] [o]oJo] [o]o]o] [0]i]O
F = Alo21x[0.21 ) [oolo] [1]of1] [ofzo] [o]o]O
1{o[1] [o]ofo] [ofoo] [of]O
On pose By = £2(T) = { (IFIEI &)
T[o[I[o[I[o[T[o[I[0[I]0[L]0[T TR R R R
oJo[o[olo[olo[o[o[0[o[0[0[0]0 ] \
1]o[zlo[L[o[1[o[1]o[1]o[L]0[T [ [
oJolofo[o[o[o[o[o[0[o[0[0[0[0] o [A ]
1jo[z[o[z[o[1[o[1]o[z]o[z]o[1] — [ \
oJo[o[olo[o[o[o[o[0[o[0[0]0]0 ! {
1[o[1]o[1]o[1]o[1]o[1]o[1]o[T [ i
0Jo[o[olo[o[o[0[o[0[o[0[0[0]0 ) )
tlo[zfo[zfo[Ilo[1lo[1]o[1]o[T R R
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Sous-shift de type fini et conjugaison
Proposition
Tout sous-shift de type fini T(A,d,F) est topologiquement conjugué a:
@ un sous-shift de type fini T(By,d,F;) ot F; c B[O’l]d,
@ un sous-shift de type fini T(B,,d, F») formé de tuiles de Wang,
Soit T=T({[1] [0]},2; F) ou

021x02] 1[o[1] [o]o[o] [o]o]o] [o]i]0

_ Al021x[0.2 ofofo] [1]o[1] [o]1]o] [o]o]0

= N

F=A 1oz [ofofo] [o[o]o] [o[1]0

On pose By = £(T) = { (I F1E1 &)
T[0[Z]0[T]O[L]0[L[0[T[0]1]0[T TR R
olo[o[o[o[o[o[o[o[oo[o[o[0]0 ! \’
1[o[L[o[T]o[1]o[L[o[T[0[1]0[T ) &
olo[o[o[o[o[o[ololoo[o[o[ofo] , [ !
1{o[1]o[z]o[1]o[x[o[z[ofi]0[1] — [ )
olo[o]olo[olo[ololoo[o[o[0]0 \ \
1{ofafo[1]o[1]o[L[o[1]0[1]o[1 " "
oloJo[o[o[o[o[ololo[o[o[o0[0]0 T 2
1/0]1/0]j1]0|1|0|1[0Of1|Of1]|0|1 bbbl el
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Sous-shift de type fini et conjugaison
Proposition
Tout sous-shift de type fini T(A,d,F) est topologiquement conjugué a:
@ un sous-shift de type fini T(By,d,F;) ot F; c B[O’l]d,
@ un sous-shift de type fini T(B,,d, F») formé de tuiles de Wang,
Soit T=T({[1] [0]},2; F) ou

02140, 1]0]1] [o]o]o0] [0]o]o0] [0]i]o
F = Al02]x[0.2] o[o[o] [t]o[x] [o[x[o]| [o]0]O
1]0][1] [o]o]0] [0]o]0] [0]Zi]O
On pose By = Lo(T) = { OO &
ANANANANANARARE T LA R
0l[o[oJojo]o[o[o[o]0[0[0[0]0[0 ( {
ANANANANANANADE ) 7
olofoJojo[o]o]o]o0[0[0]0[0]0] ] |
1[o[1[o]Z[o[T[o[x[o]T[o[T]o[1] —— [ !
ol[o[oJolo]o[o[o[o]o[o[ojo]0[0 | |
1[o[T]oZ[o[1[o[T[o[L[0][T]0]T ] {
o[o[oJolo[o[o[o[o[o[o0[0[0[0 ) 1 \
ANANANANANARNALE I I B i T T Y e e
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Sous-shift de type fini et conjugaison
Proposition
Tout sous-shift de type fini T(A,d,F) est topologiquement conjugué a:
@ un sous-shift de type fini T(By,d,F;) ot F; c B[O’l]d,
@ un sous-shift de type fini T(B,,d, F») formé de tuiles de Wang,
Soit T=T({[1] [0]},2; F) ou

02140, 1[0]1] [o]oJo] [o]o]o] [o]Z[O
F = Al021x[0.2] oloJo] [1]o]1] [o]x]o] [o]o]o
1[o]1] [oJo]o] [o]o]o] [o]Z]o
On pose By = L»(T) = { E EI &}
1[o[1]oJx]o[L]o[1]o]x[o[L]0O]1 TR R
olojo[ojo[o|o]0]o[o]o]0[0]0]0 | |
1[o[1[o[z[o[L[o]1[o[T[0[L[0]1 | J
oloJolo]oJolofoJolo]oJol0]0f0] { !
1[o[1[o]@[o]x[o[z[o[T[o[1]of1] —— K |
olojo]ojo[o[o]o]o[o]o]0[0]0]0 ! L) !
1[o[T]o[L[o[T|o[T[o[T[0[T][0]T ) ]
o[ojo[ojo[o[o]0]o[o]o]0[0]0]0 ) ]
io[1]o[z]o1]o[1]o[1]o]T]0]T Hae bt bl sl bl ol
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Sous-shift de type fini et conjugaison
Proposition
Tout sous-shift de type fini T(A,d,F) est topologiquement conjugué a:
@ un sous-shift de type fini T(By,d,F;) ot F; c B[O’l]d,
@ un sous-shift de type fini T(B,,d, F») formé de tuiles de Wang,
Soit T=T({[1] [0]},2; F) ou

021x(02] 1[o[1] [0]o]o] [o]o]o] [O]Z]O
F - glo21x[0.21 ) [o]ofo] [1]o[z] [o[L]o] [o]0]O
1/o]1] [o]oJo] [0o]o]o] [o]z]o
On pose B1 = £2(T) = { I E @)
1Jo[z[o[1]o[L]o[Z]o[Z]0[1]0[L TR R REER
0Jolojoo[o]o]0[0]0[0[0[0]0]0 y [
1[o[1[o[T[o[T[o[L[o[T[0[L[0]T ) 7
ololo[oloo[o[olo[0[0[0[0[0]0] » [§ !
L[o[@o[1[o[t]o[T]o[T[o[L[0[1] — [ )
oJoloJo[o[o[o]o[o]o]o[o[0]0]0 HEE i
1]o[z[o[T]o[Llo[L]o[Z]o[T]0[L ] )
0Jolojo[o[o[o]o0[o]ojo[o[0]0]0 { {
ijo[1]o[z]o[1]o[1]o[1]o]T]0]T I e ) e e e
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Sous-shift de type fini et conjugaison
Proposition
Tout sous-shift de type fini T(A, d, F) est topologiquement conjugué a:

@ un sous-shift de type fini T(By,d,F1) od Fi c B[O’l]d,
@ un sous-shift de type fini T(B,,d, F») formé de tuiles de Wang,

g h i i::c
g h g
d e f —SD> d e e e
a b c
e
a b c a b c
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Sous-shift sofique
Définition

Un sous-shift T c BZ” est sofique s'il existe un sous-shift de type fini T(A,d,F)
et un facteur 7: A2 — B tel que T=7(T(A,d,F)).

Considérons T = {x € {0, l}Zd ¢ il y a au plus un i € Z9 tel que x; = 1}.
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Sous-shift sofique

|

m(T(A, d,F)).

Un sous-shift T c BZ” est sofique s'il existe un sous-shift de type fini T(A,d,F)

d d
et un facteur 7: A2 — B% tel que T

Définition

{x € {0, l}Zd ¢ il y a au plus un i € Z9 tel que x; = 1}.

Considérons T
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Sous-shift sofique

|

m(T(A, d,F)).

Un sous-shift T c BZ” est sofique s'il existe un sous-shift de type fini T(A,d,F)

d d
et un facteur 7: A2 — B% tel que T

Définition

{x € {0, l}Zd ¢ il y a au plus un i € Z9 tel que x; = 1}.

Considérons T
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Sous-shift sofique

|

m(T(A,d,F)).

Un sous-shift T c BZ” est sofique s'il existe un sous-shift de type fini T(A,d,F)

d d
et un facteur 7: A2 — B% tel que T

Définition

{x € {0, l}Zd : il y a au plus un i € Z9 tel que x; = 1}.

Considérons T
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Sous-shift sofique

|

m(T(A,d,F)).

Un sous-shift T c BZ” est sofique s'il existe un sous-shift de type fini T(A,d,F)

d d
et un facteur 7: A2 — B% tel que T

Définition

{x € {0, l}Zd : il y a au plus un i € Z9 tel que x; = 1}.

Considérons T
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Sous-shift sofique

Définition

Un sous-shift T c BZ” est sofique s'il existe un sous-shift de type fini T(A,d,F)
et un facteur 7: A2 — B tel que T=7(T(A,d,F)).

Considérons T = {x e {0, l}Zd ¢ il y a au plus un i € Z9 tel que x; = 1}.

Soit A = {e, <, =, 1,1} et Fo c AL G AL g definit le SFT:

T(A.,2,]:.)=(9(X) T=W(T(A.,2,f.)):O(W(X))
ARARaSARASACARARARaSAKana KAk Q6161610100010 101016164619
AAAAEAEANAANNe gloJofoJoofofofofo]o]o]o]o[0
IV VYV [ §lofoJoJofo]ofofo]ofo]o]o]0
VIV Y d[oJofofoJofofo]ofo]o]oo]0
_ [ e et e ) ol ol o R R R R ™ _@0000001000000
= a ] 7T(X)‘¢5ooooooooooooo
e e [ 0JofJoJoJofoJofo[o]o[o]o]o]o]d
RN NERERDEEE 0lofoJoJofoJofofo]ofo]o]o]0
S R Y e ] 6letototolofotofotetefotototd
T —><—,T7l,»—>0
o — 1
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Sous-shift soﬂque (cas de la dimension 1)
Soit T = {x € {0, 1}Zd : il y a au plus un i € Z9 tel que x; = 1}.

00 - 0
Le SFT T({0,1},1,{10}) se factorise sur le sous shift T via7: 01 +~ 1
11 - 0

01

1
ooc‘,@/\ 1 -, oCO/_\OOo

Théoréme (Weiss 1973)

En dimension 1, le langage d'un sofique est rationnel, c'est & dire reconnu par un
automate fini, c'est a dire il correspond aux motifs obtenus en parcourant un
graphe étiqueté.

Exemples:
o Le sous-shift T({a, b},1,{ba**'b:neN}) est ?
o Le sous-shift T({a, b},1,{ba*"b: ne N}) est ?
o Le sous-shift T({a, b,c},1,{ba, ch,ac,ca"b™c:n+ m}) est ?
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Sous-shift soﬂque (cas de la dimension 1)
Soit T = {x € {0, 1}Zd : il y a au plus un i € Z9 tel que x; = 1}.

00 - 0
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11 - 0
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En dimension 1, le langage d'un sofique est rationnel, c'est & dire reconnu par un
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Exemples:
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Sous-shift soﬂque (cas de la dimension 1)
Soit T = {x € {0, 1}Zd : il y a au plus un i € Z9 tel que x; = 1}.

00 - 0
Le SFT T({0,1},1,{10}) se factorise sur le sous shift T via7: 01 +~ 1
11 - 0

01

1
ooc‘,@/\ 1 -, oCO/_\OOo

Théoréme (Weiss 1973)

En dimension 1, le langage d'un sofique est rationnel, c'est & dire reconnu par un
automate fini, c'est a dire il correspond aux motifs obtenus en parcourant un
graphe étiqueté.

Exemples:
o Le sous-shift T({a, b},1,{ba*""1b: n e N}) est sofique.
o Le sous-shift T({a, b}, 1,{ba®"b: ne N}) est sofique.
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Sous-shift soﬂque (cas de la dimension 1)
Soit T = {x € {0, 1}Zd : il y a au plus un i € Z9 tel que x; = 1}.

00 - 0
Le SFT T({0,1},1,{10}) se factorise sur le sous shift T via7: 01 +~ 1
11 - 0

01

1
ooc‘,@/\ 1 -, oCO/_\OOo

Théoréme (Weiss 1973)

En dimension 1, le langage d'un sofique est rationnel, c'est & dire reconnu par un
automate fini, c'est a dire il correspond aux motifs obtenus en parcourant un
graphe étiqueté.

Exemples:
o Le sous-shift T({a, b},1,{ba*""1b: n e N}) est sofique.
o Le sous-shift T({a, b}, 1,{ba®"b: ne N}) est sofique.
o Le sous-shift T({a, b,c},1,{ba,ch,ac,ca”b™c:n+ m}) n'est pas sofique.
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Peut-t-on rendre bidimensionnel I'exemple précédent?
Soit ¥ =T({a, b,c},1,{ba,ch,ac,ca”b™c: n+ m}) on considére le sous-shift

T={xe({ab, c}Zz 13y e X tel que x(_jy = y pour tout j € Z}
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Peut-t-on rendre bidimensionnel |'exemple précédent?
Soit ¥ =T({a, b,c},1,{ba,ch,ac,ca”b™c: n+ m}) on considére le sous-shift

T={xe ({a,b,c}ZZ 13y e X tel que x(_jy = y pour tout j € Z}
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Peut-t-on rendre bidimensionnel |'exemple précédent?
Soit ¥ =T({a, b,c},1,{ba,ch,ac,ca”b™c: n+ m}) on considére le sous-shift

T={xe({ab, c:}Z2 13y e X tel que x(_jy = y pour tout j € Z}

b reT6
7
b//
bII
b
7
b//
bII
b
7
b//
bII
bll
7
b//
bII
bll
b’ fct€

§
b

O (v (o | |o (v (o |o | (v (o |0 |0 (v v |0 |O (L

'S
I

I

[T BNo TN e}
alola
[ BNo TN e}
[ BNa TN e}

S
3

'S
I

I

alolo|n
ajloloaln
alolo|n
ajlolo|n

S
3

<
I

I

alolo|n
alololn
alolo|n
ajlololn

N

S
3

I

alolo|n

ajlolo|n
alolo|n
ajlolo|n

alaofafajolafafalolafafalolofaln
N

0
0
0
0

ot el et nfalatadaladodatls ol oteth

S
3

X ST T O T Y O TS T TS Y TS T

2
1]
9

e

(LATP) Dynamiques sur |'espace des pavages 5 Novembre 2012 32/1



Peut-t-on rendre bidimensionnel |'exemple précédent?

Soit ¥ =T({a, b,c},1,{ba,ch,ac,ca”b™c: n+ m}) on considére le sous-shift

T={xe({ab, c:}Z2 13y e X tel que x(_jy = y pour tout j € Z}

il a ~e1a” |b” FTETT
# c c|lc|ad’|p”|c|c é’
q: c c|lc|ad’|p”|c|c {:
# c c|lc|ad’|p”|c|c é‘
(: c c|lc|ad’|p”|c|c %
# c c|lc|a’|p”|c|c #
4’ c c|lc|ad’|p”|c|c 1’:
% c c|lc|ad’|p”|c|c %
% c c|lc|a’|p”|c|c Jf
f: c c|lc|a’|p”|c|c #
<) c c|lc|ad’|p”|c|c <:
% c c|lc|ad’|p”|c|c %
% c c|lc|a’|p”|c|c f
% c c|lc|a’|p”|c|c #
(: c c|lc|a’|p”|c|c 4
# c c|lc|a’|p”|c|c {:
# c clcl|a”|p’|c|c #
al _G_a" bll _'S/"‘&-é
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Sous-shift substitutifs pour substitutions rectangulaires
Soit A = {-,.,-, -} On considére la substitution suivante:

o = = E A
M. Sablik (LATP) Dynamiques sur |'espace des pavages



Sous-shift substitutifs pour substitutions rectangulaires
Soit A = {.,-,., .} On considére la substitution suivante:

SRR RS SRR
Ce qui donne en itérant:

On définit le sous-shift substitutif:

TS:{XGAZZ:Vp:x

M. Sablik (LATP)

Jae A, neN, tel que pc s"(a)}
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Sous-shift substitutifs pour substitutions rectangulaires
Soit A = {.,-,., .} On considére la substitution suivante:

S LR RS TELRY
Ce qui donne en itérant:

On définit le sous-shift substitutif:

- 7 n
TS—{XEA :Vpox Jae A, neN, t%lqu%p:g(a)} -



Sous-shift substitutifs pour substitutions rectangulaires
Soit A = {.,-,., .} On considére la substitution suivante:

S LR RS TELRY
Ce qui donne en itérant:

On définit le sous-shift substitutif:

2
T.={xec A :Vpcx
M. Sablik (LATP)
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Notions d'invariants
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Complexité et entropie

Etant donné un sous-shift T, on définit la fonction complexité de T c AZJ comme
la fonction
pr: N — N
n +~—— Card {u e ALY 35 € T tel que uc X} = Card(L,(T)).
La fonction complexité n'est pas un invariant de conjugaison.

Par contre pr(kn) < p-r(k)”d
On définit I'entropie d'un sous-shift T par:

h(T) = lim W = inf log(pr(n))

neN nd

n—oo

Exemple:

h(AZ)
s substituiton  h(Ts)

log(Card(A))
0
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L'entropie est un invariant de conjugaison
Proposition
Soient T c A% et T/ c B2 Si«w: T — T est un facteur alors h(T) > h(T'). J

Soit 7 : AY - A, on peut supposer que U = [-r, r]“.

. . d
Pour tout u’ € £,(T"), alors il existe u e A= "+r]
tel que T(u) = u’. Ainsi

un motif apparaissant dans T

pr(n) = Card {u e A1 35 e T el que uc x}
< Card {u € A[0’2’+"‘1]d :3IxeT tel que uc x}
< pr(2r+n)

d
Ainsi pT,',En) < pT(i‘r;M) = (2r;dn) p(Tz(ir:)Z) et lorsque n — oo on a h(T') < h(T).

Corollaire
Si T et T’ sont topologiquement conjugué alors h(T) = h(T’). J
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Calcul de I'entropie en dimension 1
Considérons Teyen = T({0,1},1,{11}) c {0,1}% qui est représenté par:

00

01
qui a pour matrice d’adjacente M = ( i é ) .

10

»Nombre de chemins qui vont du sommet i a j en utilisant n arétes: M.
»Nombre de mots de longueur n: Card(Ln(Teven)) = X jego,1y M/

»Par le théoréme de Perron-Frobenius, M admet une valeur propre dominante

A = max{|u| : p valeur propre de M} associé a un vecteur propre positif v. On a:

(M"); = Z M,-'Zjvj ="y
j=0

d
Soit ¢ = min(v, ..., v,) et d = max(vp, ..., v, ), on a donc: 2/\" Z M7 < r—)\"

ije[1,r]}

On a donc:

h(Teven) = log ( L ;ﬁ) .
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Calcul de I'entropie en dimension 1

Théoréme (Lind 1984)

Soit T c A% un sofique de dimension 1 qui s'écrit sous la forme 7(Tg) oi
G = (V,&) est un graphe orienté étiquetées par w: £ — A résolvant a droite.
Etant donné la matrice M d’'adjacence associée au graphe G on a:

h(T) = log(max{|A| : A valeur propre de M}).
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Minimalité et Transitivité

Pour x € AZ” on définit I'orbite de x par O(x) = {o'(x) i e Z9}.
Définition
Un sous-shift T c AZJ est minimal si:

VxeTonaT=0(x) < Vx,yeT, onaL(x)=L(»~y).

: d o
Un sous-shift T c A% est transitif si:

Ix e T tel que T=0O(x) < Ixe T, tel que L(x) = L(T).

Les notions de minimalité et de transitivité sont des invariants topologiques.

Théoréme

Tout sous-shift contient un sous-shift minimal.

M. Sablik (LATP) Dynamiques sur |'espace des pavages 5 Novembre 2012 39 /1



Minimalité et Transitivité

Théoréme

Tout sous-shift contient un sous-shift minimal.

d

Pour U c AZ" ouver, on note O(U) = U4 0"(U).

On considére (U;);en une base dénombrable de la topologie.
On pose Fo =T et pour k > 1 on définit par récurrence

F, = Fk—l si Fk—l C O( Uk)
, Fir1 N O(Ux)  sinon

(Fk)ken forme une suite décroissante de fermés non vides o-invariants donc

F = ngen Fi est donc un fermé o-invariant. On va montrer que F est minimal.

Soient x,y € F tels que L(x) \ L(y) # @. |l existe U; tel que x € O(U;) et
y ¢ O(U;). Comme F c F;_y, ce n'est pas un sous ensemble de O(U;) donc
Fi = Fi_1 ~ O(U;) ce qui est incompatible avec le fait que x € F.
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Périodicité
Une configuration x € A% est périodique suivant la direction j € Z¢ \ {0} si
o’ (x) = x.

Une configuration est périodique si elle est périodique suivant d directions
linéairement indépendantes.

Proposition

O(x) fermé <= O(x) fini <= x périodique

: . d . . . : v
Une configuration x € A%" est uniformément récurente si pour tout motif v il
existe n € N tel que pour tout i € Z9 on ait uc Xit[=n,n}d-

Théoréme (Gottschalk)

Le sous-shift O(x) est minimal si et seulement si x est uniformément récurent.

Si un sous-shift est non vide alors il admet une configuration uniformément
récurrente. Si de plus cette configuration n'est pas périodique alors le sous-shift
n'est pas dénombrable.
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Résumé

En dimension 1, on a les propriétés suivantes sur les SFT:

Un SFT non vide contient une orbite périodique.

Un sous-shift substitutif n'est pas un SFT.
Etant donné F c A" il est décidable de savoir si T(A,1,F) # @.
° {h(T) :Tc AZJ SFT} = {5 log(a) : p,g €N, o Nombre de Perron} ol un

nombre de Perron est un nombre algébrique plus grand que le module de ses
conjugueés.

°
@ Si un SFT n'est pas périodique, il n'est pas minimal.
o
o
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Résumé

En dimension 1, on a les propriétés suivantes sur les SFT:

Un SFT non vide contient une orbite périodique.

Un sous-shift substitutif n'est pas un SFT.
Etant donné F c A" il est décidable de savoir si T(A,1,F) # @.
° {h(T) :Tc AZJ SFT} = {5 log(a) : p,g €N, o Nombre de Perron} ol un

nombre de Perron est un nombre algébrique plus grand que le module de ses
conjugueés.

°
@ Si un SFT n'est pas périodique, il n'est pas minimal.
o
o

Que peut on dire pour une dimension d > 27

Cours 2: Existe t'il des SFT n'ayant pas d'orbite périodique en dimension 27
Cours 3: Problémes de décision sur les pavages.
Cours 4: Construction de pavages qui ont une propriété donnée.
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