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2Unité de Mathématiques Pures et Appliquées, ENS Lyon, 46, allée d’Italie, 69364 Lyon Cedex 07, France

Abstract

Dans les années 80, le biologiste R. Thomas a conjecturé une règle liant multistationnarité dans
un système de gènes interagissant dans une seule cellule et l’existence d’un circuit positif dans
le graphe d’interaction génétique. Ce résultat a été prouvé pour différents modèles, différentiels
ou booléens. Ainsi on peut s’interroger sur la validité decette règle pour un système contenant
plusieurs cellules et de ce fait, avec des interactions génétiques intercellulaires. Dans ce papier,
on se propose de formaliser la répartition des cellules parun réseau,i.e, chaque point du réseau
réprésente une cellule auquelle est associée le niveau d’expression desn gènes contenus dans cette
cellule. A l’aide de cette configuration, nous montrons que l’existence d’un circuit positif est une
condition nécéssaire pour une forme spécifique de multistationnarité. Nous illustrons ce théorème
à travers deux exem ples issus du développement de la Drosophile.

1 Introduction

Les interactions entre gènes sont contrôlées par un ensemble complexe de régulations, que les
biologistes représentent souvent par des graphes. Dans ces graphes de régulation génétique, les
sommets représentent les gènes, alors que les arêtes sont dirigées et représentent les effets de
régulation d’un gène à un autre. Les arêtes sont munies d’un signe positive dans le cas d’une
activation et négative pour une inhibition. Ce papier traite des relations entre la structure du graphe
et leurs propriétés dynamiques.

Dans les années 80, le biologiste R.Thomas a énoncé la règle générale suivante:une condition
néćessaire pour la multistabilité (i.e, l’existence de plusieurs points fixes)est la présence d’un
circuit positif dans un graphe de régulation, le signe d’un circuit étant le produit des signes de
ces arêtes [12]. Ces dernières années, cette règle a été prouvée dans des formalismes différentiels
[6, 10, 5, 11] et plus récemment dans des cadres discrets [7,9, 8] mais toujours dans le cas où
tous les gènes font partis d’une même cellule. Ainsi ce papier tend à étendre cette règle au cas
intercellulaire, en établissant des connections entre différentiation spatiale et l’existence de circuits
positifs.

Dans [3], les cellules sont fixées et localisées sur une grille infinie de dimension1: plus simple-
ment, chaque cellule est représentée par un entier relatif. C’est une simplification qui a l’avantage
d’impliquer un formalisme basique. La communication intercellulaire est suppposée être locale:
un gène peut seulement interagir avec des gènes de sa propre cellulex et des cellules voisines,
gauche ou droite,x− 1, x + 1. Cette supposition, qui est raisonnable biologiquement, est standard
et à la base des automates cellulaires [13].

Un cas plus réaliste biologiquement a été étudié dans [2]: les cellules sont localisées sur une
grille hexagonale de dimension2. Ce choix implique qu’une cellule a6 cellules voisines. Chaque
cellule contient la même collection de gènes. Unétat est la donnée du niveau d’expression de
chaque gène dans chaque cellule à un instant fixé. La communication est toujours locale: un gène
peut interagir avec des gènes de la même cellule ou des cellules voisines. Uńetat stableest un
état pour lequel le niveau d’expression de chaque gène dans chaque cellule reste inchangé par la



dynamique. Un état estpériodiques’il peut être construit à partir d’un pavé constitué d’un nom-
bre fini d’hexagones que l’on translate afin de paver le plan. Dans ce formalisme, on obtient le
théorème suivant:
Si la dynamique a deux états stables périodiques vérifiant une certaine condition, nomméecondi-
tion spatiale, alors il existe un états tel que le graphe de régulation associé à l’états contient un
circuit positif.

Ici, nous généralisons le modèle décrit dans les papiers cités précédemment [3, 2]. Nous
étudions un réseau génétique intercellulaire: la localisation des cellules est donnée par un réseau,
i.e, un sous-groupe discret deRd, le niveau d’expression des gènes est multivalué, la communica-
tion intercellulaire s’étend à un voisinage quelconque.Dans ce cadre général, nous obtenons ainsi
la règle de Thomas avec une condition spatiale sur les états stables. Ce modèle est alors appliqué à
deux modèles: la formation de l’organe sensoriel de la Drosophile d’après un article de Alain Ghy-
sen et René Thomas [4], puis à la segmentation de l’embryonde la Drosophile en nous appuyant
sur un article de Réka Albert et Hans G.Othmer [1].

2 Formalisme

2.1 Dynamique du r éseau de r égulation

On s’intéresse à l’étude de l’évolution d’une cellule qui comporten gènes choisis dans un ensemble
fini I. Pour le gènei ∈ I, on noteAi = [0, ki] les niveaux d’expression du gènei. Un état du
système est un élémenta = (ai)i∈I ∈ A =

∏
i∈I Ai.

Généralement, un système biologique est constitué de différentes cellules. On peut supposer
que les cellules sont réparties régulièrement et de manière discrète dans l’espaceRd. On peut donc
supposer qu’elles sont disposées suivant un réseauM, i.e. un sous-groupe discret deRd muni de
l’opération+. Chaque cellule est dans un état d’expression de l’alphabetA. Un état du syst̀emeest
une suite d’élément deA indexée parM, i.e. un élément deAM. Pour toutx ∈ AM etU ⊂ M, on
notexU la restriction dex à U. De plus, pour un gènei ∈ I, on notex(i,m) le niveau d’expression
du gènei dans la cellulem.

Le niveau d’expression d’un gène dans une cellule varie au cours du temps en fonction des
niveaux d’expression des gènes dans cette cellule et dans les cellules voisines. Chaque cellule
communique avec ses voisines de manière uniforme dans l’espace. Pour modéliser ce phénomène,
on considère l’ensemble finiV ⊂ M appelévoisinageet unefonction localeF : AV → A. La
dynamique globaledu système peut alors être donnée par l’automate cellulaireF : AM → AM

défini par:
F (x)m = F ((xm+v)v∈V) pour tousx ∈ AM etm ∈ M.

L’hypothèse synchrone n’est pas biologiquement recevable. En effet, l’augmentation ou la
diminution du niveau d’expression d’un gène demande un certain délai et l’hypothèse synchrone
impose que tous ces délais soit identiques, ce qui est peu probable. C’est pourquoi René Thomas
[12] décrit dans le cadre intracellulaire une dynamique asynchrone à partir de la fonction globale.
Dans notre cas, on peut décrire la dynamique asynchrone à partir deF en définissant legraphe de
transition asynchronenotéGTA(F ). L’ensemble des sommets deGTA(F ) estAM et l’ensemble
des arêtes, notéTA(F ), est défini par:

(x, y) ∈ TA(F ) ⇔ ∃(j, m′) ∈ I×M tel que

{
y(i,m) = x(i,m) ∀(i, m) 6= (j, m′) et
y(j,m′) = x(j,m′) + signe(F (x)(j,m′) − x(j,m′)) 6= x(j,m′)

Remarque.La principale propriété dynamique auquelle nous nous intéressons ici, est la présence
de points fixes, qui est indépendante du choix de la dynamique: synchrone, asynchrone ou avec
délai...



Remarque.Dans [7, 9, 8], on s’intéresse au cas intracellulaire qui correspond au cas oùM = {0}.

2.2 Graphe d’interaction

Généralement, on observe les variations du niveau d’expression d’un gène lorsque les autres gènes
interagissent avec celui-ci. Ces variations sont mise en évidence par le calcul de la Jacobienne
discrète et visualisées sous la forme d’un graphe d’interaction. Il existe un formalisme dans le
cas intracellulaire qui se généralise facilement au cas intercellulaire en rajoutant comme paramètre
la position de la cellule sur le réseauM. Dans cet article on adoptera une version simplifiée du
formalisme détaillé dans [9] mais généralisé au cas intercellulaire.

Pour tousx, y ∈ AM et (i, m) ∈ I × M, on définitx(i,m)⊳y par:

x
(i,m)⊳y

(j,n) =

{
x(j,n) pour tout(j, n) 6= (i, m)

x(i,m) + signe(y(i,m) − x(i,m)) si (j, n) = (i, m)

Pour tousx, y ∈ AM et (i, m), (j, n) ∈ I × M, on définit laJacobienne discrètede F en
x ∈ AM suivant la directiony ∈ AM par:

• ∂(i,m),(j,n)F (x, y) = signe(y(j,n)−x(j,n))signe(F (x(j,n)⊳y)(i,m)−F (x)(i,m))

si signe(F (x)(i,m) − xi,m) et signe(F (x(j,n)⊳y)(i,m) − x
(j,n)⊳y

(i,m) ) sont différents,

• ∂(i,m),(j,n)F (x, y) = 0 sinon.

Pour visualiser les différentes actions d’un gène sur un autre, on définit legraphe de ŕegulation
de∂F (x, y), notéG(∂F (x, y)). Ce graphe a pour sommets, les gènes en chaque point du réseau
(i.e. I × M) et possède une arête allant du gènej dans la cellulen (i.e. le sommet(j, n)), au gène
i dans la cellulem (i.e. le sommet(i, m)) si ∂(i,m),(j,n)F (x, y) 6= 0. Le signe de l’arête allant de
(j, n) à (i, m) est alors celui de∂(i,m),(j,n)F (x, y).

Définition. On dit queG(∂F (x, y)) a uncircuit positif élémentaires’il existeL ∈ N et (il, ml) ∈

I × M, pour toutl ∈ [0, L], tous distincts, tels que
∏L

l=0 ∂(il,ml),(il+1,ml+1)F (x, y) > 0 avec la
convention(iL+1, mL+1) = (i0, m0).

2.3 Notion de stabilit é

Dans cet article, on s’intéresse à une notion spécifique de stabilité par rapport à des pavés deAM.
Un pav́e est un produit cartésienB =

∏
(i,m)∈I×M

B(i,m) où chaqueB(i,m) est un intervalle deAi.
Pourx, y ∈ AM etU ⊂ M, le plus petit pavé contenantxU etyU est noté

π(xU, yU) =
∏

(i,m)∈I×U

[min(x(i,m), y(i,m)), max(x(i,m), y(i,m))].

Définition. Étant donnéF : AM → AM etB un pavé deAM, un étatx ∈ B estB-stable si pour
touty ∈ A vérifiant(x, y) ∈ TA(F ), alorsy /∈ B.

On remarque qu’un pointAM-stable est un point fixe deF , car un point fixe n’a pas de suc-
cesseur dans le graphe de transition asynchrone. Ainsi, en considérant cela dans les théorèmes
suivants, on retrouve le cadre de la conjecture de R. Thomas [12].



3 Conditions n écessaire de multistabilit é

3.1 Le cas intracellulaire

Dans le cadre intracellulaire, la conjecture de R. Thomas a ´eté démontrée dans différents articles.
Avec notre formalisme, on peut reécrire le théorème principal obtenu par A. Richard dans [9]:

Théoreme 3.1([9]). SoientF : A{0} → A{0} et un pav́e B de A. Si deuxétats distincts
x, y ∈ B sontB-stables, alors il existez ∈ π(x, y) tel queG(∂F (z, y)) contient un circuit positif
élémentaire.

3.2 Le cas intercellulaire

On rappelle queV est le voisinage de la fonctionF . SoientU′, U′′ deux sous-ensembles deM. On
définit le sous-ensembleU′ + U′′ = {u′ + u′′ : u′ ∈ U′ etu′′ ∈ U′′}. PourU ⊂ M fini, on note
∂U = (U + V) r U le borddeU etU = U + V la fermeturedeU parV.

Théoreme 3.2.SoientF : AM → AM une fonction globale,B =
∏

(i,m)∈I×M
B(i,m) un pav́e de

AM et U ⊂ M fini. Si x, y ∈ B sont deux pointsB-stables qui v́erifientx∂U = y∂U et xU 6= yU,
alors il existez ∈ π(x, y) tel queG(∂F (z, y)) a un circuit positifélémentaire.

Preuve.On définitF̂ : AU → AU telle que

F̂ ((au)u∈U)u′ =

{
F ((au′+v)v∈V) pour toutu′ ∈ U,

F (y)u′ pour toutu′ ∈ ∂U.

L’intuition est que la dynamiquêF préserve la dynamique locale de la communication inter-
cellulaire tout en laissant stable la frontière. On vérifie facilement quex

U
ety

U
sontB

U
-stables où

B
U

=
∏

(i,m)∈I×U
B(i,m).

En appliquant le théorème 3.1 à la dynamique intracellulaireF̂ : (AU){0} → (AU){0}, il existe
z

U
∈ π(x

U
, y

U
) tel queG(∂F̂ (z

U
, y

U
)) ait un circuit positif. C’est à dire, il existeL ∈ N et

(il, ml) ∈ I × U, pour toutl ∈ [0, L], tous distincts, tels que

L∏

l=0

∂(il,ml),(il+1,ml+1)F̂ (z
U
, y

U
) > 0 avec(iL+1, mL+1) = (i0, m0).

Commex∂U = y∂U et z
U
∈ π(x

U
, y

U
), on az∂U = y∂U. Ainsi ∂(i,m),(j,n)F̂ (z, y) = 0 pour

tout n ∈ ∂U. On en déduit queml /∈ ∂U pour tout l ∈ [0, L]. On posezMrU = yMrU.
CommeF et F̂ sont définies localement parF , pour tousm, n ∈ U et i, j ∈ I, on en déduit
que∂(i,m),(j,n)F̂ (y

U
, z

U
) = ∂(i,m),(j,n)F (y, z). Le théorème en découle.

3.3 Cas des configurations p ériodiques

Dans [3, 2], on étudie des configurations périodiques dansl’espace.
Avec notre formalisme, une configurationx estM′-périodiquesuivant un sous-réseauM′ deM

si xm+m′ = xm pour tousm ∈ M et m′ ∈ M
′. Si le sous-groupe quotientM/M

′ est fini (i.e. M
et M′ sont de même dimension), il existe des sous-ensembles finisU tels queU + M′ = M, ces
ensembles sont appelésdomaines fondamentaux. Bien sûr, on aCard(U) = Card(M/M′). Dans
ce cas, les conditions sur le bord du théorème 3.2 peuvent ˆetre affaiblies.



Corollaire 3.3. SoientF : AM → AM une fonction globale,B =
∏

(i,m)∈I×M
B(i,m) un pav́e de

AM. SoientM′ un sous-ŕeseau deM et U ⊂ M un domaine fondamental. SoitC ⊂ U tel que
∂(U r C) ⊂ C + M′, on dit queC vérifie la condition spaciale.

Six, y ∈ B sont deux pointsM′-périodiquesB-stables qui v́erifientxC = yC etxU 6= yU, alors
il existez ∈ π(x, y) tel que∂F (z, y) a un circuit positifélémentaire.

Exemple3.1. Si M = Z, les sous-groupes deM sont de la formenZ avecn ∈ N. On considère
la dynamique globaleF : AZ → AZ de voisinageV = {−1, 0, 1}, c’est à dire, une cellule peut
seulement interagir avec elle-même ou avec ses voisines immédiates, gauche ou droite. Soient
x, y ∈ AZ deux points fixes périodiques de périodes respectivesk et k′ tels quex0 = y0. Les
pointsx et y sontAZ-stables etdZ-périodiques, oùd = pgcd(k, k′) est le plus grand diviseur
commun dek etk′. On peut alors appliquer le corollaire 3.3 avecU = {0, . . . , d− 1} etC = {0}.
On retrouve alors le théorème 4.1 de [3].

3.4 Effets de bord

Parfois, certains points du réseau ne sont pas habités parune cellule, c’est par exemple le cas
où le système biologique est confiné dans une partie de l’espace. Dans ce cas, le théorème 3.2
reste valide. Pour le montrer, on rajoute unétat neutrenoté q à notre alphabet, on pose alors
Aq = A ∪ {q}, et on étend notre fonction localeF : AV → A à la fonction localeFq : AV

q → Aq

de telle sorte que:

• la restriction deFq àAV soit égale àF ,

• si v ∈ AV

q vérifie v0 = q alorsFq(v) = q, i.e. un état neutre reste neutre,

• les effets de bord sont correctement gérés, i.e. siv ∈ AV

q tel qu’il existem ∈ V r {0}

vérifiantvm = q alorsF q(v) est choisi dansA suivant le comportement biologique le plus
naturel. Généralement,F est isotropique(i.e. ne dépend pas de la position des cellules
voisines). Dans ce cas là, les effets de bord sont faciles àenvisager. En effet, si une cellule
q apparaı̂t dans le voisinage, celle-ci n’a aucune influence sur la cellule centrale sur laquelle
on applique la fonction localeF q.

Les notions de Jacobienne et de stabilité s’adaptent facilement en rajoutant l’étatq dans les définitions.
On peut alors appliquer le théorème 3.2 à la fonctionFq : AM

q → AM

q .

Exemple3.2. Soit F : A → A telle queF ((av)v∈V) = f(a0, (max{a(i,v) : v ∈ V r {0}})i∈I)
où f : A × A → A est une fonction. Biologiquement, cela correspond au cas o`u le niveau
d’expression d’un gène dans une cellule est influencer par les niveaux d’expressions des gènes
dans cette cellule ainsi que les niveaux maximum d’expressions de chaque gène dans les cellules
voisines. Dans ce cas là, lorsqueFq rencontre une celluleq, tout se passe comme si le niveau
d’expression est à0.

4 Exemples d’applications

Dans cette section on va voir comme notre formalisme s’applique à des exemples concrets.

4.1 Formation des organes sensoriels de la Drosophile

Dans [2], on étudie le réseau de régulation aboutissant `a la formation de l’organe sensoriel de
la drosophile. Une approche logique a été proposée par A.Ghysen et R. Thomas dans [4]. La
formation de cette organe dépend de4 types de gènes: gènes proneuraux notésA, gènes “neuro-
genic” notésB, gènes “cell cycle” notésC et les gènes “prepattern” considérés comme de simples



entrées. Nous ne considérons pas tous les paramètres, seul le niveau d’expression maximum du
gèneA dans les six cellules voisines et les niveaux d’expression des gènes contenus dans la cellule
étudiée sont pris en compte. Avec cette hypothèse, on obtient deux états stables périodiques suiv-
ant un réseau hexagonal, on renvoie à [2] pour plus de détails. Le domaine fondamental considéré
est un hexagone formé de sept cellules et la partieC du corollaire 3.3 correspond à la partie colorée
dans la figure suivante. La figure suivante représente les niveaux d’expressions des gène dans le
domaine fondamental pour les deux états stables, on remarque que les niveaux d’expression sont
les mêmes pour les cellules de la partieC.

0 2 1

0 2 1

0 2 1

0 2 1 0 2 1

0 2 1

0 2 1

0 2 1 0 2 1

0 2 1

0 2 1

2 0 0 0 2 1

2 0 0

D’après le théorème , il existe un état tel que le graphe de régulation associé à cet état contient un
circuit positif élémentaire:
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4.2 Segmentation de l’embryon de la Drosophile

Nous modélisons ici le réseau de régulation contrôlantla segmentation de l’embryon de la Drosophile.
La segmentation chez la Drosophile se fait en plusieurs stades, grâce à plusieurs classes de gènes.

A l’un de ces stades, l’expression des gènes de la segmentation chez la Drosophile est initiée
par un prepattern de gènes “pair-rule”. Ces gènes sont sous le contrôle direct des gènes “gap” ,
qui sont des gènes zygotiques. Le domaine d’expression desgènes “pair-rule” se caractérise par la
présence de bandes alternées disposées selon l’axe ant´eropostérieur. Ces bandes définissent les fu-
turs segments métamériques de l’animal. Les gènes “pair-rule” agissent sur une nouvelle catégorie
de gènes, les gènes de polarité segmentaire. Leur expression est responsable de la spécification des
parties antérieures et postérieures de chaque segment del’animal.

Le réseau de régulation que nous allons étudier est constitué de8 gènes:englailed(EN), wing-
less (WG), hedgehog(HH), patched(PTC), smoothened(SMO), sloppy paired(SLP), cubitus
interruptus activator(CIA), cubitus interruptus repressor(CIR). Ainsi I = {EN, WG, HH, PTC,



SMO, SLP, CIA, CIR}. Chaque gène a deux niveaux d’expression, ainsiAi = {0, 1} pour tout
i ∈ I et doncA = {0, 1}I .

Les cellules sont disposées suivant le réseauZ. Pour toutx ∈ AZ, la formation biologique des
cellules impose quex(SLP,m) = 1 si m = 1 ou2 mod 4 et 0 sinon. Pour les autres gènes, chaque
cellule communique uniquement avec ces voisines de droite et de gauche, i.e.V = {−1, 0, 1}. La
dynamique, issue de [1], est donnée par

F (a, b, c) = f(b, max(aHH , cHH), max(aWG, cWG)),

où f : A × AHH × AWG → A est définie pour tout(b, maxHH , maxWG) ∈ A × AHH × AWG

par les formules logiques suivantes:
f(b, maxHH , maxWG)WG = (bCIA ∧ bSLP ∧ ¬bCIR) ∨ (bWG ∧ (bCIA ∨ bSLP ) ∧ ¬bCIR)

f(b, maxHH , maxWG)EN = maxWG ∧ ¬bSLP

f(b, maxHH , maxWG)HH = bEN ∧ ¬bCIR

f(b, maxHH , maxWG)PTC = (bCIA ∧ ¬bEN ∧ ¬bCIR ∨ (bPTC ∧ ¬maxHH

f(b, maxHH , maxWG)SMO = ¬bPTC ∨ maxHH

f(b, maxHH , maxWG)CIA = ¬bEN ∧ (bSMO ∨ maxHH)

f(b, maxHH , maxWG)CIR = ¬bEN ∧ ¬bSMO ∧ ¬maxHH

Maintenant, on peut aborder la recherche d’états stables.Comme le motif est un ruban de4
cellules qui se reproduit un certain nombre de fois, il suffitde trouver les états stables formés de
4 cellules, en supposant que le voisin de gauche (resp. droite) de la cellule I (resp. IV) est la
cellule IV (resp. I). Donc on obtient un système de32 équations à32 variables à résoudre. Pour
des raisons de simplification de notation, on notera par la suite SLPm, le niveau d’expression du
gène sloppy paire dans la cellulem ∈ Z. Nous savons déjà queSLP1 = 0, SLP2 = 0, SLP3 = 1
et SLP4 = 1 car le niveau d’expression du gène sloppy paired ne dépendque de la place de la
cellule. Par application ds règles booléennes, on montreque les états stables ne dépendent que du
niveau d’expression des gènes wingless (WG) et patched (PTC), ainsi on peut donner le niveau
d’expression des5 autres gènes en fonction de ces deux gènes, wingless et patched. Il ne reste
plus qu’à résoudre un système de8 équations à8 inconnues. Grâce à une étude par cas, on trouve
10 solutions, dont deux états stables,x et y, avec une particularité: ils ont une cellule commune
(cellule IV). La figure suivante réprésente 10 cellules consécutives des étatsx et y. Chaque barre
verticale représente une cellule où chaque carré représente un gène. Ce carré est noir dans le cas
où le niveau d’expression du gène en question est à1, sinon le niveau d’expression est à0.

x y

EN

WG

HH

PTC

SMO

SLP

CIA

CIR

EN

WG

HH

PTC

SMO

SLP

CIA

CIR

Ainsi, la dynamique admet deux points fixes4Z-périodique qui ne sont pas dans la même orbite
et ont une cellule commune: la quatrième cellule. Par le th´eorème 3.2, il existe un étatz tel que le
graphe de régulation associé a un circuit positif. La période de cet état est représentée ci-dessous
avec un circuit positif.
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