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Abstract

Dans les années 80, le biologiste R. Thomas a conjectwe@agte liant multistationnarité dans
un systeme de genes interagissant dans une seule celliggigtence d'un circuit positif dans
le graphe d’interaction génétique. Ce résultat a et@ige pour differents modeles, differentiels
ou booléens. Ainsi on peut s’interroger sur la validitécddte régle pour un systeme contenant
plusieurs cellules et de ce fait, avec des interaction€tigures intercellulaires. Dans ce papier,
on se propose de formaliser la répartition des cellulesupaiéseaui.e, chague point du réseau
représente une cellule auquelle est associée le niveaprdssion des genes contenus dans cette
cellule. A l'aide de cette configuration, nous montrons dexistence d’un circuit positif est une
condition nécéssaire pour une forme spécifique de ntatiignarité. Nous illustrons ce théoreme
a travers deux exem ples issus du développement de la Rhibso

1 Introduction

Les interactions entre genes sont contrblees par umdrieecomplexe de régulations, que les
biologistes représentent souvent par des graphes. Dangraghes de régulation génétique, les
sommets représentent les genes, alors que les arétesglisgaes et représentent les effets de
régulation d’'un géne a un autre. Les arétes sont muriigs gigne positive dans le cas d’'une
activation et négative pour une inhibition. Ce papiettéraies relations entre la structure du graphe
et leurs propriétés dynamiques.

Dans les années 80, le biologiste R.Thomas a énoncgliagénérale suivantene condition
nécéssaire pour la multistabilité (i.e, I'existence de plusieurs points fixesgt la présence d'un
circuit positif dans un graphe de réegulation, le signe d’un circuit étant le produit des signes de
ces arétes [12]. Ces dernieres années, cette regéepadivée dans des formalismes différentiels
[6, 10, 5, 11] et plus recemment dans des cadres discre®s B], mais toujours dans le cas ou
tous les genes font partis d'une méme cellule. Ainsi cagrapnd a étendre cette regle au cas
intercellulaire, en établissant des connections enfferdntiation spatiale et I'existence de circuits
positifs.

Dans [3], les cellules sont fixées et localisées sur urike gnfinie de dimension: plus simple-
ment, chaque cellule est représentée par un entierfrelagist une simplification qui a I'avantage
d’'impliquer un formalisme basique. La communication in&dulaire est suppposée étre locale:
un geéne peut seulement interagir avec des genes de sa melprlex et des cellules voisines,
gauche ou droitey — 1, = + 1. Cette supposition, qui est raisonnable biologiquemeststandard
et a la base des automates cellulaires [13].

Un cas plus réaliste biologiquement a été étudié dahdgs cellules sont localisées sur une
grille hexagonale de dimensia@n Ce choix implique qu’une cellule@cellules voisines. Chaque
cellule contient la méme collection de genes. &fatest la donnée du niveau d’expression de
chaque gene dans chaque cellule & un instant fixé. La coication est toujours locale: un gene
peut interagir avec des genes de la méme cellule ou dadeselloisines. Uretat stableest un
état pour lequel le niveau d’expression de chaque gene claamque cellule reste inchangé par la



dynamique. Un état egériodiques’il peut étre construit a partir d’'un pavé constitu@ia’nom-
bre fini d’hexagones que I'on translate afin de paver le plaandce formalisme, on obtient le
théoréme suivant:

Si la dynamique a deux états stables périodiques vérifiaa certaine condition, nommeéendi-
tion spatiale alors il existe un état tel que le graphe de régulation associé a I'étabntient un
circuit positif.

Ici, nous généralisons le modele décrit dans les papidés precédemment [3, 2]. Nous
étudions un réseau génétique intercellulaire: lalleation des cellules est donnée par un réseau,
i.e, un sous-groupe discret d¥, le niveau d’expression des génes est multivalué, la conica-
tion intercellulaire s’étend a un voisinage quelconddans ce cadre général, nous obtenons ainsi
la regle de Thomas avec une condition spatiale sur les &tables. Ce modele est alors appliqué a
deux modeles: la formation de I'organe sensoriel de la Bpbge d’apres un article de Alain Ghy-
sen et René Thomas [4], puis a la segmentation de 'emlitgda Drosophile en nous appuyant
sur un article de Réka Albert et Hans G.Othmer [1].

2 Formalisme

2.1 Dynamique dur éseau de r égulation

On s’intéresse a l'étude de I'évolution d’'une cellule gomporten genes choisis dans un ensemble
fini 1. Pour le géné € I, on noteA; = |0, k;] les niveaux d’expression du géneUn étatdu
systeme est un élement= (a;);c; € A =[[;c; A

Généralement, un systeme biologique est constituéftégahtes cellules. On peut supposer
que les cellules sont réparties reégulierement et de @nawiiscréte dans I'espaig. On peut donc
supposer qu'elles sont disposées suivant un rébgate. un sous-groupe discret & muni de
I'opération+. Chaque cellule est dans un état d’expressionalpiabet4. Un état du systmeest
une suite d’élement dd indexée pab/, i.e. un élément det™. Pour toutr € A™ etU C M, on
notexy la restriction der aU. De plus, pour un genec I, on notez; .,y le niveau d’expression
du gene dans la cellulen.

Le niveau d’expression d’'un gene dans une cellule variecamscdu temps en fonction des
niveaux d’expression des genes dans cette cellule et éansllules voisines. Chaque cellule
communique avec ses voisines de maniere uniforme damsbtes Pour modéliser ce phénomene,
on consideére I'ensemble fili ¢ M appelévoisinageet unefonction localeF : AV — A. La
dynamique globalelu systeme peut alors étre donnée pauntomate cellulairg” : AM — AM
défini par:

F(2)pm = F((Zmyo)vev) pour tousr € A" etm € M.

L’hypothése synchrone n’est pas biologiquement recevalin effet, 'augmentation ou la
diminution du niveau d’expression d’un gene demande utaicedélai et I'hypothése synchrone
impose que tous ces délais soit identiques, ce qui est phabple. C'est pourquoi René Thomas
[12] décrit dans le cadre intracellulaire une dynamigugakrone a partir de la fonction globale.
Dans notre cas, on peut décrire la dynamique asynchroadiage /' en définissant lgraphe de
transition asynchroneotéGT A(F'). L'ensemble des sommets G4 A(F') estA et 'ensemble
des arétes, notBA(F'), est défini par:

im) — im .7 .7 ! et
(x,y) € TA(F) < 3(j,m') € IxM tel que Yom) = Flim) V.(Z m) 7 (3, m')
YGm) = TGy + SIQNEEF () (jmry — T(jmt)) 7 T(jm)

Remarquela principale propriété dynamique auquelle nous nousr@ssons ici, est la présence
de points fixes, qui est indépendante du choix de la dynamigunchrone, asynchrone ou avec
délai...



RemarqueDans [7, 9, 8], on s'intéresse au cas intracellulaire quiespond au cas a4l = {0}.

2.2 Graphe d'interaction

Généralement, on observe les variations du niveau désgion d’un gene lorsque les autres genes
interagissent avec celui-ci. Ces variations sont misewvite@ice par le calcul de la Jacobienne
discrete et visualisées sous la forme d’'un graphe dautgon. Il existe un formalisme dans le
cas intracellulaire qui se généralise facilement au@sgellulaire en rajoutant comme parametre
la position de la cellule sur le réesedl. Dans cet article on adoptera une version simplifiee du
formalisme détaillé dans [9] mais généralisé au céeraellulaire.

Pour touse, y € AM et (i, m) € I x M, on définitz(“™<¥ par:

(i;m) <ty Z(j,n) pour tout(j,n) # (i, m)
T(im) + SIQNEY (i m) — T(my)  Si(J,n) = (i,m)

Pour tousz,y € A™ et (i,m), (j,n) € I x M, on définit laJacobienne disétede F' en
r € AM suivant la directiorny € AM par:

¢ a(i:m)v(jyn)F('r y) = Signf{yjn T(j,n) )SIgI’]G{F(I(J n><]y)( )_F( )(i m))
Si SIgNEF () (j,m) — Tim) €L SIQNEF (20 W)y — xgin)f’y) sont differents,

o Jim),(im F(x,y) = 0 sinon.

Pour visualiser les differentes actions d’un gene suruireaon définit legraphe de egulation
dedF(x,y), noteG(0F (z,y)). Ce graphe a pour sommets, les génes en chaque point duwrése
(i.e. I x M) et possede une aréte allant du gé¢mans la cellule: (i.e. le sommetj, n)), au géne
i dans la cellulen (i.e. le sommeti,m)) Si O m). i F (2, y) # 0. Le signe de l'aréte allant de
(4,n) a(i,m) est alors celui dé; ) ;) F(z,y).

Définition. On dit queG(JF (z,y)) a uncircuit positif élementaires’il existe L € N et (i;,m;) €
I x M, pour tout! € [0, L], tous distincts, tels quEl;, ,.mu). 1 men F(7,y) > 0 avec la
convention(iy, 11, mr11) = (ig, mo).

2.3 Notion de stabilit &

Dans cet article, on s'intéresse a une notion spécifigugtabilité par rapport a des pavésA4é.
Un pae est un produit cartésiefl = [, .\ . Bii,m) OU chaques; ., est un intervalle ded;.
Pourz,y € AM etU C M, le plus petit pavé contenant; ety est noté

mleoyw) =[] [0 (@6m): Ym))s MAX(Tm); Yim))-
(3,m)eIxU

Définition. Etant donn& : A™ — AM et B un pavé ded™, un étatr € B estB-stable si pour
touty € A vérifiant(x,y) € TA(F), alorsy ¢ B.

On remarque qu’un point™-stable est un point fixe d&, car un point fixe n’a pas de suc-
cesseur dans le graphe de transition asynchrone. Ainsipesiderant cela dans les théoremes
suivants, on retrouve le cadre de la conjecture de R. Thob®js [



3 Conditions n écessaire de multistabilit é

3.1 Le cas intracellulaire

Dans le cadre intracellulaire, la conjecture de R. Thometealémontrée dans differents articles.
Avec notre formalisme, on peut reécrire le théoremegpal obtenu par A. Richard dans [9]:

Théoreme 3.1([9]). SoientF : A% — A et un pae B de A. Si deuxétats distincts
z,y € B sontB-stables, alors il existe € «(x,y) tel queG(9F(z,y)) contient un circuit positif
élementaire.

3.2 Le cas intercellulaire

On rappelle qué& est le voisinage de la fonctidn. SoientU’, U” deux sous-ensembles ie On
définit le sous-ensemble’ + U” = {u' +u” : v’ € U’ etw” € U"}. PourU C M fini, on note
U= (U+V)~\UleborddeU etU = U + V lafermeturedeU parV.

Théoreme 3.2.SoientF” : A" — A" une fonction globaleB = [, . c . Biim) Un pae de

A" etU c M fini. Siz,y € B sont deux pointg-stables qui @rifientzsy = yoy et zy # yu,
alors il existez € 7 (x,y) tel queG(0F(z,y)) a un circuit positifelementaire.

Preuve.On définitF : AU — AU telle que

ﬁ((a ueT v = F((aw1v)vev) pourtouty’ € U,
wueU /v — F(y)u/ p0urt0utul c oU.

L'intuition est que la dynamiqu@ préserve la dynamique locale de la communication inter-
cellulaire tout en laissant stable la frontiere. On veérificilement quey ety sontBg-stables ou
By = 1 myerxo Biim- B B

En appliquant le theoréme 3.1 a la dynamique intracaifiel” : (AY){0 — (4Y){0 il existe
2p € 7(og, yp) tel queG(&ﬁ(z@, yg)) ait un circuit positif. C'est & dire, il existé € N et
(i,m;) € I x U, pour toutl € [0, L], tous distincts, tels que

L

Ha(ilyml)v(ilJrl7ml+1)F(zﬁ7 yﬁ) >0 avec(iL+1, mL—i-l) = (i07m0)~
=0
Commezxyy = ysu €t 2g € (g, yg), ON azgy = You. AINSi a(i7m),(j,n)13(z,y) = 0 pour
toutn € 0U. On en déduit quen; ¢ OU pour tout! € [0,L]. On posezy.u = Ym-u-
CommeZF et F sont définies localement pdf, pour tousm,n € U eti,j € I, on en déduit

~

qued;.m),j.n) F (Yo, 25) = Oum), G F (Y, 2). Le theoréme en découle.

3.3 Cas des configurations p ériodiques

Dans [3, 2], on étudie des configurations périodiques tlasgace.

Avec notre formalisme, une configuratierestM’-périodiquesuivant un sous-résedli’ de M
Si Zpymr = T, POUr tousm € M etm’ € M. Si le sous-groupe quotieM /M’ est fini (i.e. M
et M’ sont de méme dimension), il existe des sous-ensembledfitels queU + M’ = M, ces
ensembles sont appel@smaines fondamentauBien sir, on &ard(U) = Card(M/M’). Dans
ce cas, les conditions sur le bord du théoreme 3.2 pewtemnaffaiblies.



Corollaire 3.3. Soientr” : A" — A" une fonction globaleB3 = [[; ,.\c . Biim) Un pae de
AM. SoientM’ un sous-éseau déVl et U c M un domaine fondamental. Sdit ¢ U tel que
J(U\ C) c C+ M, on dit queC vérifie la condition spaciale.

Siz,y € B sont deux pointd1’-périodiquesB-stables qui @rifientzc = yc etxy # yy, alors
il existez € n(z,y) tel quedF(z,y) a un circuit positifelementaire.

Exemple3.1 SiM = Z, les sous-groupes d& sont de la forme:Z avecn € N. On considere
la dynamique globalé’ : AZ — AZ de voisinageV = {—1,0,1}, c'est a dire, une cellule peut
seulement interagir avec elle-méme ou avec ses voisinegediates, gauche ou droite. Soient
z,y € A”Z deux points fixes périodiques de périodes respectivesk’ tels quezr, = 1,. Les
pointsz ety sont AZ-stables etiZ-périodiques, oul = pgcd(k, k') est le plus grand diviseur
commun de; etk’. On peut alors appliquer le corollaire 3.3 aviée= {0,...,d — 1} etC = {0}.

On retrouve alors le théoreme 4.1 de [3].

3.4 Effets de bord

Parfois, certains points du réseau ne sont pas habitésngacellule, c’est par exemple le cas
ou le systeme biologique est confiné dans une partie dpdee. Dans ce cas, le théoreme 3.2
reste valide. Pour le montrer, on rajoute @t neutrenoté ¢ a notre alphabet, on pose alors
A, = AU{q}, et on étend notre fonction locale: A” — A & la fonction locale;, : A — A,

de telle sorte que:

e la restriction def;, a. A" soit égale &,
e siv € A/ vérifiev, = g alorsF,(v) = ¢, i.e. un état neutre reste neutre,

e les effets de bord sont correctement gérés, i.ev si A/ tel qu'il existern € V \ {0}
vérifiantv,, = ¢ alorsF,(v) est choisi dansd suivant le comportement biologique le plus
naturel. Généralemenf;, estisotropique(i.e. ne dépend pas de la position des cellules
voisines). Dans ce cas la, les effets de bord sont faciewiager. En effet, si une cellule
q apparait dans le voisinage, celle-ci n'a aucune influenc&a<ellule centrale sur laquelle
on applique la fonction local€’,.

Les notions de Jacobienne et de stabilitée s’adaptenéfaeiht en rajoutant I'étgtdans les définitions.
On peut alors appliquer le théoréme 3.2 a la fonciipn A" — A

Exemple3.2 SoitF' : A — A telle queF((a,)vev) = f(ao, (max{agy : v € V {0}})ier)
ouf: Ax A — A estune fonction. Biologiquement, cela correspond au cak aiveau
d’expression d’'un gene dans une cellule est influencergsmniveaux d’expressions des genes
dans cette cellule ainsi que les niveaux maximum d’expoessile chaque géene dans les cellules
voisines. Dans ce cas la, lorsqég rencontre une cellule, tout se passe comme si le niveau
d’expression est &.

4 Exemples d'applications

Dans cette section on va voir comme notre formalisme s’gppla des exemples concrets.

4.1 Formation des organes sensoriels de la Drosophile

Dans [2], on étudie le réseau de régulation aboutisadatformation de I'organe sensoriel de
la drosophile. Une approche logique a été proposée p&hysen et R. Thomas dans [4]. La
formation de cette organe dépend4gpes de genes: genes proneuraux natggenes “neuro-
genic” notésB, genes “cell cycle” noté€’ et les genes “prepattern” considérés comme de simples



entrées. Nous ne considérons pas tous les parametutde sdveau d’expression maximum du
geneA dans les six cellules voisines et les niveaux d’expressésrgénes contenus dans la cellule
étudiée sont pris en compte. Avec cette hypothese, dardliteux états stables périodiques suiv-
ant un réseau hexagonal, on renvoie a [2] pour plus delslét® domaine fondamental considéré
est un hexagone formé de sept cellules et la pé&rtie corollaire 3.3 correspond a la partie colorée
dans la figure suivante. La figure suivante représente lesaok d’expressions des gene dans le
domaine fondamental pour les deux états stables, on remapae les niveaux d’expression sont
les mémes pour les cellules de la paffie

D’apres le théoreme , il existe un état tel que le graphetgulation associé a cet état contient un
circuit positif elémentaire:

4.2 Segmentation de 'embryon de la Drosophile

Nous modélisons ici le réseau de régulation contrdeaseégmentation de I'embryon de la Drosophile.
La segmentation chez la Drosophile se fait en plusieurestaptace a plusieurs classes de genes.

A I'un de ces stades, I'expression des genes de la segroentiiez la Drosophile est initiee
par un prepattern de genes “pair-rule”. Ces genes sor#t leocontrole direct des genes “gap” ,
qui sont des genes zygotiques. Le domaine d’expressiogates “pair-rule” se caractérise par la
présence de bandes alternées disposées selon I'@repastérieur. Ces bandes définissent les fu-
turs segments métamériques de I'animal. Les géenesfpkat agissent sur une nouvelle catégorie
de genes, les genes de polarité segmentaire. Leur eskpnesst responsable de la spécification des
parties antérieures et postérieures de chaque segmégéaniheal.

T,
& : \.“.

Le réseau de régulation que nous allons étudier estitoasieS genesenglailed(EN), wing-
less (WG), hedgehogHH), patched(PTC), smoothenedSMO), sloppy paired(SLP), cubitus
interruptus activator(CIA), cubitus interruptus repress¢CIR). Ainsi/ = {EN, WG, HH, PTC,



SMO, SLP, CIA, CIR. Chaque géne a deux niveaux d’expression, alsi= {0, 1} pour tout
i € I etdoncA = {0,1}.

Les cellules sont disposées suivant le reséaBour toutr € A%, la formation biologique des
cellules impose que(s.pm) = 1 sim = 10u2 mod 4 et0 sinon. Pour les autres genes, chaque
cellule communique uniqguement avec ces voisines de drbite gauche, i.eV = {—1,0,1}. La
dynamique, issue de [1], est donnée par

F(a, b, C) = f(b, mal’(aHm CHH)> mGﬂ?(@WG, CWG))>

ouf:AxAgy x Awg — A est définie pour touth, maxgyy, marwe) € A X Ayg X Awa
par les formules logiques suivantes:

f(bmargy, mavwe)wa = (bora Abscp A —=borr) V (bwa A (bora V bspp) A —berr)
f(b,mazryy, marwg)eny = maxrwg A —bspp
f(b,maxgy, mavwa)aar = ben A-borr

f(b,maxpy, marwa)pre = (bora A —bgn A =bcrr V (bpre N ~maxpn

f(b,mazyy, marwes)smo = —bprc NV maryy

f(b,mazxgy, mavwa)ora = —bepn A (bsmo V mavgp)

f(b,maxyy, marwe)orr = —bpy A —“bsyo N —maxgy

Maintenant, on peut aborder la recherche d’états stallesame le motif est un ruban de
cellules qui se reproduit un certain nombre de fois, il saffittrouver les états stables formés de
4 cellules, en supposant que le voisin de gauche (resp. Hawetéa cellule | (resp. 1V) est la
cellule IV (resp. 1). Donc on obtient un systeme3f#eéquations &2 variables a résoudre. Pour
des raisons de simplification de notation, on notera parita sU.P,,, le niveau d’expression du
gene sloppy paire dans la cellute e Z. Nous savons déja quel.P, = 0, SLP, =0, SLP; = 1
et SLP, = 1 car le niveau d’expression du gene sloppy paired ne dépaedie la place de la
cellule. Par application ds regles booléennes, on majuedes états stables ne dépendent que du
niveau d’expression des genes wingless (WG) et patche@)(Riinsi on peut donner le niveau
d’expression de$ autres genes en fonction de ces deux genes, winglessobtepatll ne reste
plus qu’a résoudre un systemegléquations & inconnues. Grace a une étude par cas, on trouve
10 solutions, dont deux états stableset y, avec une particularité: ils ont une cellule commune
(cellule V). La figure suivante réprésente 10 cellulessgrutives des étatset y. Chaque barre
verticale représente une cellule ou chaque carré septé un gene. Ce carré est noir dans le cas
ou le niveau d’expression du gene en question éssaon le niveau d’expression esba

T

Y
EN L EN
WG L WG
HH HH
PTC . PTC
SMO L SMO
SLP [ SLP
CIA CIA
CIR . CIR

Ainsi, la dynamique admet deux points fixes-périodique qui ne sont pas dans la méme orbite
et ont une cellule commune: la quatrieme cellule. Paréetdme 3.2, il existe un étattel que le
graphe de régulation associé a un circuit positif. Laquér de cet état est représentée ci-dessous
avec un circuit positif.
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