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DUT Informatique Devoir Maison n° 2

Correction Devoir Maison : Variables aléatoires continues

Exercice 2.

1. La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [0, 50]. Sa densité de probabilité f est
donc donnée par

f(z) = 5—10 siz € [0,50], f(z) = 0 sinon.

Il y a une station au kilometre 0, une autre au kilometre 50 donc on se trouve a plus de
10km d’une station si X € [10, 40].

40 40—10 3
dr = = —.
50 5

P10 X <40)= [ f(x)
10

La probabilité de se trouver a plus de 10km d’une station est donc de %

2. Sil’on se trouve entre les kilometres 0 et 25, la station la plus proche est celle située au
kilometre 0. Si I’on se trouve entre les kilometres 25 et 50, la station la plus proche est
celle située au kilometre 50. Ainsi,

z, six € 10,25],
g(x) = .
50 —z, six € [25,50].

3. Ona

E(g(X)) = / g(0) f(x)da

25 50 50 — ¢
= —dz + / 0 dx d’apres I’expression de g trouvée en 2.
25

1 27125 1 2150
S ) .
50 [ 2] 50 |2 ).,
252 1 502 1 252

NI | S N Sl
X B X T X

Lespérance de g(X) est de 2.
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Par définition, V(g(X)) = E(9(X)?) — E(g(X))?. Or,

E(g(X)?) = / g(@)2f (x)da

25 .2 50 ERY
. 50 s 50

25$2 50 ) )
= “dr+ — 50% — 100 d

/0 0 x+50 25( x + z°)dw,

1 [231% 1 2377
=— |= — |50%z — 5027 + —

50 |: 3 :|:1::0 + 50 |: ! v _'_ 3 :|z=25

1 25 1 503 1 253
= — x4+ —[50°=50%4+ — ) — — [ 50% x 25 — 50 x 25% + ——

50 0 3 +50( + 3) 50( + 3
625
=5

Ainsi, )
625 25 625
X)) =2 _(2) =22
v =5 - (3) -5
625

La variance de g(X) est de %5.

4. Soit Y la variable aléatoire représentant le colit du dépannage. Le nombre de kilometres
a parcourir pour effectuer un dépannage est donné par g(.X') donc

Y =40+ 10g(X).
Ainsi
E(Y)=40+10E(g(X)) = 40 + 125 = 165.
Le colit moyen du dépannage est donc de 165 euros.

Comme Y = 40 4 10¢(X), on obtient

15625

YY) = 10°V (9(X)) = =
D’ou
o(Y)=+V(Y)~T7217.

L’écart-type du dépannage est d’environ 72, 17 euros.
Exercice 3.
Soit X la variable aléatoire modélisant la durée de vie d’un disque dur en années. X suit une

loi exponentielle £(\) de parameétre A inconnu.
On cherche A tel que P(X < 1) < 0,001. Or,

1
P(X<1)= / e Mdr = — [e’)‘“}l =1—-e
0

=0
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Ainsi,
P(X €£1)<0,001 <= 1—¢*<0,001

— e >0,999

— et K .
0,999

1
<= A<In (m) )
Comme X suit une loi exponentielle de parametre A, son espérance est F/(X) = % Finalement
o
In <0,9ﬁ>

Pour assurer que la probabilité d’une panne la premiere année soit inférieure a 0, 001 il faut que
la durée de vie moyenne soit supérieure a 999, 5 années.

P(X <1)<0,001 < E(X) == > ~ 999, 5.

> =

Exercice 4.

1. L’espérance d’une loi exponentielle de parametre A est % d’ou

1 1
E(Ty) = TR0 e E(Ty) = 3~ 1200,

La durée de vie moyenne est d’environ 909 h pour les composants de type A et 1250 h
pour les composants de type B.

2. La densité de probabilité de T} est f1(x) = e~ 2. Ainsi,

P(Ty > 1000) = 1 — P(T} < 1000)

1000
=1- / Ae Mz
0

1000

= ]_ + [6_)\117} =0

_ 671000/\1

=e b x0,33.

La probabilité qu’un composant de type A soit encore en état de marche apres 1000 h
est d’environ 0, 33.
De méme,

P(Ty > 1000) = e~ '99%%2 = 708 ~ (45,

La probabilité qu'un composant de type B soit encore en état de marche apres 1000 h
est d’environ 0, 45.

3. Par définition des probabilités conditionnelles

P((Ty = 1000) N (T > 2000))

P1>1000) (T1 > 2000) = P(Ty > 1000)
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Comme (77 > 1000) N (T} > 2000) = (17 = 2000), on obtient

P(Ty > 2000)

Pr,>1000) (11 = 2000) = P(T; >1000)

De maniere identique a la question 2. on obtient alors,

—2000);
e
P(T1>1000)(21 > 2 )0()) = — ¢ 2000M+1000A _ o—1000A1 0, 33.

1000

On retrouve donc que la probabilité que le composant soit en état de marche apres
2000 h sachant qu’il est en état de marche apres 1000 h est égale a la probabilité que le
composant soit en état de marche apres 1000 h : la loi exponentielle est "sans mémoire".

. Les composants sont associés en série : le dispositif est en état de marche seulement si

les deux composants sont en état de marche. On note 7’5 la variable aléatoire prenant
pour valeurs la durée de vie du dispositif constitué d’un composant A en série avec un
composant 5.

(a) Le montage étant en série, on a

P(Ts > 1000) = P((Ty = 1000) N (T > 1000))
= P(Ty > 1000) x P(T, > 1000) par indépendance
~1000A; 5, ,—1000Az

=e d’apres la question 2.

_ 6_1000()\1+>\2) ~ O, 15.

La probabilité que le dispositif en série soit en état de marche apres 1000 h est
d’environ 0, 15.

(b) On cherche a déterminer la loi de 7s. Pour cela on calcule sa fonction de répartition.
De méme qu’a la question précédente, on obtient pour tout ¢ > 0,

P(Tg > t) = e7tith),
D’ou
P(Tg <t) =1— e tutda),

On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre A; + As.
Ainsi, T suit une loi exponentielle de parametre \; + ). Finalement,

1
A+ 0,0019

E(Ts) ~ 526, 32.

La durée de vie moyenne du dispositif en série est d’environ 526, 32 h.

5. Les composants sont associés en parallele : le dispositif est en panne seulement si les

deux composants sont en panne. On note 7} la variable aléatoire prenant pour valeurs la
durée de vie du deuxieéme composant A et on note 7p la variable aléatoire prenant pour
valeurs la durée de vie du dispositif constitué des deux composants A en parall¢le.



(a) Le montage étant en parallele, on a

P(Tp < 1000) = P((Ty < 1000) N (T; < 1000))

= P(Ty < 1000) x P(T; < 1000) par indépendance
= P(T} < 1000)? car les 2 composants suivent la méme loi
=(1- 671000,\1)2 d’apres la question 2.

Alors, )
P(Tp > 1000) =1 — (1 — e '")" ~ 0, 55.

La probabilité que le dispositif en parallele soit en état de marche apres 1000 h est
d’environ 0, 55.

(b) On cherche a déterminer la loi de T'». Pour cela on calcule sa fonction de répartition.
De méme qu’a la question précédente, on obtient pour tout ¢ > 0,

t 2
P(Tp < t) = P(Tl < t>2 = (/ /\1€_>\1de)’}> .
0

On note fp la fonction de densité de T». La fonction de densité étant la dérivée de
la fonction de répartition, on obtient

Jr(t) =2 (Ae™) x (/ | Ale_Alxdx)
0

=2\ e M (1- e M)
= 2)\167)\1t — 2)\1672)\1t.

Ainsi,
+oo
E(Tp) = / xfp(r)dx
0

+00 +oo
= 2/ zhe M dx —/ 20\ e Mg,
0 0

La premiere intégrale est I’espérance d’une loi exponentielle de parametre \q, la
seconde est I’espérance d’une loi exponentielle de parametre 2)\;. Finalement,

1 1 3
E(Tp) =2 x — — — =~ 2 1363. 64.
(Tr) M2\ 2\ ’

La durée de vie moyenne du dispositif en série est d’environ 1363, 64 h.
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