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Ensembles équipotents

Soient E = {a, b,c,d} et F ={1,2,3}.

@ |l existe une application surjective de E sur F, mais pas d'application
injective.

o Il existe application injective de F sur E, mais pas d'application
surjective.

En fait, il n'y a pas assez d'éléments dans F (ou trop peu dans E). Le
cardinal d’un ensemble précise la notion de nombre d'éléments
Ensemble de méme cardinal

Deux ensembles (fini ou non) sont équipotents ou de méme cardinal s'il
existe une bijection entre eux.
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Cardinal d'un ensemble fini

Définition
Un ensemble E est fini si E = () ou si 3n € N* tel que E est en bijection
avec {1,...,n}. Cet entier est unique, il est appelé le cardinal de E noté

Card (E). Si E =), on pose Card (E) = 0.

Pour montrer que cet entier est définit de maniére unique, on prouve la
proposition suivante :

Proposition
o S'il existe une application injective de {1,...,n} dans {1,..., k} alors
n < k.
o S'il existe une application surjective de {1,...,n} dans {1,... k}
alors n > k.
@ S'il existe une application bijection de {1,...,n} dans {1,..., k} alors
n=k.
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Cardinal d'un ensemble fini

Définition
Un ensemble E est fini si E = () ou si 3n € N* tel que E est en bijection
avec {1,...,n}. Cet entier est unique, il est appelé le cardinal de E noté

Card (E). Si E =), on pose Card (E) = 0.

Qui se traduit de la maniére suivante avec les cardinaux.

Proposition
Soient E et F deux ensembles finis. On a :
o |l existe une application injective de E dans F si et seulement si
Card (E) < Card (F).

@ |l existe une application surjective de E dans F si et seulement si
Card (E) > Card (F).

@ |l existe une application bijective de E dans F si et seulement si
Card (E) = Card (F).
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Principe des tiroirs

Principe des tiroirs

Soient E et F deux ensembles finis non vides et f : E — F une application.
Si Card (E) > Card (F) alors il existe x1,xp € E tels que f(x1) = f(x2).

Nombre moyen de cheveux : 150000

Nombre d'habitant a Paris : 2,2 million

Il'y a au moins deux personnes a Paris qui ont exactement le méme nombre
de cheveux.
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Principe des tiroirs

Principe des tiroirs

Soient E et F deux ensembles finis non vides et f : E — F une application.
Si Card (E) > Card (F) alors il existe x1,xp € E tels que f(x1) = f(x2).

Nombre moyen de cheveux : 150000

Nombre d'habitant a Paris : 2,2 million

Il'y a au moins deux personnes a Paris qui ont exactement le méme nombre
de cheveux.

Principe des tiroirs généralisé
Soient E et F deux ensembles finis non vides et f : E — F une application.

Si Card (E) > k Card (F) avec k € N* alors il existe une valeur de f qui
est répétée au moins k + 1 fois.
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Dénombrement



Pourquoi dénombrer un ensemble fini?

En informatique vous utiliserez la notion de dénombrement au moins dans
les deux cas de figures suivants :

@ dénombrer le nombre de cas a analyser par un algorithme en vu
d'étudier sa complexité;

@ lorsqu’on tire au hasard un élément dans un univers finis 2 de maniére
équiprobable (c'est a dire que chaque élément a la méme probabilité
d'étre tiré), la probabilité que cet élément soit dans I'ensemble A C Q

est
_ Card (A)

P(4) = Card ()
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Dénombrement et opérations sur les ensembles
Union

Card (AU B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B)
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[m]

o ~
Opération sur les ensembles

DA
8 /23



Dénombrement et opérations sur les ensembles
Union

Card (AU B) = Card (A) + Card (B) — Card (AN B)
Card (AU B U C) = Card (A) + Card (B) + Card (C) — Card (AN B)
—Card (AN C) —Card (BN C) + Card(AN BN C)

xJ

Xk

xXm
Dénombrement

[m] = =
Opération sur les ensembles

D¢
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Dénombrement et opérations sur les ensembles

Produit cartésien

Card (A x B) = Card(A) x Card(B)
Card (A1 X --- x A,) = Card(A;) x -+ x Card (Ap)

|(31, b1)||(a1, b2)||(a1, b3)||(32, b1)||(a2, b2)||(a2, b3)||(33, b1)||(33, b2)||(33a b3)||(84, b1)||(34, b2)||(34, b3)
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Dénombrement et opérations sur les ensembles

Passage au complémentaire

Card (Z) = Card (Q2) — Card (A)
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Arrangement

Permutation de n éléments
Nombre de facon de ranger n objets dans I'ordre.

n=nx(n-1)x(n-2)x---x2x1

Examples :
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Arrangement

Permutation de n éléments

Nombre de facon de ranger n objets dans I'ordre.

n=nx(n—-1)x(n—-2)x---x2x1

Examples :

e Voici les 4! = 24 permutations de quatre éléments distinct a, b, c et d :

abcd
bacd
cabd
dabc

Dénombrement

abdc
badc
cadb
dach

acbd
bcad
cbad
dbac

acdb
bcda
cdba
dbca

adbc
bdac
cdab
dcab

adcbh
bdca
cdba
dcba
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Permutation de n éléments

Nombre de facon de ranger n objets dans I'ordre.

n=nx(n—-1)x(n—-2)x---x2x1

Examples :

e Voici les 4! = 24 permutations de quatre éléments distinct a, b, c et d :

abcd
bacd
cabd
dabc

e De combien de fagons pouvez-vous ranger 10 livres sur une étagére?

Dénombrement

abdc
badc
cadb
dach

acbd
bcad
cbad
dbac

acdb
bcda
cdba
dbca

adbc adcb
bdac bdca
cdab cdba
dcab dcba
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Arrangement

Permutation de n éléments

Nombre de facon de ranger n objets dans I'ordre.

n=nx(n—-1)x(n—-2)x---x2x1

Examples :
e Voici les 4! = 24 permutations de quatre éléments distinct a, b, c et d :

abcd abdc acbd acdb adbc adcb
bacd badc bcad bcda bdac bdca
cabd cadb cbad cdba cdab cdba
dabc dacb dbac dbca dcab dcha

e De combien de fagons pouvez-vous ranger 10 livres sur une étagére?

10! = 3628800
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Arrangement

Arrangements de p éléments parmi n sans répétition

Nombre de listes ordonnées de p éléments parmi n

Ap=nx(n=Dx(n=2)x - x(n—p+l)= oy

Examples :
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Arrangement

Arrangements de p éléments parmi n sans répétition

Nombre de listes ordonnées de p éléments parmi n

Al=nx(n—1)x(n—-2)x---x(n—p+1)=

(n—p)!

Examples :

o Les A3 = 4 x 3 x 32 = 24 arrangements de 3 éléments choisis parmi a, b, c, d :

Dénombrement

abc
bac
cab
dab

abd
bad
cad
dac

acb
bca
cha
dba

acd
bed
cdb
dbc

adb
bda
cda
dca

Arrangement

adc
bdc
cdb
dcb
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Arrangement

Arrangements de p éléments parmi n sans répétition

Nombre de listes ordonnées de p éléments parmi n

Ap=nx(n=Dx(n=2)x - x(n—p+l)= oy

Examples :
e Quinze chevaux participes a une course, le nombre de tiercé est :
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Arrangement

Arrangements de p éléments parmi n sans répétition

Nombre de listes ordonnées de p éléments parmi n

A= nx(n=1)x (0-2) o x (n—pr D) =

Examples :
e Quinze chevaux participes a une course, le nombre de tiercé est :

A3 =15 x 14 x 13
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Arrangement

Arrangements de p éléments parmi n sans répétition

Nombre de listes ordonnées de p éléments parmi n

n!

A= nx(n=1)x (0-2) o x (n—pr D) =

Examples :
e Quinze chevaux participes a une course, le nombre de tiercé est :

A3 =15 x 14 x 13

e Nombre d'injection de E = {1,2,3} dans F = {1,2,...,15} :
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Arrangement

Arrangements de p éléments parmi n sans répétition

Nombre de listes ordonnées de p éléments parmi n

n!

A= nx(n=1)x (0-2) o x (n—pr D) =

Examples :
e Quinze chevaux participes a une course, le nombre de tiercé est :

A3 =15 x 14 x 13
e Nombre d'injection de E = {1,2,3} dans F = {1,2,...,15} :

Al =15 x 14 x 13
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Arrangement

Arrangement de p éléments parmi n avec répétition :

Nombre de listes ordonnées de p éléments parmi n, mais on s'autorise des
répétitions éventuelles des éléments

nP

Example :
Les 3% = 9 arrangements avec répétitions de 2 éléments parmi a, b, ¢ :

aa ab ac ba bb bc ca cb cc
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Arrangement

Arrangement de p éléments parmi n avec répétition :

Nombre de listes ordonnées de p éléments parmi n, mais on s'autorise des
répétitions éventuelles des éléments

nP

Example :
Raymond Queneau a écrit un ouvrage inti- e ior
tulé Cent mille milliards de poémes. Il est
composé de 10 pages contenant chacune 14
vers. Le lecteur peut composer son propre
poéme de 14 vers en prenant le premier vers
de I'une des 10 pages puis le deuxiéme vers de
I'une des 10 pages et ainsi de suite jusqu'au
quatorziéme vers.
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Arrangement

Arrangement de p éléments parmi n avec répétition :

Nombre de listes ordonnées de p éléments parmi n, mais on s'autorise des
répétitions éventuelles des éléments

nP

Proposition

Le cardinal de I'ensemble des applications de E dans F, noté FE est:

Card (FF) = Card (F)%*(®)
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Arrangement

Arrangement de p éléments parmi n avec répétition :

Nombre de listes ordonnées de p éléments parmi n, mais on s'autorise des
répétitions éventuelles des éléments

nP

Proposition

Le cardinal de I'ensemble des applications de E dans F, noté FE est:

Card (FF) = Card (F)%*(®)

Proposition

Le cardinal de I'ensemble des parties d'un ensemble E fini est :

Card (P(E)) = 2Card(E)

Dénombrement Arrangement 13 /23




Combinaison

Combinaisons de p éléments parmi n sans répétition :

nombre de sous-ensembles de p éléments dans un ensemble contenant n
éléments

AP n!

&4

pl pl(n—p)!

Example :

| . . 1. - .
Les C32 = % = 3 combinaisons de 2 éléments choisis parmi a, b, ¢ :

ab ac bc

Dénombrement
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Combinaison

Proposition

P =& Chfl = ce+cett

(a+b)" = Z Ckakb"=* (formule du binome)
i=0
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Combinaison

Combinaisons de p éléments parmi n avec répétition :

Nombre de listes non ordonnées, avec répétition éventuelle, de p éléments
dans un ensemble contenant n éléments

(n+p—1)!

p_ wnrp—-r
Ko =C p!(n—1)!

P _
n n+p—1 —

Examples :

Dénombrement
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Combinaison

Combinaisons de p éléments parmi n avec répétition :

Nombre de listes non ordonnées, avec répétition éventuelle, de p éléments
dans un ensemble contenant n éléments

_ P _(n+p—-1)
S p!(n—1)!
Examples :
oles KZ=C2,, 1= % = 2%% = 10 combinaisons avec répétitions

de 2 lettres choisies parmi a, b, ¢, d sont :

aa ab ac ad bb bc bd cc cd dd
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Combinaison

Combinaisons de p éléments parmi n avec répétition :
Nombre de listes non ordonnées, avec répétition éventuelle, de p éléments
dans un ensemble contenant n éléments

_ P _(n+p—-1)
S p!(n—1)!

Examples :

oles KZ=C2,, 1= (‘t:rzf),lz)" = 2%% = 10 combinaisons avec répétitions
de 2 lettres choisies parmi a, b, ¢, d sont :

aa ab ac ad bb bc bd cc cd dd

e Combien y a-t-il de dominos avec 10 symboles différents ?
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Combinaison

Combinaisons de p éléments parmi n avec répétition :
Nombre de listes non ordonnées, avec répétition éventuelle, de p éléments
dans un ensemble contenant n éléments

_ P _(n+p—-1)
S p!(n—1)!

Examples :
oles KZ=C2,, 1= % = 2%% = 10 combinaisons avec répétitions

de 2 lettres choisies parmi a, b, ¢, d sont :
aa ab ac ad bb bc bd cc cd dd

e Combien y a-t-il de dominos avec 10 symboles différents ?

11! 11 x 10
Kio = Closa—1 = ool = 5 =9

Dénombrement Combinaison 16 / 23




Résumé

Tirages de p éléments parmi n :

Tirages Ordonnés Non ordonnés
Sans remise . n! cp_ n!
n — | n | — |
(n—p)! pl(n— p)!
. nP
Avec remise — P
n+p—1

Dénombrement

Combinaison
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Résumé

Rangement de p objets dans n cases :

Objets

Discernables

Indiscernables

Un seul dans . n! cr n!
chaque case " (n—p)! " pl(n—p)!
. nP
Eventuellement KP = C,I,j+p_1

plusieurs dans
chaque case

Dénombrement

Combinaison
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Cardinalité des ensembles infinis

Ensembles dénombrables
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Ensembles dénombrables

Définition : Ensemble dénombrable

Un ensemble est dénombrable s'il est fini ou s'il est en bijection N.

Montrer que les ensembles suivants sont dénombrables :
@ IN \ {0} est dénombrable par la bijection
@ |'ensemble des nombres pairs, noté 2IN, est dénombrable par la
bijection
@ |'ensemble des nombres impairs, noté 2IN + 1, est dénombrable par la
bijection
@ 'ensemble des entiers relatifs Z est dénombrable par la bijection

o |'ensemble N? est dénombrable par la bijection

Proposition

Tout sous-ensemble X C N est dénombrable.
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Critére de dénombrabilité

Proposition

Il existe une application f : X — IN qui est injective si et seulement si X
est dénombrable.

Exemples d’applications :

@ Un sous-ensemble d'un ensemble dénombrable est dénombrable.
e N? est déenombrable.

o N est dénombrable.

@ Un produit fini d'ensembles dénombrables est dénombrable.

Proposition

Il existe une application f : N — X qui est surjective si et seulement si X
est dénombrable.

Exemples d’applications :
@ () est dénombrable.
@ Une union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.
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Ensembles non dénombrables

Théoréme (Cantor 1981)

Soient E un ensemble. Il n'existe pas d'application bijective de E dans

P(E).

On en déduit que P(IN) n'est pas dénombrable.

Théoréme
L'ensemble [0, 1] n'est pas dénombrable. J
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Théoréeme de Cantor-Schroder-Bernstein

Théoréme de Cantor-Schroder-Bernstein

S'il existe une application injective de A vers B et une application injective
de B vers A, alors il existe une application bijection de A vers B.

Exemple d’application :

P(N) et [0, 1] sont en bijection car les deux fonctions suivantes sont des
injections :

f: PIN) — [0,1]
A — ZneASin

x =0,x0x1x2x3%3 ... — {i€Nsix;=1}
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