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Fonctions | : Limites et continuité

1 Notion de fonction

Définition 1. Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une application f : U — R, ou U est une
partie de R. En général, U est un intervalle ou une réunion d’intervalles. On appelle U le domaine de définition
de la fonction f.

Définition 2 (Opérations sur les fonctions). Soient f : U — R et g : U — R deux fonctions définies sur une
méme partie U de R. On peut définir les fonctions suivantes :
— le somme de f et g est la fonction f+ g : U — R définie par (f + g)(z) = f(z) + g(z) pour tout
zeU.
— le produit de f et g est la fonction f x g : U — R définie par (f x g)(x) = f(z) x g(x) pour tout
zeU.
— la multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction A.f : U — R définie par (\.f)(z) =
A.f(z) pour tout z € U.

Définition 3 (Majoration et minoration). Soit f: U — R une fonction.
— f est constante sur U si da € R, Vz € U, f(z) = a.
— f est majorée sur U si AM € R, Vz € U, f(z) < M.
— f est minorée sur U si Im e R, Vz € U, f(z) > M.
— fest bornée sur U si IM e R, Vz € U, |f(z)| < M.

Définition 4 (Fonctions monotones). Soit f: U — R une fonction.
— f est croissante sur U si Vz,y € U, z <y = f(x) < f(y).
— f est strictement croissante sur U si Vr,y € U, z <y = f(z) < f(y).
— f est décroissante sur U si Vo, y € U, z <y = f(z) > f(y).
— f est strictement décroissante sur U si Vz,y € U, z <y = f(z) > f(y).
— f est monotone sur U si elle est croissante ou décroissante.

Définition 5 (Parité). Soit I un intervalle de R symétrique par rapport a 0, c’est a dire de la forme [—a,a] ou
| —a,a[. Soit f:I — R une fonction définie sur R.

— [ est pairesiVz € I, f(—z) = f(z).

— [ est impaire si Vo € I, f(—2) = —f(z).

Définition 6 (Parité). Soit f: R — R une fonction et T € R. La fonction f est périodique de période T si
VreR, f(z+T) = f(z).

Exercice 1. Donner des exemples de fonction pour toutes ces définitions.
Exercice 2. 1. Soit U =] —00,0[ et f: U — R définie par f(x) = % La fonction f est elle monotone ?
Et si U =]0,4+00[? Et si U =] — 00, 0[U]0, +-00[ ?

2. Pour deux fonctions paires que peut-on dire sur la parité de la somme ? du produit 7et de la composée ?
Et pour deux fonctions impaires 7 Et si I'une est paire et 'autre impaire ?

3. On note F : R — R la fonction partie entiére de . On note frac(z) = z — E(z) la partie fractionnaire
de x. Tracer le graphe de la fonction x — frac(z) et montrer quelle est périodique.

4. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = H% Montrer que |f| est majorée par %, étudier les
variations de f (sans utiliser de dérivée) et tracer son graphe.

5. On considére la fonction g : R — R, g(z) = sin(nf(z)), ot f est définie & la question précédente.
Déduire de I'étude de f les variations, la parité, la périodicité de g et tracer son graphe.



2 Limites

2.1 Définition de limite

Définition 7 (Limite en un point). Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I de R soit zg € I
ou une de ces extrémités.
— Soit [ € R. On dit que f a pour limite [ en zg si

Ve>0,36>0,Vzel, [x—xo| <d=|f(z) -1 <e
— On dit que f a pour limite 400 en zg si
VA>0,30>0, Ve el, [xt—xo| <6 = f(z)> A
— On dit que f a pour limite —oco en xg si
VA>0,30>0,Vzel, |vr—z9] <d= f(z) <-A
Exercice 3. Soit zg € R. En utilisant la définition, montrer que

1
r — xo, z? —>x%, —5 — +00
T—xQ T—T0 e x—0

Définition 8 (Limite en +00). Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle I = [a, +oo].
— Soit [ € R. On dit que f a pour limite [ en o0 si

Ve>0,3BeR, Ve el, z>B=|f(z)-1|<e
— On dit que f a pour limite +oco en o0 si
VA>0,dBER, Vzel, x>B= f(z) > A
— On dit que f a pour limite —co en o0 si
VA>0,3dBeR,Vzel, z>B= f(z) <-A
Exercice 4. Soit g € R. En utilisant la définition, montrer que

2 1
¢ — oo, 1--— — 1

T—+00 T z——+0o0
Montrer que x — cos(z) n’admet pas de limite en +oc.

Définition 9 (Limite a gauche et & droite). Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I =
[a, zo[U]xo, b].
— On appelle limite & droite en zg de f la limite de la fonction f restreinte a |zg, ).
— On appelle limite a gauche en z de f la limite de la fonction f restreinte & [a, z|.
On le note respectivement
lim f(z) et lim f(z)
x>x0 x<xQ

T—xQ T—xQ

Exercice 5. 1. Etudier les limite & gauche et a droite de x — % en 0.

2. Etudier les limite & gauche et & droite de z — E(x) en zg € Z (on rappelle que F est la fonction partie
entiére).



2.2 Propriétés
Proposition 1

Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

Proposition 2

Soient deux fonctions f et g. On suppose que xg est un réel, ou que r¢g = 400 ouxg = —oo. Silim,, f =1 € R
et lim,, g = U’ € R, alors

— limg, A.f = Al pour A € R.

— limg, f+g=1+1.

— limy, fxg=1x1I".

— il # 0 alors limy, % = %

Proposition 3

Soient deux fonctions f et g. On suppose que xg est un réel, ou que xg = +00 ou rg = —00.
— Silimg, f = +o0 et g minorée alors limy, f + g = +o0.
— Silimg, f = —oo et g majorée alors limg, f + g = —o0.

— Silimg, f = +oo et g > a > 0 alors limg, f x g = +o0.
— Silimg, f = 400 et A > 0 alors limz, Af = 4o0.

— Silimg, f = 400 et A <0 alors limz, Af = —oo0.

— Silimg, f = +00 ou —oo alors limy, )\% =0.

Proposition 4

Silimg, f =1€ R et limjg =1 € R, alors limg, go f =1 € R.

Il y a des situations o1 I’'on ne peut rien dire sur les limites. Par exemple si lim,, f = +oo et limg, g = —o0
alors on ne peut & priori rien dire sur la limite de f + g (cela dépend vraiment de f et de g). On raccourci cela
en +0o — 0o est une forme indéterminée.

Voici une liste de formes indéterminées : +00 —00; 0 x 00; 32 ; % 1% 00,

Ezxemple 1. On a les limites classiques suivantes pour tout n > 1 :

. . 400 sin pair i .
lim z" = 400, lim z" = ) p . lim — =0 lim — =0
T—+00 T——00 —00  si n impair z—+oo L™ z——o0 g™
Proposition 5 Limite et inégalité
Soient deux fonctions f et g. On suppose que xg est un réel, ou que xg = +00 ou g = —o0.

— Sif<getsilim, f=1€Retlim,,g=1¢€Ralorsl <.
— Si f < g et silimg, f = 400 alors limg, g = +00.
— Si f <g<hetsilimg, f =1=Ilimg, h alors lim;, g = {.

2a2—x—2

Exercice 6. 1. Déterminer, si elle existe, la limite de T )

en 0 et en +o0.
2. Déterminer, si elle existe, la limite de sin (%) et ) o +00.

NG
3. Montrer que si f admet une limite finie en ¢ alors il existe § > 0 tel que f soit bornée sur Jzg — d, zo + 4.

. . . . N ) ) 2_
4. Déteminer, si elle existe, lim;_qo w et limg,_,9 952{,73114”



3 Continuité en un point

3.1 Definition

Définition 10. Une fonction f : I — R est continue en xg € I si f admet une limite en xg et cette limite est
f(zg). Autrement dit si

Ve>0, 30 >0, Ve €I, |z —xo] <d = |f(x) — f(z0)| <€

Ezemple 2. Les fonctions suivantes sont continues :
— les fonctions constantes sur R ;
— les fonctions polynéme sur R ;
— le fonction racine carré sur [0, +o00];
— les fonctions sin, cos sur R ;
— la fonction z — |z| sur R;
— la fonction z — exp(z) sur R;
— la fonction x — In(z) sur ]0, +oo[;

3.2 Propriétés

Proposition 6

Soient f,g: I — R deux fonctions continues en un point xg € R.
— A.f est continue en xg pour tout A € R.
— [+ g est continue en x.

— f X g est continue en xg.
— si f(zo) # 0 alors % est continue en .

Proposition 7

Soient f : I — R et g: J — R deux fonctions telles que f(I) C J. Si f continue en un point g € R et g
est continue en un point f(xg), alors g o f est continue en zg.

Ezemple 3. Les propositions précédentes permettent de vérifier que d’autres fonctions usuelles sont continues :
les fonctions puissance x — z" sur R , les polynémes sur R (somme et produit de fonctions puissance et de
P(z)

fonctions constantes), les fractions rationnelles x — O(z) Sur tout intervalle ot le polynéme Q(z) ne s’annule

pas, z > sin(P(z)) sur R ou P est un polynome...

3.3 Prolongement par continuité

Définition 11. Soit I un intervalle, 29 un point de I et f : I ~ {zg} — R une fonction. On dit que f est
prolongeante par continuité en z( si f admet une limite finie en z¢ noté [ = lim;, f. On définit alors le
prolongement par continuité par f: I — R par

; {f(x) si @ # o

f= l .
six =xg

Exercice 7. Donner le prolongement par continuité de la fonction f : R* — R définie par f(z) = zsin(%)
pour z € R*.

3.4 Suites et continuité

Proposition 8

Soit f : I — IR une fonction et x¢ un point de I. La fonction f est continue en xq si et seulement si pour
toute suite (uy) convergeant vers xg, la suite (f(un))pen converge vers f(zg).

Démonstration: =>On suppose f continue en zg est que (un)pecN est une suite qui converge vers zg. On veut
montrer que la suite (f(un))nen converge vers f(zg).
Soit € > 0. Comme f est continue en x, il existe 6 > 0 tel que

Vo e I, |z —zo| <6 = |f(z) — f(z0)| < e



Pour ce §, comme (un )N converge vers zo, il existe N € N tels que
Vn € N, n>N = |up — 29| < 9.

On en déduit que pour tout n > N, comme |up — xg| < 4, on a |f(un) — f(zo)| < e. Comme c’est vrai pour tout
€, on peut conclure que (f(un))nenN converge vers f(zo).

<= On va montrer la contraposée : supposons que f n’est pas continue en xg et montrons qu’il existe une
suite (un)peN qui converge vers .

Par hypothese, f n’est pas continue en xy. Donc

Jeg > 0, V6 > 0, Jzg tel que |zs —xo| < 6 et |f(zs) — f(zo)| > €0

On construit la suite (un)nen+ de la fagon suivante : pour n € N*| on choisit dans I’assertion suivante § = %
et on obtient un uy, (qui correspond & x7,,,) tel que

Jun — 0] < et |f(un) = F(w0)| > 0

La suite (un)nen+ converge vers xg mais la suite (f(un))nen+ ne peut pas converger vers f(zg). |

Remarque 1. On retiendra surtout 'implication : si f est continue sur I et si (uy,),cn est une suite convergente
de limite , alors (f(un))pen converge vers f(1). On l'utilisera intensivement pour 1’étude des suites récurrentes
up+1 = f(up). Dans ce cas, si f est continue et uy, — I, alors f(1) = 1.

n—oo

Exercice 8. Soit la suite définie par ug > 0 et up+1 = /un. Montrer que (uy,),en converge et donner sa
limite.

4 Applications de la continuité

4.1 Théoréme des valeurs intermédiaires
Théoréme 9

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Pour tout y entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, ]
tel que f(c) =y.

Démonstration: On se place dans le cas ou f(a) < f(b) et on choisit y tel que f(a) <y < f(b).

Soit A = {x € [a,b] : f(z) < y}. Comme a € A, A # 0, de plus A est majoré par b. On en déduit que A
admet une borne supérieure noté ¢ = sup A. On va montrer que f(c) = y.

Montrons que f(c) <y : Comme ¢ = sup A, il existe une suite (un),enN d’éléments de A telle que limp—s 00 un =
c. Par continuité de f, on a limn— oo f(un) = f(c). Cependant, pour tout n € N, on a u, € A donc f(un) < y.
Par passage a la limite, on obtient que f(c) < y.

Montrons que f(c) >y : Si ¢ = b, on a terminer car y < f(b). Sinon pour = €]c,b], on a f(x) > y car sinon
x € A ce qui est contradictoire avec le fait que > ¢. Or f est continue en ¢, donc la limite & droite de f en ¢ est
f(c) et doit étre supérieur & y. Donc f(c) > y. |

Corollaire 10
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Si f(a).f(b) < 0, alors il existe ¢ €]a, b[ tels que f(c) = 0.

Corollaire 11

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I. Alors f(I) est un intervalle.

Exercice 9. Le théoréme des valeurs intermédiaires est-il vrai si f n’est pas continue ?

Exercice 10. 1. Montrer les trois corollaires précédent.
2. Est ce que si f est continue sur [a,b] et f(a) < f(b), alors on a nécessairement f([a,b]) C [f(a), f(b)]?

Exercice 11. 1. Montrer qu’il existe z > 0 tel que 2% 4+ 3% = 77,

2. Monter qu'’il existe z € R tel que z = cos(x).



4.2 Fonctions continues sur un segment

Théoréeme 12

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors il existe deux réels m et M tels que f([a,b]) = [m, M].
Autrement dit f : [a,b] — R continue est bornée sur [a,b] et atteins ses bornes. .

Démonstration: Montrons que f est bornée : Pour r € R, on note Ay = {z € [a,b] : f(z) > r}. Fixons r tel que
Ay # 0, comme A, C [a,b], le nombre s = sup A, existe. Soit (zn)peN un suite qui tend vers s avec zn, € Ay
pour tout n € N. Par définition f(xn) > 7 pour tout n € N et que f est contininue, & la limite on a f(s) > r et
ainsi s € A,.

Supposons par I'absurd que f ne soit pas majorée. Pour tout n > 0, Ay, est non vide. Notons s, = sup An,.
Comme si f(x) > n+1 alors f(z) > n, on a Apt1 C Apn et donc sp11 < sp. La suite (sp)pen est donc
décroissante et minorée par a. Encore une fois f est continue donc limy, f(sn) = f(I) qui est fini. Mais f(sn) > n
donc limy, f(sn) = 400, ce qui est contradictoire. On en déduit que f est majorée.

Un raisonnement tout a fait similaire prouve que f est aussi minorée, donc bornée. Par ailleurs on sait déja
que f([a,b]) est un intervalle (c’est le théoréme des valeurs intermédiaires), donc maintenant f([a,b]) est un
intervalle borné. Il reste & montrer qu’il du type [m, M| (et pas Jm, M| par exemple).

Montrons maintenant que f([a,b]) est un intervalle fermé. Notons m = inf f([a, b]) et M = sup f([a, b]). Sup-

posons par 'absurde que M ¢ f([a,b]). Alors pour tout ¢ € [a,b], M > f(t). La fonction g : t —>

1 i

Y ESI0) est bien
définie et contininue (comme quotient de fonction qui le sont). D’apres la partie précédente, elle est bornée, disons
par un réel K. Comme M = sup f([a,b]), il existe une suite (yn),ecn d’éléments de f([a,d]) tel que limp, yn = M.

Comme pour tout n € N, yn, € f([a,b]), il existe zn € [a, ] tel que f(zn) = yn donc limy, f(zn) = M. Ainsi

1

M= f(zn) noteo 0

g(zn) =

Cela contredit le fait que g est bornée. Ainsi M € f([a,b]). De méme m = inf f([a,b]) € f([a,b]). On en
conclut que f([a,b]) = [m, M]. |

Exercice 12. Soient f et g deux fonctions continues sur [0, 1] telles que Vz € [0,1], f(z) < g(z). Montrer qu’il
existe m > 0 tel que Va € [0,1], f(z) +m < g(z). Ce résultat est-il vrai si on remplace [0,1] par R?

Dessiner le graphe d’une fonction continue f : R — R telle que f(R) = [0,1], f(R) =]0,1], f(R) = [0,1],
f(IR‘) :] 70071] et f(IR‘) :] 70071['

4.3 Fonctions monotones et bijection
Théoréme 13
B Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est continue et strictement monotone
sur I, alors
1. f établit une bijection de Iintervalle I dans lintervalle image J = f(I),

2. la fonction réciproque f~' : J — I est continue et strictement monotone sur .J . De plus, elle a le
méme sens de variation que f.

Considérons la fonction carrée définie sur R par f(x) = 22. La fonction f n’est pas strictement monotone sur
R : elle n’est pas méme pas injective car un nombre et son opposé ont méme carré. Cependant, en restreignant
son ensemble de définition & | — 0o, 0] d’une part et & [0, +o00[ d’autre part, on définit deux fonctions strictement
monotones :
fi: ]—00,0] — [0,400] ; fa: [0,+00] — [0,+00]
r — z? ¢ r — z?

On remarque que f(] —o0,0]) = f([0,400[) = [0, +00[. D’apres le théoréme précédent, les fonctions f et
fo2 sont des bijections. Leur fonctions réciproques sont

it (0,400 — ] —00,0] ot

f{l: [0,400] — 0,400
y o =Yy y —

VY

qui sont respectivement strictement décroissante et strictement croissante.



Lemme 14

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est strictement monotone sur I, alors f
est injective sur I.

Démonstration: Soient x,2" € I tels que f(x) = f(z'). Si on avait x < 2’ alors comme f est strictement monotone,
on a f(z) < f(z') ou f(z) > f(«') suivant que f est strictement croissante ou strictement décroissante. Comme
c’est impossible, on en déduit que z > #’. En faisant le méme raisonnement en inversant le role de z et z’, on
obtient que x < z’ et donc z = z’. On en déduit que f est injective. ]

Démonstration (Preuve du théoréme 13): D’apres le lemme précédent, f est injective sur I. En restreignant
son ensemble d’arrivée & son image J = f(I), on obtient que f établit une bijection de I dans J. Comme f est
continue, par le théoreme des valeurs intermédiaires, I’ensemble J est un intervalle.

Supposons que f est strictement croissante.

Montrons que f~! est strictement croissante sur J. Soient y,3’ € J tels que y < y. Notons z = f_l(y) el
et ' = f7Hy') e I. Alors y = f(z), ¥’ = f(z/) et donc y = f(z) < 3/ = f(z’). Comme f est strictement
croissante, z < ' et donc f1(y) < f~1(y'). Ainsi f~! est strictement croissante.

Montrons que f~! est continue sur .J. On se limite au cas ot I est de la forme ]a, b[, les autres cas se montrent

de la méme maniére. Soit yo € J, on note 2o = f~*(yo) € I. Soit € > 0, on peut supposer que [zo — €, zo + €] C I.
On cherche § > 0 tel que pour tout y € J on ait

Yo—d<y<yo+d=f""(yo)—e<f ' (y) <f '(yo)+e

On pose § > 0 tel que f(zg—¢€) < yo— 0 et f(zo+€) > yo+ 0. Pour tout y € J, il existe z € I tel que
f(z) =y. On a alors

Yo—0<y=flz)<yo+d = flzo—¢€)<f(z)<flzo+e)
- Top—e<xT<xotE€E car f est croissante

= [tyo)—e<z<fyo)+e car f(yo) = o u

Exercice 13. 1. En donnant des exemples appropriés, montrer que chacune des hypotheses ”"continue” et

”strictement monotone” est nécessaire dans 1’énoncé du théoreme de la bijection.

2. Soit f : R — R définie par f(x) = x> + 2. Montrer que f est bijective, tracer le graphe de f et de f~1.

3. Soit n € N*. Montrer que f(x) =1+ 2 + 2%+ - - + 2™ définit une bijection de I'intervalle [0, 1] vers un
intervalle a préciser.

4. Existe-t-il une fonction continue f : [0,1[—]0, 1] qui soit bijective ? f : [0,1[—]0, 1] qui soit injective ?
f:]0,1[— [0, 1] qui soit surjective ?

5. Pour y € R, on consideére ’équation = + e* = y. Montrer qu’il existe une unique solution pour chaque
y € R. Comment varie y en fonction de z? Comment varie = en fonction de y 7
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