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Jouons

1 Stratégies gagnantes pour les jeux combinatoires

1.1 Jeux combinatoires

Voici un jeu simple qui se joue a deux, sur un graphe orienté :

— On place un pion sur un sommet du graphe.

— A tour de rdle, chaque joueur doit déplacer le pion en suivant un arc du graphe.

— Le premier joueur qui ne peut pas déplacer le pion a perdu.

On cherche a savoir s’il existe une stratégie gagnante pour l'un des joueurs, c’est a dire s’il existe une
méthode qui permet de le faire gagner quel que soit les coups réalisé par I'adversaire.

Ce jeu simple permet en fait de modéliser toute une classe de jeux : les jeux combinatoires a deux joueurs
et a information compléte. Par combinatoire on entend de réflexion, c’est-a-dire que ce n’est pas un jeu d’habi-
leté (type fléchettes) et sans hasard (ce qui exclut quasiment tous les jeux de cartes ou de dés). A deux joueurs
signifie que les deux joueurs jouent a tour de role (ce qui exclut des jeux type pierre-feuille-ciseau). A infor-
mation compléte signifie que a tous moments les joueurs ont acces a 1’état exact du jeu, il n'y a pas d’éléments
cachés.

Cette classe de jeux comprend par exemple les échecs, les dames, le jeu de go, othello, puissance 4, morpion,
tic-tac-toe, jeu de petits carreaux...

1.2 Modélisation

Etant donné un jeu combinatoire a information parfaite & deux joueurs, on lui associe un graphe orienté
G = (S, A) de la facon suivante :

— S 1’ensemble des sommets est ’ensemble des états possibles du jeu,

— (s,5') € A sietseulement s'il existe un coup amenant de la position s a la position s'.

Il existe des parties qui ne se termine jamais si et seulement si le graphe admet un cycle. C’est pour cela que
certain jeux comme le go ou les échecs interdisent de se retrouver plusieurs fois dans la méme situation.

Si le jeu admet des parties nulles, on peut modifier le probleme en considérant que le joueur ne doit pas
perdre.

1.3 Noyau d’un graphe

On cherche un ensemble N tel que quel que soit le coup de I'adversaire, on peut toujours se ramener & un
sommet de N.

Définition 1. Soit G = (S, A) un graphe orienté, on dit que N C S est un noyau de G s'il vérifie :
— pour tout s € N les successeurs de s ne sont pas dans N (on dit que N est stable),
— pour touts € S\ N alors s admet un successeur dans N (on dit que N est absorbant).

Un graphe ne posséde pas nécessairement de noyau. En général c’est un probleme difficile (NP-complet)
de décider si un graphe donné admet un noyau. Par contre dans le cas des graphes sans circuits, on a le résultat
suivant :

Théoréme 1

Tout joueur dont la position initiale n’est pas dans le noyau a une stratégie non perdante.

Théoréeme 2

Un graphe orienté sans circuit posséde un unique noyau.

Remarque 1. 11 est facile d’adapter 1'énoncé pour prendre en compte les nulles : un des deux joueurs a une
stratégie non-perdante.



Remarque 2. Le graphe d'un jeu est en général tellement énorme qu’il est impossible de déterminer une
stratégie gagnante (et heureusement). Un jeu est résolu quand une stratégie gagnante a été déterminée (exemple

de jeu résolu : puissance 4).
I
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2. Montrer que si un jeu est modéliser par un graphe avec un noyau, alors un des joueurs a une stratégie
non perdante.

Exercice 1. 1. Déterminer les noyaux des graphes suivants :

3. Montrer par récurrence sur le nombre de sommet qu’un graphe sans circuit admet un noyau. En déduire
un algorithme pour déterminer le noyau.

2 Quelques exemples

Exercice 2 - Civilisation. 1. Grossbaff et Grossbouff, hommes préhistoriques, posent un paquet de 100
lézards sur la table. A tour de role, chacun en mange autant qu’il veut, au moins un. Celui qui ne peut
plus manger a perdu. Grossbaff commence. Est ce qu'un des joueurs a une stratégie gagnante ?

2. Quelques centaines milliers d’années ont passé et les meceurs se sont adoucies. Grossbaff et Grossboutff,
hommes préhistoriques, ont toujours un paquet de 100 lézards sur la table. A tour de rdle, chacun en
mange au moins un, mais, civilité oblige, les bons moeurs interdisent d’en prendre plus de m ol m est
une limite arbitraire que l'on va fixer a 5. Grossbaff commence et celui qui ne peut plus manger a perdu.
Qui va gagner?

3. Quelles sont les valeurs de m que peut choisir Grossbouff pour étre str de gagner si Grossbaff lui
demande de fixer la limite a ne pas dépasser (c’est toujours Grossbaff qui commence) ?

4. Quelques centaines de milliers d’années ont (encore) passé et les meeurs se sont (encore) adoucies. M.
de Grossbaff et M. de Grossbouff, pairs du royaume, ont maintenant un paquet de 100 ortolans est sur
la table. A tour de role, chacun en mange au moins un, mais, civilité oblige, s’interdit d’en prendre plus
que m. Celui qui mangera le dernier se sentira confus, et devra se retirer, ayant perdu l'estime du roi.
M. de Grossbaff commence, qui va gagner?

Exercice 3 - Chomp. Chomp est joué avec une “tablette de chocolat”, c’est-a-dire un rectangle composé de
blocs carrés. Les joueurs choisissent un carré a tour de role, et le “mange”, ainsi que tous les carrés situés a sa
droite ou plus bas. Le carré en haut a gauche est empoisonné et celui qui le mange perd la partie.

Voici un exemple de partie a partir d'une tablette de taille 3x5 :

Initialement Ajoue Bjoue A joue B joue A aperdu
0000 0000 | 0000 (@ i1 @ L
O0000 {0000« | OO i O
O0000 | OOO0O: ({ OO i O

1. Quelle est la stratégie gagnante danslecas 1 x n?

2. ATaide d'un graphe qui décrit tous les coups possible, trouver une stratégie gagnante pour une tablette
2 x 3.

3. On se propose d’étudier le cas 2 x n. Combien de positions sont possible ? Combien de coups sont
possible (c’est a dire le nombre de fagon de passer d'une position a une autre) ? Déterminer une stratégie
gagnante.

4. Dans le cas général d'une tablette de taille n x m, déterminer quel joueur a une stratégie gagnante (on
ne demande pas de trouver la stratégie gagnante).

5. Déterminer une stratégie gagnante si la tablette est de taille n x n.



6.

Programmer le jeu de Chomp de telle sorte que la machine gagne dés que c’est possible.

Exercice 4 - Le jeu de Marienbad. On dispose 16 allumettes en quatre rangées de respectivement 1, 3, 5 et
7 allumettes. Chaque joueur a tour de role peut prendre autant d’allumettes qu’il veut mais dans une seule
rangée. Le joueur qui prend la derniére allumette a gagné.

1.

Que se passe-t-il quand il ne reste plus que deux rangées d’allumettes ? Quelle est la stratégie gagnante
dans ce cas?

Pour analyser le jeu, sur chaque ligne d’un tableau on écrit en binaire le nombre d’allumettes de la
rangée correspondante, puis on somme les colonnes du tableau. Par exemple pour la position initiale,
on obtient :

rangée 1 (1 allumette) : 1
rangée 2 (3 allumettes) : 1 1
rangée 3 (5 allumettes): 1 0 1
rangée 4 (7 allumettes): 1 1 1

2 2 4

On note N I'ensemble des positions pour lesquelles toutes ces sommes sont paires. Montrer que N est
stable, c’est-a-dire que les positions de N sont deux a deux non adjacentes.

Montrer que de toute position qui n’est pas dans N on peut atteindre une position de N.

4. Aujeu de Marienbad, lequel des deux joueurs a une stratégie gagnante ?

5. Programmer le jeu de Marienbad de telle sorte que la machine gagne dés que c’est possible.

Exercice 5 - Sprout. Sprouts (germe en anglais) se joue a deux joueurs avec un stylo et une feuille de papier.
Au départ, il y a n points sur la feuille. Chaque joueur, a tour de role, relie deux points existants par une ligne
et ajoute un nouveau point sur cette ligne de telle sorte que :

— les lignes ne peuvent se croiser (le graphe doit rester planaire),
— un point ne peut pas étre relié a plus de trois lignes (le degré maximal des sommets est 3).

Celui qui ne peut plus jouer sans enfreindre les deux contraintes a perdu (Il existe également une version
misere, ol1 celui qui ne peut plus jouer est cette fois le gagnant).

1.

SRS N

Montrer que toute partie de Sprout a partir de n sommets se termine en au plus 3n — 1 coups.

Etablir une stratégie pour n = 1.

Etablir une stratégie pour n = 2.

Montrer que toute partie de Sprout a partir de n sommets nécessite au moins 21 coups pour se terminer.

On a établit des stratégie gagnante informatiquement pour des valeurs de n inférieure a 50, la conjecture
actuelle étant qu’avec n points au départ, le jeu sprout est gagnant pour le second joueur sin = 0,1 ou
2 modulo 6 et il est gagnant pour le joueur 1 dans les autres cas. Pouvez vous faire mieux? &

Exercice 6 - La regle du gateau. Dans certains jeux, le premier joueur est manifestement favorisé. Un moyen
de rééquilibrer le jeu est d’appliquer la procédure suivante, qui s'inspire du partage d'un gateau en deux (une
personne découpe et 1'autre choisit sa part). Le premier joueur A joue un coup avec les blancs. Le deuxieme
joueur B a ensuite le choix :

— soit il choisit de jouer la partie avec les blancs (s'il trouve que le premier coup est bon), et c’est alors a
A de jouer avec les noirs,

— soit il choisit de jouer la partie avec les noirs (s'il trouve que le premier coup est mauvais), et c’est
alors a lui de jouer avec les noirs. La partie se déroule ensuite normalement.

Quand on applique cette procédure, lequel des deux joueurs a une stratégie gagnante ?



