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Préambule

Ce cours introduit a la théorie des probabilités en se reposant sur la théorie de la mesure.
L’usage de la théorie de la mesure permet d’unifier les probabilités discrétes et continues. Ainsi, le
cours ne se limite pas au cas des variables aléatoires continues, mais présente des résultats généraux,
qui peuvent ensuite s’appliquer dans les cas discrets et continus. Un objectif de cours est d’arriver
a la présentation de deux des plus célebres résultats en probabilité : la loi des grands nombres et le
théoréme central limite. Concernant les statistiques, elles ne seront que discretement présentes dans
ce cours, qui couvre uniquement la question des intervalles de confiance. Voici quelques références
utilisées pour créer ces notes :

e Probabilité de Philippe Barbe et Michel Ledoux, livre avec exercices.

e De lintégration aux probabilités d’Olivier Garet et Aline Kurtzmann, livre avec exercices
corrigés (pour certains).

o Intégration, Probabilités et Processus Aléatoires de Jean-Francois Le Gall, notes de cours
disponible ici.


https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~jean-francois.le-gall/IPPA2.pdf

Notations

P(E)
B(E)
|E|
[m, n]
s
Ad

ensemble des parties de E (pour E un ensemble)
tribu borélienne de E (pour E un espace topologique)
cardinal de £ (pour E un ensemble)

ensemble des entiers de m a n inclus

masse de Dirac en x

mesure de Lesbesgue sur RY



Chapitre 1

Fondements de la théorie des
probabilités

1.1 Espace de probabilité

1.1.1 Définition

Définition 1.1.1. Un espace de probabilité (2, A,P) est un ensemble Q muni d’une tribu A sur
laquelle est définie une mesure de probabilité P (c’est-a-dire une mesure telle que P(2) = 1).

Il faut voir 2 comme ’ensemble de toutes les éventualités possibles, toutes les déterminations
du hasard dans l'expérience considérée. Les éléments de A sont appelés événements, ce sont les
parties de ) auxquelles on peut attribuer une probabilité. Contrairement au cas des probabilités
discretes, on ne peut pas a priori attribuer une probabilité a n’importe quelle partie de 2.

Exemple 1.1.2. On veut modéliser un lancer de dé a 6 faces équilibré. Une premiere maniere de
faire est de considérer Q = {1,2,3,4,5,6}, A = P(f2) 'ensemble des parties de €2 et P la mesure
uniforme sur €2, que ’on peut écrire

1
P:6(51+52+53+54+55+56)-

Cependant, il y a plein d’autres manieres de modéliser cette expérience aléatoire : on peut toujours
“grossir” () en rajoutant des réalisations de I’expérience qui n’ont aucune chance d’arriver. On peut
par exemple prendre 2 = {1,2,3,4,5,6,7}, A = P(Q) et la méme mesure P que précédemment :
I'issue 7 est alors présente dans 'espace des possibles, mais I’événement {7} a une probabilité nulle
d’avoir lieu. De la méme maniére, on peut prendre Q2 = R, A n’importe quelle tribu contenant
toutes les parties de {1,2,3,4,5,6} (par exemple P(R) ou les boréliens de R ou seulement les
parties de {1,2,3,4,5,6}) et P comme précédemment.

Exemple 1.1.3. On tire aléatoirement un nombre dans [0, 1] de maniere uniforme. Cette expé-
rience peut étre modélisée par ([0, 1], B([0,1]), ), ou B([0,1]) est la tribu borélienne sur [0,1] et
A est la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Notons que, pour cette probabilité, chaque issue de 'expé-
rience a une probabilité nulle : A({a}) = 0 pour tout a € [0, 1]. Par contre, la probabilité d’obtenir
un résultat inférieur ou égal & 1/3 est A([0,1/3]) = 1/3.

Exemple 1.1.4 (Paradoxe de Bertrand). Joseph Bertrand pose en 1889 la question suivante :
quelle est la probabilité qu’une corde tirée au hasard sur un cercle de rayon 1 soit plus longue que
V3, c’est-a-dire que la longueur d’un c¢oté d’un triangle équilatéral inscrit ? Bertrand propose trois
manieres de tirer cette corde :

(i) On choisit les deux extrémités de la corde uniformément au hasard sur le cercle;

(ii) On choisit le centre de la corde uniformément au hasard sur le disque unité;



(iii) On choisit uniformément au hasard la direction du rayon orthogonal & la corde, puis le centre
de la corde uniformément sur ce rayon.

Il montre alors que la probabilité recherchée est 1/3 dans le cas (i), 1/4 dans le cas (ii) et 1/2 dans
le cas (iii). Il présente cela comme un paradoxe, bien qu’il soit conscient qu’il n’y en a pas : cela
met en évidence le fait qu’il y a plusieurs maniéres de “tirer une corde au hasard sur le cercle”, qui
se précisent en définissant ’espace de probabilité sur lequel on travaille et il est normal que selon
I’espace de probabilité, le résultat differe. Cet exemple est traité en détail dans le TD2.

Définition 1.1.5. Soit (2, A,P) un espace de probabilité et A € A. On dit que I’événement A a
lieu presque siirement (abrégé en p.s.) si P(A) =1 (c’est-a-dire s’il a lieu P-presque partout).

Exemple 1.1.6. On tire un nombre aléatoire uniformément dans [0, 1] comme dans I’'Exemple 1.1.3.
Alors il est presque strement irrationnel : en effet, A([0,1] \ Q) = 1. C’est a priori possible dans
notre modele de tirer un nombre rationnel puisque toutes les issues dans [0, 1] sont incluses, mais
cela a lieu avec probabilité nulle.

Définition 1.1.7. Soit (2, A,P) un espace de probabilité et A, B € A. Si P(B) > 0, on définit la
probabilité conditionnelle de A sachant B par
P(AN B)

P(A|B) = F(B)

1.1.2 Rappels de théorie de la mesure

La proposition suivante recense diverses propriétés de la mesure P qui seront utilisées a répé-
tition. Les points (i) et (vi) font partie de la définition de mesure de probabilité. Les autres sont
des propriétés vues en cours de théorie de la mesure. En particulier, la continuité décroissante en
(viii) est toujours vraie pour une mesure de probabilité car c’est une mesure finie.

Proposition 1.1.8. Soit (2, A,P) un espace de probabilité. Soit A, B € A et (An)n>o € AY.
(i) P(@) =0 et P(2) = 1.

P(A°) =1 —P(A).

Si A C B alors P(A) < P(B).

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).

P(Unz0 An) < 32050 P(An).

Si les Ay sont deuz a deux disjoints, alors P(L],>¢ An) = 3,50 P(An)-

Si (An)n>0 est une suite croissante, alors P(U,>o T An) = limy, 00 T P(A,).

(viii) 57 (An)n>o est une suite décroissante, alors P((,>0 4 An) = limy, oo | P(An).

Théoréme 1.1.9 (Théoreme d’unicité de mesure). Soit (E,E) un espace mesurable. Soit P et
Q deuxr mesures de probabilité sur E. Supposons qu’il existe C C & tel que C soit stable par
intersections finies et

vC eC, P(C)=Q(0).
Alors P et Q coincident sur la tribu engendrée par C.

Théoréme 1.1.10 (Théoreme d’unicité de mesure 2). Soit d > 1. Soit P et () deuxr mesures de
probabilité sur R. Les propriétés suivantes sont équivalents

(i) P=Q;
(i) pour toute f: RY — Ry mesurable, [pa f(z)dP(z) = [ga f(x)dQ () ;
(iii) pour toute f: RY — R continue bornée, [pa f(z)dP(x) = [pa f(z)dQ(x) ;
(iv) pour toute f: R* — R de classe C*° d support compact’, [pa f(x) dP(z) = [pa f(z)dQ(x).

1. Une fonction est dite & support compact s’il existe un compact en dehors duquel elle est nulle.




1.2 Variables aléatoires

1.2.1 Cadre général

Définition 1.2.1. Soit (2, A,P) un espace de probabilité et (E,E) un espace mesurable. Une
variable aléatoire (abrégé en v.a.) a valeurs dans E est une application mesurable X: (2, A) —
(E,E), c’est-a-dire vérifiant

VBe & X YB) e A

Exemple 1.2.2. On lance deux dés & 6 faces équilibrés, ce que I'on modélise par Q = [1,6]?,
A = P(Q) et P la mesure uniforme sur , qui vérifie P(A) = |A|/36 pour tout A C . Alors
X((i,7)) =i+ 7, pour (3,7) € Q, définit une variable aléatoire & valeurs dans [[1,12]. La v.a. X
représente la somme des deux dés. On peut aussi dire que X est une v.a. a valeurs dans R.

Notation. Si (E,€) et (F,F) sont des espaces mesurables, X est une v.a. & valeurs dans F et
f: E — F une fonction mesurable, alors on écrit f(X) pour la variable aléatoire fo X: Q — F,
qui est bien mesurable comme composée de fonctions mesurables.

Définition 1.2.3. Soit (2, A,P) un espace de probabilité, (E,&) un espace mesurable et X une
v.a. d valeurs dans E. La loi de X, notée Px, est la mesure image de P par X, c’est-a-dire la
mesure de probabilité définie par

VB € £, Px(B) = P(X }(B)).
De maniére générale, une loi sur (E,&) désigne une mesure de probabilité sur (E,E).

Le fait que Px est bien une mesure de probabilité a été vu au TD1. Connaitre la loi de
X permet de calculer la probabilité des événements dépendants de la variable aléatoire X. A
chaque détermination du hasard w € Q correspond une réalisation X (w), et Px(B) nous donne la
probabilité que cette réalisation tombe dans B.
Notation. En pratique, I'’événément X ~1(B) = {w € Q: X(w) € B} est noté {X € B}. De plus,
quand on en prend la probabilité, on omet les accolades et on écrit P(X € B). Ainsi,

Px(B) =P(X € B).

De la méme maniere, on écrit par exemple {X = 2} = {w € 2 : X(w) = x} ou, si X et Y sont
des v.a. réelles (c’est-a-dire a valeurs dans R), {X <Y} ={w € Q: X(w) < Y(w)}. On écrit
également P(X = z) et P(X < Y) sans accolades pour les probabilités associées.

Exemple 1.2.4. Dans le cadre de I’'Exemple 1.2.2, la loi de X est donnée par

1 2 3 4 5 6 5 4 3 9 1
Py = —6y 4 —85 + 04 + —05 4+ —0 + —=07 + —0g + —09 4+ —010 4+ —011 + —0
X T 3021 369 T 3% T g% T 3% T 3607 T 3698 T 3690 T 35010 T 301 T+ 35012

que 'on obtient en calculant la probabilité que X = k pour chaque k € [1,12] : par exemple

4
36
Connaitre les Px({k}) pour tout k € E = [1,12] caractérise Px car 'espace E est fini (vrai aussi
si E est dénombrable).

Il y a alors deux manieres de calculer la probabilité d’un événement dépendant de X. Soit on
travaille sur 1'espace = [1, 6]? en utilisant la mesure P :

PX({5}) = P(X - 5) - P({(174)a (27 3)7 (37 2)7 (4a 1)}) -

6 1
Soit on travaille sur I'espace E' = [1,12] en utilisant la mesure Py :

1 2 3 1



Notons que la loi d’'une v.a. ne la caractérise pas : il peut y avoir plein de v.a. avec la méme
loi, voir I’exemple ci-dessous.

Exemple 1.2.5. Dans le cadre de ’exemple ci-dessus, considérons la v.a. Y = 14 — X. Alors elle
a la méme loi que X mais elle n’est pas égale & X (on a X =Y ssi la somme des dés est 7).

Remarque 1.2.6. Dans ce cours, on travaillera principalement avec des variables aléatoires. Alors,
lespace de probabilité (£2,.4,P) est principalement un prétexte pour pouvoir définir ces variables
aléatoires. Ainsi, trées souvent dans la suite, on ne spécifiera pas le choix de (€2, .4, P), ce qui nous
intéresse est uniquement l'espace d’arrivée (E, &) et la loi Px.

Par exemple, un énoncé peut commencer par “Soit X une v.a. de Poisson de parametre 3” et
cela est suffisant pour calculer la probabilité que X soit pair :

oo o0 6733271 3 1+ 676
P(X € 2N) = Px(2N) = > Px({2n}) = ) anl = e cosh(3) = ——,
n=0 n=0 '

sans que l'on ait & connaitre le choix de (2, A, P).

Notons que si p est une mesure de probabilité sur (E, &), il existe toujours un espace de
probabilité (€2, A, P) et une variable aléatoire a valeurs dans E de loi p. En effet, il suffit de prendre
(Q,AP) = (E,& 1) et X la fonction identité. On sait donc qu'un espace (€2,.A,P) convenable
existe, mais le spécifier n’apporte généralement rien a la résolution des problémes, donc on ne le
fait pas (il y a quelques cas exceptionnels mais pas dans ce cours!).

En particulier, les énoncés qui suivront ne contiendront plus la mention “Soit (9,.4,P) un
espace de probabilité”, méme s’il est toujours sous-entendu qu’on en a fixé un.

1.2.2 Variable aléatoire réelle

Définition 1.2.7. Une variable aléatoire réelle est une v.a. a valeurs dans (R, B(R)).

Il y a deux cas particuliers importants de v.a. réelles : les v.a. discretes et les v.a. continues
que nous allons a présent définir. L’intérét de I'approche moderne des probabilités a I'aide de la
théorie de la mesure est d’unifier ces deux cas et de les traiter de maniére indifférenciée.

Définition 1.2.8. Une loi P sur R est dite discrete si elle s’écrit de la forme

i€l
avec T un ensemble non vide fini ou dénombrable, (p;)ict € (]R”jr)I et x; € RL. Les z; sont appelés
les atomes de P. Une v.a. réelle X est dite discrete si sa loi est discréte.

Notons que si X a une loi discrete écrite sous la forme ci-dessus, alors p; = P(X = ;). On a
aussi nécessairement
d pi=1.

i€l
Rappelons que pour une telle loi P, on a

VB eB[R), P(B)=Y pilp()
€L
Vf: R — Ry mesurable, / f(x)dP(z) = Zpif(:ci)
R ieT
De nombreux exemples de v.a. discretes ont été vus en cours de probabilités discretes : variables
de Bernoulli, binomiale, géométrique, de Poisson. Voir la Section 1.5 pour un rappel.

De maniere générale, on dira qu'une v.a. réelle X (ou que sa loi) a un atome en = € R si
P(X = x) > 0. Une loi discréte est entierement caractérisée par la connaissance de ses atomes
et de leur mesure. A Popposé, une loi est dite diffuse si elle n’a pas d’atome. Les lois continues
définies ci-dessous sont un cas particulier de loi diffuse.



Définition 1.2.9. Une loi sur R est dite continue si elle est a densité par rapport a la mesure
de Lebesgue sur R. Une v.a. réelle X est dite continue si sa lot est continue et on notera alors
généralement px : R — Ry sa densité.

Rappelons qu’on dit que P a densité p: R — R par rapport a la mesure de Lebesgue sur R si
p est mesurable et

VB e B(R), P(B)= /B p(z) d,

ce qui est équivalent a

Vf: R — Ry mesurable, /Rf(m) dP(x) = /Rf(x)p(:zr) dz

Le fait que P soit une mesure de probabilité implique que l'intégrale de p sur R est égale a 1. On
note dP(x) = p(z)dz et on peut dire “X a loi p(x)dz” si X a pour loi P (c’est un léger abus de
notation ot on amalgame P et dP(z)).

Exemple 1.2.10. Soit X une v.a. réelle de loi §1g9(x)dz. Alors on peut par exemple calculer
la probabilité suivante

1 1

x x 210 1
P(X <1)=Px(] —o0,1]) :/_00511[0,2](m)da;: ; —dx = l]o =-.

En outre, comme la densité de X est nulle en dehors de [0,2], on peut dire que X € [0,2] p.s.
Remarque 1.2.11. Il y a des v.a. réelles qui ne sont ni discrétes, ni continues. Il suffit de considérer
un mélange de loi discrete et de loi continue, comme par exemple

1 1

=00+ = A,

2% 3

ou A est la mesure de Lebesgue sur [0,1]. Cette loi correspond a l’expérience suivante : avec
probabilité 1/2 on tire 0 et avec probabilité 1/2 on tire un nombre dans [0, 1] uniformément. Il
existe également des lois sur R qui sont diffuses mais pas continues : on peut par exemple considérer
la mesure uniforme sur I’ensemble triadique de Cantor (qu’on ne construira pas proprement ici)
qui n’a aucun atome mais n’a pas de densité par rapport a la mesure de Lebesgue (car elle est
supportée par ’ensemble de Cantor qui a mesure de Lebesgue nulle).

1.3 Espérance

1.3.1 Définition

Définition 1.3.1. Soit X une v.a. réelle. L’espérance de X est définie par

E[X] = /Q X (w) dP(w),

des que cette intégrale a un sens, c’est-a-dire dans l'un des cas suivants :
o si X >0 (alors E[X] peut potentiellement étre infinie) ;
o si X est intégrable pour P, c’est-a-dire E[| X|] < co.

Exemple 1.3.2. Soit n € N*. On considere = [1,n] avec A = P(Q) et P la mesure uniforme
sur €. Soit X une v.a. réelle. Alors

EIX] = [ X(w)dP() = Y- XOPUi)) =
1

1=

X()+ X2+ +X(n)

n

Dans ce cas, ’espérance est donc la moyenne des valeurs de X au sens classique du terme.

10



Remarque 1.3.3. Soit A € A un événement. Rappelons que la fonction indicatrice 1 4 est définie
par

1 si A
Vw € Q, ﬂA(w):{ stw e,

0 sinon.

Comme 14 est mesurable (car A l'est), c’est une v.a. Son espérance est E[14] = P(A).

1.3.2 Rappels de théorie de la mesure

Par définition, I’espérance est 'intégrale par rapport a P. Les résultats sur les intégrales par
rapport & une mesure quelconque s’appliquent donc directement. Rappelons-en quelques-uns.

Proposition 1.3.4 (Linéarité de 'espérance). Soit X, Y des v.a. réelles et a,b € R.
o St X etY sont intégrables pour P, alors aX 4 bY est intégrable pour P.
e Si XY, a,b>0, alors aX +bY > 0.

Dans chacun des cas précédents, on a ElaX + bY] = aE[X] + DE[Y].

Pour montrer la convergence de ’espérance d’une suite de v.a., on dispose des trois mémes
. . Lz e . =N
outils que pour les intégrales. Rappelons la définition suivante, pour (ay)n>0 € R,

limsupa, = lim | supar et liminfa, = lim 7 inf a.
n—>oop n n%ooilkzg k n—o0 n n—>ool]\k2n k

Théoréme 1.3.5. Soit (Xp)nen une suite de v.a. réelles.

o (Convergence monotone). Si X, > 0 pour tout n > 0 et X,, T X, alors E[X,] 1 E[X].

o (Lemme de Fatou). Si X,, > 0 pour tout n > 0, alors E[liminf X,,] < liminf E[X,].

e (Convergence dominée). Si X,, converge p.s. vers une v.a. réelle X et qu’il existe une v.a.

réelle Z telle que E[|Z]] < 0o et | Xy| < Z p.s. pour tout n > 0, alors E[X,] — E[X].

Rappelons les théorémes de continuité et de dérivabilité des intégrales a parameétre.
Théoréme 1.3.6 (Continuité d’espérances a parametre). Soit X une v.a. d valeurs dans (E,E).
Soit I un intervalle de R et f: I x E — R. Supposons

e pour tout t € I, lapplication v € E — f(t,z) est mesurable;

o presque surement, Uapplication t € I — f(t, X) est continue sur I ;

o il existe une v.a. réelle Z telle que E[|Z]|] < 0o et, pour tout t € I, |f(t,X)| < Z p.s.
Alors la fonction t € I — E[f(t, X)] est continue sur I.
Théoréme 1.3.7 (Dérivabilité d’espérances a parametre). Soit X une v.a. d valeurs dans (E,E).
Soit I un intervalle de R et f: I x E — R. Supposons

e pour tout t € I, lapplication x € E — f(t,z) est mesurable;

o presque sirement, Uapplication t € I — f(t, X) est dérivable sur I ;

o il existe une v.a. réelle Z telle que E[|Z|] < oo et, pour tout t € I, ]%(t, X)| < Z p.s.
Alors la fonction t € I — E[f(t, X)] est dérivable sur I, de dérivée t E[%(t, X)].

On peut également considérer les espaces LP(2, A, P) pour p € [1,00]|. Pour X une v.a. réelle,
rappelons que || X[, = E[|X[P]*/? quand p < oo et || X||, = inf{C' > 0:|X| < C p.=s.}. L'espace
LP(, A, P) est défini comme I'ensemble des v.a. réelles X telles que [|.X||,, < oo, que I'on quotiente

par la relation d’équivalence “étre égal p.s.” (i.e. deux variables aléatoires qui sont égales p.s. sont
considérées comme identiques). Alors (LP(Q2, A, P), [|||,,) est un espace de Banach.
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Proposition 1.3.8 (Inégalité de Holder). Soit X et Y des v.a. réelles. Soit p,q € [1,00] tels que
% + % = 1. Alors
XYy < [[ XYMl

En particulier, si X € LP(Q, A,P) et Y € LP(Q, A, P), alors XY € L'(Q, A, P). Dans le cas ou
p,q €]1,00[, on peut réécrire I'inégalité de Holder comme

E[XY]] <E[X["]"" - E[lY|9".

Le cas p = ¢ = 2 donne l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1/2 1/2

B[ XY <E[x?| " -E[v?] "

1.3.3 Théoréme de transfert

Le théoréme de transfert (ou de transport) est une formule exprimant une espérance d’une
fonction d’une v.a. X comme une intégrale contre la loi de X. C’est une conséquence simple de la
définition de la loi de X comme mesure image, mais c’est un résultat trés important : c’est I'outil
principal pour calculer des espérances.

Théoréme 1.3.9 (Théoreme de transfert). Soit X une v.a. d valeurs dans un espace mesurable
(E,&). Soit f: E — R une fonction mesurable (rappelons que R = RU {—o0,+oc}). On a I’équi-
valence

feLlYE,E,Px) < f(X)eL'(QAP).

En outre, si f € LY(E, &, Px) ou si f est positive, alors

E[f(X)] = [ f(@)dPx(a). (11)

Démonstration. C’est une propriété générale de la mesure image. La démonstration consiste a
traiter des fonctions de plus en plus générales, de maniere similaire a la construction de l'intégrale
en théorie de la mesure.
Etape 1. On commence par remarquer que la formule (1.1) est vraie par définition de Px quand
f=1p avec B € B(R) :

E[f(X)] =E[lx-1(p)] (car f =1p)
=P(XY(B)) (cf Remarque 1.3.3)
= Px(B) (par définition de Px)
- /E f(z) dPx (x) (car f = 1p).

FEtape 2. 1l en suit par linéarité que la formule (1.1) est vraie pour toute fonction étagée positive,
ie. pour f =37 ,¢lp, pourneN, cy,...,cp, >0et By,...,B, € B(R).

Etape 3. Considérons a présent f: E — R mesurable et positive. Il a été vu en cours de théorie
de la mesure qu’une telle fonction f est limite croissante d’une suite de fonctions étagées positives
(fn)n>0- Ainsi, on a

E[f(X)] = nlLHgO E[fn(X)] (convergence monotone)
= lim / fn(x)dPx () (par I'étape 2)
n—oo E
:/ f(x)dPx(z) (convergence monotone).
E

Cela montre la formule (1.1) pour les fonctions f positives.
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Etape 4. Soit f: E — R mesurable. Alors, par 'étape 3, la formule (1.1) est vraie pour |f| donc
les deux cOtés de I’égalité sont soit finis tous les deux soit infinis tous les deux. Cela montre
que f € LY(E,&, Px) si et seulement si f(X) € L(Q, A,P). En outre, si f € LY(E,&, Px), on
décompose f = fy — f_ avec fy = max(f,0) et f— = max(—f,0). Comme f; est positive, on a,
par I’étape 3,

B/ (X)) = [ f+(2)dPx (@)

et les deux cotés de cette égalité sont finis car fy < |f|. La méme chose étant vraie pour f_, on
en conclut par linéarité que la formule (1.1) est vraie pour f. O

Exemple 1.3.10. Considérons une v.a. X de loi uniforme sur [0, 7], on veut calculer E[sin(X)].
Notons tout d’abord que X a pour densité px(z) = %]l[oﬂ (z). Pour appliquer le théoréme de
transfert, on vérifie que sin € LY(R, B(R), Px) : en effet,

/|smydPX < / 1dPy = Px(R) = 1 < oc.
R R

On peut donc appliquer le théoréme de transfert et on obtient

sin(z) dPx(x) = /Rsin(a:)px(m) dr = 71T/O7T sin(z) dx = —.

Esin(X)] = /

R
Méthode (Déterminer une loi). Une méthode pour déterminer la loi d’une v.a. réelle X consiste
a exprimer E[f(X)], pour f: R — R} mesurable quelconque, sous la forme [ f(z)du(z). Alors
on peut en conclure que Px = p : en effet, par la formule de transfert, cela implique

[ 1@ dPx(@) = [ (@) duta),

pour tout f: R — R4 mesurable, et donc Py = p (en prenant f = 1 pour B € B(R)).

Cette méthode est particulierement utile dans le cas ou X est de la forme ¥ (Y") o ¢ est une
fonction explicite et Y est une v.a. réelle continue dont on connait la densité py. Alors, on peut
écrire

E[f(X)] = E[f(4(Y))] = /R @)y () dy,

d’apres le théoreme de transfert. Il faut ensuite faire le changement de variable x = 1 (y) pour se
ramener a une intégrale de la forme [ f(z)p(z)dx, ce qui permet de conclure que X a densité p.
Ce changement de variable peut nécessiter de découper le domaine de v en parties sur lesquelles
1) est injective et dérivable, ce qui n’est pas toujours possible. En particulier, une telle v.a. X n’est
pas forcément continue : par exemple, si 9 ne prend qu’un nombre fini de valeurs, alors X est
discrete. Dans ce cas, la méthode présentée dans le ler paragraphe peut quand méme fonctionner,
mais il faut s’attendre a trouver une mesure y qui contient des masses de Dirac.

Exemple 1.3.11. Soit Y une v.a. réelle de loi e ¥1jg((y) dy. On veut déterminer la loi de
X =Y?2. Pour cela on écrit, pour f: R — R, mesurable quelconque,

B[S (X)) = EL/(v2) = | T Fe vy,

On effectue alors le changement de variable z = y? qui est bijectif de R% dans R*, ce qui donne

B0 = [ fla)e 5o

Cela montre que X est continue, de densité x — %1[0700[(1’).
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1.3.4 Moments

Définition 1.3.12. Soit X une v.a. réelle et n € N. Le moment d’ordre n de X (ou n-ieme
moment) est E[X"], dés que cette quantité est bien définie (i.e. si E[|X|"] < oo ou X >0).

Une conséquence importante de 'inégalité de Holder est la propriété d’inclusion suivante pour
les espaces LP. Attention, elle est particuliere aux mesures finies et n’est pas vraie pour des espaces
LP associés a des mesures infinies. En particulier, ce résultat implique que si une v.a. réelle a un
moment d’ordre n fini, alors tous ses moments d’ordres plus petits sont finis aussi.

Proposition 1.3.13. Soit 1 < p < q < oo. Alors L1(Q, A,P) C LP(Q, A, P).

Démonstration. Soit X une v.a. réelle. En appliquant I'inégalité de Holder aux v.a. | X|” et 1 avec
P =4q/p>1et ¢ tel que 5y + 5 =1, on obtient

1/p 1/¢'

E[ X = B[ X["-1] <E[(X[P)"] T E[(1)7] " =E[|x]9P.

Ainsi, si X € L1(Q, A, P), alors E[|X|?] < oo et donc E[|X[P] < co par I'inégalité ci-dessus, ce qui
montre que X € LP(Q, A, P). O

Définition 1.3.14. Soit X € L*(Q, A,P). La variance de X est
Var(X) = E[(X - E[X])?].
et l’écart type de X est ox = /Var(X).
Proposition 1.3.15. Soit X € L*(Q, A,P). Alors
Var(X) = E|X?| - E[X]*.

Démonstration. Notons m = E[X]. On a alors en développant le carré et en utilisant la linéarité
de I'espérance :

Var(X) = E[(X — m)?| = E[X?| - 2mE[X] + m? = E[X?| - E[X]?,
en remplacant m par E[X] dans la derniére égalité. O

1.3.5 Espérance et queue de distribution

La queue de distribution d’une v.a. réelle X fait référence au comportement asymptotique de
P(X > x) et de P(X < —z) quand = — oco. Pour une v.a. positive, la formule suivante relie queue
de distribution et espérance et peut se révéler tres utile.

Proposition 1.3.16. Soit X une v.a. positive. Alors
oo o0
E[X] :/ P(X > z)dx :/ P(X > x)dz.
0 0

Démonstration. Notons que I'espérance est bien définie car X > 0. Par le théoreme de transfert
(et le fait que Px est supportée sur [0,00) car X > 0), on a

BlY) = [TedPs(@) = [T ([T v dt)apeo) = [T [t dpiie) ) ar

par le théoréme de Fubini-Tonelli. Notons alors que [;° 1<z dPx(z) = Px(Jt, 00[) = P(X > t), ce
qui montre la premiere égalité de I’énoncé. La deuxieme égalité se montre de maniére similaire, en
remarquant que 'on peut remplacer ‘¢ < z’ par ‘¢ < z’ au début du calcul. O
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Corollaire 1.3.17. Soit X une v.a. positive et p > 0. Alors
oo oo
E[X?] = / P(X > 2)paP~ ! dx :/ P(X > x)prP~t da.
0 0

Démonstration. Voir TD 3. O

Ces formules permettent d’avoir des critéres simples en terme de la vitesse de décroissance de
la queue de distribution pour savoir si le moment d’ordre n de X est fini.

1.4 Fonctions caractérisant une loi sur R

1.4.1 Fonction de répartition

Définition 1.4.1. Soit P une loi sur R. La fonction de répartition de P est la fonction F': R —
[0,1] définie par
Ve eR, F(z)=P(]—o0,z]).

Soit X une v.a. réelle. La fonction de répartition de X est la fonction de répartition de sa loi. On
la notera souvent Fx: R — [0,1] et elle vérifie

Ve eR, Fx(z)=P(X <uz).

Exemple 1.4.2. Soit X une variable réelle continue. Sa fonction de répartition est donnée, pour
x € R, par

Fx(z) = /xoopx(y) dy.

En particulier, si px est continue sur R alors Fx est de classe C! sur R et F % = Dx.

Exemple 1.4.3. On considére la mesure discrete P = %6,1 + %51 + %62. Alors sa fonction de
répartition est donnée, pour xz € R, par

0 if x < —1,
1 1 1 1/2 ifze|-1,1],
F(z) = =11 aot(2) + > 11y (@) + 2 Ligaei(@) =
(z) 511, ((z) gL, () 51, () 2/3 ifxe (L2,

1 ifz>2,

et est représentée sur la figure suivante. On peut noter que la fonction de répartition est constante
par morceaux et effectue un saut a chaque atome de P de la taille du poids de cet atome.

'y
14+ o y=F(x)

! a4 |
T -+ T

-2 -1 1 2 3 x

Proposition 1.4.4. Soit X une v.a. réelle. Sa fonction de répartition Fx est croissante, continue

a droite et satisfait
lim Fx(z)=0 et lim Fx(x)=1.

T——00 T—00

Démonstration. Voir TDI1. OJ
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Théoréme 1.4.5. Une loi sur R est caractérisée par sa fonction de répartition. Autrement dit, si
deux v.a. ont la méme fonction de répartition, alors elles ont la méme loi.

Démonstration. Soit X et Y des v.a. telles que Fxy = Fy. Alors, pour tout a € R,
Px(] —o00,a]) =P(X <a) = Fx(a) = Fy(a) =P(Y < a) = Py(] — o0,al).

Donc les mesures de probabilité Px et Py coincident sur C = {] — 00,a] : @ € R}. Comme C est
stable par intersections finies, par le Théoreme 1.1.9, Px et Py coincident sur la tribu engendrée
par C, qui est B(R). O

Le théoréme précédent est un résultat d’unicité : une fonction de répartition est associée a au
plus une loi. Notons qu’une fonction de répartition ne caractérise pas la v.a. : des v.a. qui ont la
méme loi ont la méme fonction de répartition. Le théoréme suivant est un résultat d’existence :
pour toute fonction ressemblant a une fonction de répartition (i.e. satisfaisant les propriétés de la
Proposition 1.4.4), il existe une loi dont c’est la fonction de répartition, et donc en particulier il
existe une v.a. dont c’est la fonction de répartition.

Théoréme 1.4.6. Soit F: R — [0,1]. Supposons que F soit croissante, continue d droite et
satisfasse
lim F(z)=0 et lim F(x)=1.

T——00 T—00

Alors il existe une loi P sur R telle que F soit la fonction de répartition de P.

Démonstration. Admise. La construction de P suit une méthode proche de celle utilisée pour
construire la mesure de Lebesgue en cours de théorie de la mesure : on introduit une mesure exté-
rieure appropriée, on montre que tous les boréliens sont mesurables pour cette mesure extérieure
et on vérifie que sa restriction aux boréliens a pour fonction de répartition F'. Voir les notes de Le
Gall, Section 3.5 pour les détails. O

Au dela de ce résultat théorique, il y a de nombreux cas pratiques ou I'on peut déterminer la
loi & partir de la fonction de répartition F'. Deux cas particuliers sont importants, déja évoqués
aux Exemples 1.4.2 et 1.4.3 : si F' est constante par morceaux, alors la loi est discréte avec des
atomes aux points de discontinuité dont la masse est donnée par la taille du saut de F' en ce point;
si I est de classe C! sur R, alors la loi est continue de densité F’. Le résultat suivant couvre un
mélange de ces deux cas. Cela exclut certaines lois, comme des lois discretes avec accumulation
d’atomes en certains points, des lois continues avec une densité trop irréguliére ou des lois diffuses
qui ne sont pas continues (cf. Remarque 1.2.11).

Proposition 1.4.7. Soit P une loi sur R et F' sa fonction de répartition. Supposons que F' est de
classe Ct sur R\ {a;,i € I} avec (a;)ier une suite strictement croissante dans l’un des cas suivants

e ZT=1]1,n] avecn € N;
e 7=N et a, — 0o quand n — o0 ;
o« IT=7_ et a, — —00 quand n — —oo ;
o T =17 eta, — +oo quand n — £oo.
On définit f par f = F' sur R\ {a;,i € Z} et f =0 en dehors. Alors

dP(z) = f(z)dz + ) (F(a;) — F(a;i—)) dda, (),

1€l

ot F(a—) désigne la limite a gauche de F' en a.
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Démonstration. Notons () la mesure définie par la formule ci-dessus, de sorte que l'on cherche a
montrer P = (). Considérons des réels a < b, on va montrer que F'(b) — F(a) = Q(Ja, b]).

Cas 1. Supposons |a,b] N{a;,i € T} = @. Alors F' est continue sur [a,b] (on utilise ici que F' est
continue a droite en a) et dérivable sur ]a, b[, donc, par le théoréme fondamental de I’analyse,

FO) - F@) = [ (@) a2 = Qa.b)

car aucun des atomes de @ n’est dans |a, b)].
Cas 2. Supposons |a, b] N {a;,i € Z} = {b}. Alors, cette fois, on a F(b—) — F(a) = f;’f(x) dz? et
donc

F(b) = F(a) = F(b—) — F(b) + /abf(fb‘) dz = Q({b}) + Q(Ja, b)) = Q(Ja, b)),

car I'unique atome de @ sur |a, b] est en b et sa masse est F(b—) — F(b).

Cas 8. Supposons que Ja,b] N{a;,i € I} # @. Notons que, par nos hypothéses sur la suite (a;);ez,
Ja, b] ne peut contenir qu'un nombre fini de ses éléments, que 'on note ap < --- < ay avec k < /.
On écrit alors, grace a une somme télescopique

/-1
F(b) — F(a) = F(b) = Fa¢) + Y _(F(ai+1) — F(a:) + F(ax) — F(a)
i=k

-1
(Jag, b)) + > Qlai, aiy1]) + Q(a, ax]),
i=k

en utilisant le Cas 1 sur U'intervalle ]ay, b] et le Cas 2 sur les autres intervalles. En prenant 'union
de ces intervalles disjoints, on en déduit que F'(b) — F(a) = Q(]a,b]).

Conclusion. Fixons b et prenons a — —oo. Alors F'(a) — 0 par la Proposition 1.4.4 et Q(]a,b]) —
Q(] — o0, b]) par continuité croissante de la mesure. On a donc montré que F(b) = Q(] — o0, b]),
donc F est la fonction de répartition de (). Comme la fonction de répartition caractérise la loi, on
a donc P = Q. O

Exemple 1.4.8. Pour z € R, on définit

F(z) = nx>o(1—i2)

Cette fonction est croissante, continue a droite, limy,_, o F'(z) = 0 et lim,_,o F(x) = 1. c’est donc
la fonction de répartition d'une loi P sur R par le Théoréme 1.4.6. Comme F est C! sur R\ {0},
par la Proposition 1.4.4, on a
lz>0 1
dP(z) = ——= dz + =do.
( ) (l’ + 2)2 2 0

Remarque 1.4.9. Dans la Proposition 1.4.4, les points a; ne sont pas forcément des points de
discontinuité de F, seulement des points ot F' n’est pas C'. Si F est continue en a;, alors F(a;) —
F(a;—) = 0 donc il n’y a pas d’atome en a;. En particulier, si F' vérifie les hypotheses de la
Proposition 1.4.4 et est continue sur R, alors la loi P associée est continue de densité f = F’ qui
est définie Lebesgue-presque partout (voir par exemple la loi exponentielle en Section 1.5).

Méthode (Déterminer une loi). Une autre méthode pour déterminer la loi d’une v.a. réelle X
consiste a calculer sa fonction de répartition et utiliser la Proposition 1.4.7. Cette méthode est
particulierement appropriée si X est définie comme un minimum ou un maximum d’autres v.a.

2. Pour s'en convaincre on peut considérer la fonction F' définie par F' = F sur [a, b] et Fv(b) = F(b—). Alors F
est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, donc on peut lui appliquer le théoréme fondamental de analyse et cela
donne la formule voulue.
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Fonction quantile (bonus). La fin de cette section concernant la fonction quantile n’a pas été
traitée en cours.

Définition 1.4.10. Soit P une loi sur R et F' sa fonction de répartition. La fonction quantile de
P est la fonction q: [0,1] — R définie par

Va e [0,1], g¢lo)=inf{zr eR:a < F(z)},

ot l’on prolonge par continuité F(—oo) = 0 et F(oco) = 1. On appelle q(a) le a-quantile de P et
q(1/2) la médiane.

Notons que si, pour un intervalle I C R, la fonction F: I — [0,1] est bijective, alors on peut
écrire plus simplement ¢ = F~1, ott F~! est I'inverse de la fonction F restreinte & I. De maniére
générale, on a toujours F'(g(«)) > « (par continuité a droite de F') mais pas forcément d’égalité.

La fonction g permet de générer une v.a. avec la loi P a partir d’'une v.a. de loi uniforme
sur [0, 1] (c’est-a-dire dont la loi est la mesure de Lebesgue sur [0,1]), comme montré dans le
résultat suivant.

Proposition 1.4.11. Soit P une loi sur R et Q sa fonction quantile. Soit U une v.a. uniforme
sur [0,1]. Alors q(U) suit la loi P.

Démonstration. On va montrer le résultat en calculant la fonction de répartition de la v.a. X =
q(U).Pour x € R,on a Fx(z) =P(q(U) < x). De plus, pour a € [0,1],ona a < F(z)ssiq(a) < x:
e Sia< F(z), alors g(a) < z par définition de q.
e Sig(a) <z, alors F(g(a)) < F(z) car F est croissante. Mais, par continuité a droite de F,
on a F(g(a)) > a. On a donc a < F(x)
On en déduit que

Fx(x) =P(q(U) < z) =P(U < F(x)) = Py ([0, F(2)]) = F(2),

car Py est la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Comme la fonction de répartition caractérise la loi, on
en déduit que Px = P. O

1.4.2 Fonction caractéristique

Définition 1.4.12. Soit P une loi sur R. La fonction caractéristique de P est la fonction ¢: R — C
définie par
oER 6(0) = [ " dP@)
R
Soit X une v.a. réelle. La fonction caractéristique de X est la fonction caractéristique de sa loi.
On la notera souvent ¢x et elle vérifie

VOER, ¢x(0)= E[ei”{}.

Comme |ei9‘”| <1 (et que 1 est intégrable pour une mesure de probabilité!), la fonction carac-
téristique est bien définie pour tout 6 € R et |¢(6)| < 1. La reformulation en terme d’espérance est
une conséquence du théoreme de transfert.

En analyse, la transformée de Fourier d’une mesure finie p sur R est la fonction

ecR+— / e 0% dp(x).
R

Ainsi, au signe de 6 pres, elle correspond a la fonction caractéristique de p quand p est une mesure
de probabilité.

Le résultat suivant montre qu’une fonction caractéristique est toujours continue et que, plus la
v.a. a de moments finis, plus la fonction caractéristique est réguliere.
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Proposition 1.4.13 (Régularité). Soit n € N. Soit X une v.a. réelle de moment d’ordre n fini.
Alors ¢x est de classe C™ sur R et

VEe[0,n], VOeR, ¢¥(6)= i’fE[X’“e”X]
Démonstration. Voir TD3. O

En particulier, il est intéressant de noter que les moments de X s’expriment alors en termes
des dérivées en 0 de sa fonction caractéristique :

Vk € [0,n], E[X*] = (-i)k 6P (0).

La réciproque suivante est vraie : si, pour m € N, ¢x est 2m fois dérivable en 0, alors le moment
d’ordre 2m de X est fini.

Finalement, le résultat le plus important de cette section est le suivant, qui justifie le nom de
“fonction caractéristique”.

Théoreme 1.4.14. Une loi sur R est caractérisée par sa fonction caractéristique.

Démonstration (non vue en cours, donc non requise). Soit P une loi sur R et ¢ sa fonction carac-
téristique. On pose, pour z € R et ¢ > 0,

() 1 22
) = ex -
gO’ o 27‘(’ p 20_2 i

de sorte que g, est la densité de la loi gaussienne N(0,0?), voir Section 1.5. On définit également,
pour tout x € R,

(97 P)(a) = [ go(z =) dP(y).

qui est bien définie par g, est bornée, donc P-intégrable. Les étapes sont les suivantes :

1. Ecrire g, comme une fonction caractéristique d’une autre gaussienne.

2. Utiliser I'étape 1, pour écrire g, * P uniquement en terme de ¢, ce qui montre en particulier
que g, * P est caractérisée par ¢.

3. Montrer que, pour toute f: R — R continue bornée, [, f(x)(gs * P)(z)dz — [; f(z)dP(x)
quand o — 0.

On conclut alors ainsi. Soit @ une loi sur R de fonction caractéristique ¢. Alors I’étape 2 montre
que gs * P = g, * Q. Donc, par I'étape 3, on en déduit que [; f(z)dP(z) = [; f(z)dQ(z) pour
tout f continue bornée. Cela implique que P = ) d’apres le Théoreme 1.1.10.

Etape 1. Par le calcul de la fonction caractéristique de la gaussienne (énoncé en Section 1.5 et fait
au TD 3), on a, pour tout o > 0 et § € R,

i o262 V2T
/Re%gg(x) dz = exp<—2> = Tgl/U(G).

En remplagant o par 1/0, on obtient

1 )
09: /1910 " d,
9o(0) s 91/0(z) dz

ce qui écrit g, (& un préfacteur pres) comme une fonction caractéristique.
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Etape 2. Pour tout z € R, on a

(9 P)(a) = [ gnla = 1) ) (définition)
_ /R - 127T (/ i(z— y)tgl/o'( )dt> dP(y) (par I’étape 1)
- J\}% /R gy (1) ( /R et dP(y)) dt (par Fubini)
= U\}% /R e g1/, (t)p(—1) dt, (par définition de ¢)

ol le théoréme de Fubini est justifié en bornant |e/(*=¥)tg, /o) < g1/0(t) qui est intégrable par
rapport a dt et donc par rapport a dt ® P(dy) (car P est une mesure de probabilité). On a donc
exprimé g, * P en terme de ¢ uniquement.

Etape 3. Soit f: R — R continue bornée. Alors, on a

[ 1@)gr P@yas = [ 5@)( [ golo - 9)aP@)) do = [ ([ )gale - ) de) aPly)

en utilisant le théoreme de Fubini justifié en bornant |f(z)gs(z — y)| < || fllo90(z — y) qui est
intégrable par rapport a dz, d’intégrale indépendante de y (par changement de variable x —y — x)
et qui est donc elle-méme intégrable par rapport & dP(y). En utilisant que g, est paire puis la
définition de la convolution de deux fonctions, on obtient

[ #@)ar P@yas = [ ([ 5@)gnly - )ds ) dPw) = [ (590 ) dP(0),

Mais la famille (g4)o>0, quand o — 0, est une approximation de Dirac au sens ou elle vérifie

Vo >0, /gg(x)da:: 1 et Ve > 0, / go(z)dz —— 0.
R R\[—¢,¢] o—0
Une conséquence vue en cours de théorie de la mesure est que, pour f continue bornée, f *x g,
converge simplement vers f quand o — 0. Ainsi, par le théoréme de convergence dominée (en
bornant |(f * go)(y)| < || f|l qui est P-intégrable), on obtient

| 1@ e s PY@)do = [ (£ 9)0)dP) — [ Sw)dPG

qui est ce que 'on voulait démontrer & cette étape. O

En général, il est difficile de retrouver une loi P a partir de sa fonction caractéristique. Mais
dans le cas ou la fonction caractéristique est intégrable sur R on peut utiliser cette version du
théoréme d’inversion de Fourier.

Théoréme 1.4.15. Soit X une v.a. réelle. Si sa fonction caractéristique ¢x est intégrable par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R, alors X est continue de densité donnée par

1

/ e %% () do.

Démonstration (non vue en cours, donc non requise). On reprend les notations de la démonstra-
tion du Théoréme 1.4.14, avec P = Px. Posons p(z) = 5= [z e ¢ x(0) df (on ne sait pas encore
que c’est px). On veut montrer que X a pour loi p(x) dz. Pour cela, il suffit de montrer que, pour
tout f: R — R continue a support compact

[ f@apx@) = [ sl (1.2)
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car cela caractérise Px par le Théoreme 1.1.10.
Dans I’étape 3 de la démonstration du Théoreme 1.4.14, on a montré que

/f )(go # P)()dw — | f(@)dPx (@) (1.3)

En calculant la limite autrement on va obtenir (1.2). Dans I’étape 2, on a aussi montré, pour tout
o> 0et tout x € R,

1 ; 292
(50# P)@) = —= [ ool (- dr = o= [ e 20 (<t ar,

ou l'on a utilisé la définition de g;/, dans la 2eme égalité. On a e=o0%/2 5 quand ¢ — 0,

ainsi que la domination |¢e=7"/2¢ y (—t)| < |¢x(—t)| qui est intégrable sur R par hypothése du
théoreme. Donc, par le théoreme de convergence dominée,

(g0 * Px)(7) — /]R ¢ () dt = - /]R et (1) dt = p(z). (1.4)

o—=0 27 2

Donc, f(z)(gs * Px)(x) — f(z)p(x) quand 0 — 0 et on a la domination suivante, pour tout o > 0
et tout z € R,

£ P)@)] < Il iowan(@) - - [ lox(o]dr,

ou M > 0 est tel que f est nulle en dehors de [—M, M]. La fonction squi domine est bien intégrable
en x sur R, donc, par convergence dominée, on obtient

/Rf(x)(gg*P dx—)/f

o—0

En combinant cela & (1.3), on obtient (1.2) et cela conclut la démonstration. O

1.4.3 Transformée de Laplace

Définition 1.4.16. Soit P une loi sur R. La transformée de Laplace de P est la fonction L: R —
[0, 00| définie par

VteR, L(t)= /R e~ dP(2).

Soit X une v.a. réelle. La transformée de Laplace de X est la transformée de Laplace de sa loi.
On la notera souvent Lx et elle vérifie

VtER, Lx(t) =E[e¥].

La transformée de Laplace est bien définie sur tout R car e~ > 0, mais elle peut étre infinie.
Pour certaines lois, elle est méme infinie partout sauf en 0 (voir la loi de Cauchy en Section 1.5).
En particulier, elle ne caractérise pas la loi en général. On peut montrer que si elle est finie autre
part qu’en 0, alors elle caractérise la loi. Cependant nous n’énoncerons pas et ne montrerons pas
ce résultat ici. Plus globalement, la transformée de Laplace sera peu utilisée dans ce cours, méme
si c’est une notion importante.

1.5 Lois classiques

Dans cette section sont regroupées certaines lois classiques, ainsi que certaines de leurs pro-
priétés. Les notations pour ces lois ne sont pas universellement utilisées (sauf pour la gaussienne).
Pour certaines de ces lois, d’autres choix de parametres ou méme de définition sont parfois faits.
Il est important de connaitre la définition de ces lois, mais pas toutes leurs caractéristiques, a
I’exception de la gaussienne qui joue un réle particulierement important en probabilités.

Notation. Si P est une loi, on note X ~ P pour dire que X est une v.a. de loi P.
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1.5.1 Lois discrétes
Loi de Bernoulli.

La loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1] est la loi B(p) := (1 — p)dp + pd1, modélisant une
expérience & deux issues (échec et succes). Toute indicatrice d’événement suit une loi de Bernoulli
puisqu’elle ne prend que les valeurs 0 et 1.

Si X ~ B(p), alors E[X] = p et Var(X) = p(1 — p). De plus, ¢x(0) = (1 — p) + pel pour tout
6 €Ret Lx(t) = (1—p)+pe ! pour tout ¢t € R.

Loi binomiale.

La loi binomiale de parametres n € N et p € [0, 1], notée B(n,p), est la loi supportée par [0, n]
telle que, si X ~ B(n,p),

Vke[0,n], P(X=k) = <Z>pk(1 — p)nk,

Elle modélise le nombre de succes obtenus en répétant n fois une expérience qui résulte en un
succes avec probabilité p. Notons que B(1,p) = B(p).

On a E[X] = np et Var(X) = np(1 — p). En outre, ¢x(0) = ((1 — p) + pe?)™ pour tout # € R
et Lx(t) = ((1—p)+peH)™ pour tout t € R.

Loi géométrique.

La loi géométrique de parametre p €0, 1], notée G(p), est la loi supportée par N* telle que, si

X ~G(p),
Vk e N*, P(X =k)=p(1—p)r L

Elle modélise le nombre de fois qu’il faut répéter une expérience résultant en un succes avec
probabilité p afin d’obtenir un premier succes.
On a E[X] = 1/p et Var(X) = (1 — p)/p®. Sa fonction caractéristique est donnée par

peiG

VO eR, ¢x(0)= T (1= p)e®

et sa transformée de Laplace

pe”? :
—Pe st >log(l—p),
Vt c R’ LX(t) — {1(1p)e t S1 Og( p)

00 sinon.

Loi de Poisson.

La loi de Poisson de parametre (ou de taux) A > 0, notée P(\), est la loi supportée par N telle
que, si X ~ P(N),
)\k
VkeN, P(X=k)= e—Aﬁ
Elle est généralement introduite comme la limite (en un sens que ’on formalisera plus tard dans
ce cours) de la loi binomiale B(n,p) dans le régime ou n — oo et p — 0 simultanément de sorte
que pn — A.
On a E[X] = X et Var(X) = A. De plus, ¢x(0) = M=) pour tout 6 € R et Ly (t) = eMe ™' =1)
pour tout ¢t € R.
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1.5.2 Lois continues
Loi uniforme.

Soit a < b des réels. La loi uniforme sur [a,b], notée U([a, b]), est la mesure de densité -1,
par rapport a la mesure de Lebesgue. Elle représente un point tiré uniformément au hasard sur [a, ).
Si X ~ U([a,b]), alors
a+b (b—a)?

E[X] = 5 et Var(X) = B

Notons que E[X] est le milieu du segment [a, b]. Sa fonction de répartition est donnée par

0 six <a,
Ve €R, Fx(r)={%2 sia<z<b,
1 sixz>b.

Sa fonction caractéristique et sa transformée de Laplace sont

ei@b o 6i@a e—ta - 6—tb

V6 € R, qSX(H):m et VteR, LX(t):W

Loi gaussienne.
Soit m € R et o > 0. La loi gaussienne (ou loi normale) de moyenne m et variance o2, notée

N(m,c?), est la mesure
1 (z —m)?
T g,
T exp( 552 > T

Dans le cas particulier m = 0 et o = 1, la loi N(0,1) est appelée loi gaussienne standard (ou
loi normale standard, ou loi normale centrée réduite). Une propriété importante est que 'on peut
réécrire toutes les lois gaussiennes a partir de la loi gaussienne standard : si X ~ N(0,1), alors
m+oX ~ N(m,o?), voir TD2.

Si Z ~ N(m,0?), on a E[Z] = m et Var(Z) = o2. De plus, ¢z(0) = ¢™~7%*/2 pour tout
f € R, comme on le verra au TD3 en vérifiant que ¢z est solution d’une équation différentielle. Par
calcul direct, on peut montrer que Ly (t) = e~™+7°*/2 pour tout ¢ € R. La fonction de répartition
de Z n’est pas explicite en terme des fonctions usuelles. On note généralement ® la fonction de
répartition de (0, 1). Alors, on a Fz(z) = ®(*¥-™) pour tout x € R.
Loi exponentielle.

La loi exponentielle de parametre A > 0, notée £(A), est la mesure )\e*)‘z]l[opo[(x) dz. Elle
représente un temps d’attente avec la propriété de perte de mémoire suivante : si X ~ E()), alors

Vs, t >0, P(X >t+s|X >t)=P(X > s).

Autrement dit, a l'instant ¢, si 'on sait que l’attente n’est pas terminée (i.e. X > t), alors le temps
d’attente restant est toujours de loi £(A). Les lois exponentielles sont les seules lois sur [0, co] &
satisfaire cette propriété de perte de mémoire (& ’exception de la loi 0y qui est un cas dégénéré),
voir TD3.

Si X ~ E(N), on a E[X] =1/A et Var(X) = 1/A%. Sa fonction de répartition est donnée par

0 six <0,

Vre R, Fx(z)=
x(@) {1—6_Mj sixz > 0.

Sa fonction caractéristique et sa transformée de Laplace sont

A 2o st > =,
VER, ¢x(0)=1" et ViER, LX(t)z{ggt zt<_A
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Loi de Cauchy.

La loi de Cauchy de parametre de position m et de parametre d’échelle a > 0, notée C(m,a),

est la mesure a

m(a? + (x — m)?)
Le parametre m est le centre de symétrie de la densité et le point ou elle atteint son maximum.
La densité forme une bosse dont la largeur est proportionnelle & a et la hauteur & 1/a. Dans le cas
particulier m = 0 et a = 1, la loi C(0,1) est appelée loi de Cauchy standard. Si'Y ~ C(0,1), alors
aY +m ~ C(m,a).
Si X ~ C(m,a), alors E[|X|] = oo, donc ni E[X] ni Var(X) ne sont bien définis. Sa fonction de
répartition est donnée par Fx (z) = 1 arctan(2=) — 1 pour tout z € R. Sa fonction caractéristique

=7 a
et sa transformée de Laplace sont

dzx.

1 sit=0,

VOER, o¢x(0) =m0 ot VteR, Lx(t)= '
oo sit#D0.

Cette fonction caractéristique peut s’obtenir en utilisant la formule d’inversion de Fourier, voir le
TD3 pour les détails.
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Chapitre 2

Vecteurs aléatoires et indépendance

2.1 Rappels de théorie de la mesure

2.1.1 Tribus produit

Définition 2.1.1. Soit (E1,&1),...,(Eq,Eq) des espaces mesurables. On peut munir Ey X --- X Eg
de la tribu produit, notée &1 ® - - - ® &g, qui est la tribu engendrée par l’ensemble des pavés

{Bl><---XBd:Bl€51,...,Bd€5d}.

On peut montrer que la tribu produit £ ® - -- ® & est la plus petite tribu sur £y x -+ x Ey
rendant les projections
T E1X-'-XEd — FE;
(xl,...,:vd) — Z;

mesurables pour chaque i € {1,...,d}.

Nous serons particulierement intéressé par ’espace produit R?, pour lequel le produit des tribus
boréliennes de R coincide avec la tribu borélienne de RY, comme énoncé dans le résultat suivant.
Par défaut, R? sera toujours supposé étre muni de sa tribu borélienne B (Rd).

Proposition 2.1.2. On a B(RY) = B(R)®. De plus, cette tribu est engendrée par
{] —o0,a1] X -+- x| —00,aq] : a1,...,aq € R}.
Il en découle le résultat d’unicité suivant pour les mesures de probabilités sur R<.

Corollaire 2.1.3. Soit P et Q deux mesures de probabilité sur (R, B(R?)). Supposons que

Vay,...,ag €R, P(]—o00,a1] X - x| —00,aq]) = Q(] —00,a1] X -+ x| — 00, ay4]).
Alors P = Q.
Démonstration. C’est une conséquence directe du Théoréme 1.1.9 et de la Proposition 2.1.2, car
I’ensemble des | — 0o, a1] X -+ X | — 00, ag] est stable par intersection finie. O
2.1.2 Mesures produit

Les mesures produit sont un cas particulier de mesures construites sur un espace produit. Leur
construction a été vue en théorie de la mesure.

Théoréme 2.1.4. Soit (E1,&1,11),- -, (Ea, &4, ha) des espaces mesurés, avec pi, ..., pq des me-
sures o-finies. Il existe une unique mesure p11 ® -+ ® pg sur (Ey X -+ X Eg, &, ® -+ ® &), appelée
mesure produit, telle que

VBy€&1,...,Bgc &y, (1 ® - @ ug)(By x -+ X Bg) = p1(By) - pa(Ba).
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Sur R, on notera A\; la mesure de Lebesgue. Elle coincide avec le produit de d mesures de
Lebesgue sur R, i.e. Ay = AP%

Pour travailler avec des intégrales par rapport & des mesures produits, les résultats les plus
importants sont les deux théoremes de Fubini.

Théoréme 2.1.5 (Fubini-Tonelli). Soit (E,&, ) et (F,F,v) des espaces mesurés, avec p et v des
mesures o-finies. Soit f: E x F — [0,00| une fonction mesurable. Alors, les fonctions x € E
Jp flx,y)dv(y) ety € F— [g f(z,y)du(x) sont mesurables et on a

[ rdwen = [ ([ s@naw)duo = [ ([ @) ao.

Théoréme 2.1.6 (Fubini-Lebesgue). Soit (E,E, u) et (F,F,v) des espaces mesurés, avec . et v
des mesures o-finies. Soit f: E X F — R une fonction mesurable. Supposons que f est intégrable
par rapport a p@v. Alors, la fonction x € E — [ f(x,y) dv(y) est bien définie p-p.p., mesurable et
intégrable par rapport d p, la fonction y € F — [ f(z,y) du(x) est bien définie v-p.p., mesurable
et intégrable par rapport d v, et on a

/Efod< /(/fwydu ) /(/fa:yd,u ))dy(y).

2.1.3 Formule de changement de variable

La formule de changement de variable est un outil spécifique & la mesure de Lebesgue sur R
Elle nous sera particulierement utile pour travailler avec des vecteurs aléatoires de loi continue.

Soit U et V deux ouverts de R?%. Soit ¢: U — V, on note ¢ = (1,...,@q). Rappelons qu’on
dit que ¢ est un C'-difféomorphisme si ¢ est bijective, de classe C! sur U et ¢! est de classe C!
sur V. Cela implique en particulier que la matrice jacobienne de ¢ en x, donnée par

Si(z) - G (w)
(a%‘(x)> _ ) ) :
axj .. - : B :
1<i,j<d g%z(x) %(x)

est inversible en tout point de € U. On note Jac, () le déterminant de la matrice jacobienne et
on l'appelle le Jacobien de ¢ en z.

Théoréme 2.1.7 (Changement de variable). Soit U et V deuz ouverts de R, Soit ¢: U — V un
Cl-difféomorphisme. Alors, pour toute fonction mesurable f: V — R,

/f dy—/ fo(x))|Jacy(z)] dz.

Rappelons que, grace au théoreme d’inversion globale, une maniére de montrer que ¢: U — V
est un C!-difféomorphisme est de vérifier que

e p: U — V est bijective;
o Les dérivées partielles de ¢ sont continues sur U ;
o Pour tout z € U, Jac,(z) # 0.

Il est aussi suffisant de vérifier ces propriétés pour ¢~ ", ce qui est intéressant si ses dérivées partielles
sont plus faciles & calculer. On peut alors utiliser Jacy,(z) = [Jac,—1(¢(z))] 1.

1
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2.2 Vecteurs aléatoires, loi jointe et marginale

2.2.1 Loi jointe, lois marginales

Si X est une v.a. a valeurs dans R? (que l'on munira toujours de B(R?)) et qu’on note
(X1,...,X4) ses coordonnées, alors les X; sont des v.a. réelles. Réciproquement, si Xi,..., Xy
sont des v.a. réelles, alors X = (X1,...,Xy) est une v.a. a valeurs dans R, Ainsi, il est équi-
valent de considérer un vecteur de d variables aléatoires réelles ou de considérer une seule variable
aléatoire & valeur dans R%.

Définition 2.2.1. Soit X = (X1,...,Xy4) une v.a. d valeur dans RY.
o Les lois Px, pouri € [1,d] sont appelées les lois marginales de X .

e La loi Px est appelée loi jointe de (X1q,..., Xy).

Notons que la notion de loi jointe n’apporte rien de nouveau : la loi jointe de (X1,...,Xy) est
simplement la loi de (X7,...,Xy). Le mot “jointe” est 1& pour souligner le fait que ’on consideére
les v.a. réelles Xi,..., Xy comme un vecteur aléatoire, en opposition aux lois marginales ot on
considere les X; individuellement. Comme nous allons le voir, connaitre la loi jointe permet de
connaitre les lois marginales, mais la réciproque est fausse!

Proposition 2.2.2. Soit X = (X1,...,Xg) une v.a. d valeur dans R%. La loi de X caractérise
ses lois marginales. Plus précisément, pour i € [1,d], en notant ;: R? — R la projection sur la
i-éme coordonnée, Px, est la mesure image de Px par la fonction ;.

Démonstration. Pour tout B € B(R), on a
Px,(B) =P(X; € B) =P(m;(X) € B) =P(X € m; *(B)) = Px(r; '(B)).

Cela montre que Py, est la mesure image de Px par la fonction 7; et, en particulier, que Py, est
caractérisée par Px. ]

Exemple 2.2.3. Considérons une v.a. X = (X1, X2) a valeurs dans R? de loi
1 1 1 1
Px = 1000 * 7001 + 3000 + ;00,1

On peut noter que X est a valeurs dans {0, 1}, donc sa loi est déterminée par la connaissance de

1 1 1
P(X; =0)=P(X € {(0,0),(0,1)}) = -+ - = -,
4 4 2
ce qui implique que P(X; = 1) = $ et donc X est de loi B(1/2) (i.e. la loi de Bernoulli de
parameétre 1/2). De la méme maniere, Xs est aussi de loi B(1/2).
Considérons & présent Y = (Y7, Ys) & valeurs dans R? de loi

1 1
Py = 55(0,0) + 55(1,1)-

Alors, on peut montrer de maniére similaire que Y7 et Ya sont de loi B(1/2).

Ainsi X et Y ont les mémes lois marginales, mais pas la méme loi. Autrement dit, dire “considé-
rons deux v.a. de loi B(1/2)” ne permet pas de décrire leur loi jointe. Ici, X; et X2 correspondent au
cas ol les deux v.a. sont indépendantes (voir la prochaine section) alors que Y] et Y3 correspondent
au cas ou les deux v.a. sont identiques (on a Y7 = Y5 p.s., car Y € {(0,0),(1,1)} p.s.).

On conclut cette section en définissant la covariance de deux v.a. réelles. Cette quantité quantifie
a quel point X et Y prennent leurs valeurs au-dessus de la moyenne en méme temps.
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Définition 2.2.4. Soit X etY des v.a. réelles dans L*(Q, A,P). La covariance de X et Y est
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y - E[Y])].

Remarque 2.2.5. Par I'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

1/2 1/2

|Cov(X,Y)| < E[(X - E[X])ﬂ : E[(Y - E[Y})ﬂ =ox -0y,

ou on rappelle que ox est I’écart-type de X. Quelques cas particuliers important sont :

e SiCov(X,Y)=o0x-0y,alorsY =cX+aps.pourc>0eta € RouX =ap.s. poura € R.
Voir le TD4 pour la démonstration.

e SiCov(X,Y)=—0x-0oy,alorsY = —cX +a p.s. pour ¢ >0 et a € Rou X =a p.s. pour
a €R.

e Quand X et Y sont indépendantes, on verra que leur covariance est nulle. Cependant, la
réciproque est fausse.

Proposition 2.2.6. Soit X etY des v.a. réelles dans L*(Q, A,P). On a

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].
Démonstration. Cela s’obtient en développant le produit (X — E[X])(Y — E[Y]), puis en prenant
I’espérance. O
2.2.2 Lois continues sur R?

Définition 2.2.7. Une loi sur R? est dite continue si elle est ¢ densité par rapport ¢ la mesure
de Lebesgue sur RY. Une v.a. X d valeurs dans RY est dite continue si sa loi est continue et on
notera alors généralement px : R — Ry sa densité.

On notera alors dPx(z) = px(z)dz, ot © = (21,...,24) est ici un élément de RY. Tl est
équivalent de dire “X est une v.a. continue de densité px” et “X est de loi px(z)dx".
Le résultat suivant décrit les marginales d’une v.a. continue & valeurs dans R¢.

Proposition 2.2.8. Soit X = (Xi,...,Xy) une v.a. continue & valeur dans R?. Alors ses lois
marginales sont continues. Plus précisément, pour i € [1,d]], X; a pour densité

px;: T € R— [}gd—lpx<x17 o g)day - daiog dagyq - - - dag.
Par exemple, si d =2, on a

px, (z1) = /]R px(zi,zs)des o6 px,(wa) = /R px (1, 72) day.

Démonstration. Soit f: R — R, une fonction mesurable. Notons m; la projection sur la i-ieme
coordonnée, de sorte que X; = m;(X). Alors, par le théoréme de transfert,

E[f(X,)] = E[f(m:(X))] = /Rd Flms(2))px (z) dz = /Rd Flapx(@r,. ..z der - dag.

Par Fubini-Tonelli, on peut intégrer dans ’ordre que 1’on souhaite. On intégre d’abord par rapport
a toutes les variables sauf x;, ce qui donne

E[f(Xz)] = /Rf(xz) (/]Rdl px(l'l, Ce ,.%'d) dxl ce dxi_l dxi+1 cee dmd) d.%'i.

Cela implique que la loi de X; est continue, de densité donnée par la quantité entre parentheses
dans l'intégrale ci-dessus, vue comme une fonction de x;. O
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Exemple 2.2.9. On veut tirer au hasard un point du plan, de maniére uniforme dans le triangle
de sommets (0,0), (0,1), (1,0). Notons

T:{(az,y)ER2:x20,y20,x+y§1}

ce triangle. Sa mesure de Lebesgue est A2(7T) = 1/2 (c’est son aire!). La loi uniforme sur 7" est
donc 217 (z,y) dz dy. On considére donc une v.a. (X,Y") continue de densité 217, qui représente un
point du plan tiré uniformément au hasard dans 7T'. Ses marginales sont donc également continues
et on a, pour tout z € R,

0 si z ¢ 1[0,1],
= s d = / 21[ 5 d -
px () /RP(X,Y)(:E y) dy A r(z,y)dy { 1 dy siae (0,1,

Donc X a pour densité px : z +— 2(1 — z)1jg 1j(z). Par symétrie du probleme, Y a la méme loi.

Méthode (Déterminer une loi sur R?). La méthode présentée en Section 1.3.3 pour déterminer
la loi d'une v.a. réelle fonctionne aussi en dimension supérieure. Ainsi, pour déterminer la loi
d’une v.a. X & valeurs dans R, on peut essayer d’exprimer E[f(X)], pour f: R? — R, mesurable
quelconque, sous la forme [; f(x)dp(x) avec p une mesure sur R?. Alors on peut en conclure que
Px = p. Dans le cas ou X est définie a partir d’une autre v.a. continue, cela nécessite généralement
de faire un changement de variable en dimension d, voir le Théoreme 2.1.7 pour un rappel.

Exemple 2.2.10. On reprend I'exemple précédent. On s’intéresse maintenant au point (U, V') qui
est le symétrique de (X,Y") par rapport a 'hypoténuse de T', voir le dessin. On veut déterminer la
loi de (U, V).

Pour cela, notons que (U, V) = (1 —Y,1 — X). Donc, pour f: R? — R, mesurable, on a
Ef(U, V) =E[f(1-Y,1-X)]

= /RQ f(l =y, 1= 2)pxy)(z,y)dedy

- /]1&2 f(L =y, 1= 2) 2Ls>0y>02+y<1 dz dy.

On veut alors faire le changement de variables (u,v) = (1 —y,1 —z) < (z,y) = (1 —v,1 —u).
Pour cela on considere la fonction ¢: (u,v) € R? — (1 —v,1 —u) € R? qui est bijective (elle est sa
propre réciproque), a des dérivées partielles continues sur R? (car constantes) et son Jacobien est

0 -1

Jacy(u,v) = 1 0

=1,

il est donc non nul partout. Donc ¢: R? — R? est un C'-difféomorphisme et on peut appliquer la
formule de changement de variables pour obtenir

E[f((]7 V)] == /]R2 f(l — (1 — U), 1— (1 - U)) . 2]]-17v20,17u20,27u7v§1 . |Jac<p(u, U)| dudv

= /R2 f(u,v) - 2Ly<1u<t uto>1 dudo.

29



Donc (U, V) a pour loi 21,<1,u<1,u+v>1 dudv, qui est la loi uniforme sur le symétrique de T' par
rapport a son hypoténuse.

2.3 Indépendance

2.3.1 Indépendance d’événements

Définition 2.3.1. Soit (2, A,P) un espace de probabilité. Soit A, B € A des événements. On dit
que A et B sont indépendants si P(AN B) =P(A) - P(B).

Cette définition peut s’interpréter, si P(B) > 0, en notant qu’on a alors P(A|B) = P(A), ce
qui signifie que le fait de savoir que I’événement B est réalisé ne modifie pas la probabilité de
I’événement A.

Remarque 2.3.2. Si A et B sont indépendants, alors A et B¢ sont indépendants. En effet
P(ANB) =P(A) —P(ANnB)=P(A) —P(A) -P(B) =P(A4) - (1 - P(B)) =P(A) - P(B°).

Définition 2.3.3. Soit (Q, A, P) un espace de probabilité. Soit Ay,..., A, € A des événements.
On dit que Ay, ..., Ay, sont indépendants si, pour tout p € [1,n] et tous 1 < ki < --- <k, < n,
P(Akl N---N Ak:p) = P(Akl) .- -P(Akp).

Il est important de noter qu’il n’est pas suffisant de montrer que les événements Aq,..., A,
sont deux a deux indépendants pour obtenir I'indépendance des n événements ensemble, comme
montré dans I’exemple suivant.

Exemple 2.3.4. Considérons l'expérience consistant a lancer deux dés a 6 faces équilibrés, mo-
délisée par Q = [1,6]? muni de A = P(Q) et de la mesure uniforme P, i.e. P(A) = |A|/36 pour
A € A. On considére les événements suivants :

A = ‘les deux dés donnent le méme résultat’

B = ‘le ler dé donne un résultat pair’

C = ‘le 2éme dé donne un 1’

D = ‘le 2éme dé donne un 1 ou un 2’.
On calcule alors P(A) =1/6, P(B) =1/2, P(C) = 1/6 et P(D) = 1/3. On a ensuite

_3_1_
36 12

donc A et B sont indépendants. On montre similairement que A et C sont indépendants, ainsi que
Aet D, Bet C, Bet D. Mais, on a

]P’(AﬁB) :P({<272)7(474)7(676)}) IP(A) ]P)(B)a

P(CN D) =B(C) = ¢ # - =B(C)-P(D),

donc C et D ne sont pas indépendants. D’autre part, méme si A, B et C sont deux a deux
indépendants, ils ne sont pas indépendants tous les trois ensemble car

P(ANBNC) = P() = 0 £ % — P(A) - P(B) - P(C).

Mais, on peut dire que A, B et D sont indépendants car
1
P(AN BN D) =P({(2,2)}) = 2 = P(4) - B(B) - P(D)

et on a déja vérifié les autres conditions de la définition pour p = 2 (et pour p = 1, elles sont
toujours vraies).
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2.3.2 Indépendance de variables aléatoires

Définition 2.3.5. Pour 1 <i < n, soit X; une v.a. d valeurs dans (E;,&;). On dit que X1, ..., X,
sont indépendantes si pour tous B € &1,...,B, € &,

P(X; € By,..., X, € By) =P(X; € By)---P(X,, € By).

L’indépendance entre X; et X, signifie que le fait de savoir quelque chose sur X; n’ap-
porte pas d’information sur Xs (et vice-versa) : on a P(Xy € By|X; € By) = P(X5 € By) deés
que P(X; € By) > 0.

Comme pour les événements, ils ne suffit pas que les v.a. X1,..., X, soient indépendantes deux
a deux pour qu’elles soient indépendantes dans leur ensemble.

Remarque 2.3.6. Cette définition peut sembler différente de celle pour les événements, car on
n’a pas besoin de considérer des sous-familles. Cependant les deux définitions sont cohérentes car,
pour Aq,..., A, € A, on a ’équivalence suivante : les événements A1, ..., A, sont indépendants si
et seulement si les v.a. 14,,...14, sont indépendantes. Voir le TD4 pour la démonstration.

Remarque 2.3.7. On a les deux conséquences suivantes de I'indépendance. Supposons que Xy, ..., X,
sont indépendantes.

o Pour n’importe quel Z C [1,n], les v.a. X; pour i € Z sont indépendantes. En effet, il suffit
d’appliquer la définition de I'indépendance pour Xi,..., X, en prenant B; = Q pour j ¢ 7.

o Pour tous By € &,...,B, € &,, les événements {X; € Bi},...,{X,, € B,} sont in-
dépendants. Pour le vérifier, on considére une sous-famille 1 < 43 < --- < 4, < n et

on utilise le fait que Xj,...,X;, sont indépendantes par le point précédent pour obtenir
P(-Xil S Bip ey Xz‘p - Bip) = P(Xi1 c Bi1) .. ‘]P’(Xl‘p c Bip)-

Proposition 2.3.8 (Fonctions de v.a. indépendantes). Pour 1 <i < n, soit X; une v.a. d valeurs
dans (E;, &) et fi: (E;, &) — (F;, Fi) mesurable. Supposons que X1, ..., X, sont indépendantes.
Alors f1(X1), ..., fn(Xy) sont indépendantes.

Démonstration. Pour tous By € F1,...,B, € Fy,

P(fl(X1> € B1, .. 7fn(Xn> € Bn) = P(Xl € fl_l(Bl)v s 7Xn € fn_l(Bn))

=P(Xy € f71(BY) - P(Xn € £71(By))

= B(i(X1) € B)) - B(fu(Xn) € B),
ou l'on a utilisé 'indépendance de X1,..., X, dans la 2eme égalité, en notant que fz-_l(Bi) €&
car f; est mesurable. O

Exemple 2.3.9. Soit X et Y des v.a. réelles indépendantes. Alors X? et 2Y +1 sont indépendantes.

La prochaine proposition présente quelques caractérisations de 'indépendance. La caractérisa-
tion (ii) est tres importante : Xi,..., X, sont indépendantes si et seulement si leur loi jointe est
le produit des lois marginales. Cela implique en particulier que, dans le cas de v.a. indépendantes,
connaitre les lois marginales suffit & connaitre la loi jointe.

Proposition 2.3.10 (Caractérisations de 'indépendance). Pour 1 < i < n, soit X; une v.a. d
valeurs dans (E;, &;). Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) Xi,...,X, sont indépendantes ;

(i) Px,,..x,) =Px, ® @ Px, ;

(iii) pour toutes f1: Ex — Ry, ..., fu: En — Ry mesurables, E[[17 fi(X3)] = T1im1 E[fi(X5)] ;
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(iv) pour toutes f1: E1 — R, ..., fn: E, — R mesurables telles que E[|fi(X:)|]] < oo pour chaque
i€ [1,n], on a E[[Ti[£i(Xi)|] < oo et E[I[iZ, fi(Xo)] = [T ELfi(X0)] 5

Démonstration. On va d’abord montrer (i) = (ii) = (iii) = (i), ce qui montrera que les trois
premieres propositions sont équivalentes :

e (i) = (ii). Soit By € &1,...,B, € &,. On a

Pix,,. x)(B1 XX By) =P(X1 € By,..., Xy € By) (définition de la loi)
:P(Xl EBl)--'P(Xn EBn) (par ())
= Px,(B1)--- Px, (By) (définition de la loi)
=(Px,®--®Px,)(By X+ x By) (déf de la mesure produit)

ce qui montre (ii) par le Théoreme 1.1.9 car ’ensemble des pavés est stable par intersections
finies et engendre la tribu produit.

o (ii) = (iii). Pour fi,..., fn: R — Ry mesurables, on a

E [H fi(Xi)} = / (H filxs) ) dPix,,. x)(®1,..., )  (théoréme de transfert)
E1>< XEn

=1 =1

" JBixex, (Hf’ x’) (Px; @ - @ Px, ) (21, ., @) (par (ii))

i=1
= H / Ji(z) dPx, () (par Fubini-Tonelli)
: B,
= [ ELf:(X3)). (théoreme de transfert)
i=1

o (iii) = (i). La définition de I'indépendance correspond & un cas particulier de (iii) ot on prend

fi=1p, reneffet fi(X;) = lix,ep,y et [Iiey fi(Xi) = IxieB,,.. X €80}

Il reste & montrer que (iv) est équivalente aux autres propositions. Montrons (ii) = (iv). Le
fait que (ii) = (iii) appliqué aux fonctions | f;| justifie que E[[Ti|fi(X:)|] = [Tiz1 E[| fi(X3)]] < oo.
Puis on peut répéter le calcul fait dans la partie (ii) = (iii), en utilisant Fubini-Lebesgue a la place
de Fubini-Tonelli. Cela montre que (ii) = (iv). Puis la démonstration de (iv) = (i) est identique
a celle de (iii) = (i) car E[1p,(X;)] < co. Donc (iv) est équivalent aux propriétés précédentes. [

Exemple 2.3.11. Soit X une v.a. uniforme sur [0,1] et Y une v.a. de loi de Cauchy standard.
Supposons que X et Y sont indépendantes. Alors leur loi jointe est

dPx vy(z,y) = d(Px ® Py)(x,y) = dPx(x) dPy (y) = 1jo1)(x) dx dy.

1
(1 +y?)

Remarque 2.3.12. Soit X,Y € L*(Q,A,P). Si X et Y sont indépendantes, alors E[XY] =
E[X]E[Y] par la partie (iv) de la proposition précédente, car E[|.X|] < oo et E[|Y|] < oo, parce que
L*(Q, A, P) C LY, A,P). On a donc Cov(X,Y) = 0. La réciproque est fausse : une covariance
nulle n’implique pas I'indépendance, voir TD5.

Corollaire 2.3.13 (Regroupement par paquets). Pour 1 <1i < n, soit X; une v.a. a valeurs dans
(E;,&i). Supposons que X1,..., X, sont indépendantes. Soit k > 1 et 0 =ig < i1 < -+ < i = n.
Alors (Xig41, - Xiy), (Xivg1, o5 Xig), ooy (Xip 1415+ ., Xi,,) sont indépendantes.
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Démonstration. Cela découle de la caractérisation de I'indépendance en terme de mesure produit
ainsi que de ’associativité du produit de mesures. En effet, on a

P((Xio-s-l,---,Xil),~--7(Xik,1+1,-~,Xik)) = P(Xl,m,Xn)
:PX1 ®"‘®PXn
= (PXi0+1 ®"'®PXi1)®"'®(PXik_1+1 ®'”®P-Xik)

= P(Xi0+1,~~7Xi1) Q- ® P(Xik,1+17~~,Xz’k)’

ou on a utilisé I'indépendance de X1, ..., X, dans la 2¢me égalité (avec le critere (ii) de la Pro-
position 2.3.10), 'associativité du produit de mesures dans la 3eéme et le fait que X;, | 41,...,X;,
sont indépendantes pour chaque ¢ € [1,k] (voir Remarque 2.3.7). Par le critére (ii) de la Propo-
sition 2.3.10), la relation ci-dessus montre que (Xjg+1,..., X4 ), (Xip 141, ..., Xi,) sont indé-

pendantes. ]

Exemple 2.3.14. Soit Xi,..., X4 des v.a. indépendantes. Alors X%XQ et X3 — X4 sont indé-
pendantes. En effet, par le Corollaire 2.3.13, (X1, X5) et (X3, X4) sont indépendantes, puis par la
Proposition 2.3.8, appliquée aux fonctions f: (z,y) € R?2 — 2%y et g: (z,7) € R? = 2 — 5, les v.a.
f(X1,X2) et g(X3, X4) sont indépendantes.

2.3.3 Indépendance de variables aléatoires continues

On s’intéresse a présent au cas de variables dont la loi jointe est continue. La proposition
suivante permet de déterminer, au vu de la densité de la loi jointe, si les v.a. sont indépendantes
et de trouver facilement leurs marginales.

Proposition 2.3.15. Soit Xy,..., X, des v.a. réelles telles que (X1, ...,X,) soit continue. Sup-
posons que sa densité s’écrive sous la forme

n

Pxy ) (@1, ) = [ [ (@),
=1

avec qi, - .-, qn: R — Ry mesurables. Alors X1,..., X, sont indépendantes et, pour chaque i, X; a
pour densité px, = c%_qi ot ¢; = [ qi(z)dz > 0.
Démonstration. On remarque d’abord que, par Fubini—Tonelli,

n

H(/ qi(x;) dxi) = / (H ql(ajz)> dzy---dz, = / P(x1,X0) (T15 - ) Aoy - - day, = 1.
R R \;- 7 R”

=1

En particulier, on a ¢; = [ ¢i(z) dz > 0 pour tout ¢ € [1,n]. Par la Proposition 2.2.8, on sait que,
pour chaque i € [1,n], X; est continue de densité donnée, pour tout z; € R, par

px,(zi) = / P(X1,, X)) A1 - - daiog dwigq - - - day
Rn—1

= Qz(ﬂfz) /}Rnil (Jl;[z qj(xj)> dzy - -dzj—1dziyr - - - day,

= qi(z;) H(

J#i

= cliqz'(wz')j:l (/R q;(x;) dwj)
= l%(xz)a

&

/ q;i(xj) dxj> (par Fubini-Tonelli)
R
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par I’égalité démontrée précédemment. On a donc montré la formule pour la densité de X;. Il reste
a montrer I'indépendance. Pour cela, on remarque que

Pixr Xy (@1, ) = [[ ai@i) = [ ] epx, () = (H Cz’) (HPXZ-(%)) = [ px.(x),
=1 =1 =1 =1

=1

en utilisant de nouveau que [[;; ¢; = 1. Cela implique que Pix,,..x,) = Px, ® - ® Px,, et donc
que Xq,...,X, sont indépendantes par la Proposition 2.3.10. O

Exemple 2.3.16. Soit (X,Y) une v.a. & valeurs dans R? de loi

6721]1R+ x[0,2) (7, y) dz dy.

La densité de (X, Y") s’écrit sous la forme d’un produit d’une fonction de = et d’une fonction de y :

ey (@,9) = (e 1e, () - (1 ().

Donc X et Y sont indépendantes. Pour trouver leurs densités, on calcule [ 1jg4(y) dy = 2 (donc
nécessairement [ e >*1g, (z)dz = 1/2) et on en déduit que
_ 1
px(z) =2 *"1g, (2) et  py(y) = 51[0,2] (y)-

On peut donc conclure en disant que X et Y sont indépendantes avec X de loi exponentielle de
parametre 2 et Y de loi uniforme sur [0, 2].

Exemple 2.3.17. Reprenons le cadre de I'Exemple 2.2.9 : soit (X,Y’) un point tiré de maniere
uniforme dans le triangle 7= {(z,y) € R?: 2 > 0,y > 0,2 + y < 1}. On a vu que la loi de (X,Y)
est continue de densité

px,y)(®,y) =2 1Ir(z,y) = 2 La>oly>0laty<i-

II ne semble pas possible de factoriser 1,,<1 sous la forme d’un produit d’une fonction de x et d'une
fonction de y, ce qui suggére que X et Y ne sont pas indépendantes. Mais cela ne fournit pas une
démonstration. Pour le montrer, on va trouver un contre-exemple a la définition de I'indépendance.
Par exemple on peut montrer que

P(X >1/2,Y >1/2) #P(X > 1/2)P(Y > 1/2).

En effet, on a P(X > 1/2,Y > 1/2) =0 car X +Y <1 p.s. mais, d’autre part, P(X > 1/2) > 0
(car la région {(z,y) € R? : 2 > 1/2,y > 0,z +y < 1} est un triangle d’aire non nulle) et de méme
P(Y > 1/2) > 0. Notons qu'on a P(X > 1/2) = P(Y > 1/2) = 1/4 mais qu’on n’a pas besoin de
les calculer précisément pour conclure.

2.3.4 Indépendance de variables aléatoires discretes

On rappelle ici le critére pour vérifier que des v.a. discretes sont indépendantes.

Proposition 2.3.18. Soit X1,..., X, des v.a. d veleurs dans des ensembles finis ou dénombrables
Ey,...,E,. Siona

Va1 GXI,...,xn GXn, P(Xl :ZL'l,...,Xn :xn) :P(Xl :xl)P(Xn :xn),
alors X1,...,X, sont indépendantes.

Notons que la réciproque est clairement vraie en prenant B; = {z;} dans la définition de
I'indépendance.
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Démonstration. Lav.a. X = (Xq,...,X,) prend ses valeurs dans E; X - - X E,, qui est dénombrable.

Sa loi est donc caractérisée par sa valeur sur les singletons. Soit = (x1,...,z,) € E1 X -+ X Ej,.
On a
Px({z}) =P(X = x) (par définition de la loi)
=P(X1=21,....Xpn =)
=P(X; =21) -P(X,, = x) (par 'hypothese)
Px,({z1}) -+ Px,({zn}) (par définition de la loi)
= (Px; ® - @ Px,)({z}) (car {a} = {w1} > -+ x{n}).

Donc Prx, .. x,) = Px; ® - ®Px, et X1,..., X, sont indépendantes par la Proposition 2.3.10. [

Exemple 2.3.19. Considérons de nouveau l’expérience consistant a lancer deux dés a 6 faces
équilibrés. On s’intéresse a la v.a. X qui est la différence absolue entre les dés, i.e. X (7,7) = |i — j]
pour (i,7) € Q, et lav.a. Y = 1, ou B est I’événement ‘le ler dé donne un résultat pair’. Montrons
que X et Y sont indépendantes. Notons que X est a valeurs dans {0,1,2,3,4,5} et Y a valeurs
dans {0, 1}. On vérifie les égalités suivantes :

3 6 1
PX=0,Y=1)=P({(2,2),(4,4),6,6)}) = 5o = 5 - 5 =P(X =0) - PY =1),
POX =1, = 1) = P({(2,1), (2,3), (4,3), (4,5), (6.5)}) = o= = 20 - 5 =P(X =1) - B(¥ = 1),
PX =2, = 1) = P({(2,4), (4,2), (4,6), (6,9)}) = 2 = = - 2 = B(X =2) - P(¥Y =1),
et de méme P(X =14,V =1) =P(X =1)-P(Y = 1) pour i = 3,4, 5. Notons qu’'on n’a pas besoin
de faire le calcul pour P(X =4,Y = 0) : en effet, pour i € {0,...,5}, on vient de montrer que les

événements {X =i} et {Y = 1} sont indépendants, mais donc {X =i} et {Y =1} ={Y = 0}
sont aussi indépendants (voir Remarque 2.3.2), donc on a bien

P(X=4Y =0)=P(X =1)-P(Y =0).
On a vérifié les hypotheses de la Proposition 2.3.18 donc X et Y sont indépendantes.

2.3.5 Somme de variables aléatoires indépendantes

Cette section regroupe quelques résultats concernant les sommes de v.a. indépendantes. Le
premier montre que la densité de la somme de deux v.a. continues est la convolution de leur
densité.

Proposition 2.3.20. Soit X et Y des v.a. réelles continues indépendantes. Alors X + Y est
continue et sa densité est px4+y = px * py, t.e.

Vs eR, pxiy(s) = /Rpx(:n)py(s —z)dx.

Démonstration. Soit f: R — R4 mesurable. Comme X et Y sont indépendantes, la loi de (X,Y)
est px(x)py (y) dz dy. Ainsi,

E[f(X +Y)) = [ @+ ypx(@py (v) dudy

= / px(z ( [z +y)py(y) dy) dx (Fubini-Tonelli)
R
= [ px(z ( s)py (s — x) ds) dz (changement s = = + y)
R
= [ f(s ( / x)py (s — x) dx) ds, (Fubini-Tonelli)
R

=

ce qui montre le résultat. ]
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Un autre outil tres utile lorsqu’on travaille avec des sommes de v.a. indépendantes est la fonction
caractéristique.

Méthode (Déterminer la loi d’'une somme de v.a. indépendantes). Si Xi,..., X, sont des v.a.
indépendantes, alors leur somme a la fonction caractéristique suivante, pour tout 6 € R,

DXy 4ot x, (0) = E{eiG(X1+--.+Xn)} _ Elﬁ eiexk] _ ﬁ E[eiGXk} — ﬁ bx,.(0),
k=1 k=1 k=1

ou, pour la 3éme égalité, on a utilisé 'indépendance et le critere (iv) de la Proposition 2.3.10 (qui
se généralise facilement au cas de fonctions a valeurs complexes). Ainsi la fonction caractéristique
de X1 + -+ X, se calcule facilement. Si on arrive a l'identifier avec la fonction caractéristique
d’une loi connue, on peut alors conclure que X + - - - + X, suit cette loi.

Exemple 2.3.21 (Somme de v.a. de Poisson). Soit Xi,..., X, des v.a. indépendantes telles que
X, suive la loi de Poisson P(\;). Rappelons que ¢x, (6) = exp(Ag(e!? — 1)), on a donc

X1t X, (0) = ﬁ $x,(0) = ﬁ exp(Ar(e — 1)) = eXp((Z )\k> - >
k=1 k=1

Donc X; + - -+ X, suit la loi de Poisson de parametre > ;_; Ag.

Exemple 2.3.22 (Somme de v.a. gaussiennes). Soit Xi,..., X, des v.a. indépendantes telles que
X, suive la loi gaussienne N'(my, o7). Rappelons que ¢x;, (0 ) = exp(imgf — 3026?), on a donc
n n
oxix, (0) = T] 0, (0) = T] exp (im0 - 3o0?) = exp< (Z w)@ -3 (Z %)92)
k=1 k=1

Donc Xi + - -+ + X, suit la loi gaussienne N (31, my, S5, 02).

2.3.6 Minimum ou maximum de variables aléatoires indépendantes

Une autre quantité que ’on croise régulierement est le maximum ou le minimum de v.a. indé-
pendantes. Dans ce cas, 'outil le plus adapté est la fonction de répartition.

Méthode (Déterminer la loi du minimum ou du maximum de v.a. indépendantes). Si Xj,..., X,
sont des variables aléatoires réelles indépendantes, et qu’on s’intéresse a la loi de max(Xy, ..., X,)
ou de min(X7y, ..., X)), alors la méthode la plus efficace est de calculer leur fonction de répartition.

En effet, pour a € R, on a
P(max(X1,...,X,) <a)=P(X; <aq,...,X, <a)=P(X; <a) --P(X, <a)
et, en notant que P(min(Xy,...,X,) <a) =1—P(min(Xy,...,X,) > a),
P(min(Xy,...,X,) <a)=1-P(X; >aq,....,X,, >a) =1-P(X; >a)---P(X,, > a),

ou l'on peut ensuite écrire P(X; > a) = 1 — P(Xj;, < a) si 'on veut se ramener a la fonction de
répartition de Xj.

Exemple 2.3.23 (Minimum de v.a. exponentielles). Soit X7i,..., X, des v.a. indépendantes de
lois exponentielles de parametres Aq,..., A, et M, = min(X1,..., X, ). Rappelons que la fonction
de répartition de la loi exponentielle de parametre A > 0 est donnée, pour a > 0, par

a
= / e Mdr=1—e N
0
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et, pour a < 0, par F(a) = 0. En procédant comme dans la méthode ci-dessus, on obtient, pour
a >0,

Fyr,(a) = P(min(Xy,..., X,) < a)
=1-P(X1>a)---P(X, >a)
—1— (1= Fx, (@) (1 - Fx,(a)

Ara || —Ana

=1-e"
— 1 _ e—(>\1+"'+>\n)a

‘e

et, pour a < 0, Fjy, (a) = 0 car M,, > 0 p.s. On reconnait que F)y, est la fonction de répartition
de la loi exponentielle de parametre A\; + - - - + A,. Donc M, suit la loi exponentielle de parameétre
At 4 A

Cette propriété de la loi exponentielle est tres importante. Par exemple, si I'on sait qu’un
atome radioactif se désinteégre au bout d’un temps aléatoire de loi exponentielle de parametre A
(on peut raisonnablement penser que c’est le cas, car on s’attend & avoir la propriété de perte de
mémoire, voir TD3), alors le temps avant d’observer une désintégration parmi N atomes suit la
loi exponentielle de parametre N A.
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Chapitre 3

Inégalités de concentration et
intervalles de confiance

3.1 Inégalités de concentration

3.1.1 Inégalité de Markov

La premiere inégalité de ce chapitre est tres basique mais aussi tres utile. C’est en particulier
la base pour démontrer les autres inégalités présentées dans cette section.

Proposition 3.1.1 (Inégalité de Markov). Soit X une v.a. positive. Alors, pour tout a > 0,

E[X]

P(X >a) <

Démonstration. En distinguant les cas X > a et 0 < X < a, on remarque que 1x>, < X/a. En
prenant I'espérance de chaque c6té, on obtient 'inégalité désirée. O

Notons que cette inégalité est inutile si E[X] = oo ou si a < E[X]. Elle est aussi optimale au
sens ou, pour chaque a > 0 il existe une v.a. X telle qu’il y ait égalité. En effet, en considérant X
qui vaut a avec probabilité p € [0, 1] et 0 sinon, on a E[X] = pa et donc

ElX]

a

P(X >a)=p=

Dans le cas d’une v.a. réelle X pas forcément positive, on a, pour tout a > 0,

E[lX]]

)

P(|X|>a) <
(1X] 2 a) < =11

ce qui permet de borner a la fois P(X > a) et P(X < —a).

Remarque 3.1.2. L’inégalité de Markov ne s’utilise pas forcément telle quelle. Il peut étre judi-
cieux de 'appliquer a une fonction de X pour obtenir une meilleure décroissance de la queue de
distribution a l'infini. Par exemple, si X est une v.a. positive telle que E[X?] < co pour un certain
p > 1, on peut écrire

E[XP]

aP

P(X > a) = P(XP > aP) <

Pour a suffisamment grand, cette inégalité sera meilleure que celle obtenue en appliquant directe-
ment l'inégalité de Markov.
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3.1.2 Inégalité de Bienaymé—Tchebychev

La seconde inégalité de cette section est une conséquence directe de I'inégalité de Markov. Elle
est particulierement utile pour étudier des sommes de v.a. indépendantes, comme on va le voir.

Proposition 3.1.3 (Inégalité de Bienaymé Tchebychev). Soit X € L%(Q, A, P). Alors, pour tout

a >0,
Var(X)

P(X - E[X][ > a) £ —5—

a

Démonstration. On passe au carré I'inégalité a l'intérieur de la probabilité, puis on applique l'in-
égalité de Markov :

a2) < ElX —E[X])?] _ Var(X)

a? a?

P(|X - E[X]| > a) = P((X - E[X])?

b
ce qui montre I'inégalité désirée. O

Afin d’appliquer I'inégalité de Bienaymé—Tchebychev a des sommes de v.a. indépendantes, on
va tout d’abord montrer ce résultat concernant leur variance.

Proposition 3.1.4 (Variance d’une somme). Soit X1,..., X, € L2(, A,P). On a

Var(i Xk> = i i Cov(Xg, Xy).

k=1 k=1/¢=1
Si en outre Xy, ..., X, sont indépendantes, alors
n n
Var (Z Xk> = Z Var(Xy).
k=1 k=1

Démonstration. Montrons la premiere identité. On a

() -of(Efga])]

k=1

n 2
k:l
Puis en développant le carré, on obtient

Var(i: Xk‘) =E [Zn: an (Xk — E[Xp])(Xe — [XK])] = z": z”: Cov(Xp, Xo),
k=1/¢=1 k=1/¢=1

k=1
en sortant les sommes de l'espérance. Si X7, ..., X, sont indépendantes, alors Cov(Xy, X;) = 0
des que k # ¢ et donc on obtient la seconde identité (car Cov(Xy, Xj) = Var(Xy)). O

On en déduit l'inégalité de concentration suivante pour des sommes de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées (abrégé en i.i.d.), c’est-a-dire indépendantes et ayant
toutes la méme loi.

Corollaire 3.1.5 (Bienaymé-Tchebychev pour une somme de v.a. i.i.d.). Soit Xi,..., X, des v.a.
réelles i.i.d. telles que E[X?] < co. Alors, pour tout € > 0,

>5)SVM<X1>.

Xyt X
P(‘M—E[Xl] > .
ne

n

Cette inégalité nous montre que, si 'on répete plusieurs fois la méme expérience aléatoire,
la moyenne empirique des résultats (X7 + --- + X,,)/n se concentre autour de la vraie moyenne
E[X1]. En effet, pour tout £ > 0, la probabilité que la moyenne empirique soit dans l'intervalle
[E[X1] — &, E[X1] + €] est aussi proche de 1 que 'on veut en choisissant n suffisamment grand.
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Démonstration. Comme X7, ..., X, sont identiquement distribuées, elles ont les mémes moments :
en particulier, elles sont toutes dans L? et, pour tout i € [1,n], E[X;] = E[X1] et Var(X;) =
Var(X1). On pose X = (X1 + -+ X,,)/n. On a alors

— 1
E[X] = —(E[X1] + - + E[Xa]) = E[X],
et, par indépendance de X1, ..., X, et la Proposition 3.1.4,

_ 1 1 1
Var(X) = — Var(Xy + -+ 4+ X) = — (Var(X)) + -+ + Var(X,,)) = — Var(Xy).

En appliquant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev & X, on obtient

> 8) = IP’(‘Y—IE[Y}’ > 5) < Var(X) _ Var(Xy)

—EX
X1 g2 ne? '

P('X1+--~+Xn
n

qui est le résultat désiré. ]

3.1.3 Inégalité de Hoeffding

L’application de I'inégalité de Bienaymé—Tchebychev aux sommes de v.a. i.i.d. vue ci-dessus a
le mérite d’étre vraie dés que les v.a. ont un moment d’ordre 2 fini, mais la borne qu’elle donne sur
les probabilités ne décroit pas tres vite quand n tend vers 'infini. En général, plus I’on suppose que
les v.a. considérées ont une queue de distribution qui décroit vite, meilleures seront les inégalités
que l'on peut obtenir. On traite ici le meilleur cas possible concernant la queue de distribution,
c’est-a-dire celui de v.a. bornées.

Proposition 3.1.6 (Inégalité de Hoeffding). Soit a < b. Soit X1,...,X,, des v.a. réelles i.i.d. a

valeurs dans [a,b]. Alors, pour tout e > 0,
2e2n
> 5) S 2exp<_(b—a)2>

Pour un ¢ fixé, cette inégalité montre que la probabilité que la moyenne empirique dévie de
plus de € de la vraie moyenne décroit au moins exponentiellement vite en n. C’est une décroissance
bien plus rapide que celle en 1/n obtenue par I'inégalité de Bienaymé—Tchebychev.

La démonstration de 'inégalité de Hoeffding repose sur une méthode classique en probabilité :
au lieu d’appliquer l'inégalité de Markov & |S| avec S = X; + --- + X,, — nE[X1] (ou & S? comme
on l'a fait pour Bienaymé-Tchebychev), on va l'appliquer a e’ pour t > 0 quelconque, puis on
optimisera en ¢ pour obtenir la meilleur borne possible. Afin de majorer E[e*], nous aurons besoin
du lemme préliminaire suivant.

P(’X1+---+Xn

- — E[X4]

Lemme 3.1.7. Soit a < b et Y une variable aléatoire a valeur dans [a,b] telle que E[Y] = 0.

Alors, pour tout t > 0,
t2(b — a)?
ty
E{e } < exp( 3 .

Démonstration (non vue en cours, donc non requise). Par convexité de la fonction y € [a,b] —

e, en écrivant Y = %:lga + %_‘;”b, on a

< -
€ “b—a +b—a

et donc, en passant a ’espérance et en utilisant que E[Y] = 0,

E{etY} < bfaeta 4 b__aaetb'
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En notant g(t) = log(ﬁeta + #~%¢'™), on veut maintenant montrer que g(t) < 1t*(b — a)?. On
calcule les dérivées :

(b _ a)Qet(a—l-b)

ab(eta - tb)
(beta _ aetb)Z '

!
g(t) = bete — getd

et ¢"(t)=ab
Or par formule de Taylor avec reste intégral, on a

90) = 9(0) + ¢/ O + [ " (@udu

Remarquons alors que ¢g(0) = ¢’(0) =0 et
hewlath) Ty

" —(b—aq)2 a = —(b—q)?

(1) = (b= G s = (b= T

avec £ = be"® > 0 et y = —ae™ > 0 (en effet on a a < 0 < b car E[Y] = 0). Finalement, on en
déduit que |¢"(u)| < (b —a)?/4 et donc

t 2(h — )2
o)l = | [ o] < SO

ce qui donne le résultat souhaité. O
Démonstration de la Proposition 3.1.6. On pose S = X7 + - -+ + X, — nE[X]. Alors, on a

P(’X1+---+Xn

- — E[Xy]

> 5) =P(|S| > en) =P(S > en) + P(S < —en).

Pour majorer P(S > en), on considére un parameétre ¢ > 0 et on écrit

tS
P(S > en) = P(ets > etm) < Ele™]

- elen )

par I'inégalité de Markov appliquée & e*®. On veut & présent majorer E[ets]. Pour cela, on pose
Y; = X; — E[X;]. En utilisant que S = Y7 +--- +Y,,, puis 'indépendance de Y7, ...,Y,, on obtient
n n 2 2
: t*(b—a)
tS ty,
= 1] < _—
E{e } i:]__[lE[e }_i:r[lexp< 3 ),

en utilisant le Lemme 3.1.7 car E[Y;] = 0 et Y; est a valeurs dans [a — E[X;], b — E[X}]]. On a donc
montré que

200 _ )2
P(S > en) < exp (—tan + t(bsa)n>

Finalement, on cherche le ¢ qui minimise cette expression et c’est t = 4¢/(b — a)?. En choisissant

ce t, on obtient
2e2n

En appliquant ce résultat aux v.a. —X1, ..., —X,, on obtient la méme borne pour P(—S > en) et
¢a conclut la démonstration. ]
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3.2 Intervalles de confiance

Dans cette section, on va présenter 'application des inégalités de concentration a ’obtention
d’intervalles de confiance en statistique. Soulignons tout d’abord la différence de point de vue entre
la statistique et les probabilités. En probabilités, on suppose connue la loi des variables aléatoires
et on en déduit des résultats sur leurs comportements. En statistique, on observe des réalisations
de variables aléatoires de lois inconnues et on tente d’en déduire des informations sur ces lois.

On se place ici dans le cadre ou l'on observe la réalisation de v.a. réelles X1, ..., X, i.i.d. dont
la loi appartient & une certaine famille (Py)gco (on dit alors que X1, ..., X, est un échantillon de
taille n). L’objectif est d’estimer la valeur du parametre § € O tel que la loi des X; soit Py. On
suppose pour simplifier que ©® C R et on se concentre sur le fait d’établir un intervalle de confiance
pour € : on veut construire un intervalle I(w) & partir des réalisations X;(w),..., X, (w) tel que
I’'on pourra affirmer que 'intervalle aléatoire I contient # avec probabilité au moins 95% ou 99%.

Définition 3.2.1. Soit a € ]0,1[. Un intervalle de confiance pour € de niveau 1 — o est un
intervalle aléatoire I de la forme [F(Xq,...,X,),G(X1,...,X,)] avec F,G: R™ — R mesurables
(ne dépendant pas de 0), tel que pour tout § € O, si X1,..., X, ont loi Py, alors

POel)>1—o.

Il est tres important que I soit défini a partir de X1, ..., X,, sans faire intervenir 6, car on ne
connait pas 6 (sinon on prendrait I = [# — ¢,0 + ¢] avec ¢ aussi petit que 'on veut et on aurait
toujours P(f € I) = 1). Il faut aussi bien noter que dans I’écriture “6 € I”, c’est I qui est aléatoire
et pas 0. En particulier, il ne faut pas confondre I'intervalle de confiance, qui est aléatoire, et sa
réalisation : ¢a n’a pas de sens d’écrire P(0 € [0.74,0.78]) = 0.95 car cette probabilité vaut 0 si
0 ¢ [0.74,0.78] et 1 si 6 € [0.74,0.78].

Pour un certain niveau a donné, il n’y a pas de choix unique de l'intervalle de confiance mais
on essaie d’en trouver un le plus court possible. En particulier, selon I'inégalité de concentration
utilisée, on obtiendra des résultats différents. Il est également important de noter qu’il y a toujours
un compromis entre le niveau et la longueur : plus on veut un niveau proche de 1, plus I'intervalle
sera long.

Exemple 3.2.2. Considérons un sondage ou l'on interroge n individus et chacun répond 1 avec
probabilité 6 et 0 avec probabilité 1 —#. On suppose de plus que leurs réponses sont indépendantes.
Cela correspond au cas ou © = [0, 1], Py = B(0) (la loi de Bernoulli de parametre 6) et X; est la
réponse de i-éme individu. Si X7i,..., X, ont loi Py, alors E[X;] = 6 donc on sait que la moyenne
empirique X,, = (X1 + -+ X,,)/n va nous fournir un bon estimateur de la valeur de 6. Il reste &
quantifier cela pour obtenir un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 —«. On va le faire de deux
manieres différentes : avec I'inégalité de Bienaymé—Tchebychev puis avec I'inégalité de Hoeffding.

e Par 'inégalité de Bienaymé—Tchebychev, on a, pour tout € > 0,

_ Var(Xy) _ 0(1-0)

(/X0 — 0] >¢)

ne

ou 'on a utilisé que la variance de la loi B(#) vaut (1 — #). On en déduit que

0(1 — 6)

P(@e[Yn—a,Yn+a])21— -

ne

On veut a présent choisir ¢ le plus petit possible tel que, pour tout 6 € ©,

1—79(1_9)21—05 & e> o1-6)

ne? no
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On rappelle que I'intervalle de confiance ne doit pas dépendre de € donc on ne peut pas choisir

e =+/0(1 — 0)/(na). On remarque plutdt que (1 — 0) < 1/4 pour tout 6 € ©, donc on peut

prendre
/1
€ =1/—
dna’

qui satisfait 'inégalité précédente pour tout 8 € ©. Ainsi, I'intervalle

__ 1 — 1
I= [Xn_ V 4na’Xn+ V 4na]

est un intervalle de confiance pour 6 de niveau 1 — a.

o Sil'on utilise I'inégalité de Hoeffding (car les X; sont a valeurs dans [0, 1]), on obtient, pour
tout € > 0,
P(\Yn -0 > 5) < 2exp(—2€2n)

et donc
]P’(H €Xn—¢e,Xn+ 5]) >1- 2exp(—2€2n),

ol ici la borne obtenue ne dépend pas de #. On choisi donc ¢ tel que 2 exp(—2¢2n) = a. Cela

1= [Xn—\/m,)(n—l—\/M]’
2n 2n

qui est donc aussi un intervalle de confiance pour # de niveau 1 — a.

donne l'intervalle

On peut a présent comparer la longueur de ces intervalles de confiance pour voir lequel est le
meilleur. Il est intéressant de voir que pour les deux la dépendance en n est la méme : leur
longueur décroit en 1/y/n. On ne peut pas espérer mieux, car le théoréme central limite nous dit
que X, fluctue autour de E[X;] & Pordre 1/y/n.

Concernant la dépendance en «, on voit que le premier intervalle est plus court ssi a >
0.2322... Quand « est proche de 0, le second intervalle de confiance est vraiment meilleur :
par exemple pour a = 0.01 et n = 1000, on obtient environ les intervalles

[Yn —0.16, X + 0.16] et [Yn —0.0026, X, + 0.0026].
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Chapitre 4

Convergence de variables aléatoires et
loi des grands nombres

Dans ce chapitre seront présentées trois premieres notions de convergence pour des suites de
variables aléatoires : la convergence presque stire, la convergence dans LP et la convergence en
probabilité. Les deux premieres ont déja été considérées en théorie de la mesure. En effet, une
suite (X, )n>1 de v.a. réelles n’est rien d’autre qu’une suite de fonctions mesurables de (€2, .A) dans
(R, B(R)) et donc on peut transposer les notions de convergences vues pour des suites de fonctions.
Une quatrieme notion de convergence sera vue au chapitre suivant : la convergence en loi.

4.1 Suite de variables aléatoires indépendantes

Pour fournir de la matiere aux exemples qui seront couverts dans ce chapitre, on a besoin de
généraliser la notion d’indépendance a des suites.

Définition 4.1.1 (Indépendance de suites).

o Soit A1, Ay, ... € A. On dit que (Ag)r>1 est une suite d’événements indépendants si, pour
tout n > 1, Aq,..., A, sont indépendants.

o Soit X1,Xo,... des v.a. On dit que (Xj)k>1 est une suite de variables aléatoires indépen-
dantes si, pour tout n > 1, Xq,..., X, sont indépendantes.

Le choix de faire commencer ces suites a k = 1 est bien évidemment arbitraire et la définition
se généralise aisément aux autres cas. Certaines propriétés vues pour un nombre fini d’événements
ou de v.a. indépendants se transferent directement aux suites comme conséquence de cette défini-
tion. Par exemple, si (Ag)r>1 est une suite d’événements indépendants, alors on peut remplacer
n’importe quelle partie de ces événements par leur complémentaires et la suite reste indépendante.
Si (Xk)r>1 est une suite de v.a. indépendantes, alors :

+ Toute sous-suite (X, ))k>1, avec p: N* — N* strictement croissante, est une suite de v.a.
indépendantes.

« Pour toutes fonctions f mesurables, (fz(Xy))r>1 est une suite de v.a. indépendantes.

o Toute suite de paquets disjoints de v.a. parmi les X}, est aussi une suite de v.a. indépendantes.
Par exemple, ((Xar—1, Xok))r>1 est une suite de v.a. indépendantes.

Le résultat suivant garantit ’existence d’une suite de variables aléatoires indépendante avec
des lois données. Il nous assure que 1’on ne travaille pas avec un objet inexistant dans les exemples.

Théoréme 4.1.2 (Existence de suite de v.a. indépendantes). Pour chaque k > 1, soit Py une loi
sur R. Alors il existe un espace de probabilité (2, A,P) et des v.a. réelles X1, Xa,... définies sur
cet espace tels que (Xi)gp>1 soit une suite de variables aléatoires indépendantes et, pour tout k > 1,
Xy, ait pour loi P,.
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Démonstration (admise). Pour les curieux, vous pouvez consulter le Théoreme IV.3.1 dans le livre
de Barbe et Ledoux. O

Remarque 4.1.3. Dans le cas d’un nombre fini de variables aléatoires, ce résultat découle du
théoreme d’existence des mesures produits (Théoreme 2.1.4). En effet, pour construire des v.a.
réelles X,..., X, indépendantes et de lois Pi,..., P,, on peut considérer Q = R, A = B(R"),
P=P®- - ®DP, et

Xi:w=(wi,...,wy) € R" — wy, € R.

Alors la fonction X = (X1,...,X,): R” — R” est 'identité et donc la loi de X (qui est la mesure
image de P par X) est égale a P =P, ®---® P,. Il en découle que X1, ..., X, sont indépendantes
et de lois P, ..., P,.

Le théoréme ci-dessus revient donc & montrer qu’il existe une mesure sur RN qui est la mesure
produit de toutes les lois P, pour k € N*. Cette construction d’un produit infini de mesures est
spécifique aux mesures de probabilité, alors que 'on peut définir le produit fini de mesures des
qu’elles sont o-finies. Cela nécessite également de préciser la définition de la tribu produit dont on
munit RY". Nous n’aborderons pas ces détails dans ce cours.

Remarque 4.1.4. Un cas particulier de ce théoreme peut étre déduit de 'existence de la mesure
de Lebesgue : c’est Pexistence d'une suite (X,)n,>1 de v.a. indépendantes de loi de Bernoulli
de parametre 1/2. Pour cela, on considére Q = [0,1] muni de A = B([0, 1) et de P la mesure
de Lebesgue sur [0, 1], puis, pour w € , on définit X(w) comme le k-itme coefficient dans le
développement dyadique de w. Voir le TD6 pour les détails (en particulier, pour certains w € [0, 1],
le développement dyadique n’est pas unique et il faut donc préciser comment on le choisit pour
étre rigoureux).

4.2 Rappels sur les limites inférieure et supérieure

4.2.1 Limites inférieure et supérieure de réels

Rappelons les définitions et propriétés des limites inférieure et supérieure de réels. Pour (z,,)n>1
une suite de réels, on définit

liminfz, = lim 1 inf 23, € R,
n— 00 n—oo  k>n

limsupx, = lim | supxy € R,
n—o00 n=00 - p>p

ot R = RU {£o0}. Ces deux limites sont toujours bien définies par monotonie, ce qui permet de
les étudier sans savoir encore que la vraie limite existe (ou méme si la vraie limite n’existe pas).

De plus, liminf, . x, est la plus petite valeur d’adhérence de (x,,),>1 et limsup,,_, =n est
la plus grande valeur d’adhérence de (x,),>1. Finalement, la convergence de la suite peut étre
caractérisée en termes des limites inférieure et supérieure :

lim z, existe dans R < liminf z,, = limsup z,,,
n—00 n—00 N—00

et dans ce cas les trois limites coincident.

4.2.2 Limites inférieure et supérieure d’ensembles

Soit (Ay)n>1 une suite de parties de €. Ses limites inférieure et supérieure sont définies ainsi :

linrgioréf A, = U ﬂ A, ={w € Q: w est dans tous les A, a partir d’'un certain rang},

m>1n>m

limsup 4,, = ﬂ U Ay, = {w € Q: w appartient a une infinité de A, }.
n—oo

m>1n>m
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Si les A,, sont des événements (c’est-a-dire appartiennent a la tribu .A) alors leurs limites inférieure
et supérieure aussi.
Rappelons que 'on a vu au TD1 les inégalités

lim sup P(A,,) g]P’(limsupAn> et liminfP(4,) > F(lminf 4,),

n—oo n—oo

I'une pouvant se déduire de 'autre grace au fait que (limsup,,_, ., An)¢ = liminf,,_, AS.

4.3 Premieres notions de convergence

4.3.1 Convergence presque siire

La convergence presque stire est I’équivalent de la convergence presque partout pour les pro-
babilistes.

Définition 4.3.1. Soit X, X1, X9, ... des v.a. réelles. On dit que (X,,)n>1 converge presque siire-
ment vers X, que l’on note
Xy 2 X,

n—oo

st (Xp)n>1 converge P-presque partout vers X, i.e. si l’événement
{nli_{IC}OXn = X} = {w eQ: HILHC}OX"(W) = X(w)}
a probabilité 1.

Cette définition repose sur le fait que 'ensemble {lim,,_,~ X,, = X} est mesurable. Rappelons
que cela ce montre ainsi :

{ lim Xn:X}:{Vk21,3m21,Vn2m,|XnX|§1}: NU N {|XnX| gl},
nree k k>1m>1n>m k

ou chacun des ensembles {|X,, — X| < 1/k} est dans A et donc, par stabilité de A par unions et
intersections dénombrables, on a {lim, ., X, = X} € A.

Cela a également un sens de dire “(X,,),>1 converge p.s.” sans préciser la limite. En effet,
Iensemble {(X,,)n>1 converge} est mesurable : on peut le montrer ainsi, en utilisant la complétude
de R/

{(Xn)n>1 converge} = {(X;,)n>1 est de Cauchy} = ﬂ U ﬂ {|Xn — X < ;}’

k>14>1mmn>¢
dont on déduit que {(X,,),>1 converge} € A.

Exemple 4.3.2. Soit U une v.a. uniforme dans [0, 1]. On a

Un 2%, 0.

n—oo
En effet, on a U € [0,1] p.s. et, pour tout w € {U € [0, 1]}, on a U(w)™ — 0.

La convergence p.s. satisfait les mémes propriétés de stabilité par opérations que la convergence
de suites de réels. Par exemple, si (X;)n>1 €t (Y5)n>1 sont des suites de v.a. réelles convergeant
p.s. vers X et Y respectivement, alors

X, +Y, 22 X 4Y, X,—-Y, 25 X-Y et XY, 22 XY
n—o00 n—o00 n—00
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En effet, il suffit de considérer w € {lim, oo X;, = X} N {lim, , Y, = Y}, qui est un événement
de probabilité 1, puis d’appliquer les résultats connus pour les suites de réels X, (w) et ¥, (w). Si
on a en outre P(Y = 0) = 0, alors
p-s.
Xn/Yn —— X/Y,

en considérant w € {lim, o X;, = X} N{lim, 00 Y5, = Y} N{Y # 0}, qui est aussi un événement
de probabilité 1 car Y # 0 p.s. Mentionnons finalement que, si f: R — R est continue, alors on a

F(Xn) 22 f(X).

n—o0

4.3.2 Convergence LP

Soit p € [1,00[. Rappelons que, pour X une v.a. réelle, on définit || X||, = E[|X|P]'/P. L’espace
LP(Q, A, P), que l'on abrégera en LP quand il n’y a pas d’ambiguité possible, est ’ensemble des
v.a. réelles X telles que || X|| » < 00, que l'on quotiente par la relation d’équivalence “étre égal p.s.”.
En outre, ||-[|,, définit bien une norme sur L? et donc naturellement d’une notion de convergence.

Définition 4.3.3. Soitp € [1,00[. Soit X, X1, Xa,--- € LP. On dit que (X;,)n>1 converge dans L

vers X, que l’on note

LP
— X,

n—oo

Xn
si || Xn — X||,, = 0 quand n — oo, i.e. si E[|X;, — X[’] = 0 quand n — occ.
Remarque 4.3.4. Soit p € [1,00[. On rappelle que si (X,,),>1 converge dans LP vers X, alors

1Xall, —= 1X]),.

De plus, si p est un entier (de sorte que zP ait un sens pour tout x € R), alors
P P
E[X7] —— E[X7].

Méthode (Montrer une convergence dans LP). Voici quelques approches possibles pour montrer
qu’une suite (X,),>1 converge dans LP vers X :

o A partir d’autres convergences dans L, en utilisant les inégalités de Minkowski et d’Holder
(voir par exemple Iexercice 1 du TDS8).

o En calculant directement E[|X,, — X |F] pour montrer qu’elle tend vers zéro. On peut le faire
si 'on connait la loi explicitement. Un autre cas important est celui ou p = 2 et X, est une
somme de v.a. indépendantes : on utilise alors le fait que la variance d’une somme de v.a.
indépendantes est égale a la somme des variances.

o Silon sait que (X,)p>1 converge p.s. vers X, on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée pour en déduire une convergence dans LP (si I'on arrive & justifier la domination!).

Exemple 4.3.5. Soit U une v.a. uniforme dans [0,1]. On a vu a 'Exemple 4.3.2 que (U")n>0
converge p.s. vers 0. En outre, on a [(U™)P| < 1 p.s. et E[1] < oco. Donc, par le théoréme de
convergence dominée,

E[|U" - 0]"] = E[(U")") —— 0.

n—oo

Donc (U™)p>0 converge dans LP vers 0, pour tout p > 1.
On peut également montrer cette convergence par calcul direct : on a

1 1
E[|U™ — 0] = E[(U™] = / " dz = ——0,
0 np + 1 n—oo

ce qui montre que (U™),>o converge dans LP vers 0.
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On omet dans ce cours le cas de la convergence L>, qui est la convergence pour la norme ||-|| ,
dont la définition est rappelée en Section 1.3.2. En effet, cette convergence est rarement utilisée
pour des variables aléatoires.

On a déja vu que si 1 < p < ¢ < o0, alors LY C LP (voir Proposition 1.3.13). De la méme
maniere il est plus fort de converger dans LY que dans LP, comme montré dans le résultat suivant.

Proposition 4.3.6. Soit X, X1, Xs,--- € L1. Soit 1 <p < q < 00. St (X,)n>1 converge dans L4
vers X, alors (Xp)pn>1 converge dans LP vers X.

Démonstration. On applique 'inégalité de Holder aux v.a. | X, — X|P et 1 avec p' = q/p > 1 et ¢
telque]%ﬁL%:l:

E([X,, — XIP) = E[[X, — X" -1] < E[(1X, — X} E[(1)7] = E[1X,, - x|}/

Comme E[|X,, — X|?] — 0, on en déduit que E[|X,, — X|’] — 0 et donc que (X,,),>1 converge dans
LP vers X. O

Concernant la stabilité par opérations de la convergence LP, tout ne marche pas aussi bien que
pour la convergence p.s. On a la stabilité par combinaison linéaire qui découle directement du fait
que l'on considére une convergence par rapport & une norme : si (X, ),>1 et (¥,)n>1 sont des suites
de v.a. réelles convergeant dans LP vers X et Y respectivement et si a,b € R, alors

aX, +bY, 25 aX +bY,
n—oo

Mais pour le produit c’est plus compliqué : les v.a. X,,Y,, n’appartiennent pas forcément a L (et
méme si c’est le cas elles ne convergent pas forcément dans LP). De méme, il n’y a pas non plus
forcément stabilité par composition par une fonction continue f générale : en effet, f(X,) n’est
pas forcément dans LP (par exemple avec f(z) = x?). Cependant, certains résultats de stabilité
pour le produit et la composition sont vrais avec des hypothéses appropriées (voir I'exercice 1 du
TDS).

Remarque 4.3.7. Rappelons que LP muni de ||-|| p est complet (ce qui en fait un espace de Banach).
Cela signifie que si une suite (X,,),>1 de v.a. dans LP est de Cauchy, i.e.

Ve >0, dng>1, Vn>m > nyg, HXn—Xmege,

alors il existe X € LP telle que (X,,),>1 converge dans LP vers X. Utiliser la complétude est utile
pour montrer qu'une suite converge sans en connaitre la limite. C’est par exemple souvent le cas
pour des séries, voir ci-dessous.

Exemple 4.3.8. Soit (Y})r>1 une suite de v.a. indépendantes dans L? telles que

E[Yi] =0 et Y E[Y{] < oc.
k>1

On va montrer que la série "+, Y} converge dans L2, c’est-a-dire que la suite des sommes partielles

n

Xn = Z Yk
k=1

converge dans L2, Pour cela, on va vérifier que (X,,),>1 est de Cauchy dans L2. Soit n > m >
ng>1.0n a

n

1X, — X3 =E < zn: Yk> :Var< Xn: Yk>: zn: Var(Vy) = > E[Y],

k=m+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

48



ou l'on utilise que E[Y;] = 0 (pour passer du moment d’ordre 2 & la variance et vice versa), et
I'indépendance des Y} & la 3éme égalité (pour appliquer la Proposition 3.1.4). Soit € > 0. Comme
la série D E[Y,f] est convergente, son reste tend vers 0 donc il existe ng > 1 tel que

Y E[Y] <e.

k>ng

Alors, par le calcul précédent, on voit que pour tout n > m > ng, on a || X, — XmHg < e. Cela
montre que (X, ),>1 est de Cauchy dans L? et donc convergente par complétude.

4.3.3 Convergence en probabilité
La nouvelle notion de convergence vue dans ce chapitre est la suivante.

Définition 4.3.9. Soit X, X1, Xo,... des v.a. réelles. On dit que (X,)n>1 converge en probabilité
vers X, que l’on note

X, 2 X,

n—oo

st, pour tout € > 0, P(|X,, — X| >¢) = 0 quand n — oo.

Exemple 4.3.10 (Loi faible des grands nombres). Soit (X})x>1 une suite de v.a. réelles i.i.d. telles
que E[X?] < oo. Alors
Xi+-+Xn p

n n—00

E[X;].
En effet, pour tout € > 0, par 'inégalité de Bienaymé—Chebychev, on a

P(’X1+---+Xn
n

25>§VM(X1)_>0,

—E[Xy]

ce qui montre la convergence en probabilité énoncée ci-dessus. C’est ce qu’on appelle la loi faible
des grands nombres, en opposition a la loi forte que I'on verra plus loin dans ce chapitre. La loi
forte a une hypothese plus faible et une conclusion plus forte, c’est donc un résultat strictement
meilleur, mais sa preuve est aussi (beaucoup) plus compliquée.

Proposition 4.3.11. Une limite en probabilité est unique d égalité p.s. prés. Autrement dit, si
une suite de v.a. réelles (Xy)n>1 converge en probabilité a la fois vers X et versY, alors X =Y
P.s.

Démonstration. Soit € > 0. Si | X —Y| > ¢, alors on a nécessairement | X, — X| > £/2 ou
| X5, — Y| > e/2 (par inégalité triangulaire). Donc, on a

(X Y| > ) <P(1Xn — X| > £/2) + (X, — Y| > /2) —— 0,

car (X, )n>1 converge en probabilité vers X et vers Y. On en déduit que P(|X —Y| >¢) =0. On
a alors

P(X#Y)=P( | T{]X—Y\>:L} :JLHQOTIP’<\X—Y\>;>:O,

n>1

ce qui montre que X =Y p.s. ]

La convergence en probabilité satisfait les mémes propriétés de stabilité par transformation que
la convergence p.s., comme énoncé dans le résultat suivant.

Proposition 4.3.12. Soit (X,)n>1 et (Yn)n>1 des suites de v.a. réelles convergeant en probabilité
vers X etY respectivement. Alors, on a les convergences suivantes :

« X, tY, S X1Y, X,-V,LtoX-Y e XY, —>XY;
n—0o0 n—o0 n—o0
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e SiP(Y =0)=0, alors X,,/Y, —— XY ;
n—oo
o Si f:R — R est continue, alors f(X,) %) f(X).
n—oo

Démonstration. Voir le TD9 pour une démonstration a partir de la définition de la convergence
en probabilité. Une autre démonstration (plus courte) sera donnée plus loin en s’appuyant sur une
caractérisation de la convergence en probabilité. O

4.3.4 Liens entre les notions

La convergence en probabilité est la plus faible des trois notions de convergence introduites
plus haut : comme montré dans les deux prochaines propositions, la convergence en probabilité est
impliqué par la convergence p.s. ou par la convergence dans LP.

Proposition 4.3.13. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. réelles convergeant p.s. vers une v.a. réelle
X. Alors (Xy,)n>1 converge en probabilité vers X .

Démonstration. Soit € > 0. On a

{lim X, =x}c |J M {X—X|<e} =limint{|X, - X| <<}.

m>1n>m

Comme (X,,)p>1 converge p.s. vers X, 'événement de gauche a probabilité 1 et donc celui de droite
aussi. Donc son complémentaire a probabilité nulle :

P(ligsip{|Xn—X>6}>:]P’ N U {Xn—X|>e}]| =0

m>1n>m

On a vu en Section 4.2.2 que lim sup,,_, ., P(4,) < P(lim sup,,_,,, A, ) pour toute suite d’événements
(An)nzl- Donc
limsupP(|X,, — X| >¢) =0.

n—oo

Comme P(|X,, — X| > ¢) > 0, cela montre que P(|X,, — X| > ¢) — 0 quand n — co. Donc (X,,)n>1
converge en probabilité vers X. O

Proposition 4.3.14. Soit p > 1. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. réelles convergeant dans LP vers
une v.a. réelle X. Alors (Xy,)n>1 converge en probabilité vers X.

Démonstration. Par la Proposition 4.3.6, on sait que (X,),>1 converge dans L' vers X. Donc
E[| X, — X|] = 0 quand n — oo. Soit € > 0. Par l'inégalité de Markov, on a

[ X5 — X]]

£ n—00

P(X, — X| > ) < L

Donc (X,)n>1 converge en probabilité vers X. O

On peut en déduire qu’'une suite de v.a. réelles ne peut pas avoir deux limites différentes pour
deux notions de convergence (a égalité p.s. pres).

Corollaire 4.3.15. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. réelles convergeant vers une v.a. réelle X pour
la convergence p.s. ou LP ou en probabilité. Supposons que (Xy)n>1 converge aussi vers une v.a.
réelle Y pour la convergence p.s. ou LP ou en probabilité (pas forcément pour la méme notion).
Alors X =Y p.s.

Démonstration. Par les deux propositions précédentes, on sait que (X,,)n>1 converge en probabilité
vers X et vers Y. Donc par la Proposition 4.3.11, on a X =Y p.s. O
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On va montrer dans les exemples suivants qu’il n’y a pas d’autre implication vraie en général
entre ces notions de convergence.

Exemple 4.3.16. Soit U une v.a. uniforme dans [0, 1]. Comme U € [0, 1] p.s., on a

.S.
nU™ 224 0.
n—oo

Mais, d’autre part,

n

—_—
n+1 n—oo

1
E[[nU"™ — 0] = E[nU"| :/ na" dr = 1.
0
Donc (nU™),>1 ne converge dans L' pas vers 0 et donc pas non plus dans LP pour p > 1. Cela
montre que la convergence p.s. n’implique pas la convergence L' (ni LP). En particulier, la conver-
gence en probabilité n’implique pas la convergence L' (car on a vu que la convergence p.s. est plus
forte que la convergence en probabilité).

Exemple 4.3.17. On considére 2 = [0,1] muni de A = B([0, 1]) et de P la mesure de Lebesgue.
Soit n > 1. Soit k 'unique entier tel que 2k < < 281 On définit X,, comme indicatrice de
I'intervalle

n—2k n_29k41

In == r

Ona X; = 1[071], Xy = 1[0’1/2], X3 = 1[1/2’1],){4 = 1[071/4},)(5 = 1[1/471/2}, et ainsi de suite. Notons
que la longueur de I,, est 27% < 2/n, avec I'entier k introduit ci-dessus. Donc, pour p > 1, on a

E[|X,, — 0]P] = E[1;,] = P(I,) < 2 —— 0.

Cela montre que (X,),>1 converge dans LP vers 0, pour tout p > 1. D’autre part, pour w € [0, 1]
fixé, on a a la fois w € I, pour une infinité de n et aussi w ¢ I,, pour une infinité de n. Donc

hnn_1>1£f Xp(w)=0 et lim sup X, (w) = 1.

n—o0

Cela montre que (X, (w)),>1 ne converge pour aucun w € . En particulier, (X,,),>1 ne converge
pas pour la convergence p.s. On a donc montré que, pour tout p € [1,00], la convergence LP
n’implique pas la convergence p.s.

4.4 Lemmes de Borel-Cantelli et applications

4.4.1 Lemmes de Borel-Cantelli

Les lemmes de Borel-Cantelli fournissent des critéres pour montrer que la limite supérieure
d’une suite d’événements a probabilité 0 (premier lemme) ou 1 (deuxiéme lemme).

Lemme 4.4.1 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (Ay)n>1 une suite d’événements. Si

Z P(A4,) < oo,

n>1

alors

]P’(lim sup An) = 0.
n—oo

Rappelons qu’on a vu en Section 4.2.2 que limsup,,_,., P(A,) < P(limsup,,_,,, An), donc en
particulier P(lim sup,,_,., An) = 0 implique que P(A4,) — 0 quand n — oco. Le lemme de Borel-
Cantelli fournit un controle dans autre sens : si P(A,,) tend suffisamment vite vers 0 pour étre
sommable, alors P(limsup,,_,., An) = 0.
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Démonstration. Par définition de la limsup ensembliste, on a

P(limsupAn) :P<ﬂ LY An> :mli_r>noo¢P< U An> < lim | Y7 P(4,) =0,

n—oo m>1 n>m n>m n>m
car comme la série >, <, P(A,) est convergente, son reste tend vers 0. O

Exemple 4.4.2 (Retours en 0 de la marche aléatoire simple asymétrique). Soit (X,),>1 une suite
de v.a. indépendantes avec la loi suivante :

P(X,=1)=p et P(X,=-1)=1-p,

pour p € [0, 1]. On pose Sy := 0 et, pour n > 1,

n
Sy = Z Xi.
k=1

La suite de v.a. (Sp)n>0 est appelée marche aléatoire simple. On suppose que p # 1/2 (c’est le cas
asymétrique). On va montrer que, presque sirement, la marche (S,),>0 ne passe qu'un nombre
fini de fois en 0.

Pour n > 0, on pose A,, == {S,, = 0}, de sorte que limsup,,_, . A, soit I'’événement “(.Sy)n>0
passe une infinité de fois en 0”. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, il suffit de montrer que la série
> n>0P(Ay) converge pour obtenir le résultat voulu. Calculons donc P(4,,) :

e (Cas n impair. On montre facilement par récurrence que .S, a la méme parité que n. Donc, si
n est impair, alors S, est impair et donc ne peut pas étre nul. On a donc P(4,,) = 0.

e (Cas n pair. Si n est pair, on ’écrit n = 2m avec m € N. Soit IV le nombre de Xj égaux a 1
pour k € [1,2m]. Alors on a S, = 0 si et seulement si N = m, et donc

P(A,) = P(Som =0) = P(N =m) = <2$>pm(1 -p)"

en remarquant que N suit la loi binomiale de parameétre (2m, p).

Par ce qui précede, on obtient donc

> P(An) = Y P(Agm) < o0,

n>0 m>0

car P(Agm+12)/P(Agm) = %p(l —p) — 4p(1 —p) quand m — oo et 4p(1 —p) < 1 puisque
p#1/2.
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On peut se demander si la condition >, ~; P(A,) < 0o est une condition nécessaire pour avoir
P(lim sup,,_,o, An) = 0. En général, la réponse est non, mais le lemme suivant montre que c’est le
cas pour une suite d’événements indépendants.

Lemme 4.4.3 (Second lemme de Borel-Cantelli). Soit (Ay)n>1 une suite d’événements. Si
Z P(A,) = o0
n>1

et si les événements de la suite (An)n>1 sont indépendants, alors

P <lim sup An> =1.

n—oo

Démonstration. Par définition de la limsup ensembliste, on a

P(limsupAn> :P<ﬂ Ny An> :T,}EHOOW<U An> :1—#&100“?( N A;).

n—oo m>1 n>m n>m n>m

Mais, pour tout m > 1, on a

(0904 £%) a5

n>m N>m n=m n=m
Pour N > m, en utilisant que Ay, ..., A% sont indépendants, on obtient
N N N N
]P’( N Ag) =[] P(A5) = J] (1 —P(4n)) < exp (— > P(An)>
n=m n=m n=m n=m
ot 'on a utilisé que 1 — 2 < e ® pour tout z € R. Mais comme }, -, P(A4,) = oo, on a

Z,ﬁ\;m P(A;) — oo quand N — oo et donc

]P’( N A;) < Jim exp <— n;P(A")> =0.

n>m

En revenant a la premiere équation de la démonstration, cela montre le résultat désiré. O

Exemple 4.4.4. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. indépendantes de loi de Bernoulli de parameétre
p € ]0,1]. On veut montrer que, presque siirement, elle contient une infinité de fois quatre 1 d’affilée.
Pour cela, on considere les événements

A = {Xupy1 = Xapyo = Xapyz = Xapra = 1}

pour k € N. Par regroupement par paquets, la suite des v.a. (Xyxt1, Xakr2, Xak+3, Xakt+a) poOur
k € Nest indépendante et donc les événements Ay, pour k € N le sont aussi. De plus, P(A4) = p* > 0
pour tout k£ € N, donc
k>0
Par le 2nd lemme de Borel-Cantelli, on en déduit que
]P’(lim sup An> =1,
n—oo

ce qui signifie que, p.s., pour une infinité de k, on a Xyp11 = Xypro = Xaprs = Xapra = 1.

Notons que les événements Ay ne comptabilisent pas toutes les séquences de quatre 1 d’affilée

mais seulement celles commengant a un indice de la forme 4k 4+ 1. On aurait pu étre tenté de
considérer les événements

By, = {Xp+1 = X2 = Xpt3 = Xppa = 1},

qui comptabilisent toutes les séquences de quatre 1 d’affilée. Mais ces événements ne sont pas
indépendants : par exemple By et By dépendent tous les deux du résultat de Xo.
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4.4.2 Application a la convergence p.s.

On utilise souvent le premier lemme de Borel-Cantelli pour montrer des convergences p.s., par
exemple a travers le critére suivant.

Proposition 4.4.5. Soit X, X1, Xa,... des v.a. réelles. Supposons que, pour tout € > 0, on ait

> P(|Xn — X[ >¢) < o0.

n>1
Alors (Xp)n>1 converge p.s. vers X.

Il est intéressant de comparer ce critere a la définition de la convergence en probabilité. Pour
montrer que (X, ),>1 converge en probabilité vers X, il suffit de vérifier que P(|X,, — X| >¢) — 0
pour tout € > 0. Pour montrer une convergence p.s., ce critere nous dit qu’il suffit de vérifier que
P(|X,, — X| > ¢) tend suffisamment vite vers 0 pour étre sommable.

Démonstration. Soit € > 0. Comme 3_, - P(|X, — X[ > ¢) < oo, par le lemme de Borel-Cantelli,
ona

P(limsup{]Xn - X|> 8}) =0
n—oo

et donc p.s. il n'y a qu'un nombre fini de n tel que |X,, — X| > . Autrement dit, en prenant
e =1/k avec k € N*, on a montré que

Vk € N*, p.s., pour tout n & partir d’'un certain rang, | X,, — X| < 1/k.
Mais on peut échanger le “pour tout £ € N*” avec le *
remarque ci-dessous), donc on a

‘p.s” (car N* est dénombrable, voir la

p.s., Vk € N*| pour tout n a partir d’un certain rang, | X, — X| < 1/k.
Mais cela signifie exactement que, p.s., X,, converge vers X. ]

Remarque 4.4.6. On a utilisé dans la démonstration le fait important suivant : dans une propo-
sition, on peut échanger un “p.s.” avec un “pour tout”, si ce “pour tout” porte sur un ensemble au
plus dénombrable : si (Ag)r>1 est une suite d’événements alors

Vk > 1, ps., Ay alieu < ps., Vk>1, A a lieu.

En d’autres termes, si P(Ax) = 1 pour tout k > 1, alors on a P((;>; Ax) = 1. En effet, on peut
vérifier que

P (ﬂ Ak> :IP’<U Ag) <> P(47) =0.
k>1 k>1 k>1

Exemple 4.4.7 (Loi forte des grands nombres pour des v.a. bornées). Soit Xi,..., X, des v.a.
réelles i.i.d. a valeurs dans un intervalle borné [a, b]. Montrons que

X1++Xn p.s.

n n—00

E[X4].

Pour cela, on vérifie le critére de la proposition précédente : pour € > 0, on a, par 'inégalité de

Hoeffding,
92 2
> 8) < 2exp __Ln ,
(b—a)?

qui est bien sommable en n. Notons que, pour des v.a. dans L?, I'inégalité de Bienaymé-Chebychev
donne une borne qui décroit en 1/n et qui n’est donc pas sommable. On ne peut donc pas montrer
simplement qu’il y a convergence p.s. dans ce cas, mais c’est vrai comme nous le verrons dans en
Section 4.5.

- E[X1]

n

X +---+X,
IP’(’ 1+ +
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Le second lemme de Borel-Cantelli peut (parfois) permettre de montrer qu’une suite (X )p>1
de v.a. réelles n’est pas p.s. convergente, voire qu’elle est p.s. pas convergente '. Une stratégie pour
cela consiste a montrer que les limites inférieures et supérieures de la suite ne sont pas p.s. égales,
voire sont p.s. différentes.

Exemple 4.4.8. Soit (Y},),>1 une suite de v.a. indépendantes de loi exponentielle de parametre 1.
Pour n > 2, on pose X,, =Y,,/logn. On va montrer que, pour tout p € [1, oo],

LP
Xp ——0,
n—oo

mais qu’il n’y a pas convergence p.s. Cela fournit un exemple plus probabiliste que celui vu a
I’Exemple 4.3.17, du fait que la convergence LP n’implique pas la convergence p.s.
Soit p € [1,00[. Comme Y,, et Y7 ont la méme loi, on a
E[Yn"] _ E[Y1["]

_ NP — _
ElXn =01 = Gognp = fogny o

car E[|Y1|P] = [;¥ aPe™" dz < co. Cela montre la convergence dans L? (et donc aussi en probabilité).
A présent on va montrer qu’il n’y a pas convergence p.s. en vérifiant que

limsup X,, > 1 p.s. et liminf X,, <0 p.s.
n—oo

n—0o0

Commencons par étudier la limite supérieure. Comme Y, suit une loi exponentielle de parametre

1, on a, pour tout a > 0, P(Y,, > a) = [ e *dz = e * donc

—logn 1

P(X, >1) =P, >logn)=e¢ = —.
n

Donc 37,51 P(X,, > 1) = oo et, comme les événements {X,, > 1} pour n > 1 sont indépendants,

le second lemme de Borel-Cantelli nous dit que

P(limsup {X, > 1}) =1
n—oo

Autrement dit : p.s., il existe une infinité de n tels que X,, > 1. Mais si pour un certain w € €, la
suite X,,(w) prend une infinité de valeurs supérieure a 1, alors

limsup X, (w) = lim sup X,(w) > 1.

n—00 m—00 >

Ainsi, on a montré que
limsup X,, > 1 p.s.

n—oo

Etudions & présent la limite inférieure. On ne peut pas montrer que p.s. il existe une infinité de
n tels que X,, <0, car P(X,, < 0) =P(Y,, < 0) = 0. On considére donc d’abord ¢ > 0 et on va
montrer que la limite inférieure de X, est plus petite que € p.s. Pour cela, on remarque que

P(X, <e)=1—-P(Y, >clogn)=1—¢e 8" =1 _-n¢ — 1.

n—oo

Donc 37,51 P(X,, <€) = oo et, comme les événements {X,, < ¢} sont indépendants, le second
lemme de Borel-Cantelli nous donne

IP’(limsup {X, < 5}) = 1.
n—oo

1. La négation d’un presque siir peut toujours étre ambigu. Ici on dit que (Xn)n>1 n’est pas p.s. convergente si
P(limy,— o0 Xn existe) < 1. On dit qu’elle est p.s. pas convergente si P(lim,—oc X, existe) = 0.
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Donc p.s., il existe une infinité de n tels que X,, < ¢, ce qui implique que la limite inférieure est
plus petite que . Ainsi on a montré que

Ve > 0, p.s., liminf X, <e.
n—oo

On a envie d’échanger le “Ve > 0” avec le “p.s.” pour pouvoir conclure. Pour cela on le transforme en
une “pour tout” dénombrable : on a Vk € N*, p.s., liminf, ,~ X,, < 1/k. On peut alors échanger
(voir Remarque 4.4.6) : on a p.s., Yk € N*, liminf,_,o X,, < 1/k. Mais, pour w € Q fixé, on a

Wk € N', liminf X,(w) < 7 = liminf X, (w) <0.

| =

On a donc montré que
liminf X,, <0 p.s.
n—oo

Ainsi, p.s. les limites inférieure et supérieure de (X,,)n>2 sont différentes, on en conclut donc que
p.s. (X, )n>2 ne converge pas.

X’I"Li

0

Notons qu’on peut transformer les inégalités sur les limites supérieures et inférieures en égalités
et montrer que
limsup X,, =1 p.s. et liminf X,, =0 p.s.
n—oo

n—o0

Pour la limite inférieure, c’est facile, on sait que pour tout n > 2, p.s. X,, > 0 donc p.s., pour tout
n > 2, X, > 0 et donc p.s. liminf,, ., X,, > 0. Pour la limite supérieure, cela nécessite un peu
plus de travail. On fixe € > 0 et on remarque que P(X,, > 1 +¢) = n~!7¢ est sommable en n.
Par le ler lemme de Borel-Cantelli, on en déduit que p.s., il n’y a qu’un nombre fini de n tels que
X, > 1+ e. Cela implique que

limsup X, <14 ¢ p.s.

n—oo

En remplacant € par 1/k pour k € N*, puis en échangeant le “pour tout” et le “p.s.” on en déduit :
p.s., Vk > 1, limsup,,_, o X < 14 1/k. On en conclut que limsup,,_,., X, <1 p.s.

Commentons intuitivement ce qu’il se passe, pour comprendre la différence entre convergence
en probabilité et convergence p.s. La convergence en probabilité vers 0 signifie que pour n grand
il est de plus en plus probable que X, soit proche de 0 : une grande majorité des réalisations w
sont telles que | X, (w)| < e. Mais ce ne sont pas forcément les mémes w pour X,, et pour X, 11
puisqu’elles sont indépendantes. Au contraire, la convergence p.s. vers 0 signifierait que, si ’on fixe
w dans un certain événement de probabilité 1, on a convergence de X, (w) vers 0, donc | X, (w)| < e
pour tous les n a partir d’un certain rang. Ici ce n’est pas le cas : pour un w fixé, méme si la grande
majorité des X, (w) sont proches de 0, il y en a quand méme une infinité qui sont plus grand que 1
(pour des n de plus en plus espacés, mais pour une infinité de n quand méme). Voir la figure pour
une illustration.
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Remarque 4.4.9. Il est important de ne pas mélanger limites supérieures de suites et ensemblistes.
L’événement limsup,_,..{X, > a} n’est pas égal a {limsup,_,.o X, > a} (mais pas loin) et
I’événement limsup,,_, {X, < a} n’est pas égal a {limsup,,_,., X,, < a} (alors 1a pas du tout).
De méme avec les limites inférieures. Voir 'exercice 4 du TDS8 pour les détails.

4.4.3 Une caractérisation de la convergence en probabilité (bonus)

Cette section ne sera pas traitée en cours et n’est donc pas a connaitre pour les examens. On y
présente la caractérisation suivante de la convergence en probabilité en terme de convergence p.s.
ainsi qu’une application.

Rappelons que pour une suite (z,,),>1 dans un espace quelconque, une sous-suite est une suite
de la forme (7,(,))n>1, Ot o: N* — N* est une extractrice, i.e. une fonction strictement croissante.
Si (n)n>1 converge vers x pour quelque notion que ce soit, alors toutes ses sous-suites convergent
vers .

Proposition 4.4.10. Soit X, X1, Xo, ... des v.a. réelles. La suite (X,)pn>1 converge en probabilité
vers X si et seulement si, de toute sous-suite de (X, )n>1, on peut extraire une sous-sous-suite qui
converge p.s. vers X.

On va clarifier la preuve en présentant tout d’abord deux lemmes.

Lemme 4.4.11. Soit X, X1, Xo,... des v.a. réelles. Si la suite (X,)p>1 converge en probabilité
vers X, alors on peut en extraire une sous-suite qui converge p.s. vers X.

Démonstration. Voir TD9Y. O

Lemme 4.4.12. Soit x,x1,22,--- € R. La suite (x,)p>1 converge vers x si et seulement si, de
toute sous-suite de (wn)nzl, on peut extraire une sous-sous-suilte qui converge vers x.

Démonstration. (=) Cela découle du fait que si (z,),>1 converge vers z alors toute sous-suite de
(xn)n>1 converge vers x.

(<) On va montrer la contraposée : supposons que (zp)p,>1 ne converge pas vers x. Alors on
a forcément limsup,,_,. zn, # x ou liminf, ,. x, # x. Supposons qu’on soit dans le ler cas
(lautre étant identique). La limite supérieure étant une valeur d’adhérence de (z,)n>1, il existe
une extractrice ¢: N* — N* telle que (7 (,))n>1 converge vers limsup,,_,, 7,. Alors, toute sous-
suite de (Ty(n))n>1 converge vers limsup,, .., Zn # = donc ne converge pas vers r. On a donc
construit une sous-suite de (xy),>1 dont on ne peut pas extraire de sous-sous-suite qui converge
vers x. La contraposée est donc montrée. O

Démonstration de la Proposition 4.4.10. (=) Supposons que (X )n>1 converge en probabilité vers
X. Alors, toute sous-suite de (X,,),>1 converge aussi en probabilité vers X, donc, par le Lemme
4.4.11, on peut en extraire une sous-sous-suite qui converge p.s. vers X.

(<) Supposons que de toute sous-suite de (X,)n>1, on peut extraire une sous-sous-suite qui
converge p.s. vers X. Soit € > 0.Pour montrer que P(|X,, — X| > ¢) tend vers 0, on va utiliser le
Lemme 4.4.12 : il suffit de montrer que de toute sous-suite de P(|X,, — X| > ¢), il existe une sous-
sous-suite qui tend vers 0. Considérons donc une sous-suite P(| X,y — X| > ¢€) avec ¢: N* — N*
une extractrice. Alors (X ;))n>1 est une sous-suite de (X, ),>1 donc il existe une sous-sous-suite
(Xp(w(n)) Jn>1 convergeant p.s. vers X. Alors, (X, (y(n)))n>1 converge aussi en probabilité vers X,
donc

P(|X¢(¢(n)) — X‘ > 6) — 0.

n—o0

On a donc bien montré qu'il existe une sous-suite de P(|X,,) — X| > ¢) tendant vers 0. Donc
P(|X,, — X| > ¢) tend vers 0 et cela montre que (X, )p>1 converge en probabilité vers X. O

Comme application de cette caractérisation, on va montrer la stabilité de la convergence en
probabilité par les différentes opérations.
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Démonstration de la Proposition 4.5.12. L’idée est de transférer les propriétés de stabilité de la
convergence p.s. grace a la Proposition 4.3.12. On va montrer la stabilité par somme, les autres
étant identiques. Pour montrer que

Xp+Y, — X 1Y,
n—oo

on va montrer que de toute sous-suite de (X, + Y;,)n>1 on peut extraire une sous-sous-suite qui
converge p.s. Considérons donc une sous-suite (X () + Yy (n))n>1 avec ¢: N* — N* une extractrice.
Comme (X,),>1 converge en probabilité vers X, de la sous-suite (X, (,))n>1 on peut extraire une
sous-sous-suite (X, (y(n)))n>1 convergeant p.s. vers X. Puis, comme (Y;,)n>1 converge en proba-
bilité vers Y, de la sous-suite (Y,(y(n)))n>1 On peut extraire une sous-sous-suite (Y, (y(¢(n))))n>1
convergeant p.s. vers Y. Mais (ti(w(ﬁ(n))))nzl convergeant p.s. vers X (en tant que sous-suite de

(Xgo(w(n)))nzl qui converge p.s. vers X). Donc, par stabilité par somme de la convergence p.s.,
p.s.
Xowem)) T Yowem) 50 X T

On a donc montré qu’il existe une sous-suite de (X¢(n) + Yw(n))nzl convergeant p.s. vers 0 et cela
conclut la preuve. O

4.5 La loi forte des grands nombres

La loi des grands nombres stipule que la moyenne empirique d’un grand nombre de v.a. i.i.d.
se rapproche de leur vraie moyenne. On parle généralement de loi forte quand on obtient une
convergence p.s. et de loi faible quand on obtient une convergence en probabilité. Nous avons vu
deux versions de loi des grands nombres dans des exemples de ce chapitre :

« A I'Exemple 4.3.10, on a montré une loi faible pour des v.a. dans L.

« A I'Exemple 4.4.7, on a montré une loi forte pour des v.a. bornées (hypothése trés forte).

Voici ’énoncé unique pour les unifier tous. Il a a la fois la conclusion la plus forte (la convergence
p.s.) et une hypothese plus faible que les versions mentionnées plus haut (v.a. dans L'). C’est donc
I'unique résultat a retenir.

Théoréme 4.5.1 (Loi forte des grands nombres). Soit (Xy)n>1 une suite de v.a. réelles i.i.d. Si
E[|X1]] < oo, alors
X1+ +Xn s

n n—00

E[Xy].

On peut également montrer que 'hypotheése E[|X;|] < oo est nécessaire pour avoir une conver-
gence p.s. vers un réel. Plus précisément, si E[|X;|] = oo, différents cas sont possibles : soit les
moyennes empiriques tendent vers +o0o p.s., soit elles tendent vers —oo p.s., soit elles oscillent p.s.
entre les deux, c’est-a-dire

L X+ Xy, . Xi+--+ X,
liminf ———— =—-00 et limsup—— =400 p.s.
n—00 n n—00 n
Cependant, il y a des cas ou E[|X1|] = 0o, mais ot la moyenne empirique converge en probabilité

vers un réel.

4.5.1 Démonstration

La démonstration que 'on présente ici est diie a Etemadi en 1981. La premieére démonstration
de la loi forte des grands nombres est diie & Kolmogorov en 1930. Deux idées importantes sont
présentes dans cette preuve : le fait de tronquer des variables aléatoires pour pouvoir ensuite leur
appliquer I'inégalité de Bienaymé—Chebychev et le fait de d’abord montrer la convergence d’une
sous-suite pour ensuite comparer les termes restants de la suite a ceux de cette sous-suite.
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FIGURE 4.1 — Représentation de (X1 +---+ X, )/n pour n =1,...,1000 pour (X,),>1 une suite de v.a. réelles i.i.d.
de différentes lois. En haut & gauche, X; a loi B(1/2). En haut & droite, X; a loi £(1). En bas & gauche, X; a loi
N(0,1). En bas & droite, X; a la loi 3(1+ |z|)~°/2 dz. Cette derniére loi a une queue lourde (par exemple X ¢ L?)
et on peut remarquer que la convergence est plus difficile, car méme tardivement il y a des grands sauts.

Etape 1 : Se ramener au cas de v.a. positives.

Supposons le résultat montré dans le cas ot X7 est positive. Montrons que 1’on peut en déduire
le cas ou X; est de signe quelconque : supposons que E[|X;|] < oo et montrons la loi forte des
grands nombres.

Pour cela, on décompose X,, = X,/ — X, pour tout n > 1, ot

X7 =max(X,,0) et X, =—min(X,,0).

Alors, (X,F)p>1 forme une suite de v.a. i.i.d. avec E[X;] < E[|X;|] < oo et X positive donc,
comme on a supposé la loi forte des grands nombres montré pour les v.a. positives, on a

X+ + X5 ps E[X?]
n n—00 L

De maniere identique, on a la méme convergence pour (X, ),>1. En combinant les deux, on obtient

n

Xi+-4+Xn  X{+-+ X X7+ 4+ X, ps
n N n n n—00

E[X] - E[X;] =E[X;].

ce qui montre la loi forte des grands nombres pour (X;),>1-
Conclusion. On suppose donc dans la suite de la démonstration que X; est une v.a. positive et
on cherche a montrer le théoréeme dans ce cas.

Etape 2 : Argument de troncature pour se ramener a des v.a. dans L2.

L’idée ici est de remplacer X,, par Y, := X, 1x, <, qui a 'avantage d’avoir un second moment
fini, ce qui nous permettra d’utiliser I'inégalité de Bienaymé—Chebychev dans la suite. Notons que
les Y,, pour n > 1 sont indépendantes mais pas identiquement distribuées.

On va montrer ici que

Xi4...4 X Yidt...41Y, N
1+ + n o 1+ + Yy p-s 0. (41)

n n n—o0
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Pour cela, on commence par remarquer que

ZIP’(XH;AY,L)—ZIP’(Xn>n):ZIP’(X1>n):Z/n P(X; > n)dx

n>1 n>1 n>1 n>1v"

/ IP)X1>xdac—/ P(X1 > z)dr = E[X1] < o0
n>1

ou la derniere égalité vient de la Proposition 1.3.16. Ainsi, par le ler lemme de Borel-Cantelli,
P(lim sup {X,, # Yn}> =0
n—oo

ce qui signifie que, p.s., il n’y a qu’un nombre fini de n tels que X,, = Y,,. Fixons un tel w. Il existe
m (qui dépend de w) tel que, pour tout n > m, X, (w) =Y, (w). Alors, pour tout n > m,

Xi@) 4o+ Xa@) Vi) b4 Yalw) | Xa(@) 4ot K@) Vi) + o V()

)

n n n n

qui tend vers 0 quand n — oo (car m est fixé). Cela montre (4.1).
Conclusion. 11 suffit donc a présent de montrer que

Vi+o+Y,

n n—+00

» E[X1], presque sirement.

Etape 3 : Majorer les variances des Y,,.

En vue d’appliquer I'inégalité de Bienaymé—Chebychev, on va montrer ici la borne suivante sur
les variances des Y, :

—— < 4E[X,]. (4.2)
Par le Corollaire 1.3.17, on a
9 (o] n
E[Y,] = /0 2yP(Yy, > y) dy < /0 2yP(X1 > y) dy.

car Y, = X, 1x,<, donc P(Y,, > y) =0siy > n, et P(Y,, > y) < P(X,, > y) = P(X; > y) si
y € [0,n]. Comme Var(Y;,) < E[Y,2], on en déduit que

Var * — 1
2:1 n( < Z / QyIP’ X1 > y) dy _/0 23/(2:1 nQ]ln>y>P(X1 > y) dy,

ou l'on a utilisé Fubini—-Tonelli pour échanger la somme et 'intégrale. On veut & présent majorer
la derniére somme sur n. D’une part, pour y > 1, par décroissance de la fonction z +— 1/x? sur
R%, on a

< 1 1 & 1 12
Y Slasy= ) § > / d:c</ —Sdr=1—< -,
=R PR o) 2 vl =

ou l'on utilise que y > 1 pour la derniére inégalité. D’autre part, pour y < 1, on a

=1 _7r<<2
S e <Y = <25

On peut donc majorer

Var(Y,
5o V)

n=1 n

2
/ 2y ' P(X1 > y) dy—4/ P(X; > y) dy = 4E[X}],
par la Proposition 1.3.16. On a donc montré (4.2).
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Etape 4 : Convergence d’une sous-suite.

Pour n > 1, on note S, := Y1+ --+Y,,. Rappelons que I’on veut montrer que S,,/n converge p.s.
vers E[X1] quand n — co. On va utiliser une technique classique pour montrer des convergences
p-s. : on va d’abord montrer la convergence d’une sous-suite explicite, avant de comparer au reste
de la suite dans I'étape suivante. Travailler avec une sous-suite permet d’avoir moins de termes
dans la série lorsque ’on essaie d’appliquer le critere de convergence vu a la Proposition 4.4.5

Soit @ > 1. On définit np = |[a¥], ot |-] est la partie entiere®. On va d’abord montrer la
convergence

Snk — E[Snk] p.s.

Nk k—o0

0. (4.3)

Pour cela on veut utiliser le critére vu a la Proposition 4.4.5. Soit € > 0. Par I'inégalité de Bienaymé—
Chebychev,

Var(Sy, )
> <

_€>_ (enp)?  (eny)? ZVar

par indépendance des Y,. On veut vérifier que cette probabilité est sommable :on a

> p(|F )ZZ V()= 5 Y ve(n) Y o

k>1 k>1n= 1 n>1 k: tel que np>n

p(| =S
N

. k
On majore la somme sur k, en notant que ny = |o*| > %G car af > 1 et que

lo 1
ng>n < LakJZn s d'>n e k> ogn kE{Ogn-‘
log log
ce qui nous donne
1 a7210gn/10goz 4 1
=< 4.0k < 4. = L
2 2= 2 © o= 1—a2 1—a2 n?

k tel que ni>n k>[logn/log o]

On revient a ce qui précede et on obtient

(e

E>1 L

4 Var(Y,) 16E[X/]
> < <
< 5) = 21— a?) ) n2 = e2(1—a-?) < 00,

n>1

ou l'on a utilisé I’étape 3 dans la 2éme inégalité. Par la Proposition 4.4.5, cela montre (4.3).
Finalement, on veut vérifier que E[S), |/ni tend vers E[X]. Pour cela, notons que

E[Yn] = E[X11x, <n] -—— E[Xa],

par convergence dominée car X11ly,<, — X1 p.s. quand n — oo et | X11x,<p| < X; € L'. Donc,

par le théoréme de Cesaro?,

E[Sn) _ EVi]+ -+ E[Yy,]

ng Nk k—ro0

>]E[X1]

En combinant cela avec (4.3), on obtient

Sny  ps.
e P2 mIX).
ng k—oo

On a donc montré la convergence que I'on souhaitait, mais le long de la sous-suite indexée par n,,
seulement.

2. On a fait un abus de langage en disant que (Sn, )r>1 est une sous-suite de (Sn)n>1 car la suite (ng)r>1 n’est
pas strictement croissante (seulement croissante). Mais peu importe : la convergence (4.3) a bien un sens et on peut
aussi vérifier que la suite (ni)r>1 est strictement croissante & partir d’un certain rang.

3. Rappelons le théoréme de Cesaro : si une suite (an)r>1 de réels converge vers a € R, alors (a1 +---+an)/n — a
quand n — oo.
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Etape 5 : En déduire la convergence de toute la suite.

On veut & présent montrer la convergence de toute la suite (S5, /n)p>1. C’est ici principalement
que l'on utilise la positivité de X; car ainsi (Sp,)n>1 est une suite croissante et on peut donc
comparer tous les termes de la suite a ceux de la sous-suite.

Soit n > n1. Comme n; — oo quand k — oo, il existe k tel que ny < n < ngyq. Comme
(Sn)n>1 est croissante, on peut encadrer S, /n ainsi :

Snk nk o Snk <

nE Nk4+1 Nk+1

& < Shjsr _ Ongr M1
= .

Nk Nk+1 Nk

Soit w € Q tel que Sy, (w)/ny tend vers E[X;]. On fait tendre n — oo (et donc le k associé tend
aussi vers l'infini) dans l’encadrement ci-dessus : comme ny1/n; — a, on obtient

Sn(w) Sn(w)

E[X
X1] < liminf ~~% < limsup ——~ < aE[X7].
o n—00 n n—00 n

Comme Sy, /ni, — E[X1] p.s. par 'étape 4, on a montré que

Ya > 1, p.s.,

E[X)] < lim inf Sn < lim sup Sn < oE[Xq].

o - n—oo N n—oco TN

En se restreignant a a € QNJ1, oo[, on peut échanger le “pour tout a” (qui est devenu dénombrable)
avec le “p.s.”, et on en déduit que

p.s., E[X;] <liminf S < lim sup S < E[X;].

n—oo n n—oo N
Cela montre que

Sn p-s.

— —— E[Xy],

n mn—oo

ce qui conclut la démonstration par 1’étape 2.

4.5.2 Applications
Méthode de Monte—Carlo.

La loi des grands nombres fournit une maniere d’approcher numériquement la valeur d’une
espérance, en simulant de nombreuses fois la variable aléatoire sous-jacente et en calculant la
moyenne empirique. Plus précisément, soit X une v.a. réelle et f: R — R mesurable telle que
E[|f(X)|] < co. Supposons que 1'on veuille estimer E[f(X)] numériquement. Pour cela, on génére
une suite (Xp)p>1 de v.a. réelles i.i.d. de méme loi que X et on utilise que

f(Xy) +-+ f(Xn) s

n n—00

E[f(X1)] = E[f(X)],

par la loi forte des grands nombres, car les v.a. de la suite (f(Xy,))n>1 sont i.i.d. et E[|f(X1)|] =
E[|f(X)|] < oo. Le principal défaut de cette méthode est de savoir quel n on doit choisir pour
quelle précision, ce que ne dit pas la loi des grands nombres. Pour cela, il faut utiliser des inégalités
de concentration, ou le théoréeme central limite que I'on verra au prochain chapitre.

Un cas particulier important est celui du calcul de probabilités. Si B € B(R), on peut estimer
P(X € B) par la méthode de Monte—Carlo avec f = 1. On a alors

’{ke [[1,71]] XkEB}‘ _ ]IB(X1>++HB(X7L) p.s.

n n n—o0

E[15(X)] = P(X € B).

C’est la définition fréquentiste de la probabilité : P(X € B) est la proportion asymptotique de Xy
qui tombent dans B.
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Fonction de répartition empirique.

Soit (Xp)n>1 une suite de v.a. réelles i.i.d. Pour n > 1, la fonction de répartition empirique de
I’échantillon Xy, ..., X, est la fonction définie par

1>
Vr € R, Fn(w) = E Z ﬂXka-
k=1

Il est important de noter que c’est une fonction aléatoire : pour chaque = € R, F,,(z) est une v.a.
réelle. C’est en fait la fonction de répartition de la mesure empirique de I’échantillon, qui est la
mesure de probabilité sur R suivante (qui est aléatoire aussi!) :

1 n
n Z 0
"=
Pour chaque x € R fixé, on a vu dans le paragraphe précédent que

— |{k € [[1777’]] : Xg < .T}| p-s.

n n—00

F,(x) P(X; <z) = F(x),
ou F' est la fonction de répartition de X;. Ainsi, la fonction de répartition empirique approche la
fonction de répartition théorique quand la taille de ’échantillon tend vers I'infini.
On vient de voir que :
Vr € R, ps., Fy(z) — F(x).

On peut alors se demander si on peut échanger le “pour tout” et le “p.s.” Pour cela on se restreint
d’abord aux z rationnels, de sorte & rendre le “pour tout” dénombrable. On peut alors I’échanger
avec le p.s. et on obtient : p.s., Vo € Q, F,(x) — F(x). Mais on a le résultat suivant pour des
fonctions déterministes (laissé en exercice) : si f, f1, fa,... sont des fonctions croissantes continues
a droite telles que Vz € Q, f,(x) — f(z), alors Vx € R, f,(z) — f(x). On en conclut

p.s., Ve € R, F,(x) —— F(x).

n—oo

Autrement dit, presque strement, la suite de fonctions (F},),>1 converge simplement vers F'.
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Chapitre 5

Convergence en loi et théoreme
central limite

5.1 Convergence en loi et convergence étroite

5.1.1 Définitions

Définition 5.1.1. Soit X, X1, Xo,... des v.a. réelles. On dit que (X,)n>1 converge en loi vers X,
que l’on note
Xn loi X,

n—oo

si, pour toute fonction f: R — R continue bornée,

E[f (X)) —— E[f(X)]
Remarque 5.1.2. Cette notion de convergence ne dépend que de la loi des v.a. considérées :
le choix précis des v.a. (leurs valeurs pour chaque w) n’importe pas, seule leur loi compte. En
effet, si X et Y ont la méme loi, alors pour toute fonction f: R — R continue bornée, on a
E[f(X)] = E[f(Y)]. En particulier, il est clair que I’on peut remplacer X par ¥ de méme loi a la
limite et la convergence a toujours lieu.

Réciproquement, par le Théoréme 1.1.10, si, pour toute fonction f: R — R continue bornée,
ona E[f(X)] =E[f(Y)], alors X et Y ont la méme loi. Il y a donc unicité de la limite en loi. C’est
a comparer aux convergences vues au chapitre précédent pour lesquelles il y a unicité de la limite
a égalité p.s. pres.

Comme cette convergence ne concerne que les lois des variables aléatoires, on parle parfois
directement de la convergence des lois : on introduit pour cela la notion de convergence étroite.

Définition 5.1.3. Soit P, Pi, P,,... des lois sur R. On dit que (P)p>1 converge étroitement
vers P, que l’on note

Stroit.
P, étrot P,

n—oo

si, pour toute fonction f: R — R continue bornée,

[ 1@ aru@) == [ r@aP).
Si X, X1, Xo,... sont des v.a. réelles, il est clair que

loi étroit.
X, —2+X & Py, 4 Px.
n—oo n—oo
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Quand on montre la convergence en loi d’une suite de v.a., comme la définition précise de la
variable aléatoire limite n’importe pas mais seule sa loi compte, on écrit parfois

o
X, —— P,

n—oo
ou P est une loi. C’est un léger abus de notation car les quantités ne sont pas du méme type

des deux cotés de la fleche : cela signifie que Px, converge étroitement vers P ou, de maniére
équivalente, que X, converge en loi vers X, ou X est n’importe quelle v.a. de loi P.

Exemple 5.1.4. Si X, X1, Xo,... sont des v.a. réelles de méme loi, alors il est clair que (X;)n>1
converge en loi vers X. Si ces v.a. sont toutes égales, alors il y a aussi convergence p.s. et en
probabilité (et dans LP si elles sont dans LP). Mais si on les prend toutes indépendantes alors
aucune de ces autres convergences ne sera vraie (sauf si les v.a. sont constantes p.s.).

Exemple 5.1.5. Soit (A,;)n>1 une suite décroissante de réels convergeant vers A > 0. Pour tout
n > 1, soit X,, une v.a. de loi £(\,). Soit X une v.a. de loi £()\). Montrons que

X, 9, x.

n—oo

Pour cela, on considere f: R — R continue bornée quelconque. Par le théoreme de transfert, on a
oo
ES(X)) = [ f@e " da

Comme A\, — A, on a f(z) e ™% — f(2)Ae ™ pour tout = > 0. En outre, par décroissance de
(An)n>1, on peut dominer

Va2 0, [F()ne ] < f A,

la fonction de droite étant indépendante de n et intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue
sur [0, oo[. Par le théoreme de convergence dominée, on obtient

ES(Xa)] = [ f@he ™ de — [T e do = BFOL

n—oo
Cela montre que (X,,)n>1 converge en loi vers X.

Exemple 5.1.6 (Convergence en loi de v.a. aléatoires constantes p.s.). Soit (z,),>1 une suite de
réels et, pour chaque n > 1, une v.a. X, telle que X,, = x, p.s. Soit x € R et X une v.a. telle que
X =z p.s. Alors, on montrera au TD11 que

loi
T, —z < X, —— X.
n—o00 n—00

En terme de convergence de lois, cela se réécrit

étroit.
Ty —— & & Oy, —— 0z
n—oo n—oo

Remarque 5.1.7. Il est important de noter que la convergence en loi ne requiert la convergence
E[f(X,)] — E[f(X)] que pour les fonctions f: R — R continues bornées, et pas toutes les fonctions
mesurables bornées. Et, si (X,,)n>1 converge en loi vers X, il peut y avoir des fonctions f: R — R
mesurables bornées telles que E[f(X,,)] - E[f(X)]. Il peut méme y avoir des boréliens B € B(R)
tels que P(X,, € B) » P(X € B).

Montrons le sur un exemple. Prenons, X,, = 1/n p.s. et X = 0 p.s. Alors (X,,)n>1 converge en
loi vers X par I’exemple précédent. Mais, on a

P(XngO):Omlz]P’(XgO)
P(Xn>0):1m§>0:]P’(X>O),
ce qui montre que la convergence P(X,, € B) — P(X € B) n’a pas lieu en général, méme pour B

fermé ou ouvert ou un intervalle.
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5.1.2 Lien avec les autres convergences

Le résultat suivant montre que la convergence en loi est plus faible que la convergence en
probabilité, et donc est plus faible que toutes les convergences vues au Chapitre 4.

Proposition 5.1.8. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. réelles convergeant en probabilité vers une v.a.
réelle X. Alors (Xp)n>1 converge en loi vers X.

Démonstration. Soit f continue bornée. Montrons que E[f(X,,)] — E[f(X)]. Pour cela on considére
€ > 0 et on écrit

[E[f(Xa)] — E[f(X)]] < E[|f(Xn) = F(X)]]
= E[|f(Xa) = F)|1 g0 -poize] + E[LF(Xn) = FOOI px0 -0
< e+ 2| fl B (Xn) — F(X)] > e).

Comme f est continue et (X,)p>1 converge en probabilité vers X, par la Proposition 4.3.12, on
sait que (f(Xp))n>1 converge en probabilité vers f(X). Ainsi P(|f(X,) — f(X)] > €) — 0 et donc,
pour tout n a partir d’un certain rang,

[E[f(Xn)] = E[f(X)]] < 2e.

Cela montre que E[f(X,,)] — E[f(X)] et donc que (X,,),>1 converge en loi vers X. O

En général, la réciproque est fausse : converger en loi n’implique pas converger en probabilité.
En effet, pour la convergence en loi, on peut remplacer la limite X d’une suite (X,),>1 par
n’importe qu’elle autre v.a. X’ de méme loi. Alors (X,,),>1 converge en loi aussi vers X’. Mais,
si on peut choisir X et X’ qui ne sont pas égales p.s. alors (X,,),>1 ne peut pas converger en
probabilité a la fois vers X et vers X’ (par la Proposition 4.3.11).

Il n’y a qu'un seul cas ol on ne peut pas choisir X et X’ de méme loi mais pas égales p.s. :
c’est dans le cas ot leur loi est une masse de Dirac, c’est-a-dire dans le cas de v.a. constantes p.s. Il
se trouve que dans ce cas particulier, la convergence en loi implique la convergence en probabilité
comme montré ci-dessous.

Proposition 5.1.9. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. réelles convergeant en loi vers une v.a. réelle X .
Si X est constante p.s., alors (X,)n>1 converge en probabilité vers X .

Démonstration. Comme X est constante p.s., il existe x € R tel que X = z p.s. On considére la
fonction
f(t) =min(1,|t —z[), teR.

C’est une fonction continue et bornée, donc par convergence en loi de (X,,),>1 vers X,

E[f(Xn)] —= E[f(X)] = f(z) = 0.

n—o0

Montrons que X,, — = en probabilité. Soit £ € 0, 1]. Alors

P(|X, —z| > ¢) = P(min(1, | X, —z|) > ¢) = P(f(X,) > ¢) < E[f(Xn)] 0

I n—00

ou l'on a utilisé I'inégalité de Markov. Si e > 1, alors P(|X,, — z| > ¢) < P(|X,, — x| > 1) — 0. Cela
montre que X,, — x en probabilité et donc que X,, — X en probabilité. O
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5.1.3 Caractérisations de la convergence en loi
Fonctions test plus réguliéres.

On montre ici que pour montrer une convergence en loi, on peut se restreindre & des fonctions
test f qui sont de classe C* et a support compact. On rappelle qu’une fonction est dite & support
compact s’il existe un compact en dehors duquel elle est nulle.

Théoréme 5.1.10. Soit X, X1, Xa,... des v.a. réelles. Alors (Xp)n>1 converge en loi vers X si
et seulement si, pour toute fonction f: R — R de classe C* et d support compact,

E[f(Xn)] = E[f(X)].

n—oo

Pour la démonstration, on utilisera le lemme de densité suivant (probablement vu en théorie
de la mesure).

Lemme 5.1.11. Soit f: R — R continue d support compact. Soit € > 0. Il existe une fonction
g: R — R de classe C*> et a support compact telle que || f — g||, < e, c’est-d-dire

VeeR, |f(z)—-g(x)]<e

Démonstration du Théoréme 5.1.10. L’implication directe est évidente car toute fonction C>* a
support compact est aussi continue bornée. On se concentre donc sur le fait de montrer I'implication
réciproque : on suppose que E[f(X,)] — E[f(X)] pour toute fonction f de classe C*> a support
compact. On va procéder en deux étapes : on montre d’abord que la convergence reste vraie pour
f continue a support compact, puis on étend a toute fonction f continue bornée.

Premiere étape. Soit f: R — R continue & support compact. Soit € > 0. Par le lemme 5.1.11,
il existe g: R — R de classe C™ et a support compact telle que ||f — g||, < &. On borne alors, par
inégalité triangulaire,

[ELf(Xn)] = E[f(X)]] < [E[f(Xn)] = E[g(Xn)]| + [E[g(Xn)] = Elg(X)]| + [E[g(X)] — E[f(X)]]
<e+|E[g(Xn)] - E[g(X)]] +e.

Comme g est C* a support compact, on sait que E[g(X,,)] — E[g(X)] par hypotheése. Donc, pour
tout n & partir d’'un certain rang, on a |E[f(X,,)] — E[f(X)]| < 3e. Cela montre que E[f(X,,)] —
E[f(X)] quand n — oo.

Deuziéme étape. Soit f: R — R continue bornée. Soit € > 0. Par continuité décroissante de la
mesure,

Jim P(X[ > N) —P<ﬂ X ZN}) =P(| X[ =00) =0,
N>1

donc il existe N > 1 tel que P(|X| > N) < e. Soit h: R — R continue a support compact telle que
Li_n,n) < h <1.0On a, en écrivant f = fh+ f(1 — h) et en utilisant I'inégalité triangulaire,

ELf(Xn)] = E[f(X)]] < [E[fA(X0)] = E[fR(X)]] + [E[f (1 = h)(Xn)] = E[f(1 = h)(X)]]
< [E[fR(Xn)] = E[fAX)]] + [ Flloo (BI(L = 2)(Xn)] + E[(1 = R)(X))),

car 1 —h > 0. On a E[(1 - h)(X,)] = 1 — E[h(X,,)] et, en appliquant le résultat de la premiere
étape a fh et h qui sont continues & support compact, on obtient

lim sup[E[f(X5)] = E[f(X)]| < 0+ |[f]l oo (1 = E[a(X)] + E[(1 = h)(X)]) < 2¢]|f| .

n—oo

car E[(1 — h)(X)] < P(|X]| > N) > . Cela montre que E[f(X,,)] — E[f(X)] quand n — oc. O
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Fonction de répartition.

Une des manieres de montrer la convergence en loi d’'une suite de v.a. réelles est de montrer la
convergence de leurs fonctions de répartition. Notons qu’elle n’a pas forcément lieu en tout point,
comme on 'avait vu dans la Remarque 5.1.7 avec 'exemple X,, = 1/n et X = 0.

Théoréme 5.1.12. Soit X, X1, Xa,... des v.a. réelles. Alors (Xp)n>1 converge en loi vers X si
et seulement si
Va € R point de continuité de Fx, Fx,(a) — Fx(a).
n oo

Remarque 5.1.13. L’ensemble des points de discontinuité de F'x est au plus dénombrable (c’est
le cas de toute fonction croissante). En effet, comme Fx est croissante et 0 < Fx < 1, il ne peut
y avoir qu’au plus k discontinuités de tailles 1/k pour k& € N*  donc Iensemble des points de
discontinuité de F'x peut s’écrire

1
U {a €R: Fx(a) — Fx(a—) > k}’
E>1
qui est une union dénombrable d’ensembles finis et est donc au plus dénombrable.

Démonstration. Sens direct. Supposons que (Xj,),>1 converge en loi vers X. Soit a € R un point
de continuité de F'x. Alors

Fy.(a) =P(X, < a) = E{l}_wva} (Xn)}.

Cependant on ne peut pas passer a la limite car la fonction 1)_, , n’est pas continue. Soit € > 0.
Soit & > 0 qu’on choisira plus tard en fonction de £ > 0. Il existe des fonctions continues fi et fo
(on peut les prendre affines par morceaux) telles que

Dsoa—8) < f1 S 1o q) < f2 < L)oo a4

Alors on a ’encadrement
E[f1(Xn)] < Fx, (a) < E[f2(Xy)]

Mais pour i € {1,2}, on a E[f;(X,)] = E[fi(X)] quand n — oo, car f; est continue bornée. Donc,
pour tout n & partir d’un certain rang,

E[fi(X)] —e < Fx,(a) <E[f2(X)] +¢

Mais E[f2(X)] < E[l)_,a46(X)] = Fx(a + ) et de méme E[f1(X)] > Fx(a —§). On a donc
montré que, pour tout n & partir d'un certain rang,

Fx(a—96)—e < Fx,(a) < Fx(a+90)+e.

En choisissant 0 suffisamment petit pour que |Fx(a + d) — Fx(a)| < ¢ (possible par continuité de
Fx en a), cela donne |Fy, (a) — Fx(a)| < 2¢. On a donc montré que Fx, (a) — Fx(a).

Sens réciproque. Supposons que, pour tout point de continuité a de Fx, on ait Fx, (a) — Fx(a).
On va montrer la convergence en loi grace au Théoreme 5.1.10. On considére donc une fonction
test f: R — R de classe C* a support compact. Pour une telle fonction, on a f(z) = [*__ f'(y)dy
et donc

Bf(X)) = [ )Py, () = [ ([ 1yeaf ) dy) Px, (@)
~ [ ([ tseePr @) 5 wdy = [ BC6 > 05 dy
— [ Fr, ) ) .
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ol la 3eme égalité est justifiée par le théoreme de Fubini-Lebesgue car, comme Py, a masse totale 1,
on a [p([rlly<zf' (¥)|Px,(dz))dy < [p|f'(y)|dy < co (car f’ est nulle en dehors d’un compact
et bornée sur ce compact car continue). Par hypothese, (1 — Fx, (v))f' (y) — (1 — Fx())f'(y)
Lebesgue-presque partout (car les points de discontinuité de F'x sont au plus dénombrables par la
Remarque 5.1.13). En outre, on peut dominer (1 — Fx, (v))f' (v)| < |f'(y)] et [x|f' (y)|dy < oc.
Dong, par le théoréme de convergence dominée,

E[f(Xn)] —— | (1 = Fx(y)f'(y)dy = E[f(X)],

n—o0 R

par le calcul précédent appliqué a X au lieu de X,. Cela implique la convergence en loi par le
Théoréme 5.1.10. [

Montrer une convergence en loi en utilisant les fonction de répartition est particulierement
utile quand on étudie un minimum ou un maximum de v.a. indépendantes, comme dans I’exemple
suivant.

Exemple 5.1.14. Soit (U,)p>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]. On considere
M,, = min(Uy,...,U,). Pour a € R, on a

Fy(a) =1—-P(M,, >a)=1-PU; >a,...,U,>a)=1—-P(U; >a)---P(U, > a),

par indépendance des Uy, et donc

0 sia <0,
Fuy,(a) =<1 —(1—a)" siac€]|0,1],
1 sia>1.

A partir de ce calcul, on peut vérifier aisément que (My)n>1 converge en probabilité vers 0, et avec
un peu plus d’effort on peut montrer que la convergence a lieu p.s. On se demande alors & quelle
vitesse (My)n>1 tend vers 0. Une maniére d’avoir une idée est de calculer E[M,] : comme M,, est

positive, on a
1 1

n+1 "

quand n — oo. Ainsi, une quantité que l'on peut espérer étre d’ordre 1 est nM,, et, en effet, on
va montrer la convergence en loi de (nM,,),>1. Pour cela, on calcule la fonction de répartition de
nM,, : pour tout a € R,

)

E[M,] = /OOOP(Mn > x)dx:/ol(l—x)"dx:

0 sia <0,
FnMn(a)_FMn(Z) =q1-(1-=%5" siaecl0,n],
1 sia>n.

a

On rappelle que (1 — 2)" — e~ donc, pour tout a € R,
FnMn (a) n_>—oo> (1 - €_a) ]1(120'

C’est la fonction de répartition d’une v.a. X de loi exponentielle de parametre 1. Donc

Remarque 5.1.15. Pour étudier la convergence en loi ou non d’une suite (X,,),>1 a l'aide des
fonctions de répartition, on procede ainsi. Tout d’abord, on calcule Fx, pour tout n > 1 et on
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étudie la convergence de Fx, (a) pour a € R. Si FX, (a) ne converge pas pour un ensemble non-

dénombrable de a alors il n’y a pas convergence en loi (d’apres le Théoréeme 5.1.12 et la Remarque

5.1.13). Sinon, on a une limite pour tout a € R sauf un sous-ensemble au plus dénombrable :
Fx,(a) —— F(a),

ou la fonction F' est nécessairement croissante et est choisie continue d droite aux points de

discontinuité (quitte & ce que F'(a) ne soit pas égal a la limite de Fx, (a)). Il est essentiel pour

cette méthode de bien choisir F' continue a droite. Il y a alors deux cas :

o Silimy o F(x) =0 et lim,_oo F'(z) = 1, alors F est bien la fonction de répartition d’une
v.a. X par le Théoreme 1.4.6 et on a convergence en loi de (X,,),>1 vers X. De plus, on peut
souvent déterminer la loi de X avec la Proposition 1.4.7.

e Sinon, F' n’est pas une fonction de répartition et donc (X,),>1 ne converge pas en loi. Pour
le montrer, supposons que (X,),>1 converge en loi vers X. Alors F, (a) — Fx(a) en tout a
point de continuité de F'x. Alors on a F'(a) = Fx(a) pour tout a € A ou A est un ensemble de
complémentaire au plus dénombrable. En particulier, A est dense dans R' et donc pour tout
a € R, il existe une suite de a,, € A telle que a,, — a avec a,, > a. Comme F'(ay,) = Fx(ay,)
pour tout n et F' et Fx sont continues a droite, cela implique que F(a) = Fx(a). Donc
F = Fx sur R. Cela contredit le fait que F' ne soit pas une fonction de répartition.

Quand la fonction de répartition limite est continue, ce qui arrive par exemple si la limite est
une v.a. continue, on peut en déduire la convergence des probabilités d’étre dans n’importe quel
intervalle.

Corollaire 5.1.16. Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. réelles convergeant en loi vers X. On suppose
que Fx est continue sur R (ou, de maniére équivalente, que X n’a pas d’atome). Alors, pour tout
intervalle I C R,
P(X,el) ——P(X €1).
n—oo

Démonstration. Voir le TD12. O

Fonction caractéristique.

Une autre maniére de montrer une convergence en loi est de montrer la convergence des fonc-
tions caractéristiques. Cette approche est particulierement utile lorsqu’on travaille avec une somme
de v.a. indépendantes, comme dans la démonstration du théoréme central limite dans la section
suivante.

Théoréme 5.1.17 (Théoréme de Lévy faible). Soit X, X, Xo,... des v.a. réelles. Alors (Xp)n>1
converge en loi vers X si et seulement si

VOER, ¢x,(0) — ox(0).

Démonstration (admise). O

Le cas des v.a. a valeurs entiéres.

Pour des v.a. & valeurs entiéres, il suffit de montrer la convergence des probabilités de prendre
chaque valeur possible pour montrer la convergence en loi. On se restreint ici au cas de v.a. a
valeurs entieres, mais cela se généralise de maniere similaire au cas d’une suite de v.a. a valeurs
dans le méme ensemble £ C R dénombrable sans point d’accumulation (pour tout K compact
inclus dans R, EN K est fini).

1. Notons A la mesure de Lebesgue sur R. Comme A€ est au plus dénombrable, on a A(A¢) = 0. Donc pour tout
a < b,on a A(a,b[NA) = A(Ja,b[) = b—a > 0. En particulier, cela implique que ]Ja,b[N A # @. Donc A est dense
dans R.
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Proposition 5.1.18. Soit X, X1, Xo,... des v.a. d valeurs dans Z. Alors (X,)n>1 converge en loi
vers X si et seulement si

VkeZ, P(X,=k) —P(X=k).

n—oo

Démonstration. Sens direct. Supposons que (X,)n>1 converge en loi vers X. Soit k¥ € Z. On
considére une fonction f: R — R continue bornée telle que f(k) = 1 et f est nulle sur tous les
autres entiers (par exemple, f(z) = max(l — |z — k/,0)). Alors

E[f(Xn)] = Y _P(Xn = i) f(i) = P(Xy = k)
1€Z
et de méme E[f(X)] = P(X = k). Or, par convergence en loi, on a E[f(X,)] — E[f(X)] quand
n — oo et donc P(X,, = k) - P(X = k).
Sens réciproque. Supposons que, pour tout k € Z, on ait P(X, = k) — P(X = k) quand

n — oo. Soit f: R — R a support compact. Soit M > 0 tel que f(z) = 0 pour tout x ¢ [—M, M].
Alors

E[f(Xn)] =Y P(Xn=k)f(k)= Y.  P(Xn,=k)/f(k)

kez keZN[—M,M]
— Y B(X=k)f(k) =E[f(X)],
kEZN[—M,M]

ol la convergence est justifiée car la somme est finie. Cela implique la convergence en loi par le
Théoréeme 5.1.10. O

Exemple 5.1.19 (Limite poissonienne des lois binomiales). Soit (X,,),>1 une suite de v.a. telle
que X, ait une loi binomiale de parametre (n, py,), ot (pn)n>1 est une suite de réels dans [0, 1] telle
que

npn TS

pour un certain A > 0. Alors, pour tout k£ € N fixé, on a

n n. n k
P(X, = k) = <k>pﬁ(1 —pp)"F = Hin L Al (1 fpn) exp(nlog(1 — pn)).

En utilisant la formule de Stirling, le fait que £ o~ % et que nlog(l — p,) ~ —A, on obtient

1 277'774(@)” A k 1 —k n n k —\
P(X, = k)~ — - e (2 )~ Ak,
(Xn = k) ~ %(nv_k)(njw_k (n) exp(—A) ~ 7 e (n_k) c
Finalement, comme ("Tfk)" = exp(nlog(1l — %)) — 7", on obtient
P(X, = k) —— e
(Xn = )n—>oo He )

Notons aussi que, pour tout k£ < 0, P(X,, = k) = 0 — 0. Par la proposition précédente, cela montre
que (Xp)n>1 converge en loi vers une v.a. de loi de Poisson de parametre A.

5.2 Théoreme central limite et applications

5.2.1 Le théoréme central limite

Nous avons vu la loi des grands nombres qui garantit que, pour une suite (X ),>1 une suite
de v.a. réelles i.i.d. dans L', on a

X1++Xn p.s.

n n—00

E[X1)].
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Autrement dit, au premier ordre, la v.a. X7 + --- + X,, se comporte de maniére déterministe
comme nE[X;]. On s’intéresse ici a 'ordre suivant dans ce comportement asymptotique ou, en
termes probabilistes, aux fluctuations autour de cette loi des grands nombres. C’est le théoréme
central limite qui décrit ces fluctuations dans le cas ot les v.a. X} sont dans L%. Il nous dit
que, typiquement, la différence entre X7 + --- + X,, et nE[X;] est d’ordre \/n et se distribue
approximativement comme une loi gaussienne a cette échelle.

Théoréme 5.2.1. Soit (X,)n>1 une suite de v.a. réelles i.i.d. telle que E[X?] < oo. On pose
m = E[X1] et 0% = Var(X;). Si 02 > 0, alors

Xi4+ -+ Xp—nm g

\/ﬁ n—00

Z,

ot Z est une v.a. de loi N'(0,0?%).

Démonstration. Quitte & considérer X — m a la place de X} (ce qui ne change pas sa variance),
on peut supposer que m = 0. On veut alors montrer la convergence de

Xt X
- v

et pour cela on va calculer sa fonction caractéristique. Soit 8 € R. On a

¢z,(0) =E [GXP <\1/0% kZ: Xk)] =E Lli[l eXP(\i/o%Xk)] = 1£[1E {GXP(\;&%XO} = ¢x, (jﬁ)n,

ou l'on a utilisé 'indépendance des X} dans la 3eme égalité et le fait qu’ils aient la méme loi dans
la 4éme. On remarque & présent que, comme E[X?] < oo, par la Proposition 1.4.13, on sait que
¢x, est de classe C% sur R et

Y/

ox,(0)=1, ¢ (0)=iE[X]]=0 et ¢ (0) = —E[X}| = o>

On a donc le développement, quand n — oo (pour 6 fixé),

0 0‘292 1 292 1
V=727 2} = o%%/(2n) -
¢Xl(\/ﬁ) 1 2n +O<n> c +O(n)'
Ainsi, on a

ey 0N e202/n)\" O\ —e202/02m)
on -] o (3~ Y| ()

ot I'on a utilisé I'inégalité |2" — w"| < n|z — w| pour z,w € C de modules inférieurs & 12, puis le
développement mentionné précédemment pour obtenir la convergence vers 0. On a donc montré
que

— 0,
n—o0

b7, (0) —— 7012 = (),

n—oo

pour tout 6 € R et cela montre la convergence en loi désirée. O

Remarque 5.2.2. Le théoréme central limite est un exemple de convergence en loi qui ne peut
pas étre améliorée en une des autres convergences vues au Chapitre 4, pour lesquelles le choix
précis de la v.a limite Z est important (i.e. sa définition pour P-presque tout w € €2, pas seulement
sa loi). Une maniére non rigoureuse de voir cela est la Figure 5.1.

n—1 —1—
kan 1-k

A , puis on utilise I'inégalité triangulaire.

2. Pour montrer cette inégalité, on écrit 2" —w™ = (z—w)
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FIGURE 5.1 — Représentation de (X1 + -+ + X,,)/v/n ot (Xi)k>1 est une suite de v.a. i.i.d. de loi %61 + %(5,1, qui a
moyenne nulle. Cing réalisations sont représentées dans des couleurs différentes. On peut voir que cette quantité reste
d’ordre 1, mais ne converge pas vers une limite pour un w fixé (c’est-a-dire le long d’une des courbes représentées).
La convergence n’a lieu qu’en loi : si 'on représentait un grand nombre de ses réalisations (plus que cing!) alors a
chaque n, elles seraient distribuées approximativement comme une gaussienne.

Plus rigoureusement, supposons que la convergence vers Z ait lieu en probabilité. On peut
décomposer

Xi+--+ Xop—2nm 1 <X1—|—---—{—Xn—nm+XnH—i—---—l—in—nm)

V2n V2 Vn Vn

et donc écrire
X,H_l—i—---—i—Xgn—nm:\/ﬁ'X1+---+X2n—2nm_X1+-~-+Xn—nm
vn V2n vn
L 2-1)z

n—oo

par stabilité par somme de la convergence en probabilité. Cela implique en particulier la conver-
gence en loi. Mais d’autre part,

Knir - 4 Xon = nim a la méme loi que Xt & Xp = nm
Vit ! Vi '
Donc, comme la convergence en loi ne dépend que de la loi, on a également
Xn+1+"'+X2n_nm loi

\/ﬁ n~>oo> 4

Comme (v/2—1)Z et Z n’ont pas la méme loi, c’est une contradiction car la limite d'une convergence
en loi est unique a égalité en loi pres.

Remarque 5.2.3. Placons nous sous les hypotheses du théoréme, on donne ici d’autres manieres
d’écrire la conclusion du théoréme. Tout d’abord, comme Z/o a la loi N'(0, 1) et que la convergence
en loi est stable par composition par une fonction continue (ici  — x/0), on a

X1+ -+ Xp—nm o
'Y,
O'\/’?l n—00

ou Y est une v.a. de loi A/(0,1). On peut alors en déduire que, pour tout intervalle I C R,

_ —z?/2
IP’(Xl ++ X —nm c I) e (5.1)

5 dz.
o\/n n—oo  Jr /2w v
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En effet, cela découle du fait que la fonction de répartition de Y est continue et du Corollaire
5.1.16.

5.2.2 Précision dans la méthode de Monte—Carlo

Le théoréme central limite permet d’estimer combien de variables aléatoires il faut considérer
dans la méthode de Monte—Carlo pour une obtenir une certaine précision. Rappelons que pour
estimer E[f(X)] avec X une v.a. réelle et f: R — R mesurable telle que E[| f(X)|] < oo, on géneére
une suite (Xp)n>1 de v.a. réelles i.i.d. de méme loi que X et on calcule

fX) +-- 4+ f(Xn)

n

qui approche E[f(X)] p.s. par la loi forte des grands nombres. Supposons que ’on veuille approcher
E[f(X)] & € pres avec probabilité au moins 1 — a, pour € > 0 et « € ]0, 1] donnés. Cela signifie que
I’on veut trouver n tel que

S(HEIESSER e

n

~E[f(X)|<<) 2 1-a

On peut trouver une valeur de n telle que cette inégalité soit satisfaite (de maniére exacte) en
utilisant les inégalités de concentrations vues au Chapitre 3. Mais ici, on va voir comment choisir
n de sorte que cette inégalité soit asymptotiquement satisfaite (quand n — oo, i.e. € — 0) et pour
cela on utilise le théoreme central limite. Heuristiquement, a « fixé, il nous dit qu’il faut que n
soit de I'ordre de 1/&2, car les fluctuations de (f(X1)+-- -+ f(X,))/n autour de la vraie moyenne
sont d’ordre 1/y/n.

Plus précisément, supposons que E[ f(X )2] < oo (sans quoi on ne peut pas appliquer le théoréeme
central limite). Alors, en notant o2 = Var(f(X)) et en utilisant (5.1), on a, pour tout a > 0 fixé,

. f(Xl)_’_”'—‘_f(X")—IE[f(X)] Sai _p J(X1) 4+ f(Xp) — nE[f(X)] [—a, d]
(’ n ‘ n) ( o ovn € )

> dzx.

n—00 —a 2

Rappelons que 1'on note ® la fonction de répartition de la loi A'(0,1). On choisit a en terme de
a €10, 1] de sorte que

a 6—:52/2

—a V 2T

l—-a=

dz & 1-—a=2%(a)—-1

& a=0"! (1 - 3‘) (5.2)

ou 'on a utilisé dans la premiere équivalence le calcul suivant

/ L e [T e [ e b(a) / gl
T = T — = ®(a) — T
—a V21 —00 V2T —c0 V2T a V2T

=®(a) — (1 —®(a)) =2P(a) — 1.

Puis on choisit n tel que

ao CL2O'2

E=—F7= & n= —5 -
\/ﬁ 3
Alors, la convergence ci-dessus se réécrit en I’approximation

p(|L0 4 0

n

—E[f(X)]‘ < s) ~1—a.

On a donc bien trouvé comment choisir n en fonction de « et € pour répondre approximativement
a la question (ou approximation se justifie dans la limite € — 0 avec « fixé).
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Remarque 5.2.4. On peut voir que le choix de n est proportionnel & la variance o2. En particulier,
plus la variance est grande, moins on est précis dans une méthode de Monte—Carlo et donc plus on
doit prendre n grand (sans grande surprise). Une difficulté ici est que généralement on ne connait
pas la valeur de o2 : en effet, on essaie d’estimer numériquement E[f(X)] car on ne sait pas le
calculer de maniere théorique, mais il y a alors peu de chance que ’on sache calculer Var(f(X)). Une
solution peut étre d’obtenir une borne supérieure o2, pour Var(f(X)) et prendre n = a?02,,, /2,
qui correspond au “pire des cas”. Si on ne voit pas comment majorer Var(f(X)), il est bon au
moins d’avoir en téte que n doit étre proportionnel & 1/e2 : pour gagner une décimale de plus en

précision, il faut prendre n cent fois plus grand.

5.2.3 Intervalles de confiance asymptotiques

On a vu en Section 3.2 comment construire des intervalles de confiance a n fixé & partir des
inégalités de concentration. Ici on utilise le théoreme central limite pour construire des intervalles
de confiance asymptotiques, c’est-a-dire qu’ils satisfont le niveau de confiance désiré dans la limite
n — 00. On se place dans le méme cadre qu’en Section 3.2 : soit (Xj)r>1 une suite de v.a. réelles
X1,..., X, ii.d. dont la loi appartient & une certaine famille (FPp)gco, ot © C R.

Définition 5.2.5. Soit a € |0, 1[. Un intervalle de confiance asymptotique pour 6 de niveau 1 — «
est la donnée, pour chaque n > 1, d’un intervalle aléatoire I, = [F, (X1, ..., Xpn), Gn(X1,..., Xp)]
avec Fy, Gy : R" — R mesurables (ne dépendant pas de 6), tel que pour tout 0 € O, si les v.a. X
ont loi Py, alors

liminf P(6 € I,,) > 1 — a.

n—oo

Contrairement au cas de l'intervalle de confiance non-asymptotique vu en Section 3.2 ou la
définition a un sens a n fixé, ici la définition n’a de sens que si ’on est capable de définir une suite
d’intervalles pour pouvoir parler du comportement limite. En particulier, ¢’est pour cela qu’ici on
souligne dans la notation I,, la dépendance en n de l'intervalle.

Ce type d’intervalle de confiance est moins satisfaisant, car on ne connait pas la vitesse de
convergence de P(6 € I,), donc, en pratique, quand on veut I’appliquer & des données pour un
certain n fixé, on n’est pas sir de si ce n est suffisamment grand pour justifier 'approximation de
P(0 € I,,) par sa limite.

Exemple 5.2.6. Reprenons la cas d’un sondage traité dans I’exemple 5.2.6. Ona © = [0,1], Py =
B(6) (la loi de Bernoulli de parametre 6). Soit (X})x>1 est une suite de v.a. i.i.d. de loi F. Comme
E[X}] = 6, il est naturel d’utiliser la moyenne empirique X,, = (X1 +--- + X,,)/n pour construire
notre intervalle de confiance asymptotique. Les v.a. X} sont dans L? et Var(X}) = 6(1 — 6), donc,
par le théoréme central limite (la version (5.1)), pour tout a > 0 fixé,

— — _ a ,—2%/2
]P’(‘Xn—9’<ave\(/% 9)> :P<‘X1+e(1+;§yn0 <a> - C—dn.
/ — n n—oo J_, T

On choisit alors a en terme de « € ]0, 1] de sorte que

a €—w2/2 o
l-—a= —dz & a—<I>_1<1—>,
—a V 2 2

en procédant comme en (5.2). Pour cette valeur de a, on a donc

P(@e anaW,Xn+ave\(/lﬁ_9)D 1-a. (5.3)

n—oo

Mais l'intervalle ci-dessus dépend de 8! 11 faut donc choisir I,, de sorte qu’il contienne 'intervalle
ci-dessus pour tout ¢ € [0, 1]. Pour cela, on remarque que maxge[o 1] 0(1 —60) = 1/4, donc on prend
a —

_ a
Iy=|Xp— —— Xpn+——]|.



Alors, comme P(6 € I,,) est supérieure a la probabilité dans (5.3), on en déduit que

liminfP(6 € I,,) > 1 — a.

n—oo

Dong, I, est un intervalle de confiance asymptotique pour 6 de niveau 1 — a.
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