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Résumé

Dans la premieére partie, nous rappelons les principaux résultats concernant
la particule extrémale et le processus extrémal du mouvement brownien bran-
chant standard. Les deux parties suivantes sont consacrées a la démonstration
du développement asymptotique de la position de la particule extrémale et de
la convergence du processus extrémal pour le mouvement brownien branchant
a vitesse variable dans le cas sous-critique. La deuxiéme partie traite le cas
particulier du mouvement brownien branchant a deux vitesses. On étudie en-
suite le cas général dans la troisieme partie en se ramenant par comparaison
gaussienne au cas des deux vitesses.

Je tiens a remercier Zhan Shi de m’avoir proposé ce sujet, ainsi que pour sa
disponibilité et ses conseils.
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Introduction

L’origine des processus de branchement remonte a Bienaymé en 1845 puis a
Galton et Watson en 1874, qui étudient un processus modélisant 1’évolution du
nombre de membres d'une famille au fil des générations. Le modele est tres simple :
on part d’un individu a la génération 0, puis chaque individu de la génération n a
un nombre aléatoire d’enfants selon une loi de fixée, indépendamment des autres, et
I’ensemble de ces enfants forme la génération n + 1. Bienaymé, Galton et Watson
s’'intéressent a la probabilité de survie de cette population quand n tend vers I'infini,
pour savoir si le nom d’une famille a tendance a s’éteindre ou non. Si Z,, est le
nombre d’individus a la génération n, la suite (Z,),eny est appelée processus de
Galton-Watson et c¢’est une chaine de Markov. On peut également considérer ’arbre
qui découle naturellement de ce modele, ou les nceuds représentent les individus
et la hauteur d’un nceud correspond a la génération de 'individu (un formalisme
précis pour les arbres a été défini par Neveu [21] en 1986 et sera présenté dans la
sous-partie 1.1). L’arbre aléatoire ainsi obtenu est appelé arbre de Galton-Watson.
Il vérifiela propriété de branchement : sachant que I'arbre jusqu’a la génération n est
égal a un certain arbre 7, 'arbre a méme loi que I'arbre obtenu en faisant démarrer
en chaque feuille de 7 des arbres de Galton-Watson indépendants.

On peut également considérer le cas du temps continu, en supposant que les
temps de vie des individus soient des variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées (au lieu d’étre fixés a 1). Si Z; est le nombre d’individus en
vie & U'instant ¢, alors (Z;);>0 est appelée processus de Bellman-Harris. Pour que ce
soit un processus de Markov, il faut que le temps de vie suive une loi exponentielle.
Dans ce cas, 'arbre de Bellman-Harris (que 'on peut définir grace au formalisme
des arbres marqués présenté en 1.1) vérifie la propriété de branchement en temps
continu.

Toujours dans le cadre de modeles liés a la biologie, il est naturel de s’intéresser
également a la position des individus de cette population. L’introduction de cette
dimension spatiale a conduit a I’étude de deux nouveaux types de processus de bran-
chement : les marches aléatoires branchantes et le mouvement brownien branchant.
Les marches aléatoires branchantes correspondent au cas des générations discretes :
on considere un arbre de Galton-Watson et on attribue a chaque individu une posi-
tion aléatoire, obtenue en ajoutant a la position de son parent une variable aléatoire
indépendante des autres et identiquement distribuée. Le mouvement brownien bran-
chant correspond au cas du temps continu : une particule part de 0 a I'instant 0 et
suit un mouvement brownien, son temps de vie suit une loi exponentielle et quand
elle meurt elle donne naissance a un nombre d’enfants aléatoire, tiré selon la loi de
reproduction ; ses enfants partent alors de la position ou elle est morte et suivent
des mouvements browniens indépendants pendant des temps de vie exponentiels in-
dépendants et ont ensuite des nombres d’enfants indépendants et ainsi de suite. Ces
deux processus vérifient encore la propriété de branchement et ont de nombreuses
propriétés asymptotiques analogues.

Nous nous intéressons dans ce mémoire au cas du mouvement brownien bran-
chant, qui apparait des 1968 comme un cas particulier de processus de branchement
markovien dans un article de Tkeda, Nagasawa et Watanabe [16]. L’étude du mouve-



ment brownien branchant s’est développée suite a l'article de McKean [20] en 1975
qui relie cet objet probabiliste a 1’équation aux dérivées partielles de Fisher [14] ou
de Kolmogorov-Petrovsky-Piskunovi [17] étudiée en 1937 pour modéliser la propa-
gation d'un allele avantageux dans une population. Une attention toute particuliere
a été portée sur les propriétés asymptotiques de la position de la particule la plus
haute, avec entre autres Bramson [8] en 1983 puis Lalley et Sellke [18] en 1987. Ce-
pendant I'étude de la convergence de I’ensemble du mouvement brownien branchant
vu depuis la particule extrémale n’a été résolue que tres récemment par Arguin,
Bovier et Kistler [4] et Aidékon, Berestycki, Brunet et Shi [1] en 2013. L’exposé de
Gouéré [15] contient une présentation détaillée de ces différents travaux. Tous ces
résultats sont présentés dans la partie 1.

L’objectif de ce mémoire est la démonstration de ces résultats (comportement
asymptotique de la particule la plus haute et convergence du processus extrémal)
pour un modele légerement différent : le mouvement brownien branchant a vitesse
variable dans le cas sous-critique. Cette démonstration est issue des deux articles
de Bovier et Hartung [6] et [7] datant de 2014. Le modele étudié se définit pour un
horizon fixé t > 0. Les particules ont les mémes temps de vie et branchent comme
précédemment, mais leur mouvement est un mouvement brownien reparamétré par
une fonction ¥2: [0;¢] — [0;¢] croissante valant 0 en 0 et ¢ en ¢. On peut remarquer
que le processus ainsi obtenu est maintenant seulement markovien inhomogene en
temps. Le cas sous-critique correspond au fait que la fonction 2 reste strictement en
dessous de I'identité sur |0;¢[ : les particules se déplacent moins vite que dans le cas
standard au début du mouvement, et plus vite a la fin. L’étude se décompose en deux
partie, qui correspondent a peu pres au découpage des deux articles. Dans la partie
2, on considere le cas out X7 est affine par morceaux avec un seul changement de
pente : si ces pentes sont O'% puis 0'%, le mouvement des particules est successivement
un mouvement brownien de variance o? puis de variance 3. Dans la partie 3, on
traite le cas général en encadrant, au voisinage de 0 et de ¢, la fonction 32 par
des fonctions affines par morceaux pour se ramener aux résultats de convergence
montrés dans la partie 2.

1 Le mouvement brownien branchant standard

1.1 Arbres marqués et définition du mouvement brownien
branchant

Pour construire le mouvement brownien branchant, nous avons besoin tout
d’abord d’introduire un formalisme pour les espaces d’arbres, défini par Neveu dans
[21] pour construire les arbres de Galton-Watson et présenté par Chauvin et Rouault
dans [10] dans le cas du mouvement brownien branchant.

On définit U = {0} UU,,>; (N*)™ I'ensemble des suites finies d’entiers de N*, ot

correspond a la suite de longueur nulle. Pour v = (uy,...,u,) € U, on note |u| :==n
la longueur de uw. Si m > 1, on note p(u) = (u1,...,u,_1) le parent de u. Pour
v =(v1,...,0y) €U, on pose uv = (U,..., Uy, V1,...,0Uy) le concaténé de u et v.
Enfin, on dit que v est un ancétre de u §'il existe k € [1;n] tel que v = (uq, ..., ug).



Les éléments de U correspondent aux étiquettes des noeuds des arbres. Un arbre
est enraciné en () et pour chacun de ses nceuds, il doit contenir tous ses ancétres
jusqu’a la racine. Si 'un de ses nceud a k fils, ils sont obtenus en concaténant les
entiers de 1 a k a I’étiquette de ce nceud. Ainsi la longueur de I'étiquette correspond
a la génération du noeud. Cette description correspond a la définition suivante :

Définition 1.1. Un arbre 7 est un sous-ensemble de U vérifiant les propriétés sui-
vantes :

(i) 0 e,
(i) Yu e U \ {0}, p(u) € T,

(ili) Yu € 7,3, (1) e N1 Vj e N (uj € 7) & (1 < 5 < (7).

FIGURE 1 — Un exemple d’arbre

On note T l’ensemble des arbres. Pour v € U, on pose T, = {7 €T |u € 7}
I’ensemble des arbres contenant le nceud u. Alors v, forme une application de T,
dans N et on peut définir 'opérateur de shift par u :

0, : T, — T
T +— {veT|werT}

c’est-a-dire comme l'application qui a un arbre contenant u associe le sous-arbre
partant de wu.

Enfin, on munit T de la tribu 7 = o (T, | u € U). Alors, pour u € U, la tribu
induite par .7 sur T, rend les applications v, et #, mesurables.

Ces définitions permettent par exemple de définir les arbres de Galton-Watson.
Cependant pour construire le mouvement brownien branchant, il faut associer un
temps de vie et un mouvement a chaque nceud de ’arbre. On a donc besoin de la
notion d’arbre marqué :

Définition 1.2. Un arbre marqué w est un couple formé d’un arbre et d’une famille
de marques associées aux nceuds de I’arbre :

W = (T7 (Uua YU)UGT)

avec T € T et Yu € 7, (0, Y,) € Ry x €(R4,R). Pour u € 7, g, est le temps de vie
de u et Y, est le mouvement de u.



On note €2 'ensemble des arbres marqués et 7m: 2 — T la projection canonique
sur Pespace des arbres. Pour v € U, on pose €, = 7~ (T,) 'ensemble des arbres
marqués contenant u. Alors (o,,Y,) peut étre considéré comme une application de
Q, dans Ry x €(R;,R) et v, induit par 7 une application de €2, dans N. Enfin
I'opérateur de shift par u devient :

0, : Q. — Q
(7, (0w, Y )uer) +— (Qu(T)»(UuUaYuU)UE%(T))

On munit Q de la tribu F = o (v, 04, Yu(s) |u€elU,s € [0;0,]). Pour u € U, la
tribu induite par .# sur €2, rend l'application ©, mesurable.

On cherche maintenant a obtenir une filtration (.#;):>o sur ’espace mesurable
(Q,.7). Pour cela, on va définir l'instant de naissance d’une particule et sa position
a un instant t. Soit w = (7, (0y, Yy )uer) un arbre marqué et u € 7. L'instant de
naissance de u est

b, = Z Ous

v<u

c’est-a-dire la somme du temps de vie de ses ancétres. Alors la particule u est en
vie aux instants t € [b, ; b, + 0,[. Elle parcourt son mouvement Y, & partir de son
instant de naissance, en partant de la position atteinte par son parent a sa mort.
On définit donc la position X, (t) de u a Uinstant ¢ € [b, ; b, + o,[ par

Xu(t) = Xpuy (bu) + Yul(t = bu),

en fixant Xy(0) = 0. b, et X, définissent ainsi des applications mesurables sur §2,.
On note en outre N (t) :={u e 7|b, <t < b, + 0,} ensemble des particules de w
vivantes a l'instant t.

On peut alors définir .%; comme la tribu contenant toute I'information disponible
jusqu’a l'instant ¢, c’est-a-dire les positions de toutes les particules en vie avant
I'instant ¢ ainsi que le nombre d’enfants et le temps de vie de toutes les particules
mortes avant 'instant ¢ :

Fi =0 (Vu, 0w, (Yu(5))s<o, | © €U tel que b, + o, < 1)
Vo ((Ya(s))s<t—b, | u € N(1)).

On dispose maintenant du cadre nécessaire a la définition du mouvement brownien
branchant comme une mesure de probabilité sur €2, sous laquelle la projection sur
I'espace des arbres suit la loi d’un arbre de Galton-Watson, les temps de vie des
particules sont exponentiels et les trajectoires des particules sont des mouvements
browniens indépendants. L’existence et 'unicité d'une telle distribution sont garantis
par la proposition suivante :

Proposition 1.3. Soient p une distribution sur N et f > 0. Il existe une unique
mesure de probabilité P sur (2, F) telle que :

i) vy suit la loi p, op suwit la loi exponentielle de paramétre 3, vy et oy sont
0 b, Ogp D p (] 0
indépendants et Yy suit la loi d’un mouvement brownien standard,



(ii) La propriété de branchement est valide : conditionnellement a %, les arbres
O1,...,0,, sont i.i.d. de loi P, c’est-a-dire, pour toute suite (fi)ren= de fonc-
tions positives mesurables de ) dans R,

E [1‘@[ fioo 04 9*] _[ELA.
k=1 k=1

L’existence est obtenue par la construction suivante : si on se donne 7 un arbre de
Galton-Watson de loi de reproduction (pg)ken, (0u)ucy une famille de v.a. indépen-
dantes de loi exponentielle de parametre 5 et (Y, )uey une famille de mouvements
browniens standard indépendants, tels que 7, (0, )ueys €t (Yy)uey soient indépen-
dants, alors I’arbre marqué aléatoire (7, (04, Yy )uew) & pour loi P.

Définition 1.4. La mesure de probabilité P est la loi du mouvement brownien
branchant de loi de reproduction p et d’intensité f3.

Remarque. On prendra dans la suite § = 1 et on supposera que la distribution p ne
charge pas 0 et soit de moyenne 2 et de variance finie :

> kpr=2et K:=> k(k—1)py < oc.
k=1 k=1

Sous ces hypotheses, la probabilité d’extinction de I'arbre de Galton-Watson sous-
jacent est nulle.

On ne reviendra que rarement a la structure d’arbre marqué pour manipuler le
mouvement brownien branchant, mais on utilisera plutot les notations suivantes : on
note n(t) = #N(t) le nombre de particules en vie & I'instant ¢ et z1(t), ..., 2, (¢) les
positions de ces particules. On dira alors que ((2x(t))1<k<n(t))e>0 €st un mouvement
brownien branchant, méme si la structure d’arbre n’est plus explicite. Dans la suite
de cette partie, on considére un mouvement brownien branchant ((xx(t))1<k<n())i>0-

t
l’g(t)
$4(t)

z1(t)

Pt
A ‘X%(t)

FIGURE 2 — Réalisation d’un mouvement brownien branchant

Pour k € [1;n(t)] et s < t, si u est la particule en xx(t) a l'instant ¢, on
notera également x.(s) la position de 'ancétre de u en vie a I'instant s. Enfin, pour



i,j € [1;n(t)], on note

t sinon ’

d(z;(t),z;(t)) = { inf {s <t |wi(s) #xj(s)} sii#j

I'instant de séparation des trajectoires z;; et x;¢, c’est-a-dire 'instant de mort du
plus proche ancétre commun des particules en z;(t) et z;(t) a I'instant .

1.2 Lemmes de regroupement

Un outil fondamental pour calculer certaines fonctionnelles du mouvement brow-
nien branchant est le lemme suivant :

Lemme 1.5 (Lemme de regroupement). Soient t > 0, F: €([0;t],R) — R
mesurable et (Bg)s>o un mouvement brownien standard. Si F est positive ou si
F((Bs)scpoq) est intégrable, alors

n(t)

=3 F (e ﬂ)] B [P (B eon)].

Ce résultat s’obtient par un calcul immédiat en conditionnant 1’espérance de
gauche par (7, (0y)uey), ¢’est-a-dire toute 'information sur I'arbre sous-jacent et les
durées de vie des particules (en particulier n(t)). Alors tous les termes ont méme es-
pérance car chaque branche du mouvement brownien branchant suit un mouvement
brownien indépendant de (7, (0 )uer). On conclut avec E [n(t)] = €.

Remarque. Le lemme de regroupement permet en particulier de construire un certain
nombre de martingales a partir du mouvement brownien branchant, appelées les
martingales additives. En effet, si h; : R — R est mesurable, on pose

2

)
H(t) = 3 hol(a(2)).

1

£
Il

Alors (H(t));>0 est une (.%)-martingale si et seulement si (e'h,(B;));>0 est une
(#B)-martingale, ot (B;);>0 est un mouvement brownien standard. Par exemple les
processus définis ci-dessous sont des martingales additives :

Z ecrn (=145 , pour c € R

Z(t) = Z(t:)(\/it — ap(t))eV2oRO-2

k=1

Nous utiliserons également la version suivante du lemme de regroupement, re-
formulée & partir d'un énoncé de Bramson [9, Lemma 10], qui permet de calculer le
moment d’ordre 2 des fonctionnelles précédentes, avec en outre une fonctionnelle de
I'instant de séparation des deux particules considérées :



Lemme 1.6 (Lemme de regroupement d’ordre 2). Soientt >0, g: R — R mesu-
rable et positive et F: €([0;t],R)? — R mesurable et positive. Alors

n(t)
3 g (daa(t),25(0) F ((@a(s))scion, (250(5))cion)
L

t
= K¢ /0 ' g(s)E [F (B )reouy; (B )repony) | ds,

ot K = 352 k(k—1)py et B3 et B®%) sont des mouvements browniens coincidant
jusqu’a Uinstant s et indépendants ensuite, c’est-d-dire B1®) est un mouvement
brownien et B®*) est défini par

ps) _ B1) . si0<r<s
T Bél’s)—i—Br_s sis<r<t '’

avec B un mouvement brownien indépendant de B9,

1.3 Représentation de McKean et étude de la particule ex-
trémale

Le mouvement brownien branchant joue un role important dans la théorie des
équations aux dérivées partielles par son lien avec la famille d’équations F-KPP mis
en avant par McKean [20]. L’équation de Fisher [14] ou de Kolmogorov-Petrovsky-
Piskunovi [17] (F-KPP) associée a la distribution (pg)ren est I'équation d’inconnue
u: Ry xR —[0;1]

ou 10%u

5~ 252t (1 —u) Zpkl—u (1.1)

Le mouvement brownien branchant permet d’en construire des solutions :

Lemme 1.7 (Représentation de McKean, 1975). Soit f: R — [0; 1] une fonction
mesurable. La fonction u définie par

n(t)
u(t,z) =1-E [[](1 = f(z + zx(t)))
k=1
est solution de "équation F-KPP (1.1) avec condition initiale u(0,z) = f(x).

L’étude du mouvement brownien branchant s’appuie donc a la fois sur des rai-
sonnements probabilistes et des raisonnements analytiques autour de 1’équation F-
KPP, comme dans le cas de I’étude de la particule extrémale que la représentation
de McKean relie directement a ’équation F-KPP :

Remarque. En appliquant le lemme 1.7 a la condition initiale f = 1+, on obtient

n(t)
u(t,z) =1—E E| I Lo-urce ]

k=1

] 1




par symétrie du mouvement brownien branchant, et donc

1<k<n(t)

u(t,x)zl—]P’( max (1) g) = P(M(t) > z),

olt on note M (t) := maxy<p<n() 2x(t). La fonction 1 —u(t, ) est donc la fonction de
répartition de M (t) la position de la particule la plus haute du mouvement brownien
branchant a 'instant ¢.

L’étude du comportement asymptotique de la particule extrémale passe donc par
I’étude de la convergence des solutions de I’équation F-KPP. Celui-ci a été décrit
par Bramson dans les théoremes A, B et 3 de son livre [8]. Nous citons ici seulement
le théoreme 3, qui traite le cas d’une condition initiale suffisamment petite en +oo.

Théoréme 1.8 (Bramson, 1983). Soit u une solution de l’équation F-KPP (1.1)
dont la condition initiale vérifie les conditions suivantes :

(a) Ve € R,0 < wu(0,2) <1,
(b) J5° ye¥u(0,y) dy < oo,
() In>0,M>0,N>0:Ve <M, ["TNu0,y)dy >n.

Pourt > 0, on pose

m(t) = V2t — 2?/5 log(t).

Alors
u(t, z +m(t)) 1= w(z) uniformément en x

ou w est l'unique solution a translation pres de l’équation
1 o0
§w" +V2u' + Y pwt —w = 0. (1.2)
k=1

La condition (b) signifie que la condition initiale tend, en moyenne, vers 0 en
+00 & une vitesse de l'ordre de %e‘ﬁx ou plus rapide. La condition (c) signifie que
la condition initiale n’est pas trop proche, en moyenne, de 0 en —oo. En particulier,
la condition initiale 1g- vérifie les conditions (a), (b) et (c) et on en déduit donc le
résultat suivant pour la particule extrémale :

Corollaire 1.9. On a la convergence suivante :

M(t) —m(t) 2% w

t—o00

ou W est une v.a. réelle de fonction de répartition w solution de (1.2).

Le théoréeme suivant, montré par Lalley et Sellke [18], décrit plus précisément le
comportement asymptotique de la particule extrémale.
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Théoréme 1.10 (Lalley et Sellke, 1987). On pose pourt > 0,

Z(t) = nz(t:)(\/ﬁt — () V202,

k=1
Alors (Z(t))i>0 est une martingale qui converge p.s. vers une limite Z qui est p.s.
finie et strictement positive. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € R,

lim Jim B (M(t+5) = mit +5) < o | 7) = oxp (~CZe ).

§—00 t—00

En particulier, la fonction w vérifie
w(z) =E {exp (—CZe_ﬁx)} :

La v.a. W est donc un mélange de lois Gumbel translatées par % log(CZ). La
limite Z correspond au décalage aléatoire qui a lieu lors des branchements initiaux
et la loi Gumbel correspond aux fluctuations, pour ¢ grand, de la particule extrémale
autour de la position m(t) + % log(CZ).

Arguin, Bovier et Kistler ont obtenu dans [2] une description plus précise du
parcours des particules qui se trouvent en position extrémale a un instant ¢. Cette
premiere proposition controle la trajectoire de ces particules extrémales :

Proposition 1.11 (Arguin, Bovier et Kistler, 2011). Soit & > 0. Pour t > 0, on
définit les fonctions Uy, et U, pour s € [0;t], par

Uials) = sm(t) + min(s™, (t = 5)°),

Ura(s) = im(t) — min(s®, (t — 5)°).

Alors, pour 0 < o < 1/2,

lim supP (Elk <n(t),3Is € [r;t —7r] : zpe(s) > Utfa(s)) =0 (1.3)

r—>+004>3,

et, pour A > 0,

lim supP (Hk <n(t),3s € [rit—r]: [ze(t) — m(t)] < A
r—-400 tZgT‘

(1.4)
et Utjéfa(s) < xpq(s) < Utj;Jra(s)) =0

La limite (1.3) concerne toutes les particules présentes a l'instant ¢ et indique
que leurs trajectoires ne peuvent pas passer beaucoup plus haut que la courbe s —
m(t)s/t sur le segment [r;¢ — r]. Il s’agit donc d’un contrdle uniforme en temps de
la position de la particule la plus haute. En revanche, la limite (1.4) ne concerne
que les particules proches de m(t) a l'instant ¢ et signifie que leur trajectoire est
comprise dans I’enveloppe formée par U, A U t:% L Sur le segment [r;t—r]. En
effet, on déduit de (1.3) que les particules proches de m(t) a 'instant ¢ ont suivi
essentiellement une excursion brownienne en dessous de s — m(t)s/t.
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Les trajectoires des particules extrémales a un instant ¢ ne suivent donc pas la
position du maximum du mouvement brownien s — m(s) : par exemple en /2,
elles se trouvent environ a (¢/2)Y/2 en dessous du maximum m(t/2). Ce retard de
hauteur est compensé par le nombre de particules présentes : il est plus probable
que I'une des nombreuses particules présentes vers m(t/2) — (t/2)Y/? en t/2 arrive
a remonter jusqu’a m(t) en t plutdét que 'une des rares particules présentes vers
m(t/2) en t/2 arrive & monter jusqu’a m(t) en ¢, méme si U'effort a faire est plus fort
dans le premier cas que dans le second.

A partir de cette localisation des trajectoires des particules extrémales, Arguin,
Bovier et Kistler obtiennent un contrdle sur l'instant de séparation d(z;(t),z;(t))
des trajectoires de deux particules extrémales z;(t) et x;(¢) :

Proposition 1.12 (Arguin, Bovier et Kistler, 2011). Pour A > 0,

lim supP (3, j < n(t) : mi(t),z;(t) € [m(t) — A;m(t) + A]

r—-+00 t>3r

et d(z;(t),z;(t)) € [r;t— T]) =0

Les trajectoires de deux particules extrémales a l'instant ¢ se séparent donc a
un instant proche soit de 0, soit de ¢. En effet, pour s € [r;t — r|, si le nombre de
particules présentes aux environs de m(t)s/t —min(s, t — s)'/2 & I'instant s compense
la probabilité qu’une telle particule atteigne m(t) a l'instant ¢, la probabilité qu’une
particule se scindant a l'instant s admette un descendant extrémal en ¢t dans au
moins deux de ses sous-arbres fils est faible.

Ces deux résultats concernant les particules extrémales s’inscrivent dans une
volonté de mieux comprendre I'ensemble du mouvement brownien branchant pres
de son maximum et plus précisément d’étudier la convergence du processus extrémal,
¢’est-a-dire le processus ponctuel de toutes les particules a I'instant ¢ vues a partir de
la position m(t). Cette convergence a été établie simultanément par Arguin, Bovier
et Kistler [4] et par Aidékon, Berestycki, Brunet et Shi [1] en 2012. Avant de citer leur
résultat, nous rappelons dans la sous-partie suivante quelques notions sur I’étude de
la convergence de processus ponctuels.

1.4 Convergence en loi de mesures aléatoires

Dans cette partie, en suivant la présentation de Resnick [22], nous rappelons
la définition de la topologie vague sur I'espace des mesures de Radon positives et
les propriétés élémentaires pour la tension des suites de mesures aléatoires et la
transformée de Laplace des mesures aléatoires, qui nous seront utiles pour la suite.

On considere (F, p) un espace polonais muni de & sa tribu borélienne. On note
M, (E) T'ensemble des mesures de Radon positives sur E, €.(E) 'ensemble des
fonctions continues sur E & support compact et €. (F) I'ensemble des fonctions
de %.(E) positives. Pour u € M, (F) et f € 6.(E), on note u(f) = [ fdu (on
identifie ici isométriquement M, (E) aux formes linéaires positives sur ¢.(F)). On
munit 'ensemble M, (E) de la tribu .Z, (E) définie comme la tribu engendrée par
les applications p — u(f) pour f € €. (F). Une mesure aléatoire sur E est une
v.a. a valeurs dans M, (F).
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Les lois fini-dimensionnelles d’'une mesure aléatoire £ sur E sont les lois des k-
uplets (§(A1),...,&(Ag)) pour k € Net Ay,..., Ay € &. Elles caractérisent la loi de
& d’apres la proposition suivante :

Proposition 1.13. Soient £ et & des mesures aléatoires sur E. Soit € un en-
semble de parties relativement compactes de E, stable par intersections finies, véri-
fiant 0(€) = & et tel qu’il existe une suite (E,)nen € €V telle que E = Upey En-
Alors & et & ont méme loi si et seulement si pour tous k € N et Cq,...,Cy € €,
(E(Ch), ..., &(Ck)) et (£(Ch),....E(Ck)) ont méme loi sur RE.

Pour définir une notion de convergence en loi pour les suites de mesures aléatoires,
il faut munir M, (E) d’une topologie. On définit la topologie vague sur M, (E) comme
la plus petite topologie rendant les applications pu — pu(f) continues pour tout
f € €1 (F) (cela correspond a la topologie faible x si I’on identifie M, (E) aux formes
linéaires positives sur 6.(F)). Alors .#, (F) est la tribu borélienne de M, (F) pour
la topologie vague.

Une mesure ponctuelle sur E est une mesure de Radon sur £ a valeurs dans N. On
note M,(E) I'ensemble des mesures ponctuelles sur E. Alors M,(E) est fermé dans
M, (FE) pour la topologie vague. Ainsi la limite d’une suite de mesures ponctuelles
pour la topologie vague est toujours une mesure ponctuelle. On munit M,(E) de la
tribu .,(E) induite par .#(F) Un processus ponctuel sur E est une v.a. a valeurs
dans M,(FE).

La topologie vague sur M (E) est métrisable en un espace polonais. On se trouve
donc dans le cadre de la théorie de Billingsley [5] et on peut appliquer le théoréme
de Prokhorov (caractérisation de la relative compacité par la tension) pour étudier
la convergence en loi d'une suite de mesures aléatoires. La proposition suivante
caractérise la tension des familles de mesures aléatoires :

Proposition 1.14. Soit (£,)aca une famille de mesures aléatoires sur E. Alors les
propositions sutvantes sont équivalentes :

(i) (€a)aca est tendue,
(i) pour tout f € €. (E), ((a(f))aca est tendue,
(iii) pour tout K C E compact, (§a(K))aca est tendue.

L’outil fondamental qui sera utilisé dans la suite pour étudier la convergence
en loi des suites de mesures aléatoires (qui seront des processus ponctuels) est la
transformée de Laplace.

Définition 1.15. Soit £ une mesure aléatoire sur E. Sa transformée de Laplace est
I'application W définie sur €.F(E) par

We(f) == E[exp(=£(f))]-

La transformée de Laplace permet d’obtenir une caractérisation pour la conver-
gence en loi des suites de mesures aléatoires :

Proposition 1.16. Soit &, &1,&s, ... des mesures aléatoires sur E. Alors (&,)nen
converge en loi vers § si et seulement si pour tout f € €.7(E), We,(f) — Ye(f).
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Nous utiliserons donc la transformée de Laplace dans la suite pour montrer
la convergence en loi de différentes suites de processus ponctuels. Cependant, si
I'on montre que la suite des transformées de Laplace W, converge simplement vers
U: €H(E) — R, sans savoir si ¥ est la transformée de Laplace d’une mesure
aléatoire, alors on ne peut pas utiliser directement la proposition 1.16, mais on peut
tout de méme en conclure que la suite (£,)nen @ au plus une valeur d’adhérence (au
sens de la métrique de Prokhorov). Si I'on montre en outre la tension de (&,)nen
(par exemple a l'aide de la proposition 1.14), alors par le théoréeme de Prokhorov, il
existe au moins une valeur d’adhérence. La suite (&,)nen converge donc en loi et W
est la transformée de Laplace de sa limite.

1.5 Convergence du processus extrémal
Le processus extrémal est le processus ponctuel défini par

n(t)
Er = Ou(t)—m(t)s

k=1

c’est-a-dire le processus ponctuel des particules présentes a l'instant ¢ vues depuis
m(t). La convergence en loi de ce processus vers une limite explicite a été obtenue
en méme temps par Arguin, Bovier et Kistler [4] et par Aidékon, Berestycki, Brunet
et Shi [1], mais avec deux descriptions différentes de la limite. Nous allons citer ici
les deux résultats.

1.5.1 Résultats d’Arguin, Bovier et Hartung

Commengons par l'article d’Arguin, Bovier et Kistler [4], qui utilise surtout des
raisonnements analytiques, tres proches de ceux que nous utiliserons ensuite dans
la partie 2. Nous avons tout d’abord besoin d'un résultat annexe de convergence du
processus ponctuel des particules présentes a l'instant ¢ vues depuis la plus haute
M (t), conditionné a 'existence de trajectoires exceptionnellement hautes :

Proposition 1.17 (Arguin, Bovier et Kistler, 2012). On considére le processus

ponctuel
n(t)
Dri= 3 duyy-mie)
k=1
Conditionnellement a { M (t) > \/2t}, le processus ponctuel D; converge en loi quand
t tend vers l'infini. On note D sa limite.

Par le corollaire 1.9, on sait que P(M(t) > V2t) tend vers 0 quand t tend
vers infini car v/2t — m(t) — o0o. On conditionne donc par un événement tres
rare : certaines particules sont exceptionnellement hautes. Nous pouvons maintenant
énoncer le résultat principal de Particle [4].

Théoréme 1.18 (Arguin, Bovier et Kistler, 2012). Le processus extrémal & converge
en loi quand t tend vers 400 vers un processus ponctuel €.

Soit 1 un mélange de processus ponctuels de Poisson d’intensité V20 Ze V2 g
conditionnellement o Z (ot C et Z sont définis dans le théoréme 1.10). On note
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(Mi)ien, les atomes de n. Soit (A(i)>ieN une suite i.i.d. de processus ponctuels de

.g'l))jeN, les atomes de AW . Alors on a

loi
£ Y 5, a0 (1.5)

i,jEN

méme loi que D. Pour i € N, on note (A
lidentité

Le mélange de processus ponctuels de Poisson 1 est égal a un processus ponctuel
de Poisson d’intensité \/56_\/5‘” dx indépendant de Z décalé ensuite de % log(CZ).
Ce terme de centrage correspond au décalage aléatoire qui a lieu lors des branche-
ments initiaux comme on l'a vu dans le théoreme 1.10.

L’apparition d’'un processus ponctuels de Poisson décoré n’est pas une surprise :
en effet, par propriété de branchement, le processus limite vérifie une propriété de
superposabilité et Maillard [19] a montré que cette propriété est vérifiée seulement
par les processus ponctuels de Poisson d’intensité eV dg décorés.

Arguin, Bovier et Kistler démontrent le théoreme 1.18 en quatre étapes. Tout
d’abord ils montrent la convergence en loi de &; vers une limite £ inconnue. Pour cela,
ils utilisent la tension de (& )0 (cf [2, Proposition 2.7]) et montrent la convergence
simple des transformées de Laplace. L’étude de la transformée de Laplace de & se
rameéne a ’étude des solutions de I’équation F-KPP car, pour f € €."(R),

n(t)
Ve, (f) =E | [[ e /OO =1 —o(t,m(1)),
k=1

ou v est la solution de ’équation F-KPP (1.1) avec condition initiale v(0,z) =
1 — e 7% par le lemme 1.7. Cependant la convergence ne peut étre assurée par
le théoreme 1.8 car la condition initiale v(0,-) ne vérifie pas la condition (c), on
considere donc

n(t)

H (e—f(l‘k(t)—m(t)) ﬂwk(t)—m(t)él;)
k=1

=1 —wvs(t,m(t)), (1.6)

E [exp(—=&(f)) lmaxe,<s] = E

ol vy est la solution de I’équation F-KPP (1.1) avec condition initiale vs(0,2) = 1 —
e F=1_,<s5. Alors vs(0, -) vérifie les conditions (a), (b) et (c) donc, par le théoréme
1.8, vs(t, m(t)) converge quand t tend vers I'infini. On en déduit la convergence de
\Ijt‘:t (f )

La deuxieme étape consiste a montrer la proposition 1.17. Pour cela, on étudie
la convergence du processus ponctuel

n(t)
St = Z 5azk(t)7\/§t7

k=1

conditionné par {M(t) > v/2t}, on utilise la transformée de Laplace et, par un calcul
similaire & (1.6), on est amené a étudier vs(¢, v/2t). Arguin, Bovier et Kistler utilisent
alors un résultat d’encadrement pour les solutions de ’équation F-KPP translatées
par —/2t, établi précédemment par Chauvin et Rouault [11] & partir d’un résultat
de Bramson [8, Proposition 8.3] :
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Proposition 1.19. Soit u une solution de ’équation F-KPP (1.1) avec une condi-
tion initiale vérifiant les conditions (a), (b) et (c). Pourt >r > 0 et x € R, on
définit

2t V2x (y—z+v/2t)2 o—m(t)
[ o ()

rtac :_\/ﬁ

Alors pour r assez grand, pour toust > 8r et x > 8r — 7 logt,

Ww (r,t, x+ \/575) <u (t, T+ \/§t> < A(r)y (r,t,x + \/575) , (1.7)

ot v: Ry — R est une fonction décroissante vérifiant v(r) — 1.

rT—00

La fonction 1 permet de controler le comportement des solutions de 1’équation
F-KPP translatées par —/2t pour ¢ grand : une fois r grand fixé, la condition sur
x pour que 'encadrement (1.7) soit vrai est de plus en plus faible quand ¢ grandit.
Ainsi pour tout x € R, on peut obtenir un équivalent de u(t,z + v/2t) quand ¢
tend vers 'infini qui permet de montrer la convergence de & conditionnellement &
{M(t) > +/2t} et on en déduit la proposition 1.17. La proposition 1.19 nous sera
également tres utile dans la partie 2 pour effectuer des raisonnements analogues a
ceux d’Arguin, Bovier et Kistler.

La troisieme étape est 1'identification de la loi de £ avec la loi limite d’un pro-
cessus ponctuel auxiliaire défini sur un espace de probabilité (', F' P'), sur lequel
on se munit d’'un processus ponctuel de Poisson P sur R_ d’intensité

e V22
2 () e,

dont on note (p;);en les atomes et, pour chaque i € N, de mouvements browniens

branchants indépendants ((x,(;) (t))1<k<n((1))t>0- Alors on définit le processus ponc-

tuel auxiliaire par
n( (¢)

]‘_‘[t - Z Z £ logZ+pl+:L"(l)(t) V2t
1eEN k=1

Il n’est pas évident que ce processus admet une limite en loi car, pour 7 et k fixés,
:U,(j) (t) — v/2t tend vers —oo quand ¢ tend vers I'infini. Cependant, la densité de P
croit plus vite qu’une exponentielle quand z tend vers —oo, donc il y a suffisamment
de mouvements browniens branchants lancés pour que certains aient une particule
extrémale exceptionnellement haute. En passant par la transformée de Laplace, on
montre que II; converge en loi quand ¢ tend vers I'infini vers un processus ponctuel
IT qui & méme loi que &.

Enfin, la derniére étape consiste & montrer I'identité (1.5) en passant par le
processus auxiliaire. On montre pour cela que les particules de P qui contribuent
aux particules les plus hautes de II; sont avec forte probabilité celles de I'ordre de
—+/t. 1l faut donc que les mouvements browniens branchants lancés & partir de ses
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particules aient un maximum plus grand que v/2t + a+v/t. On montre donc que, pour
a>0etbeR, le processus ponctuel

2

)

5azk(t)—\/§t—a\/i—b7
1

B
Il

conditionné par {M(t) > /2t + a\/t + b}, converge en loi, quand ¢ tend vers —oo,
vers la méme limite que &. On en déduit I'identité (1.5).

La méthode utilisée dans la partie 2 pour montrer la convergence en loi du
processus extrémal du mouvement brownien branchant a deux vitesses sera analogue
a celle d’Arguin, Bovier et Kistler présentée ici.

1.5.2 Résultats d’Aidekon, Berestycki, Brunet et Shi

Aidekon, Berestycki, Brunet et Shi utilisent dans leur article [1] des raisonne-
ments plus probabilistes. Ils se placent dans le cas d’un arbre binaire : chaque parti-
cule a deux enfants, ¢’est-a-dire (py)ren = J2. Ils considérent le processus ponctuel :

n(t)
Z .
& = kZ Oa,(t)—m(t)— s log(C2):
=1

qui correspond au processus extrémal auquel on soustrait le décalage aléatoire
% log(CZ) dii au branchement initiaux, et ils montrent la convergence en loi du

couple (€7, Z(t)). Le résultat de convergence est donc légerement plus fort que celui
d’Arguin, Bovier et Kistler (théoreme 1.18) et Aidekon, Berestycki, Brunet et Shi
montrent également une description de la limite différente.

Avant de pouvoir citer les résultats d’Aidekon, Berestycki, Brunet et Shi, intro-
duisons quelques notations. Notons s — M,(s) la trajectoire de la particule qui est
la plus haute a l'instant t. On définit, pour s € [0;1],

Yi(s) = My(s) — M(1),
le renversement de cette trajectoire. Pour tout ¢ € [0;¢], on définit

n(t)
Q(tv C) = 6:131@(1‘/)7]\/[(1‘/)’
A0 7 (1)) >4—C
ou d(M(t),xk(t)) est instant ou les trajectoires de M (t) et x4 (t) se sont séparées.
Q(t, () est donc le processus ponctuel des particules a I'instant ¢ qui se sont séparées
de s — M;(s) apres l'instant ¢ — (, en incluant M ().

Aidekon, Berestycki, Brunet et Shi montrent la convergence en loi du triplet
(Y, Q(t,C), M(t) — m(t)) lorsque t puis ¢ tendent vers +oo. Pour décrire la limite,
définissons les processus (ng))tzo pour b > 0. Soit (B;)¢>p un mouvement brownien
standard et (R;)¢>o un processus de Bessel de dimension 3 indépendant.On note 7},
le temps d’atteinte de b pour le mouvement brownien B. On définit le processus I'®)
par
ﬁm_{Bt site[0;Ty)

Pl b—Rer, sit>T, ’
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c’est donc un processus continu de maximum b et qui tend vers —oo a une vitesse
de I'ordre de —+/t quand t tend vers I'infini (par propriété du Bessel). On peut alors
définir la loi de Y : pour b > 0 et A un borélien de ¢ (R, R), on pose

P (Y e A et sup(Y(t) +V2t) € db)

t>0

— l]E’ |:€2 fooo P(M(S)ngb),\/is) dsﬂ db,

C1

(DY —v/2t), 504

ol N
c = / E [6_2 Jo© BQM(s)<I{ —/25) dS] db.
0

En particulier, sup,~q(Y (t) + v/2t) est une v.a. positive & densité. Il semble alors
naturel que Y; converge en loi vers Y. En effet, d’apres la proposition 1.11, Y; est
proche de s — —m(t)s/t—s'? sur [r;t/2], c’est-a-dire proche de s — —+/25—5"/2,
Or, sachant que sup,o(Y (s) +v2s) = b, Y a la méme loi que (I'") — v/2s),5¢ donc
se trouve proche s — —v/2s — s/2 de pour s suffisamment grand.

Définissons maintenant le processus ponctuel limite ©. Pour cela, considérons
un processus ponctuel 7 tel que, conditionnellement & Y, 7 suive la loi d'un pro-
cessus ponctuel de Poisson sur R, d’intensité 2P(M(t) < —Y'(t)) dt. On se donne
également pour tout ¢ > 0, des mouvements browniens branchants indépendants
((x,(f)(3))1§k§n<t)(s))520 conditionnés par max;y<, s x,(:)(s) < =Y(t) . On définit

alors

Q=g + Z Z 5x§€t)(t)+Y(t)'

ter k=1

Voici une description heuristique de Q. Le processus Y correspond a la trajectoire
de la particule la plus haute vue a lenvers : en Uinstant 0, Y (0) = 0 est cette
particule. En parcourant Y, on remonte I'histoire de cette particule et il y a des
branchements aux instants chargés par 7. En un instant ¢ de branchement, nait un
mouvement brownien branchant qui évolue alors dans le vrai sens du temps : il se
retrouve donc a l'instant 0 au bout d’un temps t. Comme 0 est la particule la plus
haute a I'instant 0, et que ce mouvement brownien branchant démarre a la position
Y'(t), on conditionne son maximum & ne pas dépasser —Y (). Le processus ponctuel
Q regroupe toutes les particules obtenus a I'instant 0 a partir de ces mouvements
browniens branchants, auxquelles on rajoute la particule Y (0) = 0.
Aidekon, Berestycki, Brunet et Shi établissent le résultat suivant :

Théoréme 1.20. On a la convergence en loi

lim tliIgj()/h Q(t7 <)7 M(t> - m(t)> - (}/7 Q7 W),

(—oot—
ou (Y, Q) et W sont indépendants.
On peut alors énoncer le théoreme principal de I'article :

Théoréme 1.21. Le couple (E7,Z(t)) converge en loi quand t tend vers +o0o vers
le couple (E%,7) ou EZ est un processus ponctuel indépendant de Z.
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Soit 1 un processus ponctuel de Poisson d’intensité V2e V2 dz. On note (7 )ien,
les atomes de 7. Soit (AD);en une suite i.i.d. de processus ponctuels de méme loi

que Q. Pour 1 € N, on note (Agl))jeN, les atomes de AD. Alors on a Uidentité

lot
gZ: 0. x()-

i,jEN

En particulier, on en déduit la convergence en loi du processus extrémal & vers

Z 577i+A§-i) ’

i,jEN

ou 7 est le mélange de processus ponctuels de Poisson défini dans le théoréme 1.18.
On obtient également 1’égalité en loi des deux décorations :

D= Q.

2 Le mouvement brownien branchant a deux vi-
tesses dans le cas sous-critique

Nous présentons dans cette partie les résultats obtenus par Bovier et Hartung [6]
sur le mouvement brownien branchant a deux vitesses dans le cas sous-critique, dans
un cadre légerement plus large, ou les deux variances peuvent dépendre de I'horizon
t mais convergent quand t tend vers l'infini. Ce cadre est celui que nous utiliserons
dans la partie 3 pour traiter le cas général du mouvement brownien branchant a
vitesse variable dans le cas sous-critique.

2.1 Présentation du modeéle et des résultats

Définissons tout d’abord le mouvement brownien branchant a vitesse variable
d’une maniere tres générale, a I’aide du formalisme des arbres marqués. On fixe t > 0
un horizon fini. On considére une fonction $2: [0;¢] — [0;¢] croissante, continue
a droite et telle que X2(0) = 0 et X?(¢) = . On se donne 7 un arbre de Galton-
Watson de loi de reproduction (pg)ken, (04)ueye une famille de v.a. indépendantes de
loi exponentielle de parametre 1 et (B"),cy une famille de mouvements browniens
standard indépendants, tels que 7, (04 )uey €t (B*)yey soient indépendants. Pour
u € U, on choisit alors pour le mouvement de u le processus défini par

2 (buts) ~ Dy, Sibuts <t
Y.(s) =4 By — 52 (ba) sib, <tetb,+s>t,
0 sib, >t

pour s > 0, ou b, est l'instant de naissance de u. Y, est défini de telle maniere que
les particules ne bougent plus a partir de 'instant ¢. On dit alors que ’arbre marqué
aléatoire (7, (04, Yy )ueu) st un mouvement brownien branchant a horizon fini t et
de fonction vitesse ¥2. On remarque que, contrairement au cas standard, les Y, ne
sont ici pas indépendants de 7 et des o,. On remarque également que les trajectoires
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des particules ne sont plus forcément continues, mais seulement cadlag (continues
a droite et admettent une limite & gauche en tout point). On notera dans la suite
2([0;1],R) l'espace des fonctions cadlag sur [0;¢] a valeurs dans R.

Comme dans le cas standard mais en rajoutant une dépendance en ’horizon
t, on note, pour 0 < s < ¢, n'(s) le nombre de particules en vie a U'instant s et
21(8), -+, The(s)(8) les positions de ces particules. Pour 4,j € [1;n'(s)], on note
(7 5(r))o<r<s la trajectoire de la particule en zj(s) a linstant s et d(zi(s), ¥%(s))
I'instant de séparation des trajectoires xj, et a5, c’est-a-dire I'instant de mort du
plus proche ancétre commun des particules en wj(s) et x(s) a l'instant s. Alors
la trajectoire x} , a méme loi que (Bs:2(r))o<r<s, oU B est un mouvement brownien
standard, et elle est indépendante de (7, (0, )ucr), bien que les Y, ne le soient pas.

On a également :

E [xf(s)xﬁ(s) ’ T, (O-u)UGU} B3 (d(xi(s), 5(5)))-

Comme conséquence immédiate de cette construction, on a donc les deux lemmes
de regroupement suivants, qui sont les analogues de ceux présentés dans le cas
standard en sous-partie 1.2. Le premier s’applique aux sommes sur les particules
d’une fonctionnelle des trajectoires :

Lemme 2.1 (Lemme de regroupement). Soient F': 2([0;t],R) — R mesurable et
(Bs)s>0 un mouvement brownien standard. Si F est positive ou si F((Bxz(s))sefo:n)
est intégrable, alors

n*(t)
Z (xkt se[O;t]) =¢'E [F ((Bzf(s))se[o;t])}‘

Le second s’utilise pour les sommes sur deux particules, avec en outre une fonc-
tionnelle de I'instant de séparation des trajectoires de ces deux particules :

Lemme 2.2 (Lemme de regroupement d’ordre 2). Soit g: R — R mesurable et
positive et F': 2([0;t],R)?> — R mesurable et positive. Alors

nt(t)
S g (dat (), 25(1)) F ((24,(9))sepon (254(5))seion)

1,j=1
i#]

! —s 1,s 2,8
- Ket/o e *g(s)E {F ((B(zf(q)q)re[o;t]a (Bé,g(,),))re Ot])} ds,

ot K = Y52 k(k—1)py et B3 et B®%) sont des mouvements browniens coincidant
jusqu’a linstant ¥.2(s) et indépendants ensuite, c’est-a-dire B est un mouvement
brownien et B®*) est défini par

BﬁZ,s) —

{ B9 si0<r<Xi(s)
(1,5)

BM) 4B, siXi(s)<r <t

avec B un mouvement brownien indépendant de B9,
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Nous utiliserons ces deux lemmes régulierement dans la suite, ainsi que leurs
versions dans le cas standard.

On s’intéresse au comportement du mouvement brownien branchant a vitesse
variable pour certaines fonctions vitesse X2 quand 1’horizon ¢ tend vers U'infini. Mais
ici, on ne considere plus un seul processus stochastique ((2x(5))1<k<n(s))s>0, Mais la
famille des processus ((2},(5))1<k<nt(s))o<s<¢ d’horizons finis pour tous les ¢ > 0. On
note

M(t) = max xt(t)

1<k<nt(t)
la position de la particule extrémale a 'instant ¢ du mouvement brownien branchant
d’horizon fini ¢ de fonction vitesse ¥ et

son processus extrémal a Uinstant ¢, ou la fonction ¢t — m(t) sera précisée plus
tard. On cherche a obtenir des résultats analogues a ceux présentés en partie 1 :
pour m(t) bien choisie, on veut montrer les convergences en loi de M (t) — m(t) et
de & quand t tend vers +oo et décrire leurs limites respectives.

Nous allons maintenant définir le cadre de cette partie, c’est-a-dire les fonctions
vitesse ¥2 que nous allons considérer. Le mouvement brownien branchant d deux

vitesses correspond au cas ou, pour tout t > 0,

Ef(s) =

o?s si0<s<bt
o?bt +o3(s—bt) sibt<s<t ’

ol 01,09 > 0 et 0 < b < 1 vérifient I'identité
olb+o2(1—b) =1, (2.1)

ce qui garantit que 2?(¢) = ¢. La fonction X2 est donc affine en deux morceaux de
pentes o et 02. Si 01 = 0y = 1, alors on retrouve le cas du mouvement brownien
branchant standard. Sinon, d’apreés l'identité (2.1), on a soit 03 < 1 < 09, soit
op > 1 > o09. Le cas sous-critique correspond au cas ou la fonction vitesse reste

strictement en-dessous de l'identité sur |0;¢[, ¢’est-a-dire au cas
o <1< o,.

Ceci correspond au cas étudié par Bovier et Hartung dans [6], cependant pour la
partie 3, nous allons avoir besoin de nous placer ici dans un cas plus général ou les
pentes de ¥? peuvent dépendre de ¢, mais convergent quand ¢ tend vers +oo. On
considere donc, pour tout t > 0, 01 < 1 < 09, et on définit b, par

ot b+ 05,(1—b) = 1. (2.2)
On prend alors la fonction vitesse définie par 1'identité

2 i0<s<
Ef(s) . { 0748 si0<s <t

T\ ot + o3, (s—bit) sibt<s<t (2.3)

Pour décrire la limite du processus extrémal, énongons le résultat suivant qui
sera montré dans la sous-partie 2.8 :
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Proposition 2.3. On considére le processus ponctuel

a(t)
Li= Osw)-ite),

k=1

ot ((Zr(t))1<k<aq) )ez0 est un mouvement brownien branchant standard et M(t) =
max;<g<n) Tx(t). Alors, conditionnellement a {M(t) > \/20t}, le processus ponc-
tuel L; converge en loi quand t tend vers +00. On note L sa limite.

C’est 1'analogue de la proposition 1.17, mais avec le conditionnement {M(t) >
V20,t} au lieu de {M(t) > v/2t}, c’est-a-dire qu'on demande au mouvement brow-
nien branchant d’effectuer des trajectoires encore plus exceptionnellement hautes.

Enfin, soit ((Zx(t))1<k<a@))t>0 un mouvement brownien branchant standard, on
définit, pour t > 0,

Y(t) — e—t(1+af)+\/§alfk(t)

I

qui est une (%;)-martingale d’apres la sous-partie 1.2. Nous pouvons maintenant
énoncer le résultat principal de cette partie :

Théoréme 2.4 (Bovier et Hartung, 2014). Soient 01 < 1 < 09. On considére les
mouvements browniens branchants de fonctions vitesse définies par (2.3) pourt > 0.
Supposons que o1 — 01 et 024 — 02 quand t — +00.

(i) Pour x € R, on a
P(M(t) —m(t) <o) — E lexp (~CYe )] (2.4)

ou m(t) = V2t — %ﬁlog t, C est une constante ne dépendant que de oy et'Y
est la limite p.s. de la martingale (Y3)i>o.

(ii) Le processus extrémal & converge en loi quand t tend vers +0o vers un proces-
sus ponctuel £. Soit n un mélange de processus ponctuels de Poisson d’intensité
\/EéYe_‘/iz dz conditionnellement a Y. On note (n;)ien, les atomes de n. Soit
(A(i))ieN une suite i.i.d. de processus ponctuels de méme loi que L. Pouri € N,

on note (Agl))jeN, les atomes de A9 . Alors on a Uidentité

lot
5 = Z 5m+o’2/\§i)' (25)

3,JEN

On remarque que m(t) a le méme terme linéaire que m(t) mais le facteur devant
le deuxiéme terme en logt est différent et m(t) — m(t) — oo quand ¢ tend vers
+00. Donc la particule extrémale du mouvement brownien branchant a deux vitesses
dans le cas sous-critique est asymptotiquement plus haute que celle du mouvement
brownien branchant standard.

D’autre part, la loi limite de M (t) — m(t) a une description analogue a celle
obtenue dans le cas standard par Lalley et Sellke (énoncée dans la proposition 1.10),
sauf que C' et Z sont remplacés par C et Y. C'est également un mélange de lois de
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Gumbel. Tout comme Z, la limite Y contient I'information concernant le décalage
aléatoire généré par les branchements initiaux, ce qui explique qu’elle ne dépend
que de ;. La loi limite du processus extrémal & a également une forme analogue
a celle obtenue dans la proposition 1.18 pour le cas standard par Arguin, Bovier et
Kistler : £ est un processus ponctuel de Poisson décoré, ou C' et Z sont de nouveau
remplacés par C et Y et ot la loi des décorations est £ au lieu de D.

Présentons les différentes étapes de la démonstration, qui sont tres proches de
celles de l'article [4] d’Arguin, Bovier et Kistler. Une différence majeure se trouve
dans le comportement des trajectoires des particules extrémales : on montre dans
la sous-partie 2.2 que les particules qui sont proches de m(t) a Uinstant t étaient
avec forte probabilité entre ait\/ibtt — AVt et 0 /20t + A/t & Dinstant byt, alors
que les particules les plus hautes a cet instant se trouvent pres de alﬁt\/ﬁbtt. L’écart
entre ces deux positions est donc linéaire en ¢ alors qu’il est de 'ordre de v/t dans le
cas standard. Les particules qui arrivent en position extrémale a I'instant ¢ doivent
donc rattraper un retard plus grand, ce qui nous conduit a étudier des mouvements
browniens branchants conditionnés a avoir des particules exceptionnellement hautes
comme dans la proposition 2.3. Ainsi, la sous-partie 2.3 est consacrée a 1’étude des
solutions de I'équation F-KPP dans ces échelles de temps. On a également besoin
de connaitre la distribution des particules apres les premiers branchement, c¢’est-a-
dire & un instant de l'ordre de v/* et pour cela on utilise la martingale (Yy)s>0 qui
remplace la martingale dérivée utilisée dans le cas standard : dans la sous-partie 2.4,
on montre la convergence L' de (Y;)>0. Le controle des particules entre cet instant
de I'ordre de v/t et I'instant de changement de vitesse b(t)t est traité plus tot, dans
la sous-partie 2.2 En combinant les résultats des parties précédentes, on peut alors
montrer la partie (i) du théoreme 2.4 dans la sous-partie 2.5 et la convergence en loi
du processus extrémal dans la sous-partie 2.6 en utilisant la transformée de Laplace.
Pour décrire la limite, on introduit dans la sous-partie 2.7 un processus ponctuel
auxiliaire qui admet la méme limite en loi que le processus extrémal, puis on montre
dans la sous-partie 2.8 que cette limite vérifie la description 2.5

Dans la suite, on considére une famille ((2,(s))1<k<nt(s))o<s<¢ de mouvements
browniens branchants a deux vitesses vérifiant les hypotheses du théoreme 1.21.
Quand on travaillera sur un mouvement brownien branchant standard, il sera noté

(Zr(t))1<k<n())e>0-

2.2 Localisation des trajectoires

Commencons par controler la position a 'instant du changement de vitesse b;t
des particules qui se trouvent en position extrémale a l'instant ¢.

Proposition 2.5. Pour tous d € R et € > 0, il existe A > 0 tel que, pour tout t
suffisamment grand,

P (35 < n'(t): () > m(t) — d et af,(bt) — oF V20t ¢ [~AVE; AVE]) < e

On sait donc que pour t grand, avec forte probabilité, les particules extrémales
a linstant ¢ étaient proche de Jit\/?btt a l'instant b;t, donc bien en-dessous des
particules les plus hautes a cet instant. Ces particules doivent alors monter de
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op t\/_ (1—0b;)t entre les instants bt et ¢, c’est-a-dire se déplacer a une vitesse o5 2.V2,
alors que la particule extrémale d’'un mouvement brownien branchant de variance
ag,t monte a la vitesse ag,t\/ﬁ. Cela laisse présager I'apparition, dans la description
de la loi de la décoration £, d’'un mouvement brownien branchant standard dont la
particule extrémale est conditionnée a avoir une vitesse supérieure a 027,5\/5 (comme

c’est le cas dans la proposition 2.3).

Démonstration. Soient d € R et € > 0. Pour les t > 0 tels que 01, = 0, le résultat
est immédiat car % ,(b;t) = 0 presque stirement. On considere donc uniquement les
t tels que o1 > 0. Pour A>0,ona

P(3j<nt<t):x;(t)>m() d et o, (bit) — 0} V2bit ¢ [—AVE; AVE])

n*(t)
Z )-aly ¢ (b(t)) =0 V2ot [~ A\fA\f]] (2.6)

(2.7)

t
=c'E {ﬂBt>rh(t)—dﬂBE§(btt)_Uit\/ﬁbttg[_A\/{;A\/ﬂ )

ou B est un mouvement brownien standard. Le passage de (2.6) a (2.7) est une
conséquence du lemme de regroupement 2.1. Tci $2(bt) est égal a aitbtt. Donc, avec
Wi et W5 indépendantes de loi N'(0, 1), (2.7) est égal a

¢'E |1 2 1
olyt\/bfitwl_Ulﬂt\/ibit¢[_A\/z;A\/ﬂ Ulyt\/btitW1+0'27t (1fbt)tW2>Th(t)7d
> ﬁl(t) —d— 01tV bﬂle

ot
= € E ]]'Wl—Ul,tﬂ\/w%[—ﬁ?%}]P (WQ (1 — bt>t Wl)]
= (R1) + (R2),
en introduisant dans la derniere ligne la décomposition
1= ]]'\/ﬂ—o'l’t\/EW1<logt + :H'\/E—O'Lt\/am/lZlogt? (28)

qui permet d’introduire une borne supérieure pour Wi dans (R2).
Pour (R1), on montre directement que lim; . (R1) = 0 en ne gardant que le
facteur introduit par la décomposition (2.8) :

(R1) < ¢'P (\/Z — o1 /bW < log t)

2t — logt>
_op (w Y2l logt
' Ult\/b_t

1 o1:vbe (_1 (@—10gt>2>7

\/277 \/_—logt o 2 Ul,t\/b_t

pour t suffisamment grand tel que /2t > logt, en utilisant 1’estimation classique de
la queue gaussienne : pour tout u > 0,

/OO e dx < 1(3_“2/2. (2.9)
u u
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On obtient alors

1 1 V2tlogt  log?t
(R1) < exp(t(l— . >+ L )—>0,
om (\/ 2t — log t) o7 by o7 bt 207 by ) t=e0

car o ,b, tend vers 07b < 1 quand ¢ tend vers +o0. On a donc montré que (R1) < €/2
pour t suffisamment grand.
Controlons maintenant (R2). Si /2t — o1.:V/b:Wy > logt, alors

1
n(t) —d— bitWy > Vtlogt — —=logt —d > 0
m(t) 01,61/ bt > Vtlog 2\/iog

pour t suffisamment grand (ne dépendant pas de Wj) et on peut donc appliquer
I'estimation de la queue gaussienne (2.9) pour obtenir

:

2
_ o2/ (1 = by)t . 1 (m(t) —d — o1/bIWy
S s XP | —5

V21 m(t) —d — o1/ bitWy 2 oo/ (1 — b))t

2
02t (1 - bt) 1 m(t) —d—- O'Lt\/ b{th
< exp [ —5

2t — Ul,t\/b_tWI 02t (1 - bt)t

m(t) —d-— 01tV bttW1
0'27t (1 — bt)t

P<W2>

(2.10)

2

pour ¢ suffisamment grand (ne dépendant que de d), en utilisant la fait que /2t —
al,t\/b_th > logt. On pose alors Z; = W; — ﬁalvt\/btt. En utilisant la relation
(2.2) entre 01, et 09, on montre que (2.10) est égal a

02tV 1-— bt
\/505,1&(1 - bt)\/Y_f - Ul,t\/b_tZt
o 2
! (ﬁag,tu N aumzt)

(2.11)

xexp|—=
P 2 o2V 1 — by

En développant l'intérieur de I'exponentielle et en utilisant que o9, et b; tendent
respectivement vers oo > 1 et 0 < b < 1 quand ¢ tend vers +o00, on majore (2.11)
pour ¢ suffisamment grand (ne dépendant pas de Z;) par

202, V1 = by X exp o2 ,(1— b))t ZEO%’tbt
v _ Y et
ﬂag’t(l - bt)\/l_f - Ul,t\/b_tZt 2t 20%,1&(1 —by)

1 01t bt Zt lOgt
+2Z01 /bt + = logt +vV2d — —2 Y0 ZLox [ === 44 |,
t01¢ t 9 g \/50_%,15(1 _ bt) \/¥ (2\/§

en majorant par 2 les facteurs de I’exponentielle indépendants de Z; qui tendent vers
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1 quand ¢ tend vers +o0o. Comme Z; a pour loi N'(—+v/201(t),/b(t)t, 1), on obtient

—%(24-\/501,1&\/@)2
R2) < / 1
(R2) <e A4 Jon X V201 /B (24v201 1 Viit) Zlogt

I1,t 91t

2094v/1 —b
X 5 g2 ! x VeV x exp | — o5, (1 — b))t
\/50'2’15(1 — bt)\/g — 01t th ’

2’20'% tbt O1t bt z lOgt
L VL RSN i «Zx ( +d> d.
20%,1&(1 - bt) \/_Uzt(l - bt) \/— 2\/_
puis en regroupant les différentes exponentielles, on a la majoration

fd 02tV 1-— bt\/f < 1
\/ 2
27T i[—f'i] \/50'%715(1 — t)\/_ — 01t th \/iazt(l_bt)\ﬁ—m,t\/azZlogt

91,t 91,t

B 22 o1.0Vby S logt
XexP( 25,0 0) V2R —b) Vi (M*Cl»d

=1 +1I",

(R2) <

ou I~ est lintégrale sur |—oo; —A/o1,[ et I celle sur |A/oq4;00[. Pour I7, on
majore la fonction indicatrice par 1, on utilise le fait que z < 0 pour enlever le terme
en z dans la fraction devant I'indicatrice, puis on effectue le changement de variable

B z o140V by <logt d )
i U2,t\/1—bt \/_Uzt\/l — by 2\/_ \/_

et on obtient alors

2d f’l,t\/a logt | d
J—f \/7 01 02, t\/l by \f‘72,t\/1_bt>< 2\/%4_\/2 ]'

\/27T \/_O'Qt\/l—bt
2 2
y o1 b logt
_J _ : \/1—1>b;d
X exp ( 2 4(7%715(1 — bt) (21/ \/‘) ) X 02t t AY-

Le deuxieme terme dans ’exponentielle tend vers 0 indépendamment de z donc on
majore ce facteur par 2 pour ¢ suffissamment grand. Comme oy ;0241 — b, < 209
pour t grand, on peut également majorer la deuxieme borne de l'intégrale pour
obtenir

I~ < AR d 2.12
ez dy. )

7 y (2.12)
Controlons maintenant ™. La difficulté réside ici dans le fait que la fraction présente
devant l'indicatrice peut prendre des valeurs proches de v/¢/logt qu’il va falloir
compenser. Cependant, comme z est positif, on peut majorer par 0 le deuxiéme
terme dans l'exponentielle, puis, avec le changement de variable x = z/091/1 — by,
on obtient

d \/562,“/1*%\/57 logt
It < - \/i o1,67/bt Ul,t\/avi,t\/@ o2V 1 — bt\/_ 7% dz
V Ult‘72tm \/_UZtvl_bt\/—_O-lt\/_x
=1+ Ij,
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ot 'on coupe l'intégrale en (\/5027,5\/ 1— bt\/Z)/(QaLt\/b_t), qui est bien compris entre
les deux bornes pour ¢ grand. Pour la premiere partie la fraction peut étre majorée
par 2, ce qui nous donne

V3d L Y2024V/1-bivE

22 2 o) 22
I < ¢ / v 9o g < e‘/id\/>/ ez dux, (2.13)
Vo ™5

et pour la seconde partie, on majore I’exponentielle par sa valeur au bord inférieur,
on effectue le changement de variable v = \/50'27,5\/ I =0Vt — 017t\/b_ta: et on obtient

2
V2d V203 14/1-b vVt _934(1-b¢)
€ 2071 /bt o2V 1 — bt\/E < e 102 by t dv
VA i — A v 014V b
o1,41/btoa 11/1—bg l’t\/_t

o2 ,(1-by)
- eV2d ooV/T — b/t - i’g%tbtt t | V2021 = b/t
< X X e ; X log , (2.14)
V2T 014V bt 201,t\/b_t

qui tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo. On fixe alors A > 0 (indépendamment de
t) tel que (2.12) < €/6 et (2.13) < €/6. Alors pour ¢ suffisamment grand tel que les
majorations précédentes soient valides et que (2.14) < €/6, on obtient (R2) < ¢/2,
ce qui conclut la démonstration. O

Iy <

Nous allons avoir besoin d'un controle plus précis de la trajectoire des particules
extrémales entre les instants 0 et b;t. Pour cela, nous allons avoir besoin d’un résultat
de contréle des trajectoires du pont brownien. Nous allons utiliser le résultat suivant,
montré par Bramson [8, Lemme 2.2 (b)] :

Lemme 2.6. Soientt > 0. Soit & un pont brownien issu de 0 se terminant en 0 et
de longueur t. Alors, pour tous q € [0;t] et x >0, on a

4 22
P(3s € 0:4): 6] 2 ) < Yo

Ce lemme fournit une majoration explicite, pour ¢, x et q fixés, de la probabilité
qu’un pont brownien de longueur ¢ prenne des valeurs plus grandes en valeur absolue
que z sur [0;¢|. On remarque en particulier que cette majoration ne dépend pas de
t. Nous allons 1'utiliser pour obtenir un controle pour ¢ grand :

Lemme 2.7. Soient % < v < 1. Soit & un pont brownien issu de 0 se terminant en
0 et de longueur t. Alors, pour tous ¢ > 1 ett > 3q, on a

k+ 1)% (k=12

P(ase[q;t—qJ:|§S|z<sA<t—s>mssk_§EEk_mxe—w. (2.15)

]

En outre, pour tout € > 0, on a pour r suffisamment grand,

supP (Fs € [05¢] : [&] > ((sA(t—s))Vr)) <e. (2.16)

t>0

Nous utiliserons plus régulierement (2.16), mais le controle explicite fourni par
(2.15) nous sera utile dans la partie 3.
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Démonstration. Commengons par montrer (2.16). Pour cela on recouvre le segment
[q;t — q| par des segments de longueur 1 a bornes entiéres :
PEselgit—ql &l = (sA(t—s))7)

[t—q]

< S PGselk—1;k &> (sA(E—s))

k=|q]+1
[t/2]

<2 > P@Eselk—1;k:|&] > (sA(t—19))), (2.17)
k=[q]+1

en utilisant que ¢ > 3¢ et que £ et (&_s)o<s<¢ ont méme loi. Pour s € [k — 1;k], on
asA(t—s)>k—2et donc 2.17 est majoré par

2 Y P@Ese 0k jel > (k-2)7), (2.18)

k=lg]+1

ou k—2 > 0, on peut donc appliquer le lemme 2.6 a chaque terme de (2.18) pour le
majorer par

& vk (k —2)2 = (k+1)? (k — 1)
Zk:%w—z)ve}‘p(‘ 2k )SSZ ve’q’(‘z(ml))’

ce qui est la majoration souhaitée.
Montrons maintenant (2.16) a partir de (2.15). Comme la série apparaissant dans
(2.15) est convergente, il existe ¢ > 1 tel que pour tout ¢ > 3g,

P(Eselgit—q: 6|2 (sA(t—9)) < 3.
Alors, pour r > 0 et t > 3¢,
P(3s €058 16] = (s A (t =) V1))
<PFs€0;q]: & >17) +%+P(38 €lt—q;t] &) =17)
= 2P (3s € 05q]: |&] = 1) + 5,
en utilisant la symétrie temporelle du pont brownien. En utilisant de nouveau le
lemme 2.6, on obtient

4 2
P(@se(0iq: 6l > < YT — 0,

rYy r—00

ol la convergence est uniforme en t. Il existe donc 1 > 0 tel que pour tout r > rq
et tout t > 3q,
P(Ese[05t]:|&| > ((sA(t—s))Vr)) <e

Il reste donc a traiter le cas ou 0 <t < 3q. Pour cela, il suffit de remarquer que
dans ce cas on a :

P(3se0;t]:|&| > (sA(t—s)Vvr)) < ]P’(sup €| > 7”)

s€[05t]

<P ( sup |(s| > 7“'7) , (2.19)

s€[05t]
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ou ¢ est un pont brownien entre 0 et 0 de longueur 3¢. Comme sup,¢, |Cs| est p.s.
fini, il existe 7o > 0 tel que pour tout r > 79, (2.19) < e. Alors l'inégalité (2.16) est
vraie pour tout r > r; V 19, ce qui conclut la démonstration. O

Nous allons maintenant appliquer ce controle sur les trajectoires du pont brow-
nien aux trajectoires des particules extrémales. Définissons tout d’abord les deux
boréliens de Z([0;t],R) suivants :

T = {X € 2(0:,®) | vg € 03],

Yy T

X(q) — 2X(s)

< ((gn(s—a) vy}
Lan = {X € 2(0;1),R) | X(s) = V2075 € [~ As"; A7)} .

s, Ay

Le premier controle que la trajectoire se trouve bien dans un certain tube sur le
segment [0;s]| et le deuxiéme controle la position en s. Avec ces notations, la pro-
position 2.5, qui contrdle la position en b(t)t, peut se réécrire : pour tous d € R et
e > 0, il existe A" > 0 tel que, pour tout ¢ suffisamment grand,

P (3 <n'(t): () > n(t) —d et @ ¢ Gy 01) < e,

en prenant A" .= 2A/ Vb ot A est fourni par la proposition 2.5.
On définit également le borélien

S, ={X € 2([0;s],R) [ Vg € [0;5],|X(q)| < ((gA (s—q) V7)},

et on remarque que l'on a I’équivalence suivante pour X € Z([0;¢],R) :

XeTt o <X(q) _ qX(s)) st
0<q<s

5
Si X est un mouvement brownien, on voit alors apparaitre un pont brownien et la
probabilité que ce pont brownien n’appartienne pas a S; est controlée par I'inéga-
lité (2.16) du lemme 2.7. C’est la méthode que nous allons appliquer pour montrer
les deux propositions suivantes. La premiere rajoute un contrdle en un instant sup-
plémentaire A(t), antérieur a b;t, de la trajectoire des particules extrémales qui sont
effectivement proche de ﬁoitbtt a l'instant b, :

Proposition 2.8. Soit A: R, — R, telle que A(t) — oo et A(t) = o(t) quand
t — 0. PourtousdER,e>0,A>O,%<7<1, il existe B > 0 tel que, pour
tout t suffisamment grand,

P (Elj <nl(t):xi(t) >m(t) —d et xl, € ggtt’Aé et x5, ¢ (]tA(tLBW) <e.

On remarque que les hypotheses sur la fonction A nous assurent que, pour ¢
suffisamment grand, on a A(t) < byt.

Démonstration. Montrons tout d’abord que pour tout r» > 0, il existe B > 0 tel que
pour ¢ grand on ait 'inégalité

P(3j <n'(t): af(t) > m(t) —det 2, € Ghoas et @, & Gh.m) (2.20)

<P (Fj <n(t):al(t) > m(t) —det ol € Ghuap o a5y ¢ Tairs) - (2:21)
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Pour cela considérons X € ta ea1 N Alors, en appliquant I’hypothese X €
IRt 25}

T, . en A(t), on obtient

1,7,y

t
bet,r,y*

< ((A@) A (bt — A(t))) V)

=A@y,

pour t suffisamment grand. On utilise cette inégalité ainsi que celle fournie par

I’hypothese X € Q;tt 4 1 bour majorer
At At
X(A®) - V207 Al)| < ’X(A(t)) - bt(t) X(btt)’ 1 bt(t> X (bit) = V207 bt
<A@ + Ab(?A\/i
t

1/2
< A + A(t)l/Q;;l (Ag))

< BA(1)",

pour B > A+1 et t suffisamment grand tel que A(t)/t < b?. On a donc montré que,
pour B et t suffisamment grand, Qétt’A% N Ty~ est inclus dans Qétt’Aé NGAw).BA»
ce qui implique que (2.20) < (2.21).

11 suffit maintenant de montrer qu’il existe r > 0 tel que (2.21) < e. Comme dans
la démonstration de la proposition 2.5, on utilise le lemme de regroupement 2.1 et

on obtient alors que (2.21) est égal a

e'E

Ty

btt} , (2.22)

Lpsmw-da g, , —vao2 puel-aviavi " i, o ¢s
Ul,t t ’ o% q byt U% tbtt
, 0<q<byt

ol B est un mouvement brownien standard. On considére Wy, Wy de loi N(0,1)
et £ un pont brownien entre 0 et 0 de longueur b;t tels que Wy, Wy et & soient
indépendants. On a alors I'identité en loi

q
(Bt, Ba%’tbtt’ <Ba%’tq N @Ba%’tbtt 0<q<bet

Lot (Ul,t bitWi + 040/ (1 — by )t Wy, Jl’t\/btitwl’ UMS)

et on en déduit que (2.22) est égal a
Wi
(2.23)

Le calcul de la premiere ligne de (2.23) est analogue au calcul effectué dans la
démonstration de la proposition 2.5. On pose de nouveau Z; = W; — Jl,t\/ﬁvbtt.

ﬁl(t) —d— 01tV bttWI
0'27,5 (1 — bt)t

e'E

lwl—al,tﬁ\/WE[— A . _A ]P (Wz >

o1,t’ o1t

x P (016 ¢ S .
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Ici |Zy| est borné par A/oy, donc il n’y a pas besoin d’introduire la décomposition
(2.8) et on peut majorer directement
02tV 1—b

Wl)
<
\/_U2t<1_bt _Ult\/b_tZt
1 logt d 9
1

P W2 > m(t) —d— O1,tV btﬂ/Vl
(1— bt

02,t 1-— bt
ZtQU%,tbt
/(1 —by)t 203, (1 — by)

1 ) Zza%tb
= — 1-b)t — ——————+2Z7 \/ byt d
0'2715\/1Tbt €xXp ( 0-2,15( t) 2 (1 — bt) talt t + \/_

| /\

1
——————exp ( Ugt(l by )t + 27,0141/ bit + 5 logt + \/§d>

pour ¢t suffisamment grand. Alors, en utilisant que Z; a pour loi
N (—=v201(t),/b(t)t, 1) et en regroupant les différentes exponentielles, on ob-
tient la majoration :

m(t) — d — oy /bt Wy
(1 —by)t

e'E

1W1 —01,6V2vbitE[— i%%]P (W2 >

eV2d A1 22
Lo ( ) 0
\/1 — bt V 27T P 2t(1 bt)

f"lt

fd/ mexp( y2>dy

_ e\/§d7

avec le changement de variable z = yog41/1 — b;. On a donc montré que (2.23) est
majoré par

V2! x P (01 ¢ S) . (2.24)

I1 suffit maintenant de montrer qu’il existe r > 0 tel que (2.24) < e. Or par l'inégalité
(2.16) du lemme 2.7, il existe 7 > 0 tel que P(¢ ¢ S2) < e~ V. Comme oy, < 1,
on en déduit que (2.24) < e, ce qui conclut la démonstration. O

La seconde proposition rajoute encore un controle de la trajectoire entre les
instants A(t) et bt pour les particules extrémales dont les positions aux instants
A(t) et byt sont déja controlées, c’est-a-dire qui appartiennent a la fois a g bit AL et

& GAw).By *

Proposition 2.9. Soit A: R, — R, telle que A(t) — oo et A(t) = o(t) quand
t — 0o. Pour tousd € R, e >0, A,B > 0, % <y <1, il existe r > 0 tel que, pour
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tout t suffisamment grand,

P(E]j < n'(t) s 2j(t) > m(t) —d et aj, € Gitt,Aé NGaw.Br
—-A
et 2l (A(t) + ) — 2l (A1) ¢ T Ay ) S €

j?t

(2.25)

Démonstration. On majore la probabilité dans (2.25) par
P(3j < n'(t): 2f(t) > m(t) —d et at, € Ghiat

et ot (A() + ) — 2t (A1) & T A0

m(t) —d-— 01tV bttWI
0-2,t (1 — bt)t

o1,t’ o1t

")
(2.26)

avec Wi, Wy de loi N'(0, 1) et & un pont brownien entre 0 et 0 de longueur b;t — A(¢)
tels que Wy, Wy et & soient indépendants, d’apres le lemme de regroupement 2.1.
D’apres la démonstration de la proposition 2.8, (2.26) est majoré par

e etE ﬂwl_al’tﬁme[_i.i]ﬁb (WQ >

x P (0146 ¢ 575720,

eV X P (0,6 ¢ Shi2W) (2.27)

et, par l'inégalité (2.16) du lemme 2.7, il existe r > 0 tel que (2.27) < €, ce qui
conclut la démonstration. O

On a donc montré qu’avec forte probabilité, les particules extrémales a I'instant
t étaient proches de V207 ,b;t & instant byt (3 At'/? pres), proches de V207 ,A(t)
a linstant A(t) (& BA(t)"/? pres) et que la trajectoire entre ces deux instants ne
s’éloigne pas trop de la ligne droite entre les deux positions a ces instants.

2.3 Comportement asymptotique des solutions de 1’équa-
tion F-KPP

On a vu dans la partie précédente que, pour étudier les particules extrémales, il va
nous falloir travailler sur le mouvement brownien branchant standard conditionné
a avoir une particule extrémale plus haute que \/ﬁaut, ou og; > 1. Dans cette
partie, on considere u une solution de ’équation F-KPP avec une condition initiale
vérifiant certaines hypotheses et on s’intéresse au comportement asymptotique de
u(t, (v/24a)t+o(t)) pour a > 0. Par exemple avec la condition initiale (0, ) = 1g_,
si ((x(t))1<k<n(r))e>0 st un mouvement brownien branchant standard, alors on a

IP’( max ik(t)Z(ﬁ—i—a)t—i-y) :u(t,(\/ﬁ+a)t~l—y),

1<k<n(t)
d’apres le lemme 1.7. Le résultat principal de cette partie est le suivant :

Proposition 2.10. Soit u une solution de l’équation F-KPP (1.1) dont la condition
initiale vérifie les conditions suivantes :
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(a) Ve e R,0 < wu(0,2) <1,
(b") yo :=sup{y € R | u(0,y) > 0} < oo,
(¢) Ip>0,M>0,N>0:Ve <M, ["TNu0,y)dy >n.

Alors, pour x(t) = at + h(t), ot a > 0 et h(t) = o(t), on a la limite

Viexp <\/_x( ) + (22 ) ( t, V2t + a(t )) — Cula), (2.28)

ot la constante Cy(a) € |0; 00| est définie par la limite suivante :

—a 7‘/2 (vV2+a) —2a
Cula) = lim \/%/ 7’ Y+ \/_7’> Y (1 y) dy. (2.29)

Si H est un ensemble de fonctions de Ry dans R tel que h(t)/t tend uniformément
vers 0 pour h € H, alors la convergence (2.28) est uniforme pour h € H.

Les conditions (a) et (c) sont identiques a celles définies dans le théoréme 1.8,
mais la condition (b’) est plus forte que la condition (b). En effet, la condition (b)
consiste en une condition d’intégrabilité de u(0,-) en I'infini, alors que la condition
(b’) signifie que u(0, -) est nulle en I'infini. Comme les conditions (a), (b) et (c¢) sont
vérifiées, on va pouvoir utiliser la proposition 1.19 pour encadrer u a 'aide de la
fonction 1. Le lemme suivant montre la convergence (2.28) pour la fonction ¢ a r
fixé :

Lemme 2.11. Soit u une solution de [’équation F-KPP (1.1) dont la condition
initiale vérifie les conditions (a), (b’) et (c). Soit r > 0. Alors, pour x(t) = at+h(t),
ot a>0 et h(t)=o(t), on a la limite

Vtexp (\/ix(t) + x(t)2> " (7“, V2t + m(t)) = Cyu(r,a), (2.30)

2t —00

ou la constante Cy(r,a) € ]0; 00| est définie par :

Cy(r,a) = e~y 7" v+ \/_7’) (V2+a)y (1 - 6_2“y) dy. (2.31)

ke

Si H est un ensemble de fonctions de Ry dans R tel que h(t)/t tend uniformément
vers 0 pour h € H, alors la convergence (2.30) est uniforme pour h € H.

Démonstration. Par définition de v, on a

Viexp (\/_w() (t>2> (r.t, V2t + (1))

2t

3
_ w—a(®))? Wt leet
/ ry+V2r) eVe (1 S dy

\/2 (t—r) Jort—1) B

'rz(t)2

:me i r>/0 F(t,y)dy, (2.32)
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ou la fonction f est définie par

z(t) z(t)+ \?’flogt
f(t’y) = U (7‘, Y+ \/57‘) \[ye 20t— r)—i-y (1 e 2y4t2,f .
Pour y € R, on a la convergence suivante, uniforme en h € H,
f(ty) = u(ry+V2r) eV™en (1— ™) (2.33)

et il suffit donc maintenant de dominer f(¢,-) uniformément en h € H. On a

yw(t)

Flty) <u(ry+v2r)eV®es
<u(ry+v2r) V2, (2.34)

pour ¢ suffisamment grand tel que x(t)/(t — r) < a + 1 (indépendant de h € H).
Pour majorer la fonction u, nous allons procéder comme Chauvin et Rouault [10].
D’apres la formule de Feynman-Kac (présentée par Durrett dans [12]), on a

u(t,z) = E {u(O, v+ By)exp (/Ot k(u(t — 5,2 + By)) ds)] (2.35)

ol B est un mouvement brownien standard et la fonction k est définie pour u € [0; 1]

par

k(u) ::hSL), avec h(u) = (1 — u) szl—u

Par un calcul immédiat, f est concave et f’(0) = 1, donc, pour tout u € [0;1],
k(u) < 1. En outre, par la condition (b’), on a u(0,-) < 1j_q,, et on peut donc
majorer (2.35) par

© e y/2 . @)

= \/_ <ee 2, (2.36)

des que x >y, par I'estimation classique de la queue gaussienne suivante :

E |::H‘l'+Bt§y06t:| =

e V2/2 )
Yu > 0 / dy <e w2 (2.37)

On utilise (2.36) pour majorer u(r,y + v/2r) pour y > 4, ce qui nous donne :

/0 (r Y+ \/—T) (Vatatiy g,

2
< /yo e(V2Hatly qy 4 Y e RS (et dy
0 Yo

V2+a+1)yo _ 00
_ el Jyo _ 1 n V200 / efge(wu%o)y dy
Yo

V2+a+1

< Q.
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La fonction de y définie par (2.34) est intégrable et domine les fonctions f(¢, ) pour
t suffisamment grand, donc, d’apres la convergence (2.33), on a par théoreme de
convergence dominée

> - V2y ay (1 _ ,—2ay
/0 f(t,y)dy:o/o u('r’,y—i—ﬂ'r’)e e (1 e )dy.
D’autre part, on a également la convergence suivante, uniforme en h € H,

\/E Tz(t>2 ]_ Ta2
2 .

- ¢ T 2t(t—r) _
on(t —7) =6 /2w

On a donc montré que (2.32) converge uniformément en h € H quand ¢ tend vers
I'infini vers

\/2_/ e~ 0T/2y, r Y+ \/_r) (V2ta)y (1 - 6_2‘”’) dy,
T

ainsi que le fait que cette intégrale est finie. La constante C,(r,a) est donc bien
définie et on a montré la limite (2.30). O

Démonstration de la proposition 2.10. Comme les conditions (a), (b) et (c) sont vé-
rifiées, on peut utiliser la proposition 1.19 : pour r assez grand, pour tous t > 8r et
T > 8r — % logt,

1
——p (r e +V2t) <u(t,x+V2t) <A (rt o +V2t), (2.38)
L e VE) <54+ VE) <5000 0+ V)
ou v: Ry — R est une fonction décroissante qui tend vers 1 en l'infini. Si on fixe
r grand tel que (2.38) soit vérifiée, alors, pour ¢ suffisamment grand, on a t > 8r et
x(t) > 8r — % logt et on peut appliquer (2.38) pour obtenir

v(r)

SO (rot () +v21) < VeV O+ u( a(t) + V2t)
< ()i BT (1) + V)

et, en faisant tendre ¢ vers l'infini et en utilisant la limite, on en déduit la borne
inférieure, uniforme en h € H,

x(t 2 1
lim inf vev2 O 55y (12 (t) + V2t) > iy Cala) (2.39)

et la borne supérieure, uniforme en h € H,
lim sup VeV O+ 5y (t z(t) + \/515) < A(r)Cyu(r, a). (2.40)
t—o00

Comme (2.39) et (2.40) sont vraies pour tout r grand et que leurs parties de gauche
ne dépendent pas de r, on obtient les bornes, toujours uniformes en h € H car les
parties de droite de (2.39) et (2.40) ne dépendent pas de h,

2
hm mf VieV2Et+ = ( L o(t) + \/§t) > limsup C,(r, a)

T—00
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et )
x(t
lim sup v/teV2*®+ S (t, z(t) + \/§t) < lim inf Cu(r, a),

t—00

en faisant tendre r vers l'infini et en utilisant que y(r) tend vers 1. On en déduit
que les deux limites suivantes existent dans [0; co] et vérifient

()2
lim \/Ee\/ix(t)Jr%u (t’ ;(;(t) + \/§t) = lim Cu('f’, a)7
t—o0 r—00

la limite de gauche étant uniforme en h € H. Donc la constante Cy(a) définie
par (2.29) existe et la limite (2.28) est vérifiée. Il reste maintenant a montrer que
0 < Cy(a) < oo. Mais, en considérant les inégalités (2.39) et (2.40) a r fixé, on
obtient

Wcu(rv a) < Cyla) < (r)Cu(r, a)
et 0 < Cyu(r,a) < oo d’apres le lemme 2.11 et y(r) < oo, donc on en conclut que
0 < Cyla) < 0. O

La proposition 2.10 est celle utilisée tout au long de I'article de Bovier et Hartung
pour décrire le comportement des solutions de 1’équation F-KPP. Cependant, nous
nous sommes placés ici dans un cas légerement plus général ou les vitesses 014 et 09,
dépendent de I’horizon ¢ et nous allons donc avoir besoin dans la démonstration du
théoreme 2.17 d’une variante de la proposition 2.10, ou la fonction u peut dépendre
légerement du temps :

Proposition 2.12. Soit u et u' pourt > 0 des solutions de l’équation F-KPP (1.1)
dont les conditions initiales vérifient les conditions (a), (b°) et (c). On note yy =
sup{y € R | u(0,y) > 0} et pourt >0, y§ = sup{y € R| u*(0,y) > 0}. Supposons
que u' converge simplement vers u et que y§ converge vers yo quand t tend vers
Uinfini. Alors, pour x(t) = at + h(t), ot a > 0 et h(t) = o(t), on a la limite

t 2
Vit exp (ﬁx(t) + “’(Qt) ) ut (1, V2t +2(t)) — Cula), (2.41)
ot la constante C,(a) est définie par (2.29) Si H est un ensemble de fonctions de R,
dans R tel que h(t)/t tend uniformément vers 0 pour h € H, alors la convergence
(2.41) est uniforme pour h € H.

Démonstration. La démonstration de cette proposition est identique a celle de la
proposition 2.10 & un point preés. On consideére les fonctions v associées aux fonctions
u! et on montre tout d’abord que

Vtexp (\/ix(t) + mgf) Pt (r, V2t + x(t)) = Cu(r,a), (2.42)

uniformément en h € H. Pour cela on procede de la méme maniere que dans la
démonstration du lemme 2.11 :

Vtexp <\/§x(t) + x<t>2> V¥ (r,t V2t +a(t)) = Le_% /OOO f(t,y) dy,

2t 2n(t —r)

36



ou la fonction f est définie par

@ @ (t)+=3= log t
f(tv y) = (7", Y+ \/§T> Gﬁye_ﬂfii")—i_yt—(? (1 — 62y1s2\/r§g> )

Par convergence simple de u; vers u, on a, pour y € R, la convergence suivante,
uniforme en h € H,

ft,y) o (r, Y+ \/57") V2w (1 — e_2ay> : (2.43)

Pour dominer f, on a besoin ici d'une majoration de u'(s, z) uniforme en ¢. C’est ici
que l'on a besoin de I'hypothese de convergence de yb. En effet, on a donc g < yo+1
pour ¢ suffisamment grand, et par (2.36), on a, pour tout s > 0 et x > yo + 1,

_(ezvp)? _(e—up=1)?
u'(s,z) <efe” 3 <efe

et on obtient ainsi une domination pour f en procédant comme dans la démonstra-
tion du lemme 2.11. On en déduit la convergence (2.42) et ensuite la convergence
(2.41) par un raisonnement d’encadrement, identique a celui de la démonstration de
la proposition 2.10. O

2.4 La martingale de McKean

Dans cette sous-partie, nous allons étudier la martingale (Y (¢));>o qui est définie

par

A(t)

Y(t) — Z e—t(1+a§)+\/§ala‘:k(t)

k=1
pour t > 0, ot ((Zx(t))1<k<n(t))e=0 est un mouvement brownien branchant standard.
Rappelons que le fait que (Y (¢));>0 soit une martingale, est une conséquence du
lemme de regroupement 1.5. Comme elle est en outre positive, elle converge presque
stirement vers une limite Y.

Bovier et Hartung appellent (Y (t)):>o martingale de McKean parce qu’elle fut
introduite pour la premiere fois par McKean [20], qui prétendait que Y avait une
limite strictement positive p.s. des que o; < 1. Cependant sa démonstration reposait
sur un résultat faux de son article [20] et Lalley et Sellke [18] ont montré que dans
le cas 01 = 1 la limite est nulle presque stirement. Nous travaillons ici dans le cas
o1 < 1 et nous allons montrer que (Y (¢)):>o est uniformément intégrable et que la
limite est strictement positive p.s., c’est-a-dire que le résultat de McKean est en fait
vrai pour o7 < 1.

Théoreme 2.13. (Y (t))i>0 est une martingale uniformément intégrable et

Y(t) — Y p.s. et dans L*.

t—o00

En outre, Y est strictement positive presque stirement.

37



Démonstration. On a vu que (Y (t));>0 est une martingale qui converge p.s. vers Y.
Supposons I'uniforme intégrabilité. Alors la convergence L' découle du théoréme de
convergence L' pour les martingales. Montrons maintenant que Y est strictement
positive presque stirement. On fixe un instant ¢ > 0. Alors, pour s > 0, par propriété
de branchement en l'instant ¢, on a

3I

(t) n %) (s)
Y(t+s)= e

=1

—(t+8)(1+02)+v 201 (ik(t)-*'i‘gk)(s))

&~

" A () o
Z t(l+o’1 \[0’13% e 1+0' \/icrlzii (s) (244>
k=1 1

Y
1=

ou les ((i’gk)(s))lgk@(k)(s))szo pour k € N* sont des mouvements browniens bran-
chants standard indépendants. En faisant tendre s vers I'infini dans (2.44), on obtient

a(t)
Y =3 ettt V2an®y (k)
k=1

ott les Y® pour k € N* sont i.i.d. de méme loi que Y. On en déduit que
P(Y =0)=P(Vke [1;n(t)],Y® =0) =E[P(Y =0)""]

et donc que P (Y =0) € {0,1} car n(t) > 1 p.s. et n(t) — oo p.s. quant ¢ tend vers
infini. Or on a E[Y] = 1 par la convergence L', donc P (Y = 0) = 0.

Il nous reste donc a montrer I'uniforme intégrabilité. Soit € > 0, on veut montrer
qu'il existe a € R tel que pour tout ¢t > 0, E {Y(t)]ly(t)>a} <e Pourt >0, A>0,
r>0 et % < v < 1, on définit la variable aléatoire

3

t)
YA,r (t) — e*t(1+0%)+\/§o'lfk(t)ﬂ

Ty (t)—V201t€[ - AVEAVE et Ty €T, 0
1

e
Il

qui est une troncature de la somme qui définit Y (¢), ou 'on ne garde que les par-
ticules proches de /201t & l'instant ¢ et dont la trajectoire jusqu’a l'instant ¢ est
dans le tube défini par tfm' Ces particules sont celles qui contribuent le plus a
Y () : nous allons montrer que pour A et r grand, Yy ,(¢) approche bien Y (¢). Tout
d’abord, on a Yy () < Y(¢). En utilisant le lemme de regroupement 1.5, on a

E[Y(t) — Ya,(t)] = 'E {et(1+0%)+\/§013tlBt—ﬁaltgé[—A\/f;A\/ﬂ ou (Bo—3B

t t)ogsgt

ETtry

- 0'2 g
=E[e My gt aviaval

iR [e_tofﬂ/iolBt} P (§ ¢ Sﬁﬁ) , (2.45)

ou B est un mouvement brownien standard et & un pont brownien entre 0 et 0
de longueur t. D’apres le lemme 2.7, pour r suffisamment grand, pour tout ¢ > 0,
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P(E ¢S ,) < ¢/6et (2.45) est donc majoré par

—x2/2 €
~(y+v201v7)* /2

— / 67t0%+\/§al\/i(y+\/§a1ﬁ) € (y ' ) / dx + E

yg[—A;A] 6

V2r

/ 67t0%+\/§a1 \/Ex 1
R

ey/2 €
Y- AA] /2T

ott 'on a effectué le changement de variable y = z — v/201 /%, puis regroupé les deux
exponentielles. Pour A suffisamment grand, on a (2.46) < ¢/6. On a donc montré que
pour r et A grand, pour tout t > 0, on a 'encadrement 0 < E[Y () — Ya ()] < ¢/3.

Maintenant que I'on a montré que Y'(¢) et Y4, (t) sont proches dans L' unifor-
mément en ¢, on fixe A et r et on veut montrer que (Y4, (t)):>o est uniformément
intégrable et pour cela, on va montrer que (Ya,(t));>o est bornée dans L?. Pour
t > 0, on calcule donc le moment d’ordre 2 de Yy ,.(¢) :

E[(Yar(1)?] = (T1) + (12),

ou l'on a séparé les carrés et les produits mixtes en posant

(2.46)

Z —2t(1+02)+2v201 74 (¢ )1]_

T3 (t) =201t [— AVE AV et xk,teﬁfm]

n()

(T2) =E e~ 2t(+0])+v201 (zi(1)+25 (1))

.’Ei(t),.ij(t)E\/iCTlt#»[fA\/z;A\/ﬂ et ii,t,ij,teﬁf,qﬁ] °
ij=1
1#]
Commengons par majorer (7'1), en utilisant le lemme de regroupement 1.5 comme
précédemment et en majorant I'indicatrice d’appartenance a 721“’7 par 1:

2
69U/2

— 0'2 ag X
(T1) < et/Re 2t(14+02)+2v201V/1 ﬂxﬂ/iolx/ie[fA;A]ﬁdx
.2
_ o~(=adr /A (Variy "
- V2T
< e—(1—od)t /A eV201Vty dy
—A

a- )t \/501\/214 _ e—\/icl\/ZA

=e VT . 2.47
Vaoni (240

Comme (2.47) est une fonction continue de ¢t € R, qui tend vers 0 en 'infini, elle

admet un maximum que 1’on note D; (o7, A). On a donc montré que pour tout ¢ > 0,

(T'1) < Dy(01,A). Majorons a présent (72). On utilise le lemme 1.6 de regroupement

d’ordre 2

(T2) :Ket/ot - SE{

x 1

dy

(1+Ul)+f01 (B(l S)+B(2 S)> 1
Bél,s)7B£2’S)E\/§Ult+[_A\/Z;A\/ﬂ (248)

}ds

(B1("1YS> )TG[O;t] 7(B?(“2’S) )re [05t] ethfr,v
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ot B1#) et B2 sont définis dans le lemme 1.6, c’est-a-dire ce sont deux mou-
vements browniens égaux jusqu’a l'instant s et indépendants ensuite. Du contréle
fourni par 7,  on ne garde que le controle a I'instant s et, comme on a B{"*) = B{**)
ainsi que l'identité en loi

(B, B B) 2 (VW /sWa + VE— sWa, sWh + VE— W)

avec Wy, W et W3 indépendants de loi N'(0, 1), on peut majorer (2.48) par

t
—s—2to? V201 (2¢/sWh+/t—5(Wa+W:
K/ =2 | V201 (2v5 M =72 3))1W Wae YEO1t-W1VE | AVE . AVE
0 2,/W3€ Vit—s +[_\/t—s’\/t—s]

X ]l|\/§W1—§(\/§W1+\/1§W2)’g((s/\(t—s))\/T)W et |\/§W1—§(\/§W1+\/t?swg)\g((m(t_s))w)v] ds

t i
< K/ 6_8_%7%1[3 eﬁal(%ﬁwﬁ_ t_s(W2+W3)>]1W V201t—Wi/5 AVE . AVt
0 2 W = B - 5 (2.49)

x ﬂ\wl—ﬂalﬁ\g(s,t)] ds,
en utilisant le contrdle fourni par la premiere indicatrice et 1'inégalité triangulaire

pour majorer la deuxiéme et en posant I(s,t) :== ((s A (t —5)) V1) //s + A5/ V1.
Comme Wi, Wy et W3 sont indépendants, (2.49) est égal a

—z2?
K/t e—s—thr% /\/501\/5—&-[(5,15) 62\/501\/§m6 /2
0

V201+/5—1(s,t) \ 2T
%4_\/7 f 2 2 2

X 2o1vimsyE L dy | dzds
( = v2r )

—(z g S 2
— K/t 6—5—2150% /I(S7t) 640%5+2\/§01\/§Z€ ( V2 WE)/2
—I(s;t) V2T

( V20 (t=s)—25 | AVE f —y2/2 2
Vt—s Vit—s 20 t—s
X Wiy € dy | dzds
V2r

V3o (t=s)—=/5 _ AVE

i=s Vies 2m

7 2
K t s 2t0?4407s I(st) o= (2=V201/5)%/2 72@:4\[ 21ma) 67w2/2d L
o 0 € —I(s,t) /2 =2/ AVE € \/ 27 v S
’ Vit—s

t oo I(st) o= (2=V2011/5)%/2
< K/ e_(1_2”1)5/ dzds, (2.50)
0 —I(s,t) \ 2T

ou l'on a successivement effectué les changements de variables z = x — \/501\/5 et
w =y — \/201\/t — s, puis majoré l'intégrale sur w par exp(c?(t — s)). Pour t > 2r,
on découpe l'intégrale sur s en trois morceaux : (2.50) = Ry + Ry + R3, en coupant
en r et t —r. Pour Ry, on majore 'intégrale sur z par 1 et on obtient

R, < K/ —(1-207)s ds = D 1(0’1,7”)
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Pour R, on effectue le changement de variable v = z —y/2074/5s, on majore la borne
supérieure de l'intégrale par +oc0 et on obtient

71)2/2

Ry< K [ et-2hs [7 ¢ dud
< / e P08 / vds.
2= r V201\/5—I(st) /2T

Pour s € [r;t — 7], ona I(s,t) = (s A (t —8))/\/s + A/s/VE < 87712 4 A et,
comme 1/2 < v < 1, il existe so(A) > 0 tel que pour tout s > so(A),

1 — 2
§7712 4 A < min (\/5001, \/501> Vs, (2.51)
1

Quitte & modifier le choix de r effectué, on suppose r > so(A). Alors on a v/201+/5 —
I(s,t) > 0, donc par 'estimation de la queue gaussienne (2.37) on en déduit :

Ry < K/t_r 67(1720%)867(\/iglx/gfl(s,t))Q/Q ds

< K/t_’" o (10D +v201 VRl (s.) g
< K/t_r e~3(-0d)s ds,

en utilisant de nouveau l'inégalité (2.51). On en conclut donc

Pour Rs, onas € [t—r;t] et donc I(s,t) = 17 /\/s+ Ay/s/v/t < r7~12 4 A Comme
r > so(A), on peut utiliser I'inégalité (2.51) pour majorer I(s,t) et on obtient, de la
méme maniere que pour Ry ,

t
Ry < K e~3(1-0})s ds<K/ e~3(1- ”l)sds—Dgg(al,r),
t—r

en utilisant que ¢t > 2r. On a donc montré que (2.50) < Dy;(0q,7) + 2Dy 5(01,7)
pour t > 2r. Mais pour ¢t < 2r, on a (2.50) < K2re_(1_”%)27”, en majorant l'intégrale
sur z par 1. On en conclut donc que

(T2) < max <D271(01, r)+2Dso(0q, 1), KQTG_(I_U%)%) =: Dy(0,7)

et que pour tout ¢ > 0, E[(Ya,(¢))?] < Di(o1, A)+ Ds(0y,7), c’est-a-dire (Ya,(t))i>0
est bornée dans L?.

Nous allons pouvoir montrer maintenant qu’il existe a € R tel que pour tout
t>0E {Y(t)lly(t)m} < e. On fait apparaitre Yy ,.(¢) pour majorer cette espérance :

E [Y(t)ly(tpa} =K [YA,r(t)]lY(tba} +E {(Y@) - YA,T<t)>]lY(t)>a}
<E [YA,r(t)ﬂYA,T( £)> %] +E {YAT( )Ly (t)>a — ]]‘YA,r(t)>%):|
+E[Y(t) - Ya, ()]
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On utilise le fait que (Y ,(t));>0 soit bornée dans L? pour majorer le premier terme :

E [YA7r(t)1YAm(t)>%} S 621]E {(YA,T(t))Q} S 2(D1(01,A) + DQ(O’l,T’)) S

Y

Wl ™

pour a > 6(Dy(01, A) + Ds(01,7)) /€. Pour le deuxiéme terme, on a

E [Yar()(Iyysa = Lys,@>2)] <E[Yar®)ly@salya, m<s]

<E {YA,r(’f)HY(t)fYA,r(t)zYA,r(t)}
<SE[Y(t) = Ya, (1)

Or on a choisi A et r tels que E [Y(¢) — Ya,(f)] <¢/3 donc on a E [Y(t)ﬂy(t)>a] <e
pour tout ¢ > 0, ce qui conclut la démonstration. O

Remarque. On remarque que pour A et r fixés, les constantes Dy (o1, A), Do1(01,7),
Dy o(01,7) et Dy(oy,r), explicitées dans la démonstration, sont des fonctions conti-
nues de o1. On pourra donc utiliser qu’il existe une constante D(A,r) > 0 telle que
pour tout t > 0, Dy(01,4, A) + Do(o14,7) < D(A, 7).

Nous allons également avoir besoin dans la suite d'un controle sur les variables
aléatoires

3

)
YA77 (t) — e—t(1+a%)+\/§a15k @1

k=1
pourt20,A>Oet%<'y<1.

T (t) =201 t€[— AtY; AV

Lemme 2.14. La famille de variables aléatoires (?Aﬂ(t>>t20,A>0,%<7<1 est unifor-
mément intégrable. En outre, pour tous A > 0 et % < v <1, on ala convergence

Yao(t) 25 Y. (2.52)

t—00

Démonstration. On remarque que pour tous ¢t > 0, A > 0 et % < v <1, ona
Ya(t) <Y(t), donc pour a € R, on en déduit

E[Var ()15, a) <E[Y ) Lysa] -

L’uniforme intégrabilité de (Y/A,w(t))tzo, 40,1 <y<1 €st donc une conséquence de I'uni-
forme intégrabilité de (Y (¢)):>o montrée dans le théoreme précédent.

Montrons & présent la convergence (2.52). Soient ¢t > 0, A > 0 et % <7y <1, on
a de la méme maniere que dans la démonstration du théoréme 2.13, en utilisant le
lemme de regroupement 1.5,

¥ — o? o1Vt 6_172/2
E[Y(t) = Yay(t)] = ¢ /R e oot ]l\/im—\/?mtgé[—At“f;At“f]ﬁ dz

Y2 /2 1
= — 0,
vel-arbar b Vaw Y o
avec le changement de variable y = x — V201v/t. Comme Y (t) — ?Aﬁ(t) >0, o0n a
donc montré que Y (t) — Ya,(t) tend vers 0 dans L' quand ¢ tend vers I'infini. Or
Y (t) tend vers Y dans L' d’apres le théoréme 2.13, donc Y, (¢) tend vers Y dans
L' quand t tend vers l'infini. O
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Cependant, nous travaillons ici dans le cas de vitesses dépendantes du temps,
nous allons donc avoir besoin d’un résultat supplémentaire par rapport a l'article [6]
de Bovier et Hartung, concernant la convergence des variables aléatoires obtenues a
partir de YA’,Y<S) en remplagant oy par oy, : on pose

n(s)
Yj,lvt( ) = Z e—s(1+oit)+\/§al,t5k(s)ﬂ
k=1

Z1(8)—V/201,15€[—As7;As7]

pour t,s >0, A>0et % < v < 1. Le lemme suivant est un résultat de convergence
pour ces variables aléatoires quand ¢ tend vers l'infini, avec s dépendant convena-
blement de ¢ :

Lemme 2.15. Pourt >0, on pose €(t) = o1, — o1 et A(t) = VAL 1 . Alors, pour
tous A >0 et % <~y <1, on a la convergence

viAr) Sy (2.53)

Démonstration. Montrons tout d’abord que YU“(A( )) est proche de Y4, (A(t))
dans L'. Pour alléger les notations, on note I := \/_alA(t) + [-AA()T; AA(2)7] et
I == V201, A(t) + [~ AA(t)” ; AA(t)Y]. On majore alors

g n-sais
n(A(t
Z ’ (1407 JHV201E(AD) _ A(t)(1+‘7%)+‘/§alfk(A(t))’ﬂfk(A(t))elmIt
=1
A0

—I—E Z e t)(1+07)+Vv201Z( (t))ﬂ.jk(A(t))EIﬂ([t)c
k=1
[A(A(t)) A (Lt o? N i (At

+E e ) +Ul*t)+ 71,2k( ())ﬂfk(A(t))EItﬂIc
L k=1

= Ql + Q2 + Q3'

Pour majorer ()5, on proceéde comme dans la démonstration du lemme 2.14 avec le
lemme de regroupement 1.5,

—x2/2
__A® —A(t)(1402)+v2014/A( €
Q2 =¢€ /R 1) 1 )z R@eln()e o dx

e_y /2
S / 1 1 1. dy
YEV2e(t) A1) 2 +H[-AA()T2;AA() 2] V2T

avec le changement de variable y = = — v/20;A(t)"/2. Or, quand ¢ tend vers l'infini,
e(t)A(t)/2 < e(t)Y/? tend vers 0 et AA(t)"~1/2 tend vers I'infini, donc Q) tend vers
0. De méme @3 tend vers 0. Il reste a controler ;. On a

e

n(A(t
Ql <E Z ) (14+02)+v201Z, (A(L)) ‘

—A@t)(0F ,—oD)+V2e(t) TR (A(t) _ 1‘ 1z, (a@))er
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Or, sur {Z(A(t)) € I}, on a

‘e—A(t)(oit—af)-‘r\/iﬁ(t)ik(A(t)) _ 1‘ —

o~ AW)(07,—o=2e(t)or ) +v/2e(t) (T (D) VIR A®)) _ 1‘

< AW +V2e(t)] AN 4

- )

en utilisant le fait que |e* — 1| < el*l — 1 pour tout 2 € R. On en déduit que

0, < ( AD)e(t)+V2e(t) AA(?) ) Z o~ AW +0D) +VEnE(A®D)

Z’k(A(t))EI]

< (ee(t)+\/§A|e(t)ll’” _ 1) E[Y(A(t))] — 0,

t—o00

car €(t) tend vers 0 et E[Y(A(¢))] = 1. On a donc montré que

E [[735(A0) = Yag(a®)] 72 0
or par le lemme 2.14, on sait que Y4.(A(t)) converge vers Y dans L', donc
YU1 S (A(t)) converge également vers Y dans L' quand ¢ tend vers l'infini. O

2.5 Convergence de la particule extrémale

Dans cette sous-partie, nous allons montrer la partie (i) du théoreme 2.4, c’est-
a-dire la convergence en loi de M (t) —m(t) quand ¢ tend vers I'infini, ou M (t) est la
particule extrémale a I'instant ¢ du mouvement brownien branchant a deux vitesses
d’horizon t et

m(t) = V2t — \/ilogt

ainsi que la description de la limite (2.4). Commencgons par montrer dans le lemme
suivant que M (t) — m(t) ne peut pas étre trop petit pour ¢ grand :

Lemme 2.16. Soit € > 0. Alors il existe d € R tel que, pour t suffisamment grand,
P(M(t)—m(t) < —d) <e

Ce lemme montre qu’avec forte probabilité il existe des particules au-dessus de
m(t) — d, c’est-a-dire des particules extrémales dont on a décrit la trajectoire dans
la sous-partie 2.2. Il n’est pas démontré par Bovier et Hartung [6] qui font référence
a larticle [13] de Fang et Zeitouni dans lequel ils montrent un lemme analogue
pour la marche aléatoire branchante a deux vitesses, dont s’inspire en partie la
démonstration qui va suivre.

Nous allons d’abord introduire une nouvelle notation. Pour % <y<l,r>0et

t > 0, on définit le borélien ﬁtw de 2([0;t],R) comme 'ensemble

22
{X e 2([0;t],R) ‘ Vs e [0;¢],| X (s) — tt(S)X(t) < ((B2s) A (8= 53(s))) v r)”} .
Cette définition ressemble a celle de 7, introduite dans la sous-partie 2.2 mais cet

ensemble permet de controler la trajectoire des particules sur [0;¢] tout entier. En
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effet, ’ensemble Tsfm n’est utile que pour s < b; car c’est uniquement dans ce cas
que l'on peut se ramener au lemme 2.7 sur les trajectoires du pont brownien : si
s > by, la trajectoire sur [0;s] d’une particule du mouvement brownien branchant a
deux vitesses n’est plus celle d’un simple mouvement brownien de variance oy ;. En
revanche, ce changement de comportement en b, est pris en compte dans la définition
de ’73@ et, si X est la trajectoire sur [0;¢] d'une particule du mouvement brownien
branchant & deux vitesses, c’est-a-dire X = (Byz(y))o<s<t avec B un mouvement
brownien, alors on a 1’équivalence

XeTl «¢es! (2.54)

7’7’

ou & = (Bs — (s/t)B)o<s<t est un pont brownien entre 0 et 0 de longueur ¢, et
¢ e Sﬁﬂ a lieu avec forte probabilité pour r grand d’apres le lemme 2.7.

Démonstration. Nous allons tout d’abord montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour ¢
suffisamment grand, P (M (t) — m(t) > 0) > c. On fixe 3 < < 1 et pour r > 0 et

t > 0, on pose
n'(t)

Ne() = D g wysmn Lot e,
k=1 c

le nombre de particules présentes strictement au-dessus de m(t) dont les trajectoires
appartiennent a 7?7 On a alors les minorations

E [N, (t)]”

P(M(0) = (1) > 0) 2 P(N:(6) > 0) 2 iyt

la derniere étant une conséquence de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Nous allons donc
chercher a minorer le moment d’ordre 1 de N,(t) et a majorer son moment d’ordre
2. Le fait de considérer N, () au lieu du nombre de particules présentes strictement
au-dessus de m(t) (pour lequel on aurait une égalité entre les deux premiers membres
de I'inégalité ci-dessus) n’est pas un désavantage pour minorer le moment d’ordre 1,
car les particules extrémales ont avec grande probabilité une trajectoire dans 77}37, et
le controdle sur les trajectoires de ces particules est tres utile pour majorer le moment
d’ordre 2.

Commencons par majorer le moment d’ordre 1. On utilise le lemme de regrou-
pement 2.1 et on obtient, a I'aide de 'équivalence (2.54),

E[N, ()] = &P (VIW > (1)) P (€ € Tows ) (2.55)

avec W de loi N (0,1) et £ un pont brownien entre 0 et 0 de longueur ¢. On utilise
alors la minoration de la queue gaussienne

0o g—%%/2 1 —u?/2
€ e
Vu > 27/ der > — x

- u 2T -2 U
et on obtient ainsi la minoration

2
_1(m@ 1 R e 1
P (VIW > m(t)) > efLée H(%) >t L epiop toga® 1
2v2mm(0) e =



pour t suffisamment grand. On utilise alors le lemme 2.7 pour fixer r suffisamment
grand tel que pour tout t > 0, P(§ ¢ ﬁ,m) < 1/2. On en conclut que pour ¢ grand,
E[Na,(t)] >1/87

Maintenant, majorons le moment d’ordre 2. On a E [N,.(t)?] = E[N,(t)] + S ou

nt(t)
Z IL t)>m(t )IL t at G'Tt

gt
4,j=1 ne

i#]

est la somme des produits mixtes, car E [N,(¢)] est égal a la somme des carrés. Pour
majorer E [N, ()], on part de (2.55), on majore la deuxiéme probabilité par 1 et on
utilise cette fois la majoration de la queue gaussienne (2.9) pour obtenir

ca VU () L
— V2rm(t) 2/t

pour t suffisamment grand. Pour majorer S, on utilise tout d’abord le lemme 2.2 de
regroupement d’ordre 2 qui nous donne

e~taloet(1 4 o(1)) < 1

t
o t t—s
S =Ke /0 e °E [ILB,ELS),BS’SBm(t)IL(B(EQE)))TE[O (B 22<>>)TE[0 JeTt 1 ds, (2.56)
ou B1#) et B(2%) sont définis dans le lemme 2.2 : ce sont deux mouvements browniens
égaux jusqu'a linstant ¥?(s) et indépendants ensuite. On pose pour s € [0;¢],
T(s) = ((B7(s) A (t = XF(s))) V). Si X € T vérifie X(t) > 7(t), alors pour
tout s € [0;1],

t—22(s)
- t

X(t) - X(s) > L2t

> 5 - xo - lt) = 11,(9)

On en déduit donc que I'espérance dans (2.56) est majorée par

(1,s) (2,s) (2,s t_23<5) ~ t
P B > m(t) et B 7’1 et B*Y — B 35 2 Tm(t) — frr(8)

=

by

Sis) =

A t— %2
)p (5 - 5 2 T g o)

=B ) - Ms)) |

en utilisant I'indépendance entre B — B(;Q’?z) et (B(Eléfz))re[o;t} puis le lemme de
t t
regroupement 2.1 et en considérant W de loi N(0,1). Or on a déja montré que

E [N, (t)] <1 pour t suffisamment grand, donc (2.56) est majoré par
t t—23(s t
K/ e P Wzit()m(t)—ﬁ ds =51+ Sy + S5 + S,
: t t—5205)

ol Sy est I'intégrale de 0 & (bt) A (r/07,), Sa celle de (bet) A(r/of,) & bt, Sz celle de
bit at —r/o3, et Sy celle de t —r/o5, at, en considérant ¢ suffisamment grand tel
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que l'on ait bt <t —r/ ait. On remarque que si o1 = 0, alors on n’a pas forcément
r/o%, < bt pour t grand, ce qui explique que 'on considere (b;t) A (r/of,) au lieu
de simplement /07 ,.

Commencons par majorer Si. Comme 0 < s < (bit) A (r/o7,), on a X}(s) = o7 s
et f;.,(s) =7 et donc on a

(bet)A(r/02 ) Jt—o?.s v
S) = K/ et (W >V M a T) ds
0

t " Vit —0iss

VI=T ) (Bet)A(r/02,)
— KP(W > Di(t) — — et/ P s g
t t—r 0
—u?/2
< K x e,
u

ou l'on utilise I'estimation gaussienne (2.9) avec u = m(t)v/t —r/t —r7//t —r qui
est bien strictement positif pour ¢ grand. On majore alors

= ()2 - 2y
—u?/2 — _m(t) t— m(t) v r < fz‘,+%logt+r+\/§r“Y
e exp ( 57 (t—r)+ T =) = e

et, pour t suffisamment grand, on a u > v/t donc on obtient
S < KertVar — cr(r).

Majorons a présent Ss. Si r/ait > bit, alors So = 0. On suppose donc pour
la suite que /07, < bit. On a alors r/o7, < s < bt et donc ¥7(s) = 07,5 et
t ()= (0}, N(t—0%,5)) < ol}s”. On obtient donc

Y
bt Jt— 0%7755 ) 0‘%’137
Sy < K eTPIW > —m(t) - —=——=]ds
t /T — oits

btt ‘ €7u§/2
<K e ? ds

T/U%,t Ug

ou l'on utilise de nouveau estimation gaussienne (2.9) avec

Vit — U%,ts A(t) 0%157 Vi — U%,tbtt At o] t(bt )Y

Uy = ——mft) — > m —7>0

t Jt—ot;s t V't — o1t

pour t suffisamment grand indépendant de s. Par cette minoration, on voit aussi
que ug > \/%0-27,5\/1 — b; pour t grand indépendant de s. D’autre part, on majore

o N 47 2y
iy ey T ey o1
e _eXp< o (L= 01s) + ——ons 2t — 0%ys)

§exp< t—l—alts—l— —i-\/_a )

47



On obtient donc

g bit e~ (1-0of t)5+\[01 s”
<K / ds /
2 /0’1 : 02tV 1-— bt \/1 — bt /01 :

en supposant, quitte a modifier le choix de r, que, pour tout s > r, on ait ﬂaﬁs” <
(1 —0%,)s/2. On en conclut que, pour ¢ suffisamment grand,

bt 1—

ds,

1701

4Ke =2 "
= \/1— / - onvi=s el

Majorons maintenant Ss. Pour bt < s <t —1/03,, ona Xi(s) =t — 03 ,(t — s)
et fi (s)=((t—03,(t—s)) Ao, (t—s)) <osy(t—s). On a donc la majoration

(Wo > 020Vt — s OQt(t—s) ) s
t ,t\/t— S

Sds—

t—r/02
Sy < K Y etmsp

bt

m(t) -

t—r
/OQtet s fu2/2

<K ds

bt

en utilisant cette fois I'estimation gaussienne (2.37) avec

t— _
= Lt “t) — o2y Nt —s)TE > V; (t)— 172 >0,

pour t suffisamment grand, quitte a choisir un r plus grand. On majore ensuite

n(t)? n(t _
e Ui /2 — exp (— m2(t2) (t — s)o%}t + mi )051(25 s) — agit 2(25 — 3)27_1>

logt

Bt s)od, 4 Va9 ).

< exp (—(t — s)ag,t + =

On effectue alors le changement de variable ¢ = ¢ — s et on obtient

(1—by)t

logt 2
S5 < K/ ( Q’t_l)q"" 5 qJ%t—‘r\/iaQ}qV dq

/‘72t

Quitte a prendre de nouveau r plus grand, on peut supposer que, pour tout g >
r/(20%), on ait v/205}q" < (05, — 1)q/4. En outre, pour ¢ suffisamment grand on a
o3, logt/(2t) < (03, — 1)q/4 et donc on obtient

7(05721)7'
0_2_1 4K 8o
53<K/ qdq<K/ g qdq:#::c;;(r).
/(2(72 202 0oy — 1

Enfin, il nous reste la majoration de S;. On majore simplement la probabilité
sous l'intégrale par 1 et avec le changement de variable ¢ =t — s, on obtient

2r

r/o3 2r /o2 2K o3
S4§K/ eqdq<K/ * et dqg#::cél(r),
0 03
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pour t suffisamment grand.
On a donc montré que, pour ¢ suffisamment grand,

BN 1/(5n) .
E[N.(t)?] = 14 c1(r) + ca(r) + c3(r) + ca(r) ’

et donc il existe ¢y > 0 tel que pour tout t > to, P (M(t) — m(t) > 0) > c avec ¢ > 0.
Nous allons utiliser ce résultat pour montrer le lemme a I’aide de la propriété de bran-
chement. Soit € > 0, on fixe un instant 4 > 0 et on s’intéresse aux horizons t + 9§ tels
que 0 < by 5(t+0). Les particules présentes a I'instant § sont z/7(6), . .. ,xiffa((s)(é).
Elles donnent naissance a des mouvements browniens branchants a deux vitesses
d’horizon ¢ indépendants ((Z}'(s))1<h<nii(s))o<s<e pour 1 < i < n'*%(§), mais avec
des vitesses différentes 67, == of,,5 et 73, = 03,5 Alors, par la propriété de
branchement, pour d € R,

P(M(t+0)—m(t+9) < —d)
P (Vk € [1;n" ™ (t+ 0)], 2k (¢ + 6) — m(t + 0) < —d)

=P (\ﬁ € [1;nt0(0)], Vk € [1;aM ()], 2t (8) + &' (t) — m(t +6) < —d) :
(2.57)

L’idée est alors que chaque mouvement brownien branchant lancé a I'instant J a une
probabilité supérieure a ¢ d’avoir une particule plus haute que m(t) et, en fixant
0 suffisamment grand, on peut lancer ainsi suffisamment de mouvement browniens
branchants indépendants pour qu’avec probabilité supérieure & 1 — € on ait une
particule assez haute. On prend d = 21/24, alors (2.57) est égal &

nt+6(5)

E| ]I 0 (=226 + m(t + 0) — m(t) — z179(9)) (2.58)

olt on pose ¢ (y) = P(maxi<p<at) T3, (t) — m(t) < y), avec ((Z},(5))1<k<it(s))o<s<t
un mouvement brownien branchant d’horizon ¢ a deux vitesses (7%,,5 = ait 45 et

G5, = 03,5 Lafonction ¢, est croissante et, si 210 (8) > —+/26, alors on a —2v/25+

%

m(t + 8) — m(t) — 2t (8) > 0 donc (2.58) est majoré par
E [ (0)77 ], (2.59)

ol ZH0(8) = #{1 < i < () | ait(§) > —/26}. Or on a 614 — oy et
o9+ — 02 quand t tend vers oo, donc on peut appliquer le résultat montré au
début de cette démonstration au mouvement brownien branchant a deux vitesses
((®4(5))1<k<it(s) Jo<s<t © il existe £y > 0 tel que pour tout ¢ > {o,

—1— F(t) — 177 <1l-—c.
0i(0)=1—-P <1§r’§1§eg§(t) zy.(t) — m(t) > 0) <l-c
On fixe j € N tel que (1 —¢)? < ¢/3 et alors (2.59) est majoré pour ¢t > #, par

g +P(2(8) < ). (2.60)

49



On cherche donc a montrer que P (Z”‘s (0) > j) peut-étre arbitrairement proche de
1 pour ¢ grand. On remarque que

P(Z(5) > j) > P (n'™() > j et Z70(5) = n'*(5))

Comme la loi de reproduction (pg)ren Vvérifie pp = 0 et p; < 1, on sait que la
probabilité P(n!™0(§) < j) tend vers 0 quand ¢ tend vers co. En effet, on peut minorer
(n'*9(4))s>0 par un processus de Yule d’intensité 1 — p; (quand il y a au moins 2
enfants, on minore le nombre d’enfants par 2) et par les propriétés classiques des
processus de Yule, on obtient la majoration P(nt+?(0) < j) < 1 — (1 — e~ (7P1)d)k=1,
On peut donc choisir § suffisamment grand tel que P(n!™(§) < j) < €/3. D’autre
part,

1<i<nt+9(6)

P (Z(5) = n'*(5)) = P ( min  z/(6) > —\/§5>
=P ( max 0y 445%;(9) < \/55) ,

1<i<n(s)
ol ((Zx(t))1<k<n(r))e>0 est un mouvement brownien branchant standard, car on a pris
t suffisamment grand tel que § < bit. Or 01445 < 1 et P(maxi<i<ps) Z:(0) < V/26)
tend vers 1 quand 0 tend vers oo (par le corollaire 1.9), donc on peut donc choisir §
suffisamment grand tel que P(Z*9(5) = n'*9(5)) > 1 — ¢/3. Alors on en déduit que
(2.60) est majoré par

B (n70) <J) +B(2'7(0) #£n'T0)) <.

On a donc montré qu’il existe 6 > 0 et d € R tel que pour ¢ suffisamment grand
P(M(t+9) —m(t+0) < —d) < e, ce qui prouve le lemme. O

Nous allons maintenant pouvoir montrer le résultat principal de cette sous-partie,
qui correspond au point (i) du théoreme 2.4 mais ou l'on précise en outre la valeur
de la constante C' :

Théoreme 2.17. On a la convergence, pour y € R,

B (M(t) - (t) < y) — E [e-r2Cat@ve ]

t—o00

ot U est la solution de l’équation F-KPP (1.1) avec la condition initiale 0(0, ) = Lg«,
a=+v2(oy— 1) et Cy(a) est définie par (2.29).

La constante C' du théoréme 2.4 vaut donc 0,Cy(a). Dans la suite, les notations
@ et a seront uniquement utilisées pour désigner la fonction et la constante définies
dans ce théoreme.

La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme 2.16 qui permet de se
ramener a des particules extrémales vérifiant les propriétés établies dans la sous-
partie 2.2 : on a ainsi un contrdle en A(t), en b;t et entre ces deux instants (le choix
de A(t) est explicité au début de la démonstration). Les résultats de la sous-partie
2.4 permettent de contrdler la population a I'instant A(t) tandis que ceux de la
sous-partie 2.3 sont utiles pour le comportement des particules entre les instants b,t
et t.
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Démonstration. On fixe € > 0. Par le lemme 2.16, il existe d € R tel que, pour
t suffisamment grand, P(M(t) — m(t) < —d) < €/2. D’autre part, on considére la
fonction A: R, — R, définie dans le lemme 2.15 : A(t) = VA 55 Elle vérifie
A(t) — oo et A(t) = oft) quand t — oo, donc d’apres les propositions 2.5, 2.8 et
2.9, il existe A, B,r > 0 tel que pour tout ¢ suffisamment grand,

P (3k < n'(t) : ah(t) > m(t) —d et o}, ¢ J) <

)

NN e

ou, pour simplifier les notations, on a posé
-A
T =Gl a1 NG, N {X € 2(0:1,R) | X(A®) + ) = X(AW) € Ty N0s }-
On a de maniere immédiate la majoration
P(M(t) —m(t) <y) < P( N {z}(t) —m(t) < y}) . (261)
1<k<nt(t) tel que xi}tej

D’autre part, par le choix des constantes d, A, B et r, on a la minoration

=P {M(@) —m(t) > —d}n N {x}(t) —m(t) < y})

1<k<nt(t) tel que zt (t)—m(t)>—d

€
2

> P A {ak(t) —m(t) < y}) -

1<k<nt(t) tel que zt (t)>m(t)—d

> P N {d@—m@Syg—e

1<k<nt(t) tel que zt (t)>m(t)—d et $’;wej

2P M {ak(t) = m(t) < y}) —e

t
1<k<nt(t) tel que xk,tej

On a montré que (2.61) —e <P (M(t) — m(t) < y) < (2.61), il suffit donc d’étudier
la convergence de (2.61) quand t tend vers I'infini.

On considere ((Zx(s))1<r<n(s))s>0 €t ((Z},(s))1<k<ni(s))s>0 pour i € N* des mou-
vements browniens branchants standard indépendants. Or, le mouvement brownien
branchant d’horizon ¢t a deux vitesses peut se décrire comme un mouvement brow-
nien branchant de variance o} ; entre les instants 0 et b,¢, dont les particules présentes
a l'instant b;t donnent naissance a des mouvements browniens branchants indépen-
dants de variance o9, et de longueur (1 — b;)t. Comme en outre J ne controle la
trajectoire que sur le segment [0;b;t], (2.61) est égal a

IP’( N N {al,t@-(btt) + 02, T ((1 = by)t) —m(t) < y} )
1<i<n(bet) 1<k<ai((1—bs)t)
tel que o1,4%4,4, €T’
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ou J' est 'ensemble des fonctions de J restreintes a [0; bst]. Donc (2.61) est égal a

11 P ( max  #L((1—b)t) < ? +m(t) — 01, Zi(bit) ‘ L%)tt> ]
bet)

1<izal 1<k<a‘((1—b)t) 024

tel que o1,4%; 5,4 €T’

0 <1 . <(1 _ gy, 4 —al,t:z-i(btt)»}

1<i<ii(bet) tel que 01,3 p,1€T" 02,

E

=E

car la fonction @ définie dans I’énoncé du théoréme vérifie, pour tous s > 0 et x € R,
i(s,z) = P(M(s) > x) ot M(s) est la position de la particule la plus haute &
I'instant s d’'un mouvement brownien branchant standard. Nous allons utiliser les
résultats de la sous-partie 2.3 pour connaitre le comportement asymptotique de .
Vérifions que nous sommes bien dans le cadre de la proposition 2.10. On a

y+m(t) — ozi(bit) V2t — 207 bt N Y~ gz logt — (01,2:(bit) — V207 bit)
02t O2¢ Ot
Y — 55 logt — (01,:(bit) — V207 bit)

02t

= \/502’15(1 — b))t +
= V205(1 — b))t + hi((1 — by)t)

et la fonction h; vérifie, pour i tel que o424, € J' C gfjth 1,
’ ’ tl, '

ly| + 575 logt+A\/_

—
0'2715(]_ — bt) t—00

ha((1 —
(1 —bt

| < [Vaos, - Vo +

ou la convergence est uniforme en i. En outre, la fonction u vérifie les conditions (a),
(b)) et (c) et on a v/205(1 — b))t = v/2(1 — b))t 4+ a(1 — b,)t avec a > 0 défini dans
I’énoncé du théoreme. Donc, d’apres la proposition 2.10, on a, avec z;(s) = as+h;(s),

= (1=by)1)*
(1= by ytey P 0-bo0+ 2 o (1= Bt V2L = b)t + =((1 — b)) — Cila)

uniformément en i. Donc (2.61) est égal a

C@ /2 ((1— _ 2 ((—bpt)?
11 - Gald)  —vam-non-24m; (1+o1) ||, (262
1<i<a(bst) (1 —b)t

tel que O’lytfi,bttej

E

oit le o(1) est uniforme en 4. En utilisant le fait que z;((1 — b,)t) = —v/2(1 — b))t +
(y +m(t) — 01:Z;(bit)) /02,4, exponentielle dans (2.62) est égale a :

(y +m(t) — Ul,tl’z‘(btt))2>
2(1 — by)to3,

exp ((1 — b))t —

2
(V203,(1 = bi)t +y — 55 logt — (o1,Ti(bit) — V202 bit) )
=exp | (1 —b)t —
(1 - bt)tg2,t
1
< exp ((1 — bt — o3, (1 = bt = V2y + logt + \/§A\/Z> , (2.63)
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pour ¢ suffisamment grand indépendant de i. On remarque que (2.63) tend vers 0
indépendamment de ¢ quand ¢ tend vers 'infini, donc les facteurs de (2.62) tendent
vers 1 uniformément en ¢ et on en déduit que (2.62) est égal a

(y+ﬁ1<t)*51,tii<btt>)2

. (1—bg)t— 3
1<i<ni(bet) (1 —by)t

tel que Ulytfi,bttéj/

ou le o(1) est toujours uniforme en 7.

Nous allons maintenant utiliser les controles fournis par gg@ B~ €t 7;:_%?15)77,’7
sur les trajectoires des particules entre les instants 0 et bit. On applique la
propriété de branchement en l'instant A(f) au mouvement brownien branchant

((Zr(5))1<k<n(s))s>0 et on obtient que (2.64) est égal a

Cala
E H ]E H exp ( — ﬁe(l_btﬁ
1<j<n(A(1) 1<i<ad (bet—A(t)) (1 —0,)t
_ . ‘
Ul,til?ij(t)egA(t),B,fy ’aLt[fj(A(t))—l-fg (btt—A(t))]—\/iaitbtt‘SA\/Z
_j byt—A(t)
et O—lvtxg,btt—A(t)enttt—A(t),r,w

lt) +y — 0v 75 (AW) + T (bt — AW))])’
xexp(_( () +y g(l(_(b;))ta%t ( ())]) ))(1+0(1)))|9A(t)”

(2.65)

ott les ((],(8))1<k<ni(s))s>0 pour j € N* des mouvements browniens branchants stan-
dard indépendants. Comme w;; = o1,[Z;(A(t)) + 2/ (bt — A(t))] — V201,bit €

[—AVt; AVH], on a

(1(0) + y — o1ala,(AW) + (bt — AW))°
2(1 — by)to3,

l—bt)t

e exp | —

2
(\/ﬁag,t(l — b))t — 5i5logt +y — wi,j)

= b0t exp | —

1 w;
= (=0t exp <—a§7t(1 — b))t — 2y + 3 log t + v2w; j — m + 0(1))
it

2

we .
t exp ( (1 —o07,)bt V2y + \/_ww T bt)tUg,) (1+0(1)),

ot le o(1) est uniforme en i. Donc (2.65) est égal a

E

H E| exp ( — Z (1+ 0(1))Ei,j) |ffA(t)] ] (2.66)
1<5<n(A(L)) 1<i<nd (bet—A(t))
T1,6%5, A0 €9 (1), B |wi ;| <AVE et

j byt—A(t)
TLT o a) S Toy - A1),y
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ou l'on a posé

; 2
5 01 [ (A)+3) (bpt—A(t)]| =202 byt
Ca(a)e” OV ooy [z, (A(0)+a] (brt—A(1)] - G o 0
E‘ - e 2(17bt)t02‘t

I V1—="0

Pour encadrer (2.66) on utilise les inégalités 1 —x < e* <1—x—2%/2 pour x >0
que 'on applique a

Z; = Z Ei,j X (]. + 0(1))
1<z<nj(btt A(t))

bt—A(t
Jw; ]|<A\/f et o1, t:r Enttt A(t))’r‘ -

Jbet—A(t

On fait ainsi apparaitre E[z;|Zaq] et E[z3].Faw)]. Majorons tout d’abord
E[:EﬂffA(t)]. En majorant par 1 le facteur correspondant au carré dans ’exponen-
tielle, on obtient

B, < Ca(a) e~ (0T DAM+V201,:3; (A1) —V2y e—(1+ait)(btt—A(t))Jm/ial,tﬁ:{(btt—A(t))

TVl

et on en déduit

2
< Cy(a) 6—2(1+U%7t)A(t)+2\/§0'1,t5»’j(A(t))_Q\/iy(1 +0(1))

— 1-—b
2
< T ( Z 6—(1—}-0%1&)(btt—A(t))-i-\/iUl,tfz(btt—A(t))) ] . (2.67)
1<i<nd (bet—A(t))
|wi, ]|<A\/f et
o1, 7 S NAY

i,byt—A(t) bpt—A(t),r,y

On cherche alors a faire apparaitre la martingale de McKean tronquée étudiée dans
la sous-partie 2.4. On a 01,%ja¢) € Gay.p, €t At) = o(t), donc il existe A" > A
tel que pour ¢ suffisamment grand

{lws | < AVE} c{

(bt — A1) — V202, (bt — A1) < A\ fort — A(t)} ,

ou A’ et t grand ne dépendent pas de i et j. Il existe également ' > ret v <~ <1
indépendants de 7 et j tels que pour tout ¢ > 0,

_q t—A(t t—A(t
{Ulvtxg,btt—A(t) < Et;—A(l(f)?r,'y} C { T pt—At) € 7222 A(w(f)?r o }

Alors la somme dans (2.67) est majorée par Y (bt — A(t)) la troncature de la
martingale de McKean définie dans la démonstration du théoréme 2.13, ou oy,
remplace ;. Or on a vu dans la remarque qui suit cette démonstration que, pour
tout s > 0, B[V, (s)?] < Di(o1, A') + Dy(o14,7") < D(A',7"). Donc a partir de
(2.67) on obtient

Cﬁ(a)Q

T e 2 OA VN 012 (] 4 (1)) DA, ). (2.68)

E [:B? ’ ng(t)} <
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Encadrons maintenant E[z;|.%a«)]. En utilisant le lemme de regroupement 1.5, on
obtient, avec Wi de loi N(0,bst — A(t)) et £ un pont brownien entre 0 et 0 de
longueur bt — A(t) tels que Wy et € soient indépendants,

E[z; | Zaw] (14 0(1))

2
i Cala)e™HHotomt ,
_ U bit—A(t @ —V2y+V2 (A1) +W
= Mt A0p (Ul,tf € %tth(t),m> E e VAR B0
V1—b
(01,4 (2 (A(0)+W1] V207 ,byt)?
N 2(1-by)to3 ,

xe ]1|jj(A(t))+W1_\/§Ul,tbtt|Sﬁ\/i

Ca(a)efA(t)JrUitbtt*ﬁy

V1—="0b;
2 2 2 2.69)
o7 (2= Ky) S L ( .
V2014 (z=Ki) T PRECIEO)
X /]Re 2,t 1‘Z7Kt‘<i dZ,

<A an (ot — A()

ou K, = ﬂal,tbtt —Zj(A(t)) et P, :=P(01,& € ﬁzt—A(t),m)- On effectue le change-
ment de variable x = z — K;. Alors (2.69) est égal a

2 2 (24201 1byt—7j (A(1)))2
—A(t)+02 bit—2y L AVE o = -
Cala)e ()+oi, o V201, il € TN O))

V1—b _avi V2 (bet — A(t)) de. (270)

PtX

o1t

Or, en utilisant que 01,7 A € gg(t),Bﬁ, lz| < A\/f/au et A(t) = o(t), on obtient

(a+V307 1byt—3;(A(1))> 2 of bpt? -
e STOTEING)) = (1+ 0(1))672:27tt7bt7t7A(t>7\/§Ul,t1+\/§al,t$j(A(t))

(14 o(1))e” Far ot bt Hol MOV RtV (AE)

ou le o(1) est uniforme en j et x, donc (2.70) est égal a

AVt z2

B % (1 +0(1))C’a(a)e_ﬁy6—(1+0%’t)A(t)+\/§ULt$j(A(t))/Ul,t ei%t(l’bf)t”%,t dx
VI_b, — 4t V2mhit

A
= P x (1+ o(1))Cala)e™ e (+A0M0 N800 [Famsais0 e 22 gy

—A4 V2T
01,4092,¢1/bt (1—bt)

A —w?/2
— (14 0(1))0sCa(a)e Ve (o1 +Io1a,(0W) o p, [TieaViT—D e

dw
R S ’
o1094/b(1-0b) 27T

ou le o(1) est toujours uniforme en j et x En choisissant r et A assez grands, on a

A e—w2/2
o = P \/0'10'2\/b(17b)
t-— £t A

—dw € [1 —€;1],
70'10'2 b(1-b) 27T

et on a donc montré que

E [Ij ‘ EA@} = (1+ 0(1))02Ca(a)e™V2Ve 1HoLIANTVELEAM) o g
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En comparant a la majoration (2.68), on obtient

E [23 | Zaw] _ Cala)e
E {xj ‘ 9A(t)] ~ oa(1-0)

(14 0(1))D(A’, 1" )eU+oL AW +V2r1:25 (AD)

_ -2
Cu(gtl)e b)y (14 o(1) D(A’, 1')e1=oL A0 V(01055 (A0)~V30% A()
02 —
— 0,
t—00

avec convergence uniforme en j, car |oq,%;(A(t)) — ﬂaitA(tﬂ < BA(t).
Donc notre encadrement nous a permis de montrer que Ele ™| Fap) = (1 —
Elz;|Zaw])(1 +o0(1)) et donc (2.66) est égal a

(1+ o(1))E

(1-E[z; | Zaw))
1<G<n(A(t))

Py t
T1tZ5, A €A (1), B,

— (14 o(1)E

II (1 - OétOzCa(a)e*ﬁye—(lﬂit)A(t)Jrﬁol,@j(A(t))) ’
1<j<R(A®)
al’ta_:j’A(t)egtA(t),B,—y

car avec tous les o(1) sont a chaque fois majorés par un o(1) déterministe. On a

1+U%,t)A(t)+\/§¢71,ti‘j (A(t)

déja vu que atagCa(a)e*\/ﬁye*( ) tend uniformément vers 0 car

01Z5A() € Gagr)p.» done (2.66) est égal a

(1+0(1)E | exp ( - > ato—zca(a)e‘\/@ye<1+o%,t>A<t)+\/5mxj<A<t>>)]
1<5<n(A())
T1tZ5 A1) €9 1), B,y
= (1+ 0(1))E [exp (—au02Ca(a)e VPVEL (A®1)))] (2.71)

ou ffg;’t(s), définie en sous-partie 2.4, est une autre troncature de la martingale
de McKean. D’autre part on a a € [I — €;1] et, en remontant la démonstration,
(271) —e < P(M(t) —m(t) <y) < (2.71). Or par le lemme 2.15, Y5 ' (A(t))
converge dans L' donc en loi vers Y quand t tend vers l'infini, et les fonctions
z — exp(—0yCs(a)e V) et 2 — exp(—(1 — €)o2Cy(a)eV?x) sont continues
bornées sur R, donc on obtient ’encadrement

E {exp (—agCﬁ(a)e’ﬁyY)} —e< liginf]P’ (M(t) —m(t) <vy)

< limsup P (M(t) — 7(t) < y)
<E [exp (—(1 — e)agCﬁ(a)e_ﬁyY)} .

En faisant tendre e vers 0, on obtient la limite désirée. O
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2.6 Convergence du processus extrémal

Dans cette sous-partie, nous prouvons la convergence en loi du processus extré-
mal (&);>0, vers une limite dont nous obtiendrons la transformée de Laplace. Pour
montrer 'existence d'un processus limite, nous allons utiliser la méthode présentée
a la fin de la sous-partie 1.4 : nous allons montrer la tension de (&;)t>0 & l'aide de la
proposition 1.14, puis la convergence simple des transformées de Laplace des &;.

Proposition 2.18. Pour tout d € R, on a

P(&([d;00]) > N) — 0,

N—o0
avec convergence uniforme ent € Ry. En particulier, la famille (&)1 est tendue.

Démonstration. Pour N € N*| on utilise I'inégalité de Markov

'P(B; > m(t) +d), (2.72)

en utilisant le lemme de regroupement 2.1, avec B un mouvement brownien. Avec
I'estimation gaussienne (2.9), on majore, pour ¢ suffisamment grand,

Vi () e
V2 (m(t) + d) 2\/T

et donc il existe une constante M > 0 telle que pour tout ¢ > 0, on ait e'P(B; >
m(t) +d) < M. On en déduit que (2.72) tend vers 0 uniformément en ¢t quand N
tend vers l'infini. Ceci implique la tension de (&:(]d; 00[))i>0 pour tout d € R, ce
qui est une propriété plus forte que le (iii) de la proposition 1.14. Donc (&)¢>o est
tendue. [

e'P (By > m(t) +d) < e

(1+0(1))

Grace a la tension du processus extrémal, il nous suffit de montrer la convergence
des transformées de Laplace pour obtenir sa convergence en loi.

Théoréme 2.19. Le processus extrémal (&)i>o converge en loi, quand t tend vers
l'infini, vers un processus ponctuel £.

Démonstration. Pour t > 0, on note ¥, la transformée de Laplace de & définie sur
%(R). Pour ¢ € €."(R), on décompose ¥y(¢) = U5 (¢) + U%(¢), ot I'on a posé

UE(¢) =E {eXP (—A¢(y)5t(dy)> ﬂM(t)—fn(t)gé}
W7(0) = E |oxp (= [ o)) Tarir-n-s]-
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Tout d’abord, ¥;°(¢) peut étre rendu arbitrairement petit en choisissant ¢ suffisam-
ment grand. En effet, on a par le théoreme 2.17

lim sup \Ijt>6(¢) <limsupP (M(t) —m(t) > ) =1—E |:€_0'2071((Z)Ye\/§‘5:| — 0,

t—00 t—o00 d—o0

. . \ <5
par convergence monotone. Intéressons nous maintenant a la convergence de ¥;°(¢)
quand ¢ tend vers l'infini. On a

Ui(¢) =E

n'(t)
—o(zt (t)—mm
H e, (t) (t))]lccyt)ﬁz(t)@] _ (2.73)

i=1 B

On va procéder de la méme maniére que dans la démonstration du théoreme 2.17
pour la convergence en loi de M(t) — m(t). On fixe € > 0. Alors en choisissant I’en-
semble J comme défini dans la démonstration du théoréme 2.17, on a la minoration

E

I1 ed’(%(t)m(t))]lmz(t)—m(t)scs] — e <UF(9),

i<t t
1<i<nt(t) tel que mk,tEJ

car les facteurs présents dans le produits sont compris entre 0 et 1. On a également
la majoration immédiate

U= (¢) <E

—(a,(t)—m(t)) _
11 e "k le(t)m(t)<5] : (2.74)

; t
1<i<nt(t) tel que zy €T

On considere ensuite ((Zx(s))i1<k<n(s))s>0 €t ((f};(s))lgkgﬁi(s))szo pour ¢ € N* des
mouvements browniens branchants standard indépendants. Alors la partie droite de
(2.74) est égale a

At ((1—be)t) ) » )
11 I1 o~ P02 (bet)+o2,1 7} (L)t —m(1))

1<i<a(bet) k=1
Ul,zfi,bttej/

II E
1<i<n(bet)
01T b, t €T’

E

Ul,tfi(btt)—‘ra'gytf?c((l—bt)t)—ﬁl(t)gls]

=K

I 4

k=1

H((1=be)t) (m(t) — o147i(bt)

02t

)

— T ((1 - bt)t)> ‘ c%t} } :

(2.75)
ou l'on a posé, pour t > 0 et z € R,
gg(Z) = €7¢(702’tZ)]1{—02,tZS6}-

On définit alors, pour ¢ > 0, la fonction uj sur R, X R par

ub(s,2) =1—E

Y

n(s)
1 5= ~ ()

et, d’apres le lemme 1.7, uf est la solution de I’équation F-KPP (1.1) avec condition
initiale u}(0,) = 1 — gt. En outre, on remarque que uf(0,-) vérifie les conditions
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(a), (b") et (c) de la proposition 2.10 (c’est en fait pour que la condition (c) soit
vérifiée que 1'on a besoin d’introduire 'indicatrice de comparaison a d, qui assure
que u5(0,-) vaut 1 en —oo). Par définition de uf, (2.75) est égal a

I1 <1 —ul ((1 — by)t, mt) = Ul’txi<btt)>> ] . (2.76)
bit)

1<i<n( 02t
01, b, t €T

E

On veut appliquer la proposition 2.12 pour avoir le comportement asymptotique de
ub. Pour cela il faut montrer qu’il existe une fonction us telle que les hypotheses de
la proposition 2.12 soient vérifiées. On définit donc la fonction gz sur R par

€—¢(—022)

95(2) = L{—oy2<6}

et la fonction us sur Ry x R par

us(s,z) =1—FE

n(s)
kl:[ 9s(2 — xk(s))] >

qui est solution de I’équation F-KPP (1.1) avec condition initiale us(0, ) = 1— gs vé-
rifiant les conditions (a), (b’) et (c¢). En outre, g5 converge simplement vers gs quand
t tend vers 'infini, donc par théoréme de convergence dominé, uf converge simple-
ment vers us. Et, avec les notations de la proposition 2.12, on a bien convergence de
yb vers yp. On peut donc appliquer la proposition 2.12 et on obtient

2 (1=by)t)?

(1- bt)te\/i?i((1—bt)t)+72(1—bt)t ul ((1 — b))t V2(1 = by)t + z((1 — bt)t)) — C,,(a)
uniformément en i, avec a = v/2(1 — 03), z(s) == as + hy(s) et

— 535 logt — (014%:i(bit) — V207 byt
hi((1 = b)t) = V2 (09y — 02) (1 — b))t + 2v3 %8 (Lt (b:t) l,tt)‘

02t

Donc (2.76) est égal a 'espérance (2.62) obtenue dans la démonstration du théoreme
2.17, mais ou Cy(a) et y sont remplacés par C,,(a) et 0. Avec les calculs de la
démonstration du théoreme 2.17, en faisant tendre ¢ vers l'infini puis € vers 0, on
obtient

W (0) — Efexp (~02Cu(@)Y)] = ¥5(9).

La fonction § — U=%(¢) est croissante et majorée par 1 donc converge quand & tend
vers I'infini vers une limite notée W¥(¢). Or limsup, ., ¥;°(¢) tend vers 0 quand §
tend vers 'infini donc

Uy(d) —2 ¥ (9).

t—o00

La convergence simple des transformées de Laplace et la tension de (&;):>¢ impliquent
la convergence en loi de (&):>o vers un processus ponctuel € de transformée de
Laplace V. O
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Pour pouvoir décrire la loi du processus ponctuel limite &£, nous allons tout
d’abord décrire sa transformée de Laplace W. On sait, d’apres la démonstration qui
précede, que

W(6) = lim E [exp(~02C, ()1 ).

Nous allons donc nous intéresser a la convergence de C,,(a) quand § tend vers
I'infini :

Proposition 2.20. Soit ¢ € €.7(R). Soient u et us, pour § € R, les solutions de
I’équation F-KPP (1.1) avec conditions initiales u(0, z) = 1 — e~?(=2%) et 445(0, 2) =
1— e‘¢(_”2z)]1{,02255}. On rappelle que Cy,(a) est défini par

—a?r/2 (V2+a) _ ,—2a
Cus(a) = lim \/ﬁ/ ’LL5 r,y+ \/_7“) Y (1 e y) dy.

Alors Cy,(a) converge quand § tend vers l'infini et la limite est

Cy(a) = lim —/ —atr/2y, 'r’ +V2r) V2 gy 2.77
(@) = Jim y+V2r) y 2.77)
qui est une constante finie et strictement positive si ¢ n’est pas identiquement nulle.
En particulier, on a

U(¢p) = E [exp(—02Cyu(a)Y)].

Remarque. La fonction u n’entre pas dans le cadre de la proposition 2.10 car elle ne
vérifie pas ’hypothese (c) : en effet, u(0, z) vaut 0 au voisinage de —oo. On ne peut
donc pas définir C,,(a) par (2.29). En outre, il n’y a en fait aucune ambiguité pour
la définition de C,(a) entre (2.29) et (2.77), car si v est une solution de I’équation
F-KPP (1.1) dont la condition initiale vérifie les conditions (a), (b’) et (c), alors la
constante C,(a) définie par (2.29) vérifie

1 00
C,(a) = lim \/_/0 2y (ry + V/2r) VO 4y, (2.78)
En effet, on a de maniere immédiate
Cyla) < lim inf \/_/

Pour obtenir la borne inférieure, considérons K > 0. On a

e~ 7’T/2y Ty+\/_7’) (ﬁﬂ)ydy.

K
/0 —a?r/2,, (T, y—i—\/_?") (f—i—aydy < KeW2ta)K—a?r/2 ., (2.79)

700

Or on sait par la proposition 2.10 que

lim -4 T/Qu(; (r Y+ \/_r) V2+aly (1 Qay) dy < oo,

T—00 J0

donc, comme 1 — e™2% est proche de 1 pour y grand et que la partie inférieure de
I'intégrale tend vers 0 d’apres (2.79), on en déduit que

lim sup e~y ry—l—\/_r> (VZHa)y qy < .

maw 7= [
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On minore ensuite

Cy(a) — lim sup —a’r/2, 7’ Y+ \/_7’) (V2+a)y gy,

i r/

=—1 / —a r/2 (V2+a)y 2ayd
s (ry+var)e y
1
> —limsup —=e 2% Ry (T‘ y+ V2 r) V2t 4y
r—00 2 K

> —e 2K limsup

e~ a°T/2y V2ta)y g 2.80
m sy r/ (roy+Var) e ovay, (280

ol pour obtenir la premiere minoration, on découpe l'intégrale en K et on utilise
(2.79). Quand K tend vers l'infini, (2.80) tend vers 0, car la limite supérieure est
finie. Donc on obtient la borne inférieure désirée et cela montre (2.78). On utilisera
dorénavant seulement la définition (2.77) pour la constante Cy,(a), qui convient dans
tous les cas considérés.

Pour démontrer la proposition 2.20, nous allons avoir besoin du lemme suivant
qui établit une relation simple entre les constantes Cy(a) et Cy(..4.y(a) pour z € R.
En effet, si u est une solution de ’équation F-KPP avec condition initiale vérifiant
(a),(b’) et (c), alors c’est aussi le cas de tous ses translatés u(-, z + -) pour z € R.

Lemme 2.21. Soit u une solution de [’équation F-KPP (1.1) dont la condition
initiale vérifie les conditions (a),(b’) et (c). Alors, pour tout z € R, on a

Cu(oy (@) = Cula)eV2HD2, (2.81)

En outre, pour toute fonction h: R — R continue bornée nulle au voisinage de
—00, on a

im [ E[h 1+ M(t) — V2t ~(V2+a)y—a®r/2 g
Jim [ B[R (y+ M) - 21)] N y -
= Cala) [ h(x)(VE+a)e V" da,

oty M(t) est la position de la particule extrémale d’un mouvement brownien bran-
chant standard ((Zr(s))1<k<n(s))s>0-

L’égalité (2.82) est une version fonctionnelle de (2.81), dans le cas particulier ou
u = 4. Elle nous servira dans la sous-partie 2.7.

Démonstration. Avec le changement de variable x = z + y, on obtient
Clu(z(a) = lim 7/ —air/2 (r z+y+ \/_7“> (V2taly gy
_ —(V2+a)z q; L /OO —a?r/2 (V2+a)x
=e TIL% o e U (T, T+ \/ir) e dz

= e~ (VZHa)z Iy —/ —atr/2y, 7“ x+ \/_r) (V2+a)r qp (2.83)
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ol la dernitre égalité est une conséquence de (2.79). Or (2.83) = e~ (V2t0)=(C (a),
donc on a montré (2.81).

On considére maintenant la fonction @ de condition initiale @(0,-) = 1g~. Pour
z € R, d’apres 'égalité (2.81), la fonction h = 1., vérifie (2.82), car on a E[h(y +
M (t) — /2t)] = a(t, z — y + +/2t). Par linéarité, pour tous k¥ € N, z1,...,2, € R et
AL, ..., M\ € R, la fonction h == 3% Aill)z; 00 Vérifie (2.82).

Maintenant considérons h: R — R continue bornée nulle au voisinage de —oc.
On note M = supg|h|. Soit € > 0 et soit ¢ suffisamment grand tel que pour
tout 2 < —4, h(z) = 0 et tel que 2MCy(a)e~ (V299 < ¢ 11 existe une fonction
g = Y8 Ai1,,000 telle que g soit bornée par M, g( ) = 0 pour tout z < —§ et
\h(z) — g(z)| < e" V293¢ /Cy(a) pour tout x € [—d;6]. En introduisant la décom-

pOSlthﬂ ]. = :H‘y—i-M(t) \ft< 5 + :H‘y+M(t) \/té} 55} + ﬂy+ ( ) \[t>57 on Obtlent

R0 (o 10— VB)] By

< O+/ e~ (V2+a)s, Ily+M(t)_\/§t>_5] \/12_7Te—(\/§+a)y—a2r/2 dy
- /_oo E {2M1y+M(t)fﬂt>6} \/12—We(ﬁ+a)ya2r/2 dy

o %Ca(a)e(ﬁ“ + 2MCy(a)e” 2+ < 9¢.

D’autre part, on majore

Cala) [ (h= @) (VE+a)e V7 da

e~ (V2+a)d,
scﬁ(a)/_iw(\/im) Vo 1 Oyfa) [ 2M(VE+ a)e 24 da

< 2e.

Comme en outre g vérifie (2.82), on en déduit que

limsup|/0 E[h(y+M() \/_tﬂ ~(V2Ha)y—a’r/2 4,

T—00

Vo

< 4e,

—Ca(a)/ hz) (V2 + a)e- VI dy

et donc, en faisant tendre € vers 0, on a montré que h vérifie (2.82). O

Démonstration de la proposition 2.20. Par la remarque qui suit I’énoncé de la pro-
position 2.20, on a

—a 7’/2 (V2+a)
Cos(a) _rlggo\/g/ s (roy +V2r) eV gy,
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Pour ((Zx(5))1<k<n(s))s>0 un mouvement brownien branchant standard, ¢ > 0 et
r € R, on a, d’apres le lemme 1.7,

[7(t) n(t)
U5(t, JI) _ u(t, l’) - K H e~ b(—o2(z=Tk(1)) _ H €_¢(_02($_fk(t)))ﬂaz(xk(t)—x)§5:|
k=1 k=1

[ /a@) B
— K (H €—¢(—02(:c—xk(t)))> ]1M(t)>a‘52+x]
k=1

donc on a l'encadrement 0 < us(t, z) —u(t,z) <P (M(t) > U% + .:c) = uf(t, J% +1x) en
reprenant la notation du théoreme 2.17. On note pour v une solution de I’équation
F-KPP positive

Cy(r,a) = e~ a’T/2y ry—i—\/_r) f*“)ydy.

ke

Alors I'encadrement ugs(r, ) — u(r, U% + ) < u(r,z) < ug(r,z) implique que l'on a
Cos (1,0) = Ca(.5/oaty(1ya) < Cy(r,a) < Oy (1, a).

Les fonctions us et @(-, /oy +-) vérifient les hypotheses de la proposition 2.10, donc,
en faisant tendre r vers l'infini, on obtient,

Cus (@) = Ca(.6/05+(a) < liminf C,\(r,a) < limsup C,(r,a) < Cy,(a). (2.84)

r—oo r—00

[
Or, d’apres le lemme 2.21, Cy(.5/0,1(a) = 6_(\/§+a)50a(a)

tend vers 0 quand ¢ tend vers 'infini. On en déduit

et donc Cﬂ(.75/0—2+.)(a/>

lim sup Cy,(a) < lim 1nfC’ (r,a) < limsup C,(r,a) < hgnmf Cus(a)

d—00 T—+00

et donc lim,_,o, Cy(r,a) et lims_,o Cyy(a) existent et sont égales. Donc Cy(a) est
bien définie par (2.77) et Cy(a) = lims_,o0 Cyy(a). On en déduit que

U(p) = 61LI&E [exp(—02Cy, (a)Y)] = E [exp(—02Cy(a)Y)]

par convergence dominée. Il reste a montrer que 0 < C,(a) < oo. Or en considérant
(2.84) a 0 fixé, on a Cy(a) < Cy,(a) < oo par la proposition 2.10. D’autre part,

W(0) = E [exp (— [ o)Edy))| < Efexp (~o(max &)

et max& = M(t) — m(t) qui converge en loi, par le théoréme 2.17, vers une va-
riable aléatoire de fonction de répartition y — Elexp(—03Ca(a)e V¥Y)] stricte-
ment croissante sur R car Y > 0 p.s. et Cz(a) > 0. Donc si ¢ n’est pas nulle,
lim; o0 E [exp (—¢p(max &))] < 1 et donc W(¢) = limy_,oo ¥4(¢) < 1. On en conclut
que Cy(a) ne peut pas étre nul, car sinon on aurait V(¢) = 1. ]
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Remarque. L’égalité (2.81) du lemme 2.21 reste valable pour la fonction u de la
proposition 2.20, c’est-a-dire, pour z € R, on a

Cu(ooy (@) = Cula)e V22,

En effet, u(-, z+-) est solution de I'équation F-KPP (1.1) avec pour condition initiale
u(0, 2 +1y) =1 — e ?=02640) = 1 — =#(=929) o ¢ : y — ¢(y — 022) est bien une
fonction de €. (R). Donc par la proposition 2.20, la constante Cy(..1.)(a) est bien
définie et

Cu(.z+9(a) = lim —= / 2y 7" z+y+ \/_’r) V2 gy

On obtient donc Cy(..49(a) = Cyu(a)e"V2H0)= ayec la méme preuve que pour le
lemme 2.21, car (2.79) reste valable pour v = u (on utilise uniquement v < 1).

2.7 Le processus ponctuel auxiliaire

Dans cette sous-partie, nous allons introduire un processus ponctuel auxiliaire
(IT;)¢>0 et nous allons montrer, grace a la transformée de Laplace, qu’il a la méme
limite en loi que le processus extrémal (&;);>0. Nous pourrons alors décrire la loi de
&, dans la sous-partie suivante, en étudiant uniquement le processus auxiliaire.

Définissons le processus ponctuel II; pour ¢ > 0. On se munit tout d’abord d’un
processus ponctuel de Poisson P sur R_ d’intensité

02 efa2t/2€f(\/§+a)z d

Z?
2T

dont on note (p;);en les atomes. On consideére également des mouvements browniens
branchants standard indépendants ((Z},(t))1<k<ni())e=0 pour tout i € N. On suppose
également que les mouvements browniens branchants, le processus ponctuel P et
la variable aléatoire Y soient indépendants. Alors on définit le processus ponctuel
auxiliaire par

)
Ht = Z Z 5(pi+ \/§1+a logY+i2(t)f\/§t> 0'2‘

€N k=1

La définition de ce processus auxiliaire est tres proche de celle dans le cas standard
traité par Arguin, Bovier et Kistler [4], mais I'intensité du processus ponctuel de
Poisson P est différente. En effet, ici elle décroit exponentiellement en ¢, ce qui
cause le fait que les particules extrémales de II; correspondent a des p; de 'ordre
de —at, comme nous allons le voir dans la proposition 2.24, alors que dans le cas
standard elles correspondaient & des p; de l'ordre de v/t. Cette différence traduit
bien la différence observée entre la position a I'instant b, des particules extrémales
de & dans le cas a deux vitesses et dans le cas standard : elles sont & une distance
linéaire en ¢ de v/2b;t dans le cas & deux vitesses et & une distance de 'ordre de v/t
dans le cas standard.

Théoréme 2.22. Le processus ponctuel auziliaire (I1;);>¢ converge en loi et

lim Ht = hm &

t—o00
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Démonstration. On sait que la fonction ¥ est la transformée de Laplace de la va-
riable aléatoire £, donc par la proposition 1.16 il suffit de montrer que la transfor-

mée de Laplace de II; converge simplement quand ¢ tend vers I'infini vers W. Soit
¢ € €. (R), on note ¢(z) = ¢(092). Alors on a

E {exp (—/qu(y)ﬂt(dy))] =E -eXp< 2 i%)qs <pZ \;nga 7lt) - \/_t>)]

€N k=1

=E |E |[[exp(=fr(p:) | Y

€N

fy(2) = - logE exp( SRR \n))

logY
=—1 l—ult, V2 —2———|]|,
e 22)

ou u est définie a partir de ¢ comme dans la proposition 2.20 : u est la solution de
I’équation F-KPP (1.1) avec condition initiale u(0, 2) = 1 — e~#(=%). Par propriété
de la transformée de Laplace des processus de Poisson, (2.85) est égal a

0 02 2
E |e —/ 1 — e YR 22 p—at/2,=(V2+a)z 4,
[ *P < —00 ( ) vV 271'

0 logY 2
=E lexp <_\722_7r | wu <t, V2t — 2 — \/%g+ a) e~ U2 (V2Ha)z dz)] . (2.86)

D’apres la proposition 2.20, on a la convergence

, (2.85)

ou l'on a posé

IM:‘

]_ [e’e]
\ 27 /0 \/§ +a t—o0 V2+a

En outre, d’apres le lemme 2.21 (qui est valable pour la fonction u d’apres la re-
marque a la fin de la sous-partie 2.6), on a

logY
u (t, Vot 4z — 2 ) e~V 4y Coroy y(a). (2.87)

_(\/5"1‘(1)(_ j}%gjfa)cu(a) — YCu(a,>

Cu(~,— \1;’573;4_.) (a) =€

Donc par la convergence (2.87) et le théoreme de convergence dominée (en dominant
par 1), on obtient que (2.86) converge, quand ¢ tend vers l'infini, vers

E [exp (—o2Y Cyu(a))],
qui est égal a ¥(¢) d’apres la proposition 2.20, ce qui conclut la démonstration. [

Les deux propositions qui vont suivre décrivent quelques propriété du processus
auxiliaire. La premiere porte sur le processus des extrémes, c’est-a-dire le processus
obtenu en ne gardant que le maximum de chaque décoration du processus ponctuel
de Poisson décoré II,.
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Proposition 2.23. Pourt > 0, considérons le processus ponctuel

met =3¢ .

o, M(t) == max; <y<ni() Tp(t). Alors on a la convergence
ext loi
Ht t—>—o>o m,
ou mn est un mélange de processus ponctuels de Poisson sur R d’intensité
ﬂagCﬁ(a)Ye_‘/% dz conditionnellement a Y.

La limite est identique & celle obtenue par Arguin, Bovier et Kistler [4] dans le
cas standard, avec seulement g2C5(a)Y qui remplace C'Z.

Démonstration.  a la méme loi qu'un processus ponctuel de Poisson d’intensité
\/5026’&(@)6"/5‘” dz indépendant de Y auquel on ajoute log Y/v/2. Or, en utilisant
que V205 = /2 + a, on obtient que

1
ext _
Ht — ﬁ lOgY = %5(pi+]\;li(t)—\/§t)ag

est indépendant de Y, donc il suffit de montrer que I — log Y/v/2 converge en
loi vers un processus ponctuel de Poisson d’intensité \/5026’@(@)6_‘/527 dx. Pour cela,
on utilise de nouveau la transformée de Laplace. Soit ¢ € €."(R), on note comme
précédemment ¢(z) = ¢(092). Alors on a

E lexp (- /R S(y) (ngt - \}5 log Y) (dy)ﬂ

exp (— > 6 (pi+ M(t) - ﬂt))]

1€EN

=E [exp (— /0 (1 -E [6_¢(Z+M(t)_‘/§t)]> \;22_6_“2’5/26_(‘/5“)'2 dz)] . (2.88)
o -

par un calcul similaire a celui effectué dans la démonstration du théoréme 2.22. On
pose alors h: z — 1 — e %) et ainsi (2.88) est égal a

B fowp (~on [ B [n (s 4 300) - VE)] e i )

=E

—00 2T

— E {exp <—020ﬁ(a) /R h(2)(V2 + a)e~ V2 dz)} (2.89)

t—00

par I’égalité (2.82) du lemme 2.21 car h est continue bornée et nulle au voisinage de
—o0 car ¢ est a support compact. Ensuite, (2.89) est égal a

E {exp <—/R (1 - e_d;(z)) UQCa(a)\/éage_(ﬂJr“)Z dz)]
=E {exp (—/R (1 — e_¢(z)) C’ﬁ(a)ﬁage_(‘/i+“)z dz)] ,

qui est bien la transformée de Laplace appliquée en ¢ d’un processus ponctuel de
Poisson d’intensité ﬂUQCﬁ(a/)e_\/ix dz. O
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La seconde proposition fournit avec forte probabilité les p; qui correspondent aux
particules extrémales de II; pout ¢ grand :

Proposition 2.24. Soit d € R. Alors on a

limsuplimsupE | L, ti(t)—v3t>d Lpig[—at—Byi—at+BvE | = 0- (2.90)

B—oo t—o00 ieN

Cela implique en particulier, que pour tout € > 0, il existe B > 0 tel que, pour
tout ¢ suffisamment grand,

P(3i € N,3k € [1;7'(6)] : i + T4(t) — V2t > d et p; ¢ [—at — BVE; —at + BV))
:IP’(EIZ'EN:pi+Mi(t)—\/§t2detpi¢[—at—B\/%;—at—i-B\/ﬂ)
<e.

Les particules extrémales de II; correspondent donc a un p; de 'ordre de —at.

Pour montrer cette proposition nous allons avoir besoin du lemme suivant mon-
tré par Arguin, Bovier et Kistler dans [3], qui fournit une estimation assez précise
de la queue de distribution de M (t), la position extrémale d'un mouvement brow-
nien branchant standard. C’est en fait un corollaire d'un résultat de Bramson [9,
Proposition 8.2].

Lemme 2.25. I existe p > 0 et ty > 0 tels que pour tout t > tq et tout z > 1, on
ait

2

- 3 z 3z logt
P({M(t)— V2t + —=logt > < -2z =4+ —F——
( () \/—+2\/§og _z)_pzexp< \/_Z 2t+2\/§t>

ot M(t) est la position a l'instant t de la particule la plus haute d’un mouvement
brownien branchant standard.

Démonstration de la proposition 2.24. On décompose tout d’abord ’espérance dans
(2.90) en P~ 4+ P<, en posant

P> =K Z ﬂpi+Mi(t),ﬁtZd]lpi>—at+B\/f
LiEN -

P> =K Z ﬂpi+Mi(t)_ﬁt2dﬂpi<—at—B\/f
ieN

Pour majorer P>, on pose f: z+— P(z+ M(t) — 2t > d)1,._,,. ;- Alors on a
P> =E[P(f)]
0 oy
- Loo f(Z) vV 27T

:AMBﬁPmﬂw—y—¢%zd)

e—a2t/2€—(\/§+a)z dz

02 —a?t/2 _(v/2+a)y
e e d 2.91
V2T Y ( )
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avec le changement de variable y = —z. Pour y € [0;at — B\/I_f], on majore, en
utilisant le lemme 2.25,

— x2 3z logt
M(t)—y—V2t>d) < .
P(M(t) —y — V2t > meexp( TN )

avec z = d +y + 3logt/2v/2 > 1 pour ¢ suffisamment grand indépendant de y car
y>0.0rona

(2.92)

2?2 3z logt  (d+y)* 3(d+y)logt 9log’t 3(d+y+%logt>1ogt

% Tovs t . wm ovm 16t + 22 t
(d+y)?

—

Donc (2.92) est majoré par

P<d+y+ 2\/_logt> t31/2exp< \/§(d+y)_(d;y>2>

pa (d+y)°
< 2 Vit 22)

pour ¢ suffisamment grand, en utilisant que y < at — Bv/t. On en déduit que (2.91)
est majoré par

oy pa [U=BVE o aig)? oapa  [at=BVi

- 2t @y_aTQtdy:
V27 /t Jo

_ _ (yt(d—at))?
e (\/§+a)de 5% d

v 27t Jo Y

_ U2P@€f(ﬁ+a)d[i e dy

V2m

avec le changement de variable x = (y + (d — at))/v/t. On en conclut que

5

B 22
lim sup lim sup P~ < lim sup —— o204 (‘[ﬂ)d/ e 2z dy=0.

B—oo t—o0 B—oo 7T [ee)

On procede de méme pour majorer P<. Cependant ici on ne peut plus majorer y,
donc avec le lemme 2.25, on obtient

(p+ 1)y —V3d— (d+y> a2
P < ~— "¢ e 2 d
- \/27‘(’ at+BVE 32 y
oa(p+1) 7(ﬁ+a)d/°° Vir —d+at .2
——— e ¢
d+Bvt

2 dx,
V2 t
avec le méme changement de variable, et donc
1 00 42
lim sup lim sup P= < lim sup We(ﬁﬂ)d/ ez dy =0,
B—oo t—o0 B—oo V2T B
et on en déduit (2.90). O
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2.8 Description de la limite du processus extrémal

Dans cette sous-partie, nous allons terminer la démonstration du théoreme 2.4
en montrant la description (2.5) de la loi de €. Tout d’abord, nous allons devoir
étudier le processus L; introduit dans la proposition 2.3 et donc nous intéresser au
comportement d’'un mouvement brownien branchant standard conditionné a avoir
une particule a l'instant ¢ plus haute que v/209t = (v/2 + a)t. En effet, on a vu que
les particules extrémales de II; correspondent a des p; de l'ordre de —at et donc a
des mouvements browniens branchants ayant des particules de ordre de /2t + at.
La proposition suivante montre la convergence en loi du processus extrémal pour un
mouvement brownien branchant conditionné a avoir des particules aussi hautes.

Proposition 2.26. Soit ((Zx(t))i1<k<n@))i>0 un mouvement brownien branchant
standard et soit x(t) = at + h(t) avec h( ) = o(t). On pose, pourt > 0,

-25

Alors, conditionnellement ¢ {max & — z(t) > 0}, & — x(t) converge en loi quand t
tend vers Uinfini vers un processus ponctuel £. La loi de € ne dépend pas de h et
max & suit une loi exponentielle de paramétre /2 + a.

Démonstration. Soit z > 0. En notant M(t) := maxi<p<n() Tk (t) et en utilisant la
convergence fournie par la proposition 2.10 appliquée a la fonction %, on obtient

P (maxgt —x(t) > z ’ max & — x(t) > O)
at, z + x(t) + V2t)
a(t, z(t) + /2t
Cala)t ™2 exp (—v/2(w(t) + 2) — L)
Cala)t=2exp (—v/2x(t) — 22°)

2 2 2
— oxp <—\/§z— zat + zh(t)+z>

~t—so0

2t
~i—so0 €XP (—(\/§ + a)z) .

On a donc montré que, conditionnellement & {max&, — x(t) > 0}, max &, — x(t)
converge en loi quand ¢ tend vers I'infini vers une variable aléatoire de loi exponen-
tielle de paramétre v/2 + a.

Pour montrer la convergence du processus ponctuel & — z(¢) conditionnellement
& {max & — x(t) > 0}, nous allons montrer tout d’abord la tension. On procede de
maniere analogue a la démonstration de la proposition 2.18. Soit d € R et N € N*.
On majore par inégalité de Markov

N x P ((& = 2(t))([d; o) > N | max &, — x(t) > 0)

1 A(t)

< = E|> ﬂxk(t)_ﬁt—x(tpd]
=1

/2

P (maXSt —z(t) > O)
e

dx, (2.93)
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par le lemme de regroupement 1.5. Pour ¢ suffisamment grand, par l'estimation
gaussienne (2.9), on majore (2.93) par

1 .1 Vit
Attt () V2r 2+ at) +d

! et 2 ex (—t e V2 (t) + (V2 + a)d)
a2+ a(t) V(2 aiE 2t

2 9¢e(V2+a)d

= Gala) Var(Vita)

pour ¢ suffisamment grand, en utilisant la proposition 2.10. Or (2.93) varie continii-
ment en ¢t pour t > 1, donc il existe M > 0 tel que, pour tout ¢t > 1, on ait

exp (—21t(\/§t +z(t) + d)2)

<

[P’((fft —z(t))([d;0]) > N ’ max & — x(t) > O) < ]\]\4[ — 0

N—oo

uniformément en ¢. On en déduit la tension de (& — 2(t));>1 conditionnellement &
{max & — x(t) > 0} par la proposition 1.14.

Montrons maintenant la convergence simple de sa transformée de Laplace ©.
Pour ¢ € €."(R) et § > 0, on décompose ©,(¢) = O=(¢) + O7%(¢), ot on a posé

07 (0) = E [exp (= [ 0y~ x(1)E(d0) ) Luwesi siozs
07°(0) = E [exp (= [ 0y~ 21)E(0) ) Luwesisioos

max & — z(t) > O}

max & — z(t) > O} :
Controlons tout d’abord ©7%(¢) : on a, d’apres les calculs précédents,

lim sup ©;°(¢) < limsup P (max E—a(t)>0 ‘ max & — x(t) > O)

t—o00 t—00

— o (V2H0d __, g

d—00

Montrons maintenant que @tgd(¢) converge quand t tend vers 'infini. On a

OS(p) x P (maX E—x(t) > 0)

n(t)

=E (1 - ILmaxgt—av(t)SO) H €*¢(5k*\/§t*$(t)) lfk(t)*\/itfw(t)ﬁé
=1

= vo(t, V2t + x(t)) — vs(t, V2t + (1)),
ou, pour « € R, v, est la solution de I"équation F-KPP (1.1) avec pour condition
initiale v4(0,2) = 1 — e 1 _,,. Or P(max &, — x(t) > 0) = a(t, V2t + z(t)),
donc on obtient
vo(t, V2t + z(t)) — vs(t, /2t + 2(t)) . Cyo(a) — Cyy(a)

a(t, V2t + (t)) t—o00 Cala

par la proposition 2.10 car les conditions initiales de @, vy et vs vérifient les conditions
(a), (b’) et (c). D’apres la proposition 2.20, C,,(a) tend vers C,(a) quand 6 tend vers

OF(6) = = 6<4(9)
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I'infini, ot v est la solution de 'équation F-KPP (1.1) avec pour condition initiale
v(0,2) = 1 — e ®®) (ce ne sont pas exactement les mémes notations que dans la
proposition 2.20, ici la fonction ¢ est remplacée par z — ¢(z/02)). On a donc
montré que

Cy(a) — Cu(a)
@t((rb) t~>—o>o O~ (CL) )
ce qui implique la convergence en loi de & — x(t). Comme la transformée de Laplace
de € donnée par (2.94) ne dépend pas de h, c’est aussi le cas de la loi de E. En
outre, par continuité de la fonction max: M, (R) — R pour la topologie vague, on
en déduit que max € a pour loi limy_,. max & — (t), ¢’est-a-dire une exponentielle
de parametre v/2 + a d’apres le début de la démonstration. O

(2.94)

Nous allons maintenant pouvoir étudier le processus ponctuel défini dans la pro-

position 2.3 :
n(t)
L= Z 5fk(t)*M(t)’
k=1

ot ((Z(t))1<k<n())i>0 €st un mouvement brownien branchant standard et M (t) =
maxi<p<n() Tk (t). On définit également

L:=E&—maxé,

processus ponctuel sur R_ avec un atome en 0. La proposition suivante nous four-
nit un résultat de convergence plus général que celui de la proposition 2.3 pour le
processus L; :

Corollaire 2.27. Soit z(t) = at + h(t) avec h(t) = o(t) et soit b € R. Alors,
conditionnellement a {max & — x(t) > b}, L, converge en loi vers L et est asymp-
totiquement indépendant de max & — x(t). Plus précisément, pour toutes fonctions
f,h: R — R continues bornées et ¢ € €.F(R), on a

tllgloE [f </R qﬁ(z)[,t(dz)) h (maX & —x(t) ‘ max & — x(t) > b

-FE [f </R ¢(2)£(dz)>} I h<z)(\/j—(‘i‘/§€i)b (V2ta)z 4,

Pour montrer ce corollaire, nous allons utiliser ce résultat général de continuité,
montré par Arguin, Bovier et Kistler [4] :

(2.95)

Lemme 2.28. Soient (& )0 une famille de mesures aléatoires et (X;)i>o une famille
de variables aléatoires réelles. Soient & une mesure aléatoire et X une variable aléa-
toire réelle. Supposons que le couple (&, Xy) converge en loi vers (£, X), c¢’est-a-dire
que l'on ait, pour toutes fonctions f,h: R — R continues bornées et ¢ € €.F(R),

E |7 ([ o2)6(d2)) hX)| 2 B |1 ([ 6(2)¢(2)) nix)] .

Alors la mesure aléatoire & + X; converge en loi vers £ + X, c’est-a-dire que, pour
toutes fonctions g: R — R continue bornée et ¢ € €.;F(R), on a

E g ([ o+ X06(d2)] 2 B g ([ o+ X)¢(a9)]
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Démonstration du corollaire 2.27. D’apres la proposition 2.26, on sait que, condi-
tionnellement a {max &—x(t) > b}, le couple (£, —z(t)—b, max c‘,} x(t)—b) converge
en loi vers (£, max £), ot max & suit une loi exponentielle de parameétre v/2-+a. Donc,
d’apres le lemme 2.28 appliqué a & = & — z(t) — b et X; = —max &, + z(t) + b
conditionnés & {max & — x(t) > b}, £ =& et X = —max &, on a la convergence en
loi de & + X, = L; conditionné & {max &, — x(t) > b} vers £ + X = L.

Montrons maintenant 'indépendance asymptotique. Soient f: R — R continue
bornée et ¢ € €. (R). On considere pour l'instant la fonction h = Ty, avec
b > b. Alors on a

E {f (/R gb(z)ﬁt(dz)) h (max & — x(t)) ’ max & — x(t) > b}

_E [f ( / gb(z)ﬁt(dz)) ’maxgt () > b’} H;((Ezzz((?) j)) . (2.96)

Or on a, d’apres la proposition 2.26,
P(max& —a(t) > ) P (max& — (x(t) +b) > V' —b)
— = — —
P (max E—x(t) > b) P (max E— (z(t) +b) > 0) t=o0

e~ (V2+a)(t'=b)

et I'espérance dans (2.96) converge d’aprées la premiere partie de la démonstration,
donc (2.96) tend vers

E[f (/R¢(z)£(dz)ﬂ (VE+a)b / (V2 + a)e~ V2= 4,

quand t tend vers l'infini. Donc h vérifie (2.95). Par linéarité, pour tous k € N,
bi,....,bp >bet A,..., \ €R, la fonction h = 3¢ | il o0 Vérifie (2.82).
A présent considérons h: R — R continue bornée. On note M = supg |h| et
= E[|f(Ja #(2)L£(d2))|] . Soit € > 0 et soit § > b tel que 2M Le~(VZHa)(6-b) < ¢ ]
existe une fonction g = 3% | Aillp;io0[ @Vec by, ..., b, > b telle que g soit bornée par
M et |h(x) — g(z)| < €¢/L pour tout x € [b;d]. Alors on a

E |7 ([ 62)£2)] V3 [Z(h— g)(2)(V2 + a)e V3= dz

< Le(f+a) % (66—(f+a)b+2M€—(ﬁ+a)6) < %
> I > <€,

en découpant Lintégrale en 8, et, d’autre part,
‘E [f (/R qﬁ(z)ﬁt(dz)) (h— g) (max & — (1)) ’ max & — 2(t) > b} ’
<E [|f| (/R gb(z)ﬁt(dz)) . ’ max & — x(t) > b}
FE A1 [ 00£042) ) 2M o
L E {| fl < /R gb(z)ﬁ(dz))] x (Z + 2M6—<ﬁ+a><5—b>> < %,

t—o00

max & — x(t) > b]

d’apres les calculs précédents en remplagant b’ par  pour obtenir la convergence
du deuxiéme terme. On en conclut que h vérifie (2.82) en faisant tendre e vers 0,
comme dans la démonstration du lemme 2.21. O]
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Le théoreme suivant conclut la démonstration du théoréme principal 2.4 : par le
théoreme 2.22; on sait que le processus ponctuel auxiliaire II; converge en loi vers
&, il suffit donc de montrer que II; converge également vers le processus défini par
la partie droite de (2.5) dans le théoreme 2.4.

Théoreme 2.29. Soit n un mélange de processus ponctuels de Poisson d’inten-
sité \/§CY€_*/§Z/ dy conditionnellement a Y, dont on note (1;)ien les atomes. Soit
(AD)ien une suite i.i.d. de processus ponctuels de méme loi que L. Pour i € N, on

note (A;Z))jeN, les atomes de A9 . Alors on a la convergence
loi
Ht t—)—o>o 'ze:N 57Zi+0'2/\§-i>' (297)
irj

Démonstration. Pour montrer cette convergence, nous allons de nouveau utiliser la
transformée de Laplace. Notons & la limite dans (2.97). Soit ¢ € €+(R), on note
$(z) = P(092) pour z € R. Par des calculs similaires & ceux effectués dans la
démonstration du théoreme 2.22, on obtient

E |exp (- [ 0w)E(dy))]
_E [exp (— /]R (1 _E [exp (— /R 8z + y)(agﬁ)(dz))D VaCY e V2 dy)} .

D’autre part, d’apres la démonstration du théoreme 2.22, on a

E |exp (- [ oln)T(ay))]
—eon (- [ (1-8 oo (- v 2 6w) |v])

92 —(V2+a)y—a®t/2
X ——¢ d
V2T Y

) [exp (- [ OOO (1 —E [exp <— /R bz + x)&(dz))D ;;_ﬂye*ﬁﬂ)w-a?t/? dxﬂ

avec le changement de variable z = y + log Y/(v/2 + a) et ou & est défini comme
dans la proposition 2.26 a partir d’'un mouvement brownien branchant standard
indépendant de Y. En posant, pour z,z € R, f(z) =1—e* et T,o(z) = ¢(z + x),
on a

/_ooo (1 —E [exp (— /R oz + a:)é_’t(dz)ﬂ) \;—22_71-6—(\/5-"—&)%—0,215/2 dz

B _OOOE |:f (/—Ooo <Tz+maxgté> (Z)Et(dz>>:| \722_71.6(\/5+a)xa2t/2 da
= Ul(ta B) + UQ(t, B)’

pour B > 0, ou U; est I'intégrale sur [—at — BVt —at + B\/ﬂ et U, est I'intégrale
sur le complémentaire. Notons m le minimum du support de ¢. Alors pour x < m,
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ona [ T,p(2)L,(dz) =0, donc, comme en outre P (a: +max &, = m) =0,

B[ ([ (Trommed) () )]

& (1 ([ (Trrmunid) (I£400) Lrpmaetiom] -

Donc, en majorant f par 1, on obtient

c o2 _ V2+a)z—a?t/2
Us(t, B </ P(z+max& > m) ——e dz
2( ) " Jag¢[—at—BvVt,—at+BV1] ( ! ) v 21

=K

Z ]1:01--5-]\71"(t)—\@t>d]1pi¢[—at—B\ﬂ;—at+B\/¥]] )
€N

en reprenant les notations de la sous-partie 2.7 permettant de définir II; et donc
limsupg_, . limsup, . Us(t, B) = 0, d’apres la proposition 2.24. Montrons mainte-
nant la convergence de Ui (t, B) quand t tend vers l'infini. Avec le changement de
variable = —at — y+/t, on obtient

06 8) = [ B[ ([ (Toatroani9) (D)) Loy

02 (\/§+a)(at+y\/i)—a2t/2\/’
X ——e¢ tdy.
V2T Y

Pour y € [~ B; B] fixé, en notant x(t) := at + y/t, I'intégrant dans (2.98) s’écrit

E[f ([ (Tametsaod) (2)£4(02))

x P (max é_’t — x(t) > m) &e(ﬂJra)ac(t)—a?t/Q\/z

V21

D’aprés le corollaire 2.27, on sait que le couple (£;, max &, — x(t) — m) conditionné
par {max & —z(t) —m > 0} converge en loi vers (£, e) oll e est une variable aléatoire
indépendante de £ et de loi exponentielle de paramétre v/2 + a, donc la premicre
ligne de (2.99) converge quand ¢ tend vers l'infini vers

E[f ([ Tundla)ti))]
= /00o E [f (/_OOO Tu+m¢(z)ﬁ(d2)>} (V2 4 a)e” V20U qy
= e(ﬁ”)m/RE f (/R oz + v)ﬁ(dz))] (V2 + a)e_(ﬂ+“)” dv,

en utilisant le changement de variable v = u + m, le fait que L(R%) = 0 p.s., et le
fait que l'espérance est nulle pour v < m. D’autre part, la deuxiéme ligne de (2.99)
est égale a

@(t, /2t + z(t) + m)Vtexp ((\/5 + a)z(t) — a;) (2.100)

(2.98)

max & — x(t) > m} 2.99)

02

V21

72_Cala) exp (—\/ﬁ(a:(t) +m) — WW) exp <(\/§+ a)a(t) — a%)

~t—o0 /_27'(' ot 9
— 72 0y(a)e~(VEraIm—y?/2 (2.101)
t—o00 27T
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d’apres la proposition 2.10. On a donc montré que (2.99) converge quand ¢ tend vers
I'infini vers
)

Vo

Il s’agit maintenant de dominer (2.99). Comme f < 1, il est majoré par (2.100).
Mais la convergence de (2.100) vers (2.101) est en fait uniforme en y € [—B; B,
par un calcul identique en utilisant la proposition 2.10 avec I'ensemble H = {t —
yVt+m | y € [-B;B]}. Donc pour t suffisamment grand, pour tout y € [~B; B],
I'intégrant de Uy (¢, B) est majoré par (2.101)+1, qui est une fonction de y intégrable
sur [—B; B]. Donc par théoréme de convergence dominée, U; (¢, B) converge quand
t tend vers l'infini vers

03Ca(a) ( / i 6\722_: dy> ( = [ f ( [ o6+ v)ﬁ(dz))} (V2 + a)e~(VEHaw dv)

et donc on obtient
Jim_ lim Uy(t, B) = 0Ca(a) [ E [ f ( [ o+ v)E(dz))] (V2 + a)e~VE gy
— 53C4(a) /IR E [f ( /IR $onz + y)ﬁ(dz)ﬂ VeV dy,

Cala)e™* [ E { f ( [ o+ v)E(dz))} (V3 + a)e- VB gy

avec le changement de variable y = o9v et car V2 + a = v/205. On en conclut que

E [exp (—/R¢(3/>Ht(dy)ﬂ
= Eexp (~Y (Ui (t, B) + Us(t, B)))]

— E {exp (—YazCﬁ(a) /RE [f (/R (022 + y)E(dz))] V2V dy)} (2.102)

t—o0

par théoreme de convergence dominée et en utilisant le fait que
limsupg_, . limsup, . Us(t, B) = 0. Or (2.102) est égal a la transformée de
Laplace de € appliquée en ¢ d’apres le début de la démonstration, donc on a montré
que II, converge en loi vers € quand ¢ tend vers l'infini. O

3 Le mouvement brownien branchant a vitesse
variable dans le cas sous-critique

Dans cette partie, nous montrons des résultats analogues a ceux de la partie 2
pour le mouvement brownien branchant a vitesse variable, mais avec un choix plus
large de fonctions vitesse, tout en restant dans le cas sous-critique. Les résultats
présentés sont ceux obtenus par Bovier et Hartung [7].

3.1 Enoncé des résultats

Il nous faut tout d’abord définir le cadre d’étude de cette partie, c’est-a-dire
les fonctions vitesse ©2 que nous allons considérer. On garde toujours les condi-
tions générales imposées au début de la sous-partie 2.1 pour définir le modele :
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¥2:[0;¢t] —> [0;t] est une fonction croissante, continue a droite et telle que
¥2(0) = 0 et X2(¢) = ¢. On impose ici aux X2 pour ¢ > 0 d’avoir toutes la méme
forme : soit A: [0;1] — [0; 1] croissante, continue a droite et telle que A(0) = 0 et
A(1) =1, on pose

zﬂs)::u4<j) (3.1)

pour t > 0 et 0 < s <t. La partie 2 traite le cas ou A est affine en deux morceaux
de pentes o7 puis 07 avec 0; < 0y. On peut donc parler de cas général ici car
on va considérer des fonctions A beaucoup plus variées. Cependant, ce n’est pas
a proprement parler un cadre plus général que celui de la partie 2 car on ne peut
pas avoir ici des pentes ait et cr%,t dépendant du temps. Mais Bovier et Hartung ne
procedent pas exactement ainsi : dans [6], ils traitent le cas du mouvement brownien
branchant & deux vitesses indépendantes du temps et, dans [7], ils traitent le cas
général présenté dans cette partie et pour cela montrent que 'on peut adapter la
démonstration de [6] au cas ou les vitesses dépendent du temps. Ainsi, pour eux, le
cadre de [6] est strictement plus général que celui de [7].

Si les fonctions vitesses sont définies par (3.1), alors la fonction A caractérise
entierement le modele. Pour finir de définir le cadre de cette partie, il nous suffit
donc de fixer les hypothéses sur A. On supposera que la fonction A: [0;1] — [0; 1]
vérifie les cinq conditions suivantes :

1) A est croissante, continue a droite et vérifie A(0) =0 et A(1) =1,

(1)

(2) pour tout z € ]0;1[, A(z) < =,

(3) A est dérivable en 0 et en 1 et on a 0% = A’'(0) < 1 et 03 = A'(1) > 1,
(4)

4) il existe n; > 0 et B, B: [0;1] — [0;1] deux fois dérivables sur [0;m] et de
dérivée seconde bornée tels que B(0) = B(0) = 0,

Va € [0;m], B(z) < A(z) < B(x)
et B'(0) = B'(0) = 4'(0),

(5) il existe pp > 0 et C,C: [0;1] — [0;1] deux fois dérivables sur [1 — ;1] et
de dérivée seconde bornée tels que C(1) = C(1) =1,

Vo €[l —mn;1],C(x) < A(z) < C(x)
et C'(1) =C'(1) = A(1).

La condition (2) correspond au fait que 1'on se place dans le cas sous-critique. Les
conditions (3), (4) et (5) sont des conditions locales de régularité en 0 et en 1 pour
la fonction A.

Comme dans la partie 2, on note ((x},(s))1<k<nt(s))o<s<¢ 16 mouvement brownien
branchant de fonction vitesse Zf et d’horizon fini £ > 0 et on pose

M(t) = max xt(t)

1<k<nt(t)
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la position de sa particule extrémale a 'instant ¢ et

son processus extrémal a U'instant ¢, avec
1
2v/2

On considere également le processus ponctuel £, défini comme la limite en loi du
processus ponctuel £; des particules a I'instant ¢ d’'un mouvement brownien standard
vu depuis son maximum M (t), conditionnellement & {M (t) > v/204t}, et la variable
aléatoire strictement positive Y, définie comme la limite de la martingale de McKean
(Y2)1>0, qui est uniformément intégrable. Enfin, on note toujours C' > 0 la constante
ne dépendant que de o3 présente dans le théoreme 2.4, qui est en fait égale & 05,C5(a),
ot la constante Cy(a) est définie dans la sous-partie 2.3, avec a = v/2(0y — 1) et
@ la solution de ’équation F-KPP (1.1) avec condition initiale 1g-. Nous pouvons
maintenant énoncer le résultat principal de cette partie :

m(t) = V2t —

log t.

Théoréme 3.1 (Bovier et Hartung, 2014). Soit A: [0;1] — [0;1] vérifiant les
conditions (1) a (5). On considére les mouvements browniens branchants de fonc-
tions vitesse définies par (3.1) pourt > 0.

(i) Pour x € R, on a

P(M(t) — () < x) — E |exp (~CYe V)] (3.2)

(ii) Le processus extrémal & converge en loi quand t tend vers +00 vers un proces-
sus ponctuel £. Soit n un mélange de processus ponctuels de Poisson d’intensité
\/§C~'Ye_ﬁx dz conditionnellement a Y. On note (n;);en, les atomes de n. Soit
(AD);en une suite 4.i.d. de processus ponctuels de méme loi que L. Pouri € N,

(1)

on note (A}

i )jen, les atomes de AD . Alors on a lidentité

lot
g = Z 5m+02A;i). (33)

i,jEN

Les convergences obtenues en (i) et (ii) sont exactement les mémes que dans le
théoreme 2.4 : les limites en loi de M (t) — m(t) et & ne dépendent que de oy et o9,
c’est-a-dire des pentes en 0 et 1 de la fonction A.

Présentons les différentes étapes de la démonstration de ce théoréme. Dans la
sous-partie 3.2, nous établissons un résultats de localisation pour les trajectoires
des particules extrémales, analogue a ceux de la sous-partie 2.2. Dans la sous-partie
3.3, on montre la tension du processus extrémal et on en déduit alors qu’il suffit de
montrer la convergence des lois fini-dimensionnelles du processus extrémal, c¢’est-a-
dire des k-uplets (N, (t), ..., Ny, (t)) pour k € N et uq,...,u, € R, o



Pour cela, dans la sous-partie 3.4, on approche les fonctions vitesses X2 par deux
fonctions affines en deux morceaux Zf et if , qui encadrent 3? au voisinage de 0 et
de t et dont les pentes convergent vers o7 et oo quand ¢ tend vers 'infini. Enfin, dans
les sous-parties 3.5 et 3.6, on montre que les transformées de Laplace des k-uplets
(N, (t), ..., Ny, (t)) sont encadrées a la limite par celles associées aux mouvements

browniens branchants de fonctions vitesse X7 et if . On conclut alors a 'aide du
théoreme 2.4, qui nous indique que les deux limites par lesquelles on encadre sont
égales.

3.2 Localisation des trajectoires

Dans la partie 2, nous avions défini S;_, borélien de Z([0;¢],R), de telle sorte que
le controle fourni par I'inégalité (2.16) du lemme 2.7 se réécrive sup,o P( € Sy ) < €
pour £ un pont brownien entre 0 et 0 de longueur ¢. Nous avions ensuite introduit
le borélien 7?7 pour transposer cette propriété a la trajectoire d’une particule du
mouvement brownien branchant de fonction vitesse 32, c’est-a-dire pour que 1'on
ait 1’équivalence

XeTl «¢es!

T,’Y’
ou X est la trajectoire d’une particule du mouvement brownien branchant de fonc-
tion vitesse 27, c’est-a-dire X = (Bs:2(s))o<s<t avec B un mouvement brownien, et
€ = (Bs — (8/t)Bt)o<s<t est un pont brownien entre 0 et 0 de longueur t.

Dans cette sous-partie, nous voulons procéder de méme pour le controle explicite
fourni par I'inégalité (2.15) du lemme 2.7, que 'on rappelle ici : soient & un pont
brownien entre 0 et 0 de longueur ¢, % <v<1l g>1ett>3q,alorson a

(k+1)2  _@u>
J W X 6 2(k+1> . (3.4)

M2

PEsefg;t—ql: &l > (sA(t—3))7) <8

la

On définit donc, pour J C [0;¢], un nouveau borélien de Z2([0;t],R)
Sf]n ={X e 2(0;t],R) | Vs € J|X(s)| < (sA(t—s))}

et ainsi la probabilité dans (3.4) s’écrit P(€ ¢ qu;t_ 4.~)- On souhaite transposer cette
propriété a la trajectoire X d’une particule du mouvement brownien branchant de

fonction vitesse X7, comme pour S!_ et 7 . On définit donc

5i(s)

7—} t

)

= {x e oo v o - Fx| < (st 1 0 si) )

et on a alors I’équivalence
T ot
X €T, €S, (3.5)
avec X et & définis comme précédemment. On va alors pouvoir obtenir un contréle

sur les trajectoires des particules du mouvement brownien branchant a partir de
I'inégalité (3.4) :
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Proposition 3.2. Soient % <7y <1, g>1cett > 3q. Alors on a, pour tout
i € [1sn'(t)],
1 2 (k=1)27

P (l’;t g 7~—I—Z,'y ’ (Uu uEZ/{) S SkZEJ k’ ) X @_W7
=lq

\ =

ou I, .= (37)"([g;t — q)).

Démonstration. On rappelle que 7 est I'arbre sous-jacent au mouvement brownien
branchant et (o )ey est la famille des temps de vie des particules de ’arbre. Par
construction, sachant 7 et (o)., la trajectoire zﬁ,t d’une particule du mouvement
brownien branchant a la méme loi que (Byz(y))o<s<t, ot B un mouvement brownien.
D’apres 1’équivalence (3.5), on a

P(al, ¢ T | 7 (0uwueu) =P (€€ Sk ,) (3.6)
ou § = (B, — (8/t)Bt)o<s<: st un pont brownien entre 0 et 0 de longueur ¢. Or
¥7(Iy) C g3t — g, donc (3.6) est majoré par P(§ € Sf,, ) et on conclut grace a
I'inégalité (3.4). O

3.3 Démonstration du théoreme principal

Dans cette sous-partie, nous allons montrer que la démonstration du théoreme
principal 3.1 se ramene a la démonstration du théoreme 3.4. On obtient tout d’abord
la tension du processus extrémal de la méme maniere que dans le cas a deux vitesses :

Proposition 3.3. Pour tout d € R, on a
P(&(]d;00]) = N) — 0, (3.7)

N—o00

avec convergence uniforme ent € Ry. En particulier, la famille (&) est tendue.
Démonstration. La preuve est identique a celle de la proposition 2.18. O]

Comme (&) est tendue, il s’agit maintenant de montrer I'unicité de la limite.
Pour cela on passe par les lois fini-dimensionnelles : pour ¢t > 0 et u € R, on pose

n'(t)
Nu(t) = Z :H- t(t)—m(t)>u>

Nu = Z IL7h"f’cr2A§,i>>u’
1,J€EN

en utilisant les notations du théoreme 3.1. On définit également pour uy, ..., u; € R
la transformée de Laplace de (N, (t), ..., Ny, (t)) par

CELI A E w e ]

pour ¢ = (¢1,...,¢;) € Rﬁ. On définit de la méme maniere ¥, ., la transformée
de Laplace de (N,,,...,N,,). On montrera dans les trois sous-parties suivantes le
théoréme suivant :
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Théoréme 3.4. Pour tous k € N, uy,...,ur € Retcy,...,cx ER,, on a

yl (¢) — Uy, u(0).

Ul,..-, Uk t—00
Montrons tout d’abord comment ce théoreme implique le théoreme principal 3.1.

Démonstration du théoréme 3.1. Montrons tout d’abord le point (ii) du théoréme
3.1. (&)t>0 est tendue donc relativement compacte (pour la métrique de Prokhorov)
et donc toute sous-suite (&, )nen, avec t, — 0o, admet une valeur d’adhérence. On
considere £ une telle valeur d’adhérence et on note

E = Z 5m+02A;i),

i,jEN
il suffit alors de montrer que & et £ ont méme loi. Pour tous k € N, w1, ..., us € R,
d’apres le théoreme 3.4, on a la convergence en loi de (N, (t),..., N, (t)) vers

(NMuyy -+, Ny, ) quand ¢ tend vers l'infini, donc

(EQua;0el),- - Eugs 00) = (€ (Jur ; 00]), -, E(Jug 5 00[):

Or pour tout u € R, &(Ju; 00[) < oo p.s. d’apres la convergence (3.7) qui est uniforme

ent € R,. Onadoncaussi E(Ju; o0[) < 0o et on en déduit que pour tous vy, ..., v €
R, on a

(E(ursv]), oo, E(ur s vr])) = (S(]ul ju1), - 75(]7«%;%]))-
Or l'ensemble ¢ = {Ju;v] | u,v € R} vérifie les hypotheses de la proposition 1.13,
donc on en déduit que £ et £ ont méme loi, ce qui conclut la preuve du point (ii).
Montrons & présent le point (i). Soit u € R, on a
P (M(t) = m(t) < u) = P(ElJuso0]) = 0) — B(E(Ju; o)) = 0),

or, par (3.3), la loi de £ ne dépend que de oy et oy donc d’apres le théoreme 2.4,
P(&(Ju;00]) =0) = E[exp(—CYe‘ﬁ“)]. ]

3.4 Approximation par des mouvements browniens bran-
chants a deux vitesses

Pour démontrer le théoréme 3.4, nous allons comparer la fonction A a des fonc-
tions affines en deux morceaux, pour pouvoir se ramener au mouvement brownien
branchant a deux vitesses étudié dans la partie 2. Comme la limite du processus
extrémal ne dépend que des pentes de A en 0 et en 1, on se contente d’encadrer la
fonction A au voisinage de 0 et de 1, par des fonctions affines en deux morceaux dont
les pentes vont converger vers o et gy. Pour construire ces fonctions, définissons tout
d’abord, pour tout ¢ > 0,

d<(t) = sup {:1: €[0;1] ‘ Az) < t21/3}’

5> (¢) ::1—inf{xe[0;1] ‘A(x)z1—t21/3}.
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Remarque. Comme A(x) < z pour tout x € [0;1], on a 67 (¢) < t~%/3 et donc

67 (t) — 0.

t—o00

Mais ce n’est pas forcément le cas de §<(¢) : en effet la fonction A peut étre nulle
au voisinage de zéro. Cependant, §<(t) étant décroissant en ¢, on peut définir

§< = lim §<(¢).

t—o00

On a alors, pour tout x < §<, A(z) = 0 et, pour tout x > §<, A(z) > 0. On
remarque également que si o7 > 0, alors 0< = 0. Nous distinguerons réguliérement
les trois cas suivant : soit o1 > 0, soit o3 = 0 et §< = 0, soit §< > 0.

Nous allons maintenant construire les fonctions A, et A;, continues et affines en
deux morceaux, pour encadrer la fonction A au voisinage de 0 et de 1. Pour cela
nous allons utiliser les conditions (4) et (5) vérifiées par la fonction A. On fixe une

constante M > 0 telle que B” et B sur [0;m] et C” et " sur [1 — 79 ;1] soient

bornées par M. Les fonctions A, et A, vont étre définies par leur deux pente : git

et a3, pour A, et 73, et @3, pour A;. On pose, pour tout ¢ > 0,
M M
03 =05+ 75>(t) et o5, =05 — ?5>(t).

Pour ¢?, et 7% ,, il va falloir différencier les trois cas présentés dans la remarque
précédente.

e Si oy > 0, on pose, pour tout ¢ > 0,
ol =07 — ]\246<(t) et o7, =07 + ]\246<(t).
e Sio; =0et < =0, on pose, pour tout t > 0,
o, =0eto], = ]\2/[6<(t).
e Si 0= >0, on a donc og; =0 et on pose, pour tout ¢t > 0,
ol =0eta}, =0.

2 =2 2 2 =2 2
Dans tous les cas, on a g7 ,,07, — 07 et g5,,05, — 05 quand ¢ — oo, donc pour ¢
suffisamment grand, on a o?,,5%, < 1 et g3,,05, > 1. On peut donc définir

2 —92
o1 - 0,1
b= 5 etbh= s

05+ — 014 02t — 01y

les instants de changement de pentes de A, et A,. Aux fonctions A, et A, on associe
les fonctions vitesses

s — — /s
Y25 €[0;t] —> tA, (t) et Zf: s € [0;t] — tA; <t) :
Les fonctions X2 et i? vérifient bien les propriétés escomptées :
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Lemme 3.5. Les fonctions Zf,i?: [0;t] — [0;t] sont continues et affines en

deuz morceauz de pentes respectives a3, puis a3, et o1, puis o3,. Elles vérifient

¥2(0) = if(O) =0 et X2(1) = if(l) = 1. En outre, on a les encadrements suivants

pour t suffisamment grand :

(i) Pour tout s tel que X2(s) € [t —t/3;t], on a

(iii) Si < >0, alors on a by < b, et, pour tout s € [0; (6= A b;)t],

£2(s) = S2(s) = S (s) = 0.

Démonstration. Les premieres propriétés des Zf et if sont immédiates par construc-
tion. Montrons les différents encadrements. Pour le point (i), considérons ¢ suffisam-
ment grand tel que 67 (¢) < ny et s tel que ¥2(s) € [t — t'/3;t]. Alors, par définition
de 67(t),ona s/t >1—67(t) > 1 —ny et donc

¥2(s) = tA (j) <(C (‘Z) .

Par l'inégalité de Taylor-Lagrange, on majore
— /8 — — S M /s 2
tC|-)<t|CH)+C(1)(--1 (—1)
() =rfemrem (-5 (1))
M 5
<t(1- 2(1—3> S5t (1—))
= ( 2 \1=3) P3O~

en utilisant que 1—s/t < §7(t). On a donc montré que ¥?(s) < i?(s) et, en minorant
de méme C par inégalité de Taylor-Lagrange, on obtient ¥7(s) < ¥2(s).

Pour le point (ii), on a 6< = 0 donc on peut considérer ¢ suffisamment grand tel
que 0<(t) < n;. Pour s tel que X2(s) € [0;¢/%], on a s < §<(t) < m1 et donc de la
méme maniere que précédemment, on obtient

w01 () 218 () 2o o) =0 (3) - 30

et de méme S2(s) < 5y (s). B

Enfin, si 6= > 0, on a ¢}, =07, = 0 et on a g3, > 73, donc b, > b;. Or X7
est nulle sur [0;t5<[, X7 est nulle sur [0;tb,] et i? est nulle sur [0;tb;], donc on en
déduit le troisieme point. O]
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Nous allons donc considérer les mouvements browniens branchants a deux vi-
tesses associés aux fonctions vitesse Z? et if pour comparer leur comportement
asymptotique & celui de fonction vitesse ¥2. Introduisons quelques notations. Pour
t > 0, on considere ((y;(5))1<k<nt(s))o<s<t un mouvement brownien branchant de
fonction vitesse 2?, tel que I'arbre sous-jacent et les temps de vie des particules
soient les mémes que pour ((z}(s))1<k<nt(s))o<s<: Mais les trajectoires soient indé-
pendantes (c’est-a-dire que les deux arbres marqués aléatoires sont construits a partir
des mémes 7 et (0, )ucy et avec des marques (Y, )yeys indépendantes). On pose, pour
u € R,

Puis on définit ¥, - la transformée de Laplace de (N, (t),...,N,, (t)) pour
Uy, ..., u, € R, de la méme maniere que dans la sous-partie 3.3. On définit de méme
(F5(5))1<k<nt(s) Jo<s<ts Nu(t) et @le pour la fonction vitesse i?. Alors on a les
convergences suivantes :

Proposition 3.6. Pour tous k € N, uy,...,ur € Retcy,...,cp, € Ry, ona

t
=UT,..., Uk

—t

\I/ul,...,uk (c) t—>—o>o Wy g (c).

(¢) — Wuy,. (),

t—o00

Démonstration. Par construction, on a Qit,ﬁit — o? et git,ﬁg,t — 02 quand
t — oo. Donc on peut appliquer le théoreme 2.4 aux processus extrémaux des
mouvements browniens branchants de fonctions vitesse X7 et i? , ce qui montre la
proposition. O

Dans la suite, nous soulignerons tous les objets liées a Zf et surlignerons tous
ceux liés a i? . En particulier, on définit, de la méme maniere que 0<(t) et 6~ (t)
pour X2, les grandeurs 6<(t), 87 (t) associées & X2 et 0 (t), 0 (t) associées & 3, .

3.5 Comparaison gaussienne

Nous voulons montrer le théoreme 3.4, c’est-a-dire la convergence de Wi, (c),
en utilisant 'encadrement de la fonction vitesse ¥? construit dans la sous-partie
3.4. Nous allons montrer dans cette sous-partie, a quelques lemmes prés qui seront
démontrés dans la sous-partie 3.6, le théoréme suivant :

Théoréme 3.7. Pour tous k € N, uy,...,ur € Retcy,...,c, ER,, ona

lim inf LA (O (c) >0, (3.8)

UL UE

limsup ¥, ., (¢c)—V
t—00 T

Vérifions que I'on peut en déduire le théoreme 3.4.
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Démonstration du théoréme 3.4. W., . (c)converge vers U, ., (c) d’apres la pro-
position 3.6, donc on déduit de (3.8) que
lim inf W’ (€) > WUy, (c)

1300 Use-es Uk

et de méme on obtient, a partir de (3.9),

lim sup \Ilil,._”uk (c) <V, (C)

t—o00

ce qui conclut la démonstration. O

On notera dans cette sous-partie P := P (- | 7, (04 )uc/) la probabilité sachant la
structure d’arbre sous-jacente et les temps de vie des particules, qui sont communs
aux différents mouvements browniens branchants considérés (ce sont sous P des pro-
cessus gaussiens indépendants définis sur la méme structure). On note E l'espérance
associée. On rappelle qu’on a les covariances, pour i,j € [1;n'(t)],

E [vl(s)at(s)] = SH(wl(s). ()

Démonstration du théoréme 3.7. Les démonstrations de (3.8) et (3.9) sont tres si-
milaires. Nous travaillerons sur (3.9), en précisant les points ou la démonstration de
(3.8) differe. On note, pour t > 0 et o > 0,

nt(t) k
fat(t)) = f(@i(t), ..., ahep(t) = exp (— > ZClﬂzg(t)_m(t)m,) :

i=1 [=1

nt (1)
fo(2'(t)) = fo(2i(t), ., Theey (1)) = exp (— > 2 ahe(@i(t) — m(t) - Uz)) :

i=1 [=1
ou la fonction h,: R — R est définie par

T 6_22/2‘72 z/o 6—92/2
hy(x) = ———dz = —d
(=) —o00 /2702 —oo /2T Y

et vérifie h,(x) tend vers 1,59 pour tout = # 0 quand o tend vers 0. Comme

zi(t) — m(t) # w p.s., on en déduit que f,(z'(t)) converge p.s. vers f(z'(t)). Or
0 < f,(2%(t)) <1, donc par convergence dominée, on a

E [, (0)] — E[f6'0)] = ¥, .0 (3.10)
et de méme E[f,(7'(t))] tend vers @tul%(c) quand o tend vers 0. Nous allons
donc essayer de controler E[f,(z*(t)) — f, (@ (t))]. Pour h € [0;1], on définit, pour
0<s<tetl<i<nl(s),

7(s) = Vhal(s) + VT = hgi(s).

Alors ((f?h(S))lgignt(s))ogsgt est un mouvement brownien branchant de fonction

vitesse )

Sy s € (05— hE2(s) + (1 — h)S; (s)
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et ayant toujours le méme arbre sous-jacent et les mémes temps de vie des particules
que pour ((24(8))1<kent(s)Jo<s<t- On a ainsi interpolé x(¢) = 7" (t) et 7'(t) = 7.°(1)

et on a

fo(@'() = fo(7' (1) = e @ () dh,

ou
4y ) = 1SS @i, ath0) (st - gt e
/@ =22 o, Ty (), Ty \/Exl =V .
avec
t,h - 2
of Eg (22" () = m(t) — w) o
) = — T - (@), (3.12
S (@ (0) (;;(Tvﬁz;exp 307 fo@ (D). (3.12)
On introduit alors dans chaque terme de la somme (3.11) la décomposition
1= ]lff’fe’rl + ]lij'fg;rf )
) Iy, ) Iy

pour%<7<1ﬁxéet

T -—{ 0<(t)t; (1 -8 (1)t si 8% =0
TR (L-F ()] sis< >0

ou EZ (t) est défini comme §<(¢) mais pour la fonction iih. On a alors

E[fo(a(0) ~ LT 0)] =E[ [ (Bilo.h) + Salerm)an],  3.13)

avec

- i) wilt)
_ = ~Jo —th 1, -, xz( . i
2 — axz (Q: (t)> zi:?GTThﬁ ( \/E /1—_ 7 )

g — —th N EON O

On obtient de la méme maniere pour la borne inférieure la décomposition

E[f,(a'(0) = £/ )] =E[ [ (8100 1) + Salor 1)) an].
en choisissant ici

I = { [05(8)t; (L —=07(1)t] sioy>0
ST B (L= 67 (0)] sioy =0

Le controle de Sy(a,h) et Sy(o,h) est fourni par le lemme suivant, que nous
montrerons dans la sous-partie 3.6 :
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Lemme 3.8. Avec les notations qui précedent, on a les deux limites suivantes

1_
lim limsup E {/ |Sa(o, h)| dh} =0,
0

t—o0 540

1
lim limsup E {/ |Sy(0, h)| dh} =0.
0

t—=o0 550

Contrdlons a présent Sy (o, h) et S;(o, h). Par le théoréme de Fubini (en utilisant
que Jf,/0x; est bornée) puis en conditionnant par (7, (oy)uey), On a

E [/Olsl(a, h) dh} :/OI]E[IE [S1(e,1)]] dh.

Par définition de E, on a, pour h € [0;1],

nt(t ~ 8f0-
E [ B @) Ly

[81(0' h } ;

i=1

Par définition de ’7?}1 " dans la sous-partie 3.2, on a

ﬂfﬁfef{h i = Hvsefh,

(3.15)

&(Z2(9) |<(Z2(s)A(t-%2(5)))

ou &(s) = Bi(s) — (s/t)B;(t) avec B; mouvement brownien tel que xth(s) =
Bi(X%(s)) pour tout s € [0;t]. On cherche & approcher (3.15) par une fonction
ne dépendant que d’un nombre fini de valeurs de &;. Pour n € N, on pose

on

gn (& (727" ))1<j<on) = [ Ljp-ner, 1
j=1

&(Z2(527 )| (B2 G2 MA@E-32(27)))

On s’est ainsi ramené a un nombre fini de variables aléatoires gaussiennes et on
va pouvoir utiliser la formule d’intégration par parties gaussienne, présentée par
exemple par Talagrand [23, Partie A 4] :

Proposition 3.9 (Formule d’intégration par parties gaussienne). Soient
W, Zy,..., Zn des variables aléatoires gaussiennes définies sur un espace de pro-
babilité (Q, F,P) et F: RN — R une fonction différentiable. Si, pour tout a > 0,
F(z)exp(—a|z|?) tend vers 0 quand x tend vers Uinfini, alors on a

E(WEF(Zy,...,Zx8)] = g:E (WZ,|E

=1

[8F

8$](Zla"'7ZN)] :

Cependant ici la fonction g, n’est pas différentiable, mais on peut 'appro-
cher par une suite (g, x)reny de fonctions différentiables comprises entre 0 et 1
et telles que g, converge presque partout vers g, quand k tend vers linfini
(en utilisant les fonctions h, pour approcher les fonctions indicatrices). En ap-
pliquant la formule d’intégration par parties avec W = z(t), N = n'(t) + 2",

1

(Zy,...,Zy) = (@), ... ,*fl?t)( ),&i(27™), ..., &(1)) et a la fonction

F:(z,2) e R"® x R —s gfa () - gnx(2)
T
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qui est différentiable et est bornée par 3.5, ¢;/v/2m0? d’aprés (3.12) donc vérifie les
hypotheses de la proposition 3.9, on obtient

o

Z;

) - url €2, . @-(1))] (3.16)

n(t) N
= 3 E[si07 ()] E aiig;j @ (6) - gar(6627"), . ,@(1»]

+ 3 E[a06 2] B[ F o) kg 6(0)

nt(t) N
= 3 E [0z ()] E ;ig;j @ (1)) - gual&(27), ,@(1»] SNcAYY

car x{(t) et &(j27") sont indépendants (§; est un pont brownien indépendant de
22" (1)) et donc E[z!(t)€(j27™)] = 0. On calcule les dérivées partielles secondes de

(2

o pour i # j,

ai};;j (Z eAEA( ) (Z cipy (T )fa( "(t),  (3.18)

=1

ou l'on a posé, pour x € R,

e ]

27 202

En faisant tendre k& vers l'infini dans (3.16) et (3.17), on obtient par théoreme de

. . . : Ofc fo
convergence dominée (pour la domination, on majore g, par 1, 5= et DD,

> Oz,
bornées d’apres (3.12) et (3.18) et xl(t) est intégrable),

B |atl): 2@ (0) - (627, 600)

sont

£ VN T It A

= E |2i(t)Z" ()| E | —2—(@""(t)) - g (&(277), ..., &(1)] .

> E [0t 0] B | g 2@ )62, 600)

Puis, toujours par le théoreme de convergence dominée, en faisant tendre n vers
I'infini et en dominant g, par 1, on obtient

& [xﬁ(t) O @) 1

Ip,y

(3.19)

Wt g | e i
=) E [-fci(t)%’ (t)] E l&ci&cj(x H0) - g

j=1 Ip,y

On remarque que I’égalité (3.19) est vraie en remplagant z£(¢) par 7(¢). On en déduit
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que (3.14) est égal a

1O O Tty g\ e, ] o2f, .
2 ; = l( N h) ta (t)] £ [ﬂwﬁfefjw(fm(fﬁ (t))l

L

7=1
1 nt(t) B . . e _ azfa L
-3, (E [#()ah()] - E [7 ()7 ()] ) E [ﬂx%e}tm Teoe ™ (t))] ,
i#j

en utilisant que Z0"(s) = vhz!(s) + /1 — hg'(s) et Iindépendance entre z'(s) et

7t(s), puis en remarquant que pour i = j, on a E[xﬁ(t)xz(t)] =t =E[g;(t)75(t)]. On

introduit alors, dans chaque terme de la double somme, la décomposition
L= Tawrwyetenetn T Lat )0t )€t
ou les deux fonctions indicatrices sont (7, (0, )y )-mesurables. Par construction, on

a d(zi(t), 25(1)) = d(i(t),75(t)) = d(@"(t), 75" (t)) que 'on notera d; ; dans la suite.

gl » Vg
On obtient alors

1 1 - _
E[ | Sion) dh} = [ E[Ti(0,h) + Tofo, )] b, (3.20)
0 0
en posant,
n*(t) r 2
_ 1 —o - 0 f
Ty(o,h) = = 2@ NS ()L 7 E|Len s 7 (z (¢
1(07 ) 2@;:1( t( z,j) t( z,g)) dt €lp i szeﬁ,waxiaxj (x ())
i#j
- 1 n'(t) . T 82]0 T
Ty(o,h) = = Y2 @)= (d )Ly 7 B Loen s 7 (Z (¢
2(0, ) Qing( t( z,j) t( z,j)) dt ¢, i xi,fegwaxiazj (I ()) )
i#£j

ou l'on a utilisé que E[mf(t)xz(t)} = Y}(d} ;) et E[yﬁ(t)yz(t)] = f?(dﬁjj). De la méme

maniere, on obtient la décomposition

E /0151(0, h) dh} :/OIE[Tl(O', h) + Ty (0, )] dh,

ol les grandeurs surlignées sont remplacées par les grandeurs soulignées. Ces deux
termes sont controlés dans les deux lemmes suivants, que nous montrerons également
dans la sous-partie 3.6 :

Lemme 3.10. Avec les notations qui précédent, on a les deux limites suivantes

1 _
lim limsup | E[[T1(o, h)|| dh =0,
0

=00 540

1
lim lim sup/ E“Il(a, h)” dh = 0.
0

t—=o0 550

Lemme 3.11. Avec les notations qui précédent, on a les deux inégalités suivantes

1
lim sup lim sup E[TQ(U, h)} dh <0,

t—00 o—0 0

1
liminf liminf | E[T(c, k)| dh > 0.

—00 oc—0 0
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On obtient, en utilisant successivement la convergence (3.10) et les égalités (3.13)
et (3.20) ,

Ul (€)= Vo (€)= I B [fo(24(8) = fo(7' ()]
i [ E[Tl(a, h) + Tao,h)] dh + E Ulsm n) dh}

o—0.J0
< lim sup “Tl(a, h)u dh + lim sup E{Tg(a, h)] dh
o—0 oc—0
1_
+ limsupE [/ 55(0, h)|dh}
o—0 0

et donc en appliquant les lemmes 3.8, 3.10 et 3.11, on en déduit la borne supérieure
(3.9). On procede de méme pour la borne inférieure : on a

U ()= W (¢) > liminf 1E[Tz(a,h)] dh —limsup | [m(o,h)\] dh

ULy Uk —Ul,..., Uk o—0 0 o0
1
—limsupE {/ |Sg(cr,h)|dh]
oc—0 0
et on en déduit (3.8) par les trois lemmes. O

3.6 Démonstration des lemmes auxiliaires

Dans cette sous-partie, nous allons démontrer les différents lemmes laissés en
suspens dans la sous-partie précédente. Expliquons tout d’abord rapidement les
motivations du découpage effectué dans la démonstration du théoreme 3.7. Le terme
Sa(o, h) est contrdlé grace a l'indicatrice de 1'événement {Tff o ’Y?h 7}, qui est de
probabilité faible d’apres la sous-partie 2.2 (si les bords de I}, sont suffisamment loin
des bords de [0;1]). Le découpage entre Ty (o, h) et Ts(o, h) semble assez naturel : si
d; ; € Ip, on peut utiliser 'indicatrice de I’événement {xl? € Tt } pour controler

la position des trajectoires xjt et :c” a l'instant dt - ou elles se séparent. Alors
T1(o, h) est petit car d! ; € I, n’a lieu qu’avec faible probablhte pour deux particules

extrémales, par analog1e avec la proposition 1.12 (d(l nouveau si les bords de I, sont
suffisamment loin des bords de [0;¢]). Enfin, pour T5(c, h), si I, est suffisamment

grand, on a X7 < if en dehors de I;, et donc on peut en déduire le signe de
Tsy(o,h) <0.

On voit donc que Iy, et I, doivent étre choisis & la fois suffisamment petits et
suffisamment grands. Le lemme suivant justifie le choix de ces intervalles :

Lemme 3.12. Les intervalles I, et I, vérifient les propriétés suivantes.

(i) Il existe D > 0 et tg > 0 tels que, pour tout t > to et tout h € [0;1], on ait

5, (Th) C [DEY3 5t — DY) (3.21)

E?h(lh) C [Dt1/3 3T — Dtl/s]. (3‘22)

)

89



(ii) Pour t suffisamment grand, si s € |(1 — 06 (£))t;t], ou si 6< = 0 et s €
[0;0<(t)t[, on a

22(s) < Ty ().

(iii) Pour t suffisamment grand, si s € [(1 — §(¢))t;t], ou si o1 > 0 et s €
[0;0<(t)t], ou si (01,0%) = (0,0) et s € [0;0;(t)t[, on a

7(s) < Si(s).

Le point (i) signifie que T}, et I), sont suffisamment petits : les bords de iih(fh)
s’éloignent suffisamment des bords de [0;¢] pour que 'on n’ait Tf’f ¢ 7~'Tth ., qu'avec
tres faible probabilité, ce qui nous permettra de controler Sy(o, h) dans la démons-
tration du lemme 3.8. Les points (ii) et (iii) signifient que I}, et I, sont suffisamment
grands pour que 'on puisse connaitre simplement les signes de To(c, h) et Ty(o, h).
En effet ils montrent que si 6< = 0, on a £2 < 5, en dehors de T, et 32 < $2 en de-
hors de I;,. Cependant on remarque que le cas < > 0 pose probléme pour les parties
inférieures de (I1,)¢ et (1,,)¢ et ce cas sera donc traité a part dans la démonstration
du lemme 3.11.

Démonstration. Commengons par montrer le point (i) pour Ij,. Comme iih est
croissante il suffit de s’'intéresser aux bornes de Ij. La borne supérieure de I}, est
(1 -3 (t))t. Par continuité de -, on a =.((1 — 3 (t))t) = t — t'/3. D’autre part, on
ad (1) = t723 /5%, ~ %% /03 quand t — oo et 1 — A(1 — z) ~ o3z quand = — 0,
donc t —32((1 =48 (£))t) ~ t+/3. On en déduit que pour ¢ grand (indépendant de k),
ona X2((1 =3 (£)t) <t —t/3/2 et donc

2

Tonl(L =87 (0)t) = R (1 =3 (1)) + (1 = h)

=2

S, ((1=3 (0)) <t ——.

Maintenant, distinguons les cas o1 > 0, (01,6<) = (0,0) et 6= > 0. Si o7 > 0,
la borne inférieure de Ij, est 6<(¢)t. On a X2(5<(t)t) > t/3. Comme o? > 0,
5<(t) tend vers 0 et A(0<(t)) ~ 026<(t) quand ¢t — oo. Donc §<(t) ~ t~%/3/0?
et S (5<(t)t) = 01,6<(t) ~ ¢t72/*. On en conclut que pour ¢ grand (indépendant
de h), on a iih(5<(t)t) > t1/3/2. Si (01,6<) = (0,0), la borne inférieure de T, est
6<(t)t. On a toujours X7 (6<(t)t) > t'/*. D’autre part o5, = §<(t)M/2 donc pour ¢
suffisamment grand tel que 0<(¢) < 7y, par Taylor-Lagrange, on a

S65(8)E) = t]\245<(t) > tB(65(t)) > tA(0<(t)) >t/

et donc iih(&f(t)t) > ¢1/3. i 6< > 0, la borne inférieure de T, est 8, (t)t et on a

directement iih(g,f (t)t) > t'/3. On a donc montré (3.21).

Montrons maintenant le point (i) pour I,. La borne supérieure de I, est (1 —
67 (t))t. Comme 6~ (t) tend vers 0, on a 1 — A(1 — 67 (t)) ~ 0267 (t) quand t —
o et donc 67 (t) ~ t7%3/02. On en déduit que Y2((1 — §>(¢))t) ~ /% et t —

90



SH((1 = 67 (t)t) = g3,0”(t)t ~ t'/3. Donc pour t grand (indépendant de &), on a
Sia((1=6>(t)t) <t —t/3/2.Si g1 > 0, la borne inférieure de I, est 6<(¢)t. On a
S2(6<(t)t) > t'/3. Comme précédemment, on a §<(t) ~ t72/3 o} et X7 = o3 ,6<(t) ~
¢=2/3. Donc pour ¢ grand (indépendant de h), on a X7, (6<(¢)t) > t'/3/2. Si 01 = 0,
la borne inférieure de I, est &; (¢)t et on a X}, (55 (¢)t) = /3. On a donc montré
(3.22).

Montrons le point (ii). Si 6< = 0, pour s € [0;5<(¢)t[, on a X2(s) < t'/3, donc
d’apres le lemme 3.5, on a ¥2(s) < if(s). Considérons maintenant s € ](1—0 (¢))t ; ¢]
pour §< quelconque. Si ¥2(s) >t — t!/3 alors d’apres le lemme 3.5, on a ¥2(s) <
2(s). Si $2(s) < t — t1/3, alors on a également $2(s) < 5(s) car 5. (s) > t — 1/
pour s > (1 — 4 (£))t.

Montrons le point (iii). Si o3 > 0 et s € [0;5<(¢)t[, de méme, par le lemme
3.5, on a X2(s) < ¥2(s). Si (01,6<) = (0,0) et s € [0;5;(¢)t[, alors X2 est nulle
sur [0;0,t] et $? est croissante et strictement positive sur |0;¢]. Quand ¢ tend vers
I'infini, b, tend vers b > 0 en décroissant. Alors, pour ¢ grand tel que ¥2(b) > t1/3,
on a 6<(t) < 57 (t) < 3°(t) et on en déduit : si s < b, X2(s) =0 < X2(s) et si s > b,
¥2(s) < /3 < ¥2(s). Enfin, si s € |(1 — 6~ (t))t;t], on a ¥2(s) >t — t'/3 donc par
le lemme 3.5, ¥7(s) < ¥2(s). O

Nous allons maintenant nous intéresser a la fonction gpf, pour 1 <[ < k, définie
dans la démonstration du théoreme 3.7 par

P(x) = —— exp (— oot = ul)2> ,

oV 2 202

pour z € R. La fonction ¢! apparait dans les dérivées partielles de f, et donc
intervient dans toutes les grandeurs considérées dans les lemmes 3.8, 3.10 et 3.11.
On s’intéresse au comportement de ! quand o tend vers 0 et il s’agit en fait d'une
approximation de Dirac en m(t) + u; comme le montre le lemme suivant :

Lemme 3.13. Soient 1 < | < k, W une variable aléatoire de loi N(0,s%) et
F: R — R mesurable et bornée. Alors, pour tout y € R, on a

1 (m(t) + u — y)*
exp | —
V271 2¢2

En outre, B[l (W + y)F(W)] est bornée par ||F||o/sv2m pour tout o > 0.

Ainsi les facteurs gof,(fﬁ’h(t)), qui apparaissent dans les grandeurs que 'on veut
controler, indiquent que Tf’h(t) est proche de m(t)+wu; et donc que c’est une particule
extrémale.

E {gof,(W + y)F(W)} — ) F(m(t) +w —y).

Démonstration. On a, avec le changement de variables z = (w +y — m(t) — w)/o,

. e(w+y7m(t)ful)2/202 671112/2§2
E [, (W +y)F(V))] :/R e P dw
o—72/2 e~ (ez—ytm(t)+u)? /262
= Floz—y+m(t) +u dz
[ Floz =y mit) + u)
6_Z2/2F 6_(m(t)+ul_y)2/2<2 d

(t) +u — 5 (3.23

b L e P =) (3.23)
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d’apres le théoréeme de convergence dominée, ou la domination est obtenue grace a
la majoration

e )4 a2 — ||l 7=
Floz—y+m(t) +u Foo :
V2 SV 2m V2

Alors (3.23) est égal a la limite souhaitée et (3.24) fournit la majoration énoncée. [

(3.24)

Montrons maintenant les trois lemmes énoncés dans la sous-partie 3.5.

Démonstration du lemme 3.8. Par le théoreme de Fubini et en conditionnant par
(7_7 (Ju)ueu)a on a

E [/01|52(<7, h)|dh} _ /011@ (£ [|Sa(0. h)[]] dh.

Par définition de Sy(0, h) et par inégalité triangulaire, on a, pour h € ]0; 1],

. (’m\%ﬂ + ‘yf—(f)‘h)] (3.25)

¢

n'(t)

o)1

1 B k
Ri(o,h) =5 Y E| (Y adh (@ (1) ) Loz
24 =1 R
|23 (t)] 7i(®)]
><< Jh 1|x;§(t)|>2m(t)+mﬂ|y§(t)|>2m(t) ;
17”Lt(75)~ k h
Fato.h) = 1 3B (3 agh (70 Lt
=1 =1 hoY

|73 (1)] 7i(0)]
X : ]lz m + . 17. m )
( Vh |z} (t)| <20 (t) Vi—h |75 (t)|<20m(t)

olt Ry(o,h) pourra étre controlé car |zt(t)] > 2m(t) et [gi(t)| > 2m(t) n’ont lieu
qu’avec probabilité tres faible et, pour Ry (0, h), nous utiliserons le fait que z}(t) et
JL(t) sont bornés par 2m(t) et que xlt ¢ T ., Wa lieu qu'avec probabilité faible.

ommengons par controler R, (o, n majore l'indicatrice de 1’événemen
C G troler Ri(o, h). O j I'indicatrice de 1’évé t
@ ¢ Tt .} par 1. Ensuite, on traite tout d’abord le terme contenant |zj(t)| :

n(t)

; Z E K; Cz@é(ﬁ%@)) ‘x\i/(%)‘ ﬂ|xf(t)|>2m(t)]

=1

;nt(t) ; ClhE 12|10 z52m E [, (VRZ + VT=1W) | Z]], (3.26)
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ol Z et W sont des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,t), car zt(¢) et
7i(t) sont indépendants. Par le lemme 3.13, comme Z et W sont indépendants et

V1 =AW a pour loi N(0,(1 — h)t) , on sait que E[¢! (VhZ + V1 —hW) | Z] <
1/4/27(1 — h)t pour tout o > 0, donc (3.26) est majoré par

1 t() lecl
V2rty/1T— hv/h

Le terme contenant [7%(¢)| est également majoré par (3.27) par symétrie des roles
entre z£(t) et () et donc on a

[\Z\1|Z|>2m(t)} : (3.27)

/0 IJE[El(a,h)} dh <e tzl 1% 2E [Z1z50m],  (3.28)

</ Vi dh)

or on peut calculer explicitement

I2
E |:Z]1Z>2Th(t):| = /OO \/_ /2 \/_ 277L(t)2/t7
2m(t \/ \/

donc, comme —2m(t)?/t ~ —4t quand ¢ tend vers l'infini, (3.28) tend vers 0 quand
t tend vers l'infini. On en conclut

L
lim lim sup/ E {Rl(a, h)] dh = 0. (3.29)
t—=00 550 0
car (3.28) ne dépend pas de o et 'intégrale sur h est finie.
Controlons maintenant Ry(o, h). En utilisant le controle sur zi(t) et 7t () fourni
par les indicatrices, on majore Ry(o, h) par

nt(t)

L - @) B (2 ¢ 7
( ) <\/— F) Z ch [ ))} P (xzt 7—71;“7) ’ (3'30)

=1 [=1

nt

—~

t)

||M

Sz

car 'événement {ff? ¢ 7%1 7} est indépendant de z"(t) d’aprés la sous-partie 3.2.
D’aprées le lemme 3.12, on a I, C (iih)_l([Dtl/3 ;1 — Dt/3]) pour tout t > t, et tout

h € [0;1], donc pour t suffisamment grand (indépendant de &) tel que t > 3Dt'/3,
d’apres la proposition 3.2, on a la majoration suivante, indépendante de h,

1
Sy ~ Zoo (k‘ + 1)5 _ (k=127 _L(pg/3y2v-1
v (xi’t 7—;}“7) = 8k—LDt1/3J We s et ’

ou la deuxieme inégalité est vraie pour ¢ suffisamment grand. D’autre part, comme
th(t) a pour loi N(0,t) sous P, on sait par le lemme 3.13 que

B [h 0] = g o (- )

i
oc—0 2t 2t
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et que l'espérance est majorée par 1v/27t. Donc en dominant (3.30) par

e AllDtl/3)2w 1

1 1
() ( + )
vVh  V1—h ,;
qui est intégrable sous E puis par rapport a h, on obtient, d’apres le théoreme de
convergence dominée,
1

limsup [ E [Eg(a, h)} dh

o—0 0
ef(m(t)+ul)2/2t

1/ 1 1 k 11 /8\2y—1
< m(t / — 4+ ——|dh]é B (AR
_m()<o <\/E+\/1—h> )e;cl Jort -

k —t+1 logt—v2u;
e 2 _1 1/3y2y—1 _1 1/3y2y—1
~ioo \/§1§C’et§ a e"a(Pt) = C'te” 3P — 0
=1

A/ 27Tt t—o00

et on déduit de cette limite et de (3.29) que lim;_,, limsup, o E[fy[S2(c, h)| dh] = 0.
La démonstration pour Sy(c, h) est identique, car I, vérifie également le lemme
3.12 et cela conclut la démonstration du lemme 3.8. O

Nous allons maintenant montrer le lemme 3.10, concernant le contrdle de T' (o, h)
et T1(0,h). L’idée est que la dérivée seconde de f fait apparaitre o! (Z2"(t)) et
ol (z (*t "(t)), qui signifient que T"(¢) et Tt "(t) doivent étre des particules extrémales
et donc dt € I, n’a lieu qu’avec faible probablhte Nous allons couper la démons-

tration en deux en montrant tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 3.14. Pourt suffisamment grand, on a la majoration
1

lim sup E {Tl(a h)} dh

o—0

< / /1 ’22 — X ‘exp (—s +§ih(s) +a (Et’h(s)(tt_zt’h(s))> ) ds dh,

ot o est une constante. On a la méme majoration pour T1(o,h), en remplacant

Ti(o,h), Tn, So(s) et iih(s) par leurs analogues soulignés.

Démonstration. Nous allons détailler la démonstration pour Ty(c,h), celle pour
T,(o,h) étant identique (on n’utilisera uniquement le fait que I;, vérifie le lemme
3.12). On rappelle que

_ 17 - s 9f,
Tioh) =5 3 (SHly) —Zi(d)))) Ly e, E [ﬂ st Frar W(m} :
i,j= el 7

i#]

D’apres (3.18), en majorant f, par 1, on a la majoration

(Z e (@t*(0) ) (z a@H0). B3

52fa -
0,07 E)x]
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En utilisant le controle fourni par ’7}‘;7 a l'instant dfjj € I et en notant A; =

iih(daj)/t et Ay =1 — Ay, on a la majoration

i [ﬂxﬁeﬁ (Sa o) (Sadk o)

=1

_th Y_th
< Z CZCZ’E[ |fth dt)— Aljzt_’il(tﬂg((Al/\AQ)t)’Y(7057(1; (t))gola(lé (t))] . (3'32)
L,lI'=1 ’

_th —th . . .
Or, sous P, le couple (T ,’t ,T73) a méme loi que le couple formé par deux mou-

7t
vements browniens reparamétrés par i? n, coincidant jusqu’a l'instant dfyj et étant
indépendants ensuite. Donc T h(dt ), T h(t) —Tfjg(d;j) et f?h(t) —Tf:f(d;j) sont des
gaussiennes indépendantes de variances respectives tA;, tAs; et tA,. On en déduit
que (3.32) est égal a
—y2/2tA1 } v
Z Clcl’/ Nz E [ Ly, wn)i<(ainan 95 (y + W)k (y + Wa)| dy,  (3.33)

LI'=1

ou Wy et W, sont des variables aléatoires indépendantes de loi (0, tAs). Par indé-
pendance et par le lemme 3.13, on sait que 1’espérance dans (3.33) tend vers

e—(ﬁl(t)-ﬁ-ul—y)Q/QAgt e—(ﬁl(t)+ul/—y)2/2A2t
1, o) —
ly— A1 (y+m(t)+u—y)| <((A1AA2)E)Y \/m \/m

quand o tend vers 0 et est bornée par 1/Ast pour tout o > 0. Ainsi par convergence
dominée, (3.33) tend vers

y2 /2t Ay 6—(fn(t)+ul—y)2/2A2t—(ﬁL(t)+ul/—y)2/2A2t
qc " d
“ZI ”/ VA, O IS 27 Ayt /
(3.34)

quand o tend vers 0 et est bornée par Zﬁl’:l ciep /Ast pour tout o > 0. D’autre part,
on remarque que, par le lemme 3.12, on a Ay, Ay € [Dt*2/3 i1 — Dt*2/3] pour tout
t > tg, et donc en particulier ils ne peuvent pas étre trop proches de 0. Donc on a
la domination

k k

’ 1 ’
n'(t)?2t S acr -, Ht)22t > %,
=1

qui est intégrable sous E puis par rapport a h et donc, d’apres la convergence de
(3.33) vers (3.34), on obtient par le théoreme convergence dominée

imsup (1B [[72(0, 0[] an
/ nz(f 22 dt E (dt )) dt GI Z C[Cl/]l v dh
” 1 LU—=1
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ot l'on a posé, pour 1 < [,I' <k,
Ay (m(t)+u)+((AiAA2)E)Y o=y [2tAL o= () +ur—y)? /2Ast—((t) +uy —y)? /2Ast
A1 (m(t)+u)— (A1 AA))T /2Tt A, 21 Aot

Majorons a présent I;y pour t grand. Comme |y — Ay (m(t) + w;)| < ((Ar A Ag)t)?,
on a

dy.

‘[U' =

)+ —y > As((t) +w) — (A1 A A))T > Ap(i(t) + g — 1),

qui est positif pour ¢ grand (déterministe et indépendant de h et de o). Donc, en
posant v := maxj<;<j t;, on a la majoration

A () +u)+((A1AA)E)Y o=V [2tAL o= ((t)+v—y)? Azt
Ly < / dy (3.35)

V21t A, 21 Aot

pour t grand. On regroupe alors les deux exponentielles qui sont égales a :

vy (wrm@)y (v +m(t)?
P <_ oA, i Ay iA )
B w2 +m(t)? A ()
_exp<——|— A, A1—|—1_ 1A, )
e <_w2 . <+m<t>>>
I U ET A

ou 'on utilise la relation A; + As = 1 et on pose

e Y (A1+1>1/2+2(v+m(t))\/%(A1A2)1/2
O VE\ AlA, tAy A +1 '

Alors (3.35) est égal a

1 1 AL Ay N2 _rmap? poo
t ) / w2 dw, 3.37
V2mtA, 27rtA2\/— (A1 + 1) € - € w ( )

ou l'on a posé

(3.36)

T = —

Ar(ug +m(t)) + ((Ar A Az)t) <A1 + 1)1/2 L 2Avm) g ( At Ay >1/2

Vi A1 Ay tAs A +1
v+ m(t) ( AL A, )1/2  Ai(w — ) + (AL A At (Al + 1)1/2
RV A +1 Vi A1 A, '

On rappelle que Ay, Ay > Dt=%/% pour tout t > t,. En utilisant également que
Al VAN AQ < 2A1A2 et Al < 1, on obtient

u —v
Dt1/6°

U—Fm(t) <A1A2
>
= Vit A +1

On en déduit en particulier que le terme dominant de x est celui obtenu a partir
du terme contenant m(t), qui est de ordre de (A;Ayt)Y/? > Dt'/6/2 et donc pour

1/2 . .
) (A Agt)E — V2
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t grand (déterministe et indépendant de h), on a x > 0. On peut donc utiliser
I'estimation gaussienne (2.9) et on obtient ainsi

_(wtm@)? oo 9
e Mﬁl)/ e~ /2 duw
u

o ()2 ~ 1/2 . N2
S e_(t(thfki)) 1 exp <_1 (U T m<t> ( A1A2 ) — 2<2A1A2t)’775 — \/§UZ U) )
X

2 Vit A +1 Dtl/6
< 1toll) +;(1) exp (—(” ) 0 a4 J_( Arz ) ( 2(24, Ast)'"F + 1))

2t +1
14+ 0o(1 A+1 1/2 2t2—t10 t + 2/t
= \/2_7(5 : ( filAQ > P~ ggt v2 (2= A1) +a(A1Ast) |,

ou le o(1) est déterministe et indépendant de h et « est une constante. Donc (3.37)
est majoré par

—2t+A1t+a’(A1 Agt)w

1+ o(1) 1 tl—%6—(2—A1)t+Mﬂ+(2—A1)\/§u <€
47T3/2t3/2 AQ\/ Al o Zill:]_ ciCy

pour t suffisamment grand (déterministe et indépendant de h) avec o > 0. On a
utilisé le fait que t'=41/2/(t3/2 Ay\/A]) est majoré par v/2t71/12 si A} > 1/2 et par
2t71/6 si A} < 1/2. On a donc montré que, pour ¢ grand,

1
limsup [ E [Tl(a, h)} dh

o—0 0
=2 t =2 t v
- > dt H(t—2 dt .
, ) 2t+Eih(df’j)+a’< t.n w)(t t.h m”)
Z ’2] (d )‘ dt €T, dh

Z#J

(3.38)

et, en utilisant le lemme 2.2 de regroupement d’ordre 2, (3.38) est égal a

/ / 2t S
1 fs+f2 n(s)+a’ <Zih(é’)<tzih<é))> i

§/ /7 K]Zf(s)—if(s)\e ) ' ds dh,
o JI,

52,50\

_2”2?’”(5)”/( T ) dsdh
S

2
S3(s) = 5 (5)] 1yeg, €

ce qui conclut la démonstration du lemme 3.14. O

Démonstration du lemme 3.10. 1l suffit de montrer que les majorations établies dans
le lemme 3.14 tendent vers 0 quand ¢ tend vers I'infini. Commengons par T4 (o, h).
Nous allons découper l'intégrale sur Ij, en trois morceaux. Fixons 13 € ]0;n[ tel
que o7 + %7]3 < 1, ou M est la constante définie dans la sous-partie 3.4. Fixons
également 1y € 0 ;[ tel que o3 — %m > 1 et n3 < 1—n4. On effectue la disjonction

de cas suivante :
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e Sid<=0,o0namntntel,=I[6<(t)t;(1—5 (t))t] pour t suffisamment grand
car §<(t) et & (t) tendent vers 0 quand ¢ tend vers Dinfini. On a donc, comme
I, ne dépend pas de h,

52 (t=S2 () ) |

1 — —s—i—Eih(s)—i-a(t) o o o
[ / K [S2(s) - Si(s)| e dhds = Py + Py + Ps,
I, JO

olt Py est I'intégrale pour s € [6<(¢)t; ngt] P, est 'intégrale pour s € [nst ; nat]

et Py est Dintégrale pour s € [nyt; (1 -0 (£))1].

e Sid< > 0, on peut choisir n3 < 6<AS" et alorsona I, = [6, (£)t; (1—0 (£))t] C
[nst; (1 — 5 (t))t] et comme on a toujours nut € Iy, on en déduit que

! _th(sm(mm)w
2 ) t J— J—
[, [, K[ - )] e dsdh < Py + Ps,
0 JTn
ou P, et P3 sont définis comme dans le point précédent.

Commencons par montrer que P; tend vers 0 quand ¢ tend vers I'infini dans le
cas ot 0< = 0. On majore t — iih(s) par t et iih(s) par s et on a donc

Pl < ! Ke*SJras'Y 22 ‘/ hZQ Y4+ (1-h)T, dh ds
o<(t)t
= " Ke—stas™ [5H6) _ 5i6)| g,
s<(t)t

Or, d’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange et comme 73 < 1, on a la majoration,
pour s € [0;nst],

— s s M /s5\? M
Y2(s) < tB(;) <t (aft + 5 (t) ) <s (o—f + 2?73) :

donc par définition de if, on a

P1 < st Ke —s+as” <€S(U%+J¥Ti3> + 65(0%+];I6<(t))) ds
s<(t)t
< T K ges(—1tottm) ds, (3:39)

5<(t)t

car on consideére ¢ suffisamment grand pour que §<(¢) < 3. On sait que 6<(t)t > t'/3
et par définition de 73, on a = 1— 0} — %773 > 0 et donc pour ¢t grand, comme
v < 1, (3.39) est majoré par

4K —t1/35/2 0

t—>co

/ 2Ke P/? 45 < —
a<(t)t

et donc P; tend vers 0 quand t tend vers l'infini.
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Montrons maintenant que P, tend vers 0 quand t tend vers I'infini sans différen-
cier les cas 6< =0 et §< > 0. En procédant comme pour Py, on a
t—nat

P, < Kestas?
o st

=2
i) _ B9 s

La fonction A est continue & droite croissante et vérifie Vo € ]0;1[, A(z) < z, donc
on a

C:= inf (z—A(x))>0.

©€[N3;1-n4]
De méme, pour ¢ suffisamment grand tel que ,; < 1et g2 > 1, on a
Cy= inf (z—A2))>0
z€[n3;1—m4]
et, comme 7, croit en t et o3, décroit en ¢, Cy croit en t. On fixe donc C' tel

que pour tout ¢ grand, C; > C. Alors on a les minorations s — ¥2(s) > Ct et

5 —if(s) > Oyt > Ct, pour t grand. On en déduit donc la majoration, pour ¢ grand,
— t—mat — 00 _
Py < Ke®' (6_Ct + e_Ct> ds < 2K e 5(CNO/2 g, (3.40)
N3t N3t
pour ¢ suffisamment grand car C' A C > 0. La partie droite de (3.40) tend vers 0
quand ¢ tend vers I'infini donc P, aussi.
Enfin, contrélons Ps. On majore cette fois ¢ — iih(s) par ¢t — minyeo; fih(s) et

Eih(s) par t et on obtient ainsi

= _ 2
FB S /(1—(5 (t))t Ke—s—‘,—a (t—minhe[o;l] E?»h(s))
t—mnat

eTHs) _ i)

ds

nat t t—mi 2t ! =2
<[ " e (e =) <eE?<”>+eEt<”>> dr,
57 (W)t

avec le changement de variable r = ¢ — s. Comme pour P, on montre que, pour
tout r < nyt, ona X2(t —r) <t — (02 — F) etzf(t — ) <t —r(os — &ns) pour
¢ suffisamment grand. De méme, on obtient que X, ,(t —r) > ¢t — (02 + 4n4). On
en déduit que

t [e'e]
Py < % " gpgetmnrar (ortHm) gior(on= Y gy < ﬁ _ 2Ke P Rdr, (3.41)
57 ()t 57 ()t

pour ¢ suffisamment grand, car ' = —1+ 05 — &ny > 0 et car 5 (1)t tend vers
Vinfini quand ¢ tend vers Uinfini. En effet, on a 6 (¢) = t723 /5%, ~ 723 /03, La
partie droite de (3.41) tend donc vers 0 quand ¢ tend vers I'infini donc P3 aussi. On

en conclut que
1

limsup [ E [|Tl(a, h)” dh — 0

0—0 0 t—00

grace au lemme 3.14.
Pour T'; (o, h), on procéde de maniére analogue, en utilisant de nouveau le décou-
page de [; aux instants 73t et t —n,t. Les morceaux P, et P sont traités de la méme
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maniére (pour Pj, on utilise le fait que 07 (¢)t tend vers U'infini quand t tend vers
I'infini). Pour Py, il y a un cas en plus. Si o7 > 0, on montre comme précédemment
que P, tend vers 0 quand ¢ tend vers l'infini (la borne inférieure de I, est également
0<(t)t). Si 6< > 0, alors de méme, en choisissant 73 suffissamment petit, on n’a pas
a tenir compte de P;. Enfin il reste le cas ou o1 = 0 et < = 0. La borne inférieure
de I, est d; (t), que I'on peut minorer par 6<(¢)t car §~(t)a une limite strictement
positive. On se ramene ainsi au cas o; > 0 qui est déja traité. O

La démonstration du lemme 3.11 repose sur le fait que X7 < if en dehors de I,
et X7 < %2 en dehors de I, comme nous I'avons montré dans le lemme 3.12. On
en déduit ainsi le signe de T (o, h) et Ty(o, h). Cependant le lemme 3.12 ne traite
pas compleétement le cas 6> > 0 : on peut avoir ¥? strictement au-dessus de i? en
dehors de I, si b, > 6. Nous allons donc utiliser des contrdles plus précis dans ce
cas-ci, en procédant d’'une maniere analogue a la démonstration du 3.14.

Démonstration du lemme 3.11. Commengons par traiter Ty(o,h) dans le cas ou
0< = 0. On rappelle que

n'(t) 2
— 1 2 t =2 t = a fO’ —t,h
Ts(o,h) = 25:31 (Et (di;) — % (di,j)) g o7, []lxj;fefr;m Dm0, (z"(1))

i#]

On veut montrer que
1 __
limsuplimsup [ E [Tz(a, h)} dh <0. (3.42)
t—o0 o—0 0

Or on sait que les dérivées partielles secondes mixtes de f, sont positives d’apres
(3.18) et quon a X2 < 5, en dehors de Ty, d’aprés le point (ii) du lemme 3.12. Donc
on a Ty(a, h) < 0 ce qui implique (3.42).

On procede de méme pour T (o, h) dans le cas ot 6< = 0. On a aussi 27 < %2 en
dehors de I;,, d’apres le point (iii) du lemme 3.12 (en distinguant o > 0 et o7 = 0)
et donc Ty(o,h) > 0.

Traitons & présent To(o, h) dans le cas ot 6< > 0. On a ici I, = [0, (£)t; (1 —
57 (£))4] et on décompose donc Ts(o, h) en Q, (0, h) + Q,(o, h) en introduisant I'iden-
tité

ﬂdﬁ,jéﬁh - ld;j@;(t) T ILd;j>(1—3>(t))zt'
D’apres le point (i) du lemme 3.12; on a Q4(0, h) < 0. Pour montrer (3.42), il suffit
donc de montrer

1 _
lim limsup | E[[Q, (o, h)|| dh = 0. (3.43)
0

t—o00 o—0

On fixe 15 > 0 tel que pour t grand, 15 < 6< A b; (c’est possible car b; converge
vers une limite b > 0 quand ¢ tend vers l'infini). On a alors ¥? = i? = 0 sur [0; 5],
d’apres le point (iii) du lemme 3.5. D’autre part, on a g,f (t) > 6< A by > 135, donc on
en déduit

n'(t) 2
— 1 2/ 4t =2/ 1 ~ Ffo (i
Qi(0,h) = 23:1 (Et (di ;) — %, (dz',j)) ﬂdﬁ,je]nst;g}f(t)t[E [lxjfefltm 010 (@*(t))
i#j
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En procédant comme dans la demonstration du lemme 3.14, mais en majorant ici
I'indicatrice de I’événement {x € ’Tt } par 1 (elle n’apporte aucun contréle sur

xff (df]) car dij ¢ I1,), on montre avec le lemme 3.13 que

k
<> aediy,

LU=1

limsup B [1_.x Je (@ (1))
c—0 Tilt ETIth ~ 89&18%

ou l'on a posé
€—y2/2tA1 e—(fn(t)—i—ul—y)2/2A2t—(ﬁ’L(t)+ul/—y)2/2A2t
Ji

= R /27t A 2w Agt

avec Ay = iih(d;j)/t et Ay = 1— A;. Comme df; < 5y (t)t, ona Ap < t72/3 et
donc Ay > 1/2 pour t grand. En procédant de méme pour la domination, on obtient

dy,

1
lim sup IE H@l(o, h)H dh

o—0

<

Majorons a présent 'intégrale .J; . Pour cela on la découpe en deux, en notant Jfl,
I'intégrale sur |—o00;2v/Ast] et J7, 'intégrale sur [21/A;t; 00[. Pour J;7,, on majore
la deuxiéme exponentielle par 1, on minore A, par 1/2 et on obtient

- o ey 2tA1 q 1 o0 22 4 1 e
J </ S —— < 7/ - < 3.45
W= Joyam 27t A, wt v= /2m3/2t 2\/26 = V27312t 24/t ( )

avec le changement de variable * = y/+/A;t puis Pestimation gaussienne (2.9).
Majorons a présent .J;5,. On a y < 2¢/A;t < 2t*/% donc pour ¢ grand (déterministe et
indépendant de h), on a m(t)+u;—y > m(t) +v—2y/A;t > 0 avec v :== maxj<;<; U;.
On en déduit que

711 1L,I'=1

Z ‘22 (dt )‘ dt st 5h [ Z ciep J l’] dh. (344)

e~ (M) +v—2VA11)%/Ast 2 /ATt o~y /2tA1
J <
Ly

- 27TA2t —00 vV 27TtA1
< 1+o0(1) ( 2t N logt B 2v/20 N 4\/§\/A1t>

o 27TA2t *xp A2 AQ AQ AQ
1 1
< J”;() exp (—Qt +2logt +4v2 |v| + sﬁﬂ/i”) (3.46)
s

en majorant 'intégrale par 1 puis en utilisant I'encadrement 1/2 < Ay < 1. On
déduit de (3.45) et (3.46) que pour ¢ grand, on a la majoration .J,; < Cte~ 248V
avec C' > 0 une constante, et donc on obtient, a partir de (3.44) et en utilisant le
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lemme 2.2 de regroupement d’ordre 2,

limsup [ [ E Q1 (o, )] dh

o—0

/ /% K s
o N5t

=< (Z czCz/) KO12e8V2? o=mst :> 0,

LU=1

k
S2(s) — %3 ()| 20 crerCte 2 5VH ds di
LlI'=1

en majorant les fonctions Y2 et ff par t et en intégrant par rapport a s € [nst; 0o].
On en conclut que (3.42) est vrai dans le cas 0< > 0.

Pour traiter Ty(o, h) dans le cas < > 0, on procede exactement de la méme

maniére en remplacant 75 par < Ab > 0 ou b est la limite décroissante de b, quand
t tend vers l'infini. O
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