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TD 9 — Marche simple et indépendance Z

———

P

< S

1 — Petites questions
e e N

Soit X,Y, Z des variables aléatoires réelles définies sur (Q), A, IP).

1. Supposons que X et Y sont indépendantes. Soit F: RxR — IR, une fonction borélienne. Montrer
que E[F(X,Y)]=E[g(Y)], ou g: R — R est la fonction définie par g(y) = E[F(X,y)] pour y € R.

2. Supposons que X a pour loi (1/2)e™?1,5odx, que Y est uniforme sur [0, 27] et que X et Y sont
indépendantes. Déterminer la loi du couple (VX cos(Y), VX sin(Y)).

3. Soit p et v deux mesures de probabilité sur (R, B(IR)). Construire explicitement (QQ, A, P), X et Y
telles que Py = p, Py = v et X indépendante de Y.

4. Trouver un exemple ou X est indépendante de Y, de Z mais pas de (Y, Z).

Comgé‘
1. On écrit :

E[F(X,Y)] :Lz RF(x,y)P(x,Y)(dxdzJ) = s RF(X,y)Px(dX)GOPy(dy)

- [ pvan( [ Pnsipcan) = [ priagi = Elgv)
R R R
2. Soit F : R? — R, une fonction borélienne. On a

IE[F(\/XCOS(Y),\/XSH‘I(Y))] = ﬁ LG me(\/;cos(}/),\/zsm(y))ex/z dxdy

21 oo
:% ) Jo f(xcos(y),xsin(y))e_xz/zxdxdy,

en utilisant le changement de varibale x > x2. Puis d’apres la formule du passage en coordon-
nées polaires, on a

co P21
L F(xcos(y), xsin(p))e ™ 2xdxdy = L Flu,v)e” @2 dy dy,
27 0 0 27 R2

La loi de (VX cos(Y), VX sin(Y)) est donc (27‘()‘1e‘(“2+”2)/2 dudv. Les variables VX cos(Y) et VX sin(Y)
sont indépendantes et de loi V(0, 1).

3. 1l suffit de prendre (QQ, A, P) = (R?, B(R?), u®v), X: (x,v) > x et Y: (x,9) — v.
4. On prend X et Y indépendantes de loi de Bernoulli de parametre 1/2 et Z := 1x_y. Alorson a

P(Z=1,X=1)=P(Y=1,X=1)=P(Y=1)P(X=1)= %IP(X =1)=P(Z=1)P(X=1),

donc X et Z sont indépendantes (ce sont des indicatrices donc ce calcul suffit!). Mais on a
P(Y,Z2)=(1,1),X=1)=P((Y,Z2)=(1,1)) = P((Y,2)=(1,1))P(X =1),
car (Y, Z)=(1,1)=> X =1.

Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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2 — Marche aléatoire simple
T e R N —

Exercice 1. (Nombre de changements de signe) Soit (Sg)o<k<2n+1 une marche aléatoire simple de lon-
gueur 2n+ 1. On dit qu’il y a un changement de signe a I'instant k > 1 si S;_; et Si,; sont de signes
différents (alors Sy = 0 et k est pair). On note &;,,1 le nombre de changements de signe qui ont lieu
avant I'instant 2n + 1. L'objectif de cet exercice est de déterminer la loi de &;,,41.

1.
2.

5.

Montrer que IP(&;,41 = 0) = 2IP(S5,,11 = 1).
On note &), le nombre de fois que le chemin croise le niveau —1 avant I'instant 2n. Montrer que
Eont et &5, ont méme loi.

Montrer que, pour tout r € IN, P (&y,41 =7) = 2IP(Sp,41 = 2r +1).

En déduire que le nombre de changements de signe le plus probable est 0, quelle que soit la
longueur de la marche aléatoire considérée.

Calculer E[&;,41] et en donner un équivalent quand n — co.

Corrigé.

1.

Ona
#{€2n+1 = 0} = #{Sl > 0,...,Szn+1 > 0} +#{Sl < 0!"'r52n+1 < 0} = 2#{51 > 07""82n+1 > 0},
par symétrie. Remarquons alors que

#{S1>0,...,57,,42 > 0} = #{chemins partant de (1, 1) restant supérieur ou égal a 1 sur [[1,2n + 2]}
= #{S] Z 0,...,Szn+1 Z 0}

Ainsi, on obtient

1
P(E2n11=0) = 5507 2 22M2P(S, > 0,...,S9,,0 > 0) = 2P(S; #0,...,Sp,.0 # 0) = 2P (Sy,,40 = 0),

par le lemme fondamental. Orona P (S;,,, =0) = %(IP(SMH =-1)+P(Sy,41 =1)) =P (Sp,11 = 1),
donc on obtient le résultat souhaité.

On remarque tout d’abord que par symétrie du probléeme on peut se contenter de compter les
chemins passant par (1,1) : on a, pour tout r € N,

#Hon1 =1} =#HEpu1 =151 =1} + #H{Eppy1 =7, 51 =1} =2 #{&pp1 = 7,51 = 1}

Les chemins partant de (1,1) et croisant r fois le niveau 0 avant l'instant 2n + 1 correspondent
aux chemins partant de (0,0) et croisant r fois le niveau —1 avant l'instant 2n (en ramenant le
point de départ de (1,1) a (0,0)), on a donc

2-#{&un =1, =1} #E, =1 :
P(ey == et 2P 2 T =l pgy =,

et ainsi &5, et &), ont méme loi.

. On procéde par récurrence, toujours en travaillant avec &,. Soit r > 1, on suppose que, pour

tout n € N,
IP(één =r—1)=2P(Sy,41 =2r—1).

On note T, := min{k € [[1,2n] : Sx = —2} le premier instant ou la marche touche -2, qui corres-
pond aussi a I'instant suivant la 1% traversée du niveau —1. Sur 'événement {&), = r}, T_, est
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bien défini (et pair et inférieur a 2n) donc on a
n
P(&5,=7)=) P(T=2k&,=7)
k=1

n
=) P(S1>-2,., 8501 > 2, Sk ==2,&3,=7)
k=1

n
1
= Zﬁ#{sl > —2,...,52](_1 > _21 SZk = _2}
k=1

-#{chemins partant de (2k,—2) croisant r — 1 fois le niveau —1 avant l'instant 2n}

n
— ZIP(Sl > 2,851 > =250 = -2)P (&}, =r-1),
k=1

en effectuant une symétrie par rapport a —1 puis un déplacement du point de départ pour cal-
culer le cardinal du 2¢ ensemble. En faisant une symétrie par rapport a 0 pour la 1% probabilité
et en utilisant I’hypothése de récurrence pour la 2¢, on obtient

n

(&), =r)= zzlp(sl <20,k 1< 2,501 = 2)P(Spy gy = 27 —1)
k=1
= 1
Z—#{s1 <2,...,S01 < 2,5y = 2}#{chemins de (2k,2) a (21 +1,2r + 1)}

22n
k=1

S |l

ZIP(Sl < 21"'152k—1 < 2,52k = 2182n+1 =2r+ 1)
k=1
n
2 IP(T2:2k,SZn+1:2r+1)
k=1
= 211)(52n+1 =2r+ ].),

ou T, est le premier instant ou la marche touche 2, qui est bien défini (et pair et inférieur a 2n)
sur ’événement {S,,, .1 = 2r+ 1}.

4. Par la question 3., on a que, pour tout n € N, (IP(&,,41 =7))ren €St une suite décroissante.

5. On a, en utilisant quelques relations sur les coefficients binomiaux dont q(’q’) = p(’;j),

n n
1 2n+1
E[&2n41]= E 2P (Sppy1 =2r+1)r= E 2( )7
r=0

r+n+1
r=0

1 2n+1 1 2n+1
:2”H1§%2L+n+1yr+n+l)_zw+lZ%4r+n+1yn+”

2n+1 2n n+l v 2n+1
= panl Zorz(r+n)_22”+1 Zz(r+n+1)

r= r=0

2n+1 v ([ 2n 2n n+l v ([ 2n+1 2n+1
 22ntl Z((r+n)+(n—r))_22”+1 Z()a((r+n+1)+( n—r ))

= r=

Consd((2n) & (2n)) n+1 R (2n+1
T o2n+l n +Z kIl 22n+1 Z k
k=0

k=0
_2n+1(2n\ 2n+1 _2n+1(2n) 1
=t | B> on P s
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Pour obtenir I’équivalent, on utilise que ( ~2%1/\[rtn, ce qui donne

IE[(SZrHl] ~ \/g

Ainsi, le nombre moyen de changements de signe ne coit qu’en /n alors que l'on pourrait intui-
tivement croire qu’il croit linéairement en n.

R A —]

Exercice 2. (Un peu de dualité) Soit (Si)o<k<2, une marche aléatoire simple de longueur 2n. On définit
I'instant de la 1™ visite au point terminal par T := min{k € [0, 2n] : Sy = S,,,}. Déterminer la loi de T.

Corrl;gé‘ On remarque tout d’abord que T est pair. Ensuite, on note (S;)o<ij<2, la marche duale a
(Si)o<i<2n (on rappelle que S = Sy, — Sy,,_;). Alors on a, pour tout k € [0, 7],

{T =2k} ={So # Sau---» Sak-1 # San Sk = Saul
=1{55,%20,...,55, 241 7 0,55, _2 = 0}
= {la derniere visite en 0 pour (S;)g<i<2 @ lieu a I'instant 2n — 2k}.

Or (S;)o<i<2n @ la loi d’'une marche aléatoire simple, donc l'instant de derniere visite en 0 pour
(S7)o<i<2n suit une loi de l'arcsinus discrete. On en conclut que 2n — T suit une loi de l'arcsinus
discrete de longueur 2n et donc T aussi par symétrie de la loi de I’arcsinus.

3 —Indépendance
NN

Exercice 3. Soit (X,)u>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de pa-
rametre p €]0,1[. Soit N une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre A > 0, c’est-a-dire
vérifiant )

VkeN, P(N=k)= 2 e .

On suppose que N est indépendante de (X,,),>1. On pose

Mz

P:=) X; e¢ F:=N-P= Z(1 - X)),
i=1 ]

avec P = F = 0 sur {N = 0}. Les variables aléatoires P et F représentent respectivement le nombre de
piles et de faces dans un jeu de pile ou face de parametre p a N lancers.

1. Déterminer la loi du couple (P,N).

2. En déduire les lois de P et F et montrer que P et F sont indépendantes.
Corrt;qé‘

1. OnaIP(P:O,N:O):IP(N:O):e‘/\,etpournZ1etOSkSn,

Zx =k ZX_k

~ aAp)f (A( -p)"
kI (n—k)!

P(P=k,N=n)=

2. Onapour k,1 >0,

k )
P(P=kF=1)=P(P=kN =k+I)= (e‘*”%)(e*“ﬂ”—w1 —p) )
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Donc les variables aléatoires P et F sont indépendantes et de lois respectives les lois de Poisson
de parametres Ap et A(1 —p).

Remarque. On utilise en fait ici le petit résultat suivant. Soit X et Y deux variables aléatoires a
valeurs respectivement dans des espaces dénombrables I et | telles que pour tousi €I etjeJ,on
ait P(X =1,Y = j) = p;q;. Alors X et Y sont indépendantes et on a, pour touti € I, P(X = i) = p;/c
ou ¢ =) ;e p; et, pour tout j € ], P(Y = j) = cqg;.

Montrons ce résultat. Soit j € J, on a

P(Y =j)=) P(X=i,Y=j)=) piqj=qjc.
iel iel
Comme }_;o;IP(Y = j) =1, on en déduit que }_;c;g; = 1/c Puis de la méme maniere, on a, pour
iel
P(X=i)=) P(X=i,Y=j)=p; ) qj=pilc
jel jel
Alors, I'hypothese se réécrit P(X =1,Y = j) =IP(X = i)[P(Y = j) pour tous i € I et j € ], ce qui
montre I'indépendance entre X et Y (car on est sur un espace dénombrable donc les Px,y)({(i,)})
caractérisent Px v)).

o<

Exercice 4. Soit p > 1. On considére sur (Q, A, IP) des variables aléatoires Uj,..., U, indépendantes et
de loi uniforme sur {1, 2,...,p}.

1. Trouver la loi de M,, := maxj<k<, Ug.

2. Montrer la convergence suivante
E[M,] n
p  poo n+l

Comgé‘
1. Pour tout k € {1,...,p}, on a,

P(M, <k)=P(U, <k,...,U, <k)=P(U; <k)---P(U, <k) = P(U; <k)" = (5) .

p
On en déduit la loi de M,, :
n_ (1 _1\1
IP(MH:k):lP(Mn<k)—lP(Mn<k—1):k (pkn b
2. Ona )
E[M,] =) P(M,>k)
k=1
et donc
E[M,] 1 -1\ 1% (k)"
LRl )
p P P P P

k=1 k=0

On reconnait une somme de Riemann de la fonction x — 1—-x", dont I'intégrale entre 0 et 1 vaut
n/(n+1). D’ou le résultat.

Remarque. On peut montrer qu’il y a en fait convergence des fonctions de répartitions des M,/p
quand p — oo, vers la fonction de répartition de la variable aléatoire X de loi nx"~! Lyefo,1dx :

IP(% < z) = (@)” — 7" =P(X <2).

Il sera vu plus tard dans le cours, que cela signifie que M,,/p converge en loi vers X.
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4 — Compléments (hors TD)
— TN

f;cercice 5. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q, F,IP).
1. Sideux tribus A; et A; sur (Q, F,IP) sont indépendantes et ont un élément commun A, montrer
que P(A)=0ouP(A)=1.
2. Soit C une sous-tribu de F telle que si C € C, alors IP(C) = 0 ou IP(C) = 1. Montrer que si X est
C-mesurable, alors X est constante presque stirement.
Indication. On pourra introduire la fonction de répartition F de X définie par F: x — P (X <x) et
considérer x := inf{x € R: F(x) = 1}.

3. Soit f: R — R une fonction borélienne. On suppose que f(X) et X sont indépendantes. Montrer
que f(X) est constante presque siirement.

Corrl;gé‘
1. OnalP(ANA)=1P(A)?> =P(A). D'oti P(A) = 0 ou IP(A) = 1.

2. Pour tout x € R, {X < x} € C et donc F(x) = P(X <x) = 0 ou 1. Comme lim,_,, F(x) = 1 et
lim,_,_ F(x)=0,0na xj :=inf{x e R: F(x) = 1} € (—o0, 00). Comme F est croissante, si a < xy < b,
ona F(a)=0et F(b) = 1. En particulier, P(xg—1/n < X <xy+1/n)=1pour n>1.Or:

{xo} = ﬂ]xo—%:xo+%]-

n>1

Cette intersection étant décroissante et IP étant finie, on a donc

1 1

P(X = =1 IP(] - =, +—]):1.

( x0) vt X0 7 X0 "
Ainsi, X = x( p.s.

3. Posons Y = f(X) et notons C = ¢(Y). Par hypothese, les tribus engendrées par Y et X sont indé-
pendantes. Or si C € C, alors C € ¢(X) car f est mesurable. Ainsi, pour tout C € C, C est indé-
pendant de lui-méme, et donc P(C) = 0 ou IP(C) = 1. Le résultat en découle d’apres la deuxieme
question.

e | G [ o B ———

FExercice 6. Soient X et Y deux variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes.

Montrer que les variables aléatoires
X+ Y X Y

v v

sont aussi des gaussiennes centrées réduites indépendantes.

(x;/?} x\fy)estun

Cl-difféomorphisme de R x R sur R x R de jacobien —1, la formule du changement de variable donne

e o e (o3 e e

" X+ x— 1 (%)2+(%)2
= F G —e” dxd
RxR ( V2 ) ( 2 )Zne 2 thed
r 2402

= F(x)G(y)%e’Ty dxdy

Corrigé. Soient F,G: R — R, deux fonctions boréliennes. En remarquant que (x,y) —

C

JRxR
- U Flx) e dx)(f Gly)——e T d
R V2m R 4 V2r Y
On en déduit que X\J“EY et Xﬁ sont des gaussiennes centrées réduites indépendantes.
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Exercice 7. Soit (X,)u>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi et N une
variable aléatoire a valeurs dans IN indépendante de la suite (X,,),>1. Soit f: R — R, une fonction

mesurable. Montrer que
N

) f(x))

i=1

E =E[N]E[f(X1)],

ou l'on adopte la convention qu'une somme vide est nulle.

Com;gé‘ On a
N
E|) (X =) E|Lin-y Z =) P(N= if(xi)
i=1 i=1 n>1 n>1 i=1

Z Nan
n>1
P(N

=nm)nE[f(X1)] = E[N]E[f(X,)],

>1
ou l'on a utilisé que N est indépendante de (X,..., X},).

_— o C—ee— 4 ——————

fxercice 8.
1. Mathias a deux enfants dont une fille. Quelle est la probabilité qu’il ait un gargon ?
2. Mathilde a deux enfants. Le plus jeune est une fille. Quelle est la probabilité qu’elle ait un
garcon ?

Com’gé‘ Une famille de deux enfants peut se représenter par (a;,4,) ou a; est f (fille) ou g (garcon)
suivant que le i-ieme enfant est une fille ou un garcon. Tous les couples (a1,a,) sont équiprobables.
Posons donc Q ={(f, ), (f, ), ( (g, f)} muni de PP la probabilité uniforme.

1. On sait qu’un enfant est une fllle on cherche donc IP(E|A) avec E = {(f,2),(2, f), (g, 8)} et A =
{(f,2),(f,f) (g f)} Ainsi, IP(E|A) = 2/3.
2. On cherche désormais P(F|B) ou F = {(g,2),(g, f)} et B={(f,f),(g f)}- On trouve alors IP(F|B) =
1/2.

=0 —

f;cercice 9. Sur un espace de probabilité (Q,.A,IP), on se donne Xj,...,X, des variables aléatoires
indépendantes uniformes sur [0, 1].

1. Construire, a I'aide des évenements A, = {X, <--- <X, } pour 0 € S, n variables aléatoires
Yy,..., Y, sur (O, A, P) telles que

Y](w) <-0 = Yn(w) et {Yl(w)v“ryn(w)} = {Xl(a)))"'rxn(w)}

pour presque tout w € Q.
2. Déterminer les lois des variables aléatoires (Yy,...,Y,) et (Y{/Y,,...,Y,_1/Y,).
Corrl;gé‘
1. Soiti € {1,...,n}. On peut définir pour presque tout w € (),

ZXGI Lix,, (@)<<X,, (@)

o€S,

En effet, la mesure de Lebesgue des hyperplans de R” ou deux coordonnées sont égales est nulle.
Ainsi, les variables aléatoires Y7,...,Y,, sont bien définies.
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2. Soit f: [0,1]" — R, une fonction borélienne. On a

Bl Y= )| o )1,

oeS, 0<x[,1 < <X, <

:n!j f(x1,...,x,)dxg - -dx,,.
{0<x; <-<x

nSl}

La loi de (Y3,...,Y,) est donc
n!:ﬂ.{Ole<.‘.<xnsl} dX1 . ‘dxn.

Soit maintenant g: ]0, 1[""!— R, une fonction borélienne. On a

Y Y,
IE[g(—l,..., Wl)]:n!j g(x—l,...,x”_l)dxl---dxn.
Y, Y, (0<x; <-<x, <1} \ X2 Xn

Et ¢: (xq,...,x,) €{0<x; <-+-<x, <1} > (x—l ,X; ‘,xn) €]0,1[" est un C!-difféomorphisme

Xz’

de jacobien egal a (xp---x,)"!. Ainsi, d’aprés la formule de changements de variables puis le
théoréme de Fubini-Tonelli, on a

Y Y,
m[g(?l ;1)]=n!f QUi thy i3 o2l iy -,
2 n ]01[11

= (n—l)!J;m[ 1g(ul,...,un_l)u2u§~~uz:12du1 ceeduy,_g.

Donc la loi de (Y1/Y5,...,Y,1/Y,) est
(n— 1)!1/!21/[%"'MZ:IZJ]_]OII[n—l(Hl,..., U,_1)duy ---du,_;.

Remarque. Les variables aléatoires Y1/Y,,...,Y, 1/Y, sont indépendantes, et chaque Y;/Y;,; a
pour loi iy*~! 1yo,1(v)dy.

—_— 0=

‘Exercice 10. On note Xy,..., X5, € {-1,1} les sauts d’une marche aléatoire simple (Sk)o<k<2n-
1. On définit X7 := X,,,, X} := Xj_ pour k € [2,2n] et S| := Zi;l X! pour k € [0,2n]. Montrer que
(S;)o<k<2n €st une marche aléatoire simple, qui a méme point terminal que (Sg)o<k<2-

2. Onnote T 'instant ou la marche (Sg)g<x<2,_1 atteint son maximum (si le maximum est atteint en
plusieurs instants, T est choisi uniformément parmi ceux-la). Montrer que, pour k € [0,2n - 1],

1
P(T =k, 5, =0) = %IP(SZn =0),

c’est-a-dire que la loi de T sachant que S,, = 0 est la loi uniforme sur [[0,2n— 1]

Corrl;gé‘
1. On note ¢ la fonction qui a un chemin s associe le chemin s’ obtenu en appliquant le cycle
(1,...,2n) aux incréments de s (c’est la fonction telle que S’ = @(S) est une bijection car on
a ¢" =id. Donc ¢ préserve la mesure uniforme sur 'ensemble des chemins de longueur 2n
partant de 0. Or la loi de §” = @(S) est la mesure image par ¢ de la loi de S, c’est-a-dire la loi
uniforme. Donc S” a méme loi que S. Il est clair que S, = S;,.

2. On considére I'ensemble Cy des chemins de longueur 2 se terminant en 0. La restriction de ¢ a
Cy défini une bijection de Cy — Cy.
Soit s € Cy. Remarquons que maXg<k<2,_1 Sk = MaXg<k<2, Sk (car s, = 0 < sp) et on le note do-
rénavant maxs. On note s" := @(s), I := {k € [0,2n — 1] : sy = maxs} et I’ défini de la méme
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maniere pour s’. On note 6 la permutation circulaire (0,...,2n —1) (c’est-a-dire O(k) = k + 1 sauf
6(2n—-1)=0). Montrons que I’ = 6(I).

Cas 1:sy,.1 =1. Alors s, —S5,,_1 = —1 et maxs’ = maxs— 1. En outre, s’ atteint son maximum en
tout point de I +1 et éventuellement en 0 (si et seulement si maxs = 1). Ainsi, pour k € [0, 2n-2]],
onak el sietseulementsi k+1€l.Simaxs>2,alors0¢I et2n—1¢I:ainsi I’ = 6(I). Si
maxs =1,alors0 €’ et 2n—1¢€1:ainsi I’ = 6(I). Enfin maxs = 0 n’est pas possible car s,,_; = 1.
Cas 2 : 55,1 = —1. On procede de méme, mais c’est encore plus simple car on ne peut pas avoir
2n—1€lIni0el’ (car maxs’=maxs+12>1).

Comme I’ = 6(I) pour tout s € Cy, on a

P(T =k,S,,=0)=P(T' =06(k),S;, =0) =P(T = 0(k),S,, = 0)

car S et S’ ont méme loi. Ainsi, on obtient

2n-1 2n-1
1 ; 1 . 1
IP(T:k,Szn:O):ﬁE IP(T:Gl(k),SZn:O)=Z > P(T =], 520 = 0) = 5P (52, = 0),
i=0 j=0

en utilisant que {87 (k):i € [0,2n— 1]} =[[0,2n—1].

_— o C—ee— 44—

Exercice 11. (Convolution de mesures finies) Soit p, v des mesures finies sur (IR”, B(IR")). La convolution
de u et de v, notée p= v, est la mesure sur (R”, B(IR")) définie par : pour toute fonction mesurable

positive F sur R",
JIR Fd(p*v):= J J F(x+y)dv(y)du(x).

1. Montrer que y* v est bien définie et que c’est une mesure finie, dont on explicitera la masse
totale.

2. Soit p, v, p trois mesures finies sur (R", B(IR")). Montrer les points suivants
(@) pxdo=p;
(b) prv=vep;
(€) (uxv)xp=p*(v+p).

3. (Convolution et indépendance) Soit X et Y des variables aléatoires a valeurs dans IR” indépen-
dantes.

(a) Montrer que la loi de X + Y est Py * Py.
(b) Supposons que X a une densité px et Y a une densité py. Montrer que X + Y a pour densité
px *py (au sens de la convolution de deux fonctions L!).

Corrigé. Je rédigerai un corrigé prochainement, si vous avez un probléme sur cet exercice vous pouvez
m’envoyer un mail.

— — o=
Exercice 12. (Théorémes limites) Soit (Sk)o<k<n une marche aléatoire simple de longueur n.
1. (Théoréme local limite) Soit € > 0. Montrer que, quand 17 — oo, on a, uniformément en a € Z,

2e—u2/2n

P(S,=a)= N

+ O(”g_% )]1uen+22-

Avertissement. C’est assez calculatoire.
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2. (Théoréme central limite) Soit x <y. Montrer que

S, Vez /2
IP(W € [X,y]) o \/_

3. Soit x € R. En utilisant l’exercice 1, déterminer la limite, quand n — oo, de la probabilité qu’il y
ait au moins xv/n changements de signes avant l'instant 27 + 1
Corrigé.

1. Soit a et n de méme parité, on suppose tout d’abord que |a| < n® avec 0 < a <1 que l'on choisira

plus tard, de sorte que a/n — 0, n—a — oo et n+a — oco. On rappelle la version suivante de la

formule de Stirling :
n
n! = V2nn(g) (1 + O(%))

On obtient, uniformémentena € n+ 27,

1 n
P6u=0= 5, )
1 Varn(8)" (1+0(3))

(1 — a)(" “)(n a)/2(1+O(n n“)) n+a)(”+“)(n+a)/2(1+o(;))

—(n—a)/2 a \~(n+a)/2 1
2 1—— (1+—) (1+O(—)).
2-a n
Or, on a, toujours uniformément en a € n+ 27Z,
a\~(m+a)/2 n+a n+afa a* a° at
2] ol 3o ) ol 2525 2 o
( +n) exp( 2 Tl TP 2 \n 2n2 "3 "
1 a> a* a® ad 4
= ——|a+—-—-—+-—=+0(n*3
exp( 2 (a n 2n 2n  3n? (n ) )
2 3 3
a a a
= ———+ — ——+0(n*3)],
exp( 2 4n 4n  6n? (n ))
dong, les termes d’ordre impair en a se simplifiant, on obtient

(n—a)/2 —(n+a)/2 2
(1—5) (1+£) :exp(—a—+O(n4“3)):e“2/2”(1+0 4a-3
n n 2n

D’autre part, on a

A ) (o))

et donc en regroupant tout on en arrive a

P(S, = a) = | —

- —a2/2n(1+o( )+O( 20(—2)_'_0(”4(1—3))'

On choisit alors a = 1/2 + ¢/4. On a ainsi, pour tout |a| < n% de méme parité que n

2 _» 2 _» C C’
P(S, =a)—/—e /2 < —e“/Z”—PSS 5
nn nn n nae
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avec C et C’ des constantes. D’autre part, pour tout a > n% de méme parité que n (le cas a < —n®
en découle par symétrie), on a, en utilisant la décroissance de a +— IP(S,, = a) est décroissant sur
les entiers positifs a de méme parité que n,

2 [ 2 > )
IP(Sn :a)— %e—az/Zn SIP(SH :a)+ 7-(” e 2/2n <IP( _ I_n _I) [Ee_nz /2n

2 _ a|_1)\2 C’ 2 _,€/2
<. Ze (Ln®1=1)"/2n T+ e n /2,
n na—¢ wn

en appliquant le résultat précédent a a = [n%]| ou a = [n*]| — 1 selon la parité de n. Comme

a 1% 4 . . A
e (" 1=1%/2m ot =n7*/2 dgcroissent plus vite que tout polynéome en n, on en conclut que, pour

tout a > n* de méme parité que n,

2 2 c”
P(S,=a)—+/—e™* /2n) < —
n 1/17_5
avec C” une constante. Cela montre le théoréme local limite.

2. On note I I'ensemble des entiers appartenant a [xv/n,y/n] et de méme parité que n. On a

2e—a2/2n

P(S_e[x,y]) Y P, o( i”_g)+z_,

ael nz ael 2mn

en utilisant la question précédente avec uniformité en a. On choisit ¢ < 1 de sorte que #1/n2¢ -
0 car #I ~ (y —x)\/n/2. Enfin, en notant f: z > e %/2/y27, on remarque que la derniére somme
sur a € I est une somme de Riemann pour f sur [x,y] avec pour pas de subdivision 2/+/n (seuls les
deux segments extrémaux sont de longueur différente mais leur contribution est négligeable) :

ainsi on obtient
2e—a2/2n
YE— e

ael
Cela montre le théoréme central limite

Remarque. Pour une marche aléatoire quelconque, avec des sauts de variance finie, le théoréme
central limite sera démontré dans le cours, d’'une maniére moins douloureuse qu’ici. Cependant,
le théoréme local limite dans ce cadre de généralité est lui plus difficile a démontrer et ne sera
pas vu dans le cadre de ce cours (en outre, on ne peut pas avoir un terme correctif aussi précis).

3. Montrons tout d’abord que le théoréme central limite peut aussi s’écrire

e—zz/ 2

S (]
o - Zx) dz
(\/ﬁ n—co ). V27

-22/2
= l IP(m > ) j ¢ dz
21 \vn J~sox]Ulx,00[ V27T

sl

Par symétrie, on a

e [
Pl—=2>x]|- z
\/ﬁ x 27

1 S * ez 2
=~ |P[—2 €]-xx
s Pl eis)- e
— 0,
n—00
par la question précédente, car on a IP(S,, = x\/n) = = —xy/n) — 0 (par le théoréme local

limite par exemple, ou par le théoreme central limite apphqué ax=y).
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On note &;,,,1 le nombre de changements de signe qui ont lieu avant I'instant 2n+1 et on rappelle
que, pour tout r € N, IP(&,,11 =7) = 2IP(Sy,,41 = 2r + 1) (cf exercice 1). Ainsi, pour x € R, on a

Sont1 S 2x\n+1 ) ) o g=2'/2
n—00
X

1P(52n+1 Zx\/z):ﬂp(S?”“ 22X\/E“):2]I)(\/2n+1 oV2n+1 V21 &

en utilisant la nouvelle version du théoréme central limite montrée juste avant.

Recollement aléatoire de cercles
(par Delphin Sénizergues)
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