
Intégration et probabilités ENS Paris, 2018-2019

TD 7 – Dualité Lp −Lq et approximations

1 – Espaces Lp et dualité

Exercice 1. (Séparabilité de Lp(Ω)) Soit Ω un ouvert de R
d muni de la tribu borélienne et de la mesure

de Lebesgue. Soit p ∈ [1,∞[.

1. On note E(Ω) l’ensemble des fonctions de Ω → R qui s’écrivent comme combinaison linéaire
d’indicatrices de pavés bornés inclus dans Ω. Montrer que E(Ω) est dense dans Lp(Ω).

2. Montrer que Lp(Ω) est séparable (c’est-à-dire qu’il contient une partie dénombrable dense).

3. Est-ce que L∞(Ω) est séparable ?

Exercice 2. (Séquentielle compacité faible-∗) Soit p ∈]1,∞], q ∈ [1,∞[ son exposant conjugué, Ω un
ouvert de R

d et λ la mesure de Lebesgue. Soit (fn)n∈N une suite bornée de Lp(Ω) (c’est-à-dire que la
suite (‖fn‖p)n∈N est bornée).

1. Soit D une partie dénombrable dense de Lq(Ω). Montrer qu’il existe une extractrice ϕ : N→N

telle que, pour tout h ∈D, limn→∞
∫
Ω
fϕ(n)hdλ existe dans R.

2. Montrer que, pour tout g ∈ Lq(Ω), limn→∞
∫
Ω
fϕ(n)g dλ existe dans R.

3. En déduire qu’il existe f ∈ Lp(Ω) telle que l’on ait convergence faible-∗ dans Lp(Ω) de la suite
(fϕ(n))n∈N vers f , c’est-à-dire :

∀g ∈ Lq(Ω),
∫
Ω

fϕ(n)g dλ −−−−−→
n→∞

∫
Ω

f g dλ.

4. Le résultat précédent subsiste-t-il pour p = 1 ?

Exercice 3. (Petit contre-exemple) Soient E = {a,b} et µ la mesure définie sur P (E) par µ({a}) = 1 et
µ({b}) = µ(E) =∞. Caractériser L∞(µ) et le dual topologique de L1(µ). Conclure.

2 – Approximations et convolution

Rappels du TD 6. Soit d ≥ 1 et f ,g : Rd → R des fonctions boréliennes. Pour x ∈ R
d , si la fonction

y 7→ |f (x− y)g(y)| est intégrable sur (Rd ,B(Rd),λ), alors on définit la convolution de f et de g en x par

f ∗ g(x)B
∫
R
d
f (x − y)g(y)dy.

On a aussi vu que, si f ∈ L1
loc(Rd ,B(Rd),λ) et ϕ ∈ C∞c (Rd), alors f ∗ϕ est de classe C∞ sur Rd .

Pour toute question, n’hésitez pas à m’envoyer un mail à michel.pain@ens.fr, ou bien à venir me voir au bureau V2.
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Exercice 4. (Convolution Lp − L1) Soit d ≥ 1 et p > 1. Soit f ∈ Lp(Rd) et g ∈ L1(Rd). Montrer que f ∗ g
est définie presque partout sur Rd .

Exercice 5. (Approximation de Dirac) Une suite (ϕn)n∈N de fonctions de R
d → R continues bornées

est appelée approximation de Dirac si pour tout n ∈N, ϕn ≥ 0 et
∫
R
d ϕndλ = 1, et pour tout ε > 0,∫

R
d\B(0,ε)

ϕndλ −−−−−→
n→∞

0.

1. Montrer que, si f : Rd →R est continue bornée et (ϕn)n∈N est une approximation de Dirac, alors
f ∗ϕn→ f uniformément sur tout compact de R

d .

2.(a) Soit ψ : Rd ×Rd → R une fonction mesurable telle que pour λ-presque tout x ∈ Rd , ψ(x, ·) ∈
L1(Rd ,B(Rd),λ). Soit F la fonction définie pour λ-p.t. x ∈ X par F(x)B

∫
R
d ψ(x,y)dy. Montrer

que, pour tout p ∈ [1,∞[,

‖F‖p ≤
∫
R
d
‖ψ(·, y)‖pdy.

Indication. On pourra s’inspirer de la démonstration de l’inégalité de Minkowski.

(b) Soit p ∈ [1,∞[. Montrer que, si f ∈ Lp(Rd) et (ϕn)n∈N est une approximation de Dirac, alors
f ∗ϕn→ f dans Lp.
Indication. On pourra utiliser la continuité de l’opérateur de translation montrée au TD 6 :
pour f ∈ Lp(Rd ,B(Rd),λ) et τhf : x ∈Rd 7→ f (x − h), on a ‖τhf − f ‖p→ 0 quand h→ 0.

3. Construire une approximation de Dirac (ϕn)n∈N telle que les ϕn soient de classe C∞ et à support
compact.

Exercice 6. (Approximation C∞c dans Lp) Montrer que pour tout p ∈ [1,∞[, l’ensemble C∞c (Rd) des
fonctions de classe C∞ à support compact sur Rd est dense dans Lp(Rd).

Exercice 7. (Approximation C∞c de fonctions plateau) Soit K un compact de R
d et U un ouvert de R

d

avec K ⊂U . Montrer qu’il existe f une fonction de classe C∞ telle que 1K ≤ f ≤ 1U .

3 – Compléments (hors TD)

Rappels du TD 6. Si f ∈ L1(R), on définit sa transformée de Fourier f̂ par

f̂ (ξ)B
∫
R

f (x)e−iξxdx, ξ ∈R,

et c’est une fonction continue bornée.

Exercice 8. (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f ∈ L1(R). Montrer que

f̂ (ξ) −−−−−−→
|ξ |→∞

0.

Indication. On pourra utiliser la densité des fonctions en escaliers à support compact dans L1(R).
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Exercice 9. (Transformation de Fourier et convolution)

1. Soient f ,g ∈ L1(R). Montrer que f̂ ∗ g = f̂ · ĝ.

2. En déduire que L1(R) n’a pas d’élément neutre pour la convolution.

3. Soit (ϕn)n∈N une approximation de Dirac. Montrer que ϕ̂n converge simplement vers 1 quand
n→∞.

Exercice 10. (Injectivité et inversion de Fourier)

1. Pour σ > 0, on définit

gσ : x ∈R 7→ 1

σ
√

2π
e−x

2/2σ2
.

En utilisant que ĝ1(ξ) = e−ξ
2/2 (vu au TD 6), calculer ĝσ .

2. Soit f ∈ L1(R). Montrer que, pour tous σ > 0 et x ∈R,

(gσ ∗ f )(x) =
1

2π

∫
R

e−σ
2ξ2/2eixξ f̂ (ξ)dξ.

3. (Injectivité de Fourier) Montrer que la transformation de Fourier est injective sur L1(R).

4. (Formule d’inversion de Fourier) Soit f ∈ L1(R) telle que f̂ ∈ L1(R). Montrer que, pour presque
tout x ∈R,

f (x) =
1

2π

∫
R

eixξ f̂ (ξ)dξ.

Remarque. L’égalité est vraie partout si et seulement si f est continue.

Exercice 11. (Espace de Schwartz) On définit l’espace de Schwartz S(R) comme l’ensemble des fonctions
f : R→R de classe C∞ telles que, pour tous n,k ∈N,

xnf (k)(x) −−−−−→
|x|→∞

0.

1. Soit f ∈ L1(R) de classe C1 telle que f ′ ∈ L1(R). Exprimer f̂ ′ en fonction de f̂ .

2. Montrer que la transformation de Fourier est un automorphisme de S(R).

Exercice 12. (Transformation de Fourier L2)

1. Soit f ,g ∈ L1(R). Montrer que ∫
R

f ĝ dλ =
∫
R

f̂ g dλ.

2. Soit f ∈ L1(R) telle que f̂ ∈ L1(R). Montrer que

‖f ‖2 =
1

2π
‖f̂ ‖2.

3. Montrer que l’on peut étendre la transformation de Fourier sur L1(R)∩ L2(R) en un automor-
phisme F : L2(R)→ L2(R) tel que, pour tout f ∈ L2(R),

‖f ‖2 =
1

2π
‖F f ‖2.
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Exercice 13. (Approximations encore) Soit f ∈ L1(Rd).

1. À l’aide du théorème de Lusin et du lemme de Borel-Cantelli, montrer qu’il existe une suite
(fn)n∈N de fonctions continues à support compact sur Rd telles que fn→ f λ-p.p. quand n→∞.

2. À l’aide des résultats précédents du TD, montrer qu’il existe une suite (fn)n∈N de fonctions de
classe C∞ à support compact sur Rd telles que fn→ f λ-p.p. quand n→∞ et ‖fn‖∞ ≤ ‖f ‖∞ pour
tout n ∈N.

Exercice 14. Soient f et g deux fonctions intégrables sur R telles que, pour toute fonction h ∈ C∞c (R),
les fonctions f h et gh sont intégrables sur R et vérifient∫

R

f (x)h(x)dx =
∫
R

g(x)h(x)dx.

Montrer que f = g presque partout.

Exercice 15. ( ) Soit µ une mesure positive sur (R,B(R)) et g : R→ R+ une fonction mesurable. On
suppose que, pour toute fonction f : R→R+ continue bornée,∫

R

f (x)µ(dx) =
∫
R

f (x)g(x)dx.

Est-ce que l’on a forcément µ(A) =
∫
A
g(x)dx pour tout A ∈ B(R) ?

Exercice 16. ( ) Trouver un espace topologique X et une mesure µ sur (X,B(X)) de masse totale 1
qui ne soit pas tendue.

Fin
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