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g TD 7 — Dualité L? — L7 et approximations 2

Tr————

1 - Espaces L? et dualité
—TN——

Exercice 1. (Séparabilité de LP(Q)) Soit Q un ouvert de RY muni de la tribu borélienne et de la mesure
de Lebesgue. Soit p € [1, oco].
1. On note £(Q) I'ensemble des fonctions de (J — R qui s’écrivent comme combinaison linéaire
d’indicatrices de pavés bornés inclus dans (). Montrer que £(C2) est dense dans LP(Q).
2. Montrer que LP(Q)) est séparable (c’est-a-dire qu’il contient une partie dénombrable dense).

3. Est-ce que L*(Q) est séparable?

Corrigé.
1. Méthode 1 : par les fonctions continues a support compact. Comme C.(Q)) est dense dans LP(Q2),

il suffit de montrer que 'on peut approcher f € C.(Q2) dans L? par des fonctions de £(Q2). On
considére donc f € C.(Q), on note K := suppf. Pour x € R? et n > 1, on note

P,(x) = ﬂ [xi,xi + %[,

d
=1

puis Z,, := {z € (1/n)Z% : P,(z) € Q} et enfin on définit la fonction

fa= ) f@)ne

zeZ,

qui appartient bien a £(Q)) car Z,, est fini (car K est borné). Montrons que f,, converge simple-
ment vers f. Soit x € (). Pour tout n > 1, il existe un unique z,, € (1/n)Z tel que x € P,(z). Comme
Q€ est fermé, on a d.,(x, Q) > 0 et donc, pour n > d,(x,Q°), on a P,(z,) C Q et ainsi f,(x) = f(z,).
Or f(z,) — f(x) quand n — oo par continuité de f en x, donc f,(x) — f(x). En outre, on a la
domination

ful < 1flloo Lxc+0,17 € LP(CQ),

donc par convergence dominée (version L”), on a f, — f dans LP.

Meéthode 2 : par les fonctions étagées. Comme l'ensemble des fonctions étagées intégrables sur
Q) est dense dans LP(Q)), il suffit d’approcher f étagée intégrable par des fonctions en escalier.
Comme f est combinaison linéaire d’indicatrices de boréliens de mesure finie, il suffit d’appro-
cher 1, pour A € B(Q) tel que A(A) < o0. Soit € > 0. Pour n > 1, on pose

A, ;:Am[—n,n]dﬂ{xeﬁ 2d(x,Q°) > %}

Alors A est I'union croissante des A, (car () est ouvert) et A(A) =lim,,_,, A(A,), donc 14 — T4
dans LP. On peut donc se ramener au cas ou A est borné et d(A, () > 0. Ensuite, par définition de
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la mesure de Lebesgue, il existe (P;);c une famille de pavés ouverts bornés tels que A C | J;on P
et ) ;enA(P) < A(A)+e. Soit k € N tel que

A

i=0 ielN

Quitte a les découper, on peut supposer que les P; pour 0 < i < k sont disjoints deux a deux.
Puis, quitte a les découper en morceaux de diametre inférieur a d(A,()¢)/2 et a supprimer ceux
disjoints de A, on peut supposer que les P; sont tous inclus dans Q. On vérifie alors que la

fonction
n
)t
i=k

approche bien 1, dans LP.
2. On définit

n

Ep(Q) = {ZciﬂH :nelN,¢; € Q, P, pavé borné a coordonnées rationnelles}.
i=1

L'ensemble £p(Q)) est dénombrable et dense dans £(Q)) pour la norme I-|l, donc dense dans

LP(Q)) par la question précédente.

3. Non dés que () est non vide. Pour le voir, prenons x € () et r > 0 tel que B(x,r) C Q. On considere
la famille de fonctions f. = 1p(y.) € L*(Q) pour tout ¢ € [0,7]. C’est une famille indénombrable
vérifiant

Ve,e'e€l0,r], eze’ = |fe-fell, =1
Cela montre la non-séparabilité de L>(Q2).

Remargque. Soit E un espace vectoriel normé et E” son dual topologique. On peut vérifier que si
E’ est séparable, alors E est séparable. Cela montre que L1(Q) = (L*(Q))’".

_ o= e—eeno— — 4/

FExercice 2. (Séquentielle compacité faible-+) Soit p €]1,00], g € [1,00[ son exposant conjugué, Q0 un
ouvert de R? et A la mesure de Lebesgue. Soit (f;,),cn une suite bornée de LP(QQ) (c’est-a-dire que la
suite (||fn||p)neN est bornée).

1. Soit D une partie dénombrable dense de L7((2). Montrer qu’il existe une extractrice ¢: IN — IN
telle que, pour tout h € D, lim,,_,, IQ fomyhdA existe dans R.

2. Montrer que, pour tout g € L9(Q), lim,,_,, IQ fo(n)§dA existe dans IR.

3. En déduire qu’il existe f € LP(Q) telle que l'on ait convergence faible-+ dans LP(Q) de la suite
(f(p(n))nelN vers f, c’est-a-dire :

Vg e L1(Q), wa(n)gdk—>f fgdA.
Q n—o00 Q

4. Le résultat précédent subsiste-t-il pour p =17

Corrl;gé‘
1. On utilise un procédé d’extraction diagonale. On commence par numéroter toutes les fonctions
de D: D ={h;: ke N}.
Considérons hy. Par Holder, la suite

(anho d/l)nEN
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est bornée par ||h0||q SUP,eN ||fn||p, donc, comme il s’agit d’une suite de réels, il existe une extrac-

trice ¢ telle que Jf%(n)ho dA converge.
Ainsi, par récurrence, on construit une suite d’extractrices (¢ )renN telle que, pour tout k € IN,

fflllm'"ow(n)hk dA converge quand 1 — co.

On définit

@(n) =1y o---0tpy(n).
Alors, pour tout n > k, il existe M > n tel que @(m) = ¢y 0---o (M) et donc Jf(p(n)hk dA converge
quand n — oo pour tout k € IN.

2. Le plus simple pour montrer que la suite ff(p(n)g dA converge est de montrer qu’elle est de Cau-
chy. Soit € > 0, et soit h € D telle que ||g - h||q <é&. Soient n,m >0, on a

Uﬁp(n)gdl - _ffw(m)gdA’
[ fotg=mar|+| [ foomtg-mar

< + +

J fpmhdA - j f(p(m)hd/\‘.

Par Holder les deux premiers termes sont inférieurs a (sup||f,|l,)e et comme la suite ffq)(n)hd/\
converge (par la question précédente) elle est de Cauchy, donc il existe n tel que si n, m > n,

Uﬂp(mg dA - Jﬂp(m)g da

ce qui montre que la suite est de Cauchy.

<(2supllfll, + 1),

3. A la question précédente, on a défini une fonction

d: gelf H&L%wa(n)gdAeﬂ?

qui est clairement linéaire. En outre, par Holder, pour tout g € L1, ®(g) < (sup||fn||p)||g||q donc
® est une forme linéaire continue sur LY. Or g € [1,00[, donc le dual topologique de L7 est LP.
Ainsi, il existe f € L? telle que

VgeL1(Q), D(g)= Lfgd%

ce qui donne le résultat souhaité.

4. Non, le résultat n’est plus vrai pour p = 1 : prenons la suite de fonction f, = 1, ;1] qui est bien
bornée dans L', et supposons qu’il existe une extractrice ¢ et une fonction f € L! telle que pour
toute fonction g € L*®, limff(p(n)g dA = ffg dA. Regardons des fonctions particulieres :

> la fonction g = 1R, montre que f[Rfd/\ =1;

> la suite de fonction g = 14 x+1], montre que fkkﬂ fdA =0 pour tout k € IN.

Ces deux résultats sont contradictoires, ce qui conclut la preuve par ’absurde.

_— o C—ee— —4——————

Exercice 3. (Petit contre-exemple) Soient E = {a,b} et u la mesure définie sur P(E) par u({a}) =1 et
u({b}) = u(E) = co. Caractériser L= (y) et le dual topologique de L!(y). Conclure.

Corrige. On a L® = {f: E »> R} et L' = {f: E » R | f(b) = 0}. Donc le dual topologique de L' est
(L'Y ={f e L' = af(a)| @ € R} (on sait qu’il est de dimension 1).

On voit ici que I'application g € L* > @, € (LY (ou O, f € L'~ JE f gdp) est surjective mais pas
injective. La mesure y n’est pas o-finie et le théoreme de dualité (avec p =1 et g = +o0) ne s’applique
pas dans ce cas.
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2 — Approximations et convolution
N N

Rappels du TD 6. Soit d > 1 et f,g: R? — R des fonctions boréliennes. Pour x € R?, si la fonction
v |f(x—1)g(v)| est intégrable sur (RY, B(R), 1), alors on définit la convolution de f et de g en x par

Frgt= [ fx-pigioidy

On a aussi vu que, si f € L1 _(RY, B(R), 1) et ¢ € C(IR), alors f * @ est de classe C* sur R¥.

loc
e L G———IB | o e ———
Fxercice 4. (Convolution LP —L') Soit d > 1 et p > 1. Soit f € LP(R?) et g € L' (R?). Montrer que f *g
est définie presque partout sur R,

Corrigé. Soit x € R?. On a, en remarquant que pour tout a € R, |a] <1 +|aff,

f If(x—y)g(y)ldySJ- |f<x—y>|f’|g<y>|dy+f |g<y>|dy=f F@Plgtx—v)ldy + gl
R4 R4 R4 R4

Pour montrer que cette derniére intégrale est finie pour presque tout x € R?, on va l'intégrer par
rapporta x :

P N = - Pdy = Pdy = P < co.
[ rowigte-piayax= [ [ lete-piairmpay= [ g7 6P ay =lglh 115 <

On en déduit que, pour presque tout x € RY,

| rmpigt—iay <o

et donc f * g est définie presque partout sur R?.

_— o C—eee— — 44—

Exercice 5. (Approximation de Dirac) Une suite (@,),cn de fonctions de R? — R continues bornées
est appelée approximation de Dirac si pour tout n € IN, ¢, > 0 et JIRd ¢,dA =1, et pour tout € >0,

f ¢,dA —— 0.
R4\B(0,¢) h—e0

1. Montrer que, si f : R? — R est continue bornée et (¢, ),cN est une approximation de Dirac, alors
f %@, — f uniformément sur tout compact de R?.

2.(a) Soit ¢: RY x R? — IR une fonction mesurable telle que pour A-presque tout x € R?, i(x,-) €
LY (R, B(R%), 1). Soit F la fonction définie pour A-p.t. x € X par F(x) := I]Rd Y (x,v)dy. Montrer
que, pour tout p € [1, 0],

Il < Ldnz;»(-,y)n,, dy.

Indication. On pourra s’inspirer de la démonstration de I'inégalité de Minkowski.

(b) Soit p € [1,00[. Montrer que, si f € LP(R%) et (¢,),cn est une approximation de Dirac, alors
f *@, — f dans LP.
Indication. On pourra utiliser la continuité de 'opérateur de translation montrée au TD 6 :
pour f € LP(R?, B(R%), \) et 7,f : x e R? > f(x—h),on a ltnf = fll, = 0 quand h — 0.

3. Construire une approximation de Dirac (¢, ), telle que les ¢, soient de classe C* et a support
compact.
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Corrigé.
1. On sait que f * @, est défini sur tout R? car f est bornée et ¢, est intégrable (voir la question 1.
de I'exercice 4 du TD 6).

Soit K un compact de R? et x € K. Comme LRd ¢p,dA=1,0ona

[f *@u(x) = f ()| =

[ trte=m=fenpaniay)
|- repunay

<
d
<

_f If(x—y)—f(X)l<Pn(y)dy+2||f||00j Pa()dy,
B(0,¢) d

R4\B(0,¢)

pour tout ¢ > 0. Soit 77 > 0. Comme K + B(0,1) est compact, f est uniformément continue dessus
et donc il existe € > 0 tel que, pour tous x,z € K+B(0, 1) tels que ||x —z|| < ¢, on ait |f (z)— f (x)| < 7.
Ainsi pour x e K et p € B(0,¢),on a |f(x—y)— f(x)| <7 et donc

sup|f * @u(x) = f(x)| <7y L(O ) Pu()dy + 2| fllo de\g(o ) Pu(y)dy

xeK

< n+2||f||oof Pa(v)dy.

RRY\B(0,e)

En utilisant que (¢,),cn est une approximation de Dirac, on obtient

limsupsup|f * @,(x) - f(x)| <7

n—oo xek

et, en faisant tendre 7 vers 0, on a

limsupsuplf * ¢, (x) - f (x)| = 0,

n—oo xekK

ce qui veut exactement dire que f * ¢, — f uniformément sur K.
2.(a) Onnote F, := (|[F|An)1_, ,a. On a alors

r

J F,(x)Pdx < | F,(x)P "1 |F(x)|dx
R4 JR4

IA

FAx)”*(J I(p(x,y)ldy)dx
JR4 R4

= (J Fn(x)p_ll(p(x,y)ldx)dy (Fubini-Tonnelli)
R4

JR4
1-1

( P
< (f an(X)” dX) loC 9llrgydy  (Holder).
R

JIR4

Or led F,(x)P dx < 0. On en déduit que (on voit ici I'intérét d’introduire F,, sinon on n‘aurait
pas pu diviser par une quantitié pouvant étre infinie) :

1/p
U Pn(x)pdx) sj llp (> 9l () dy-
IRd IRd

Mais la suite de fonctions (F§),s; est croissante et tend A-p.p. vers |F|P. D’aprés le théoréme
de convergence monotone, il vient :

1/p
( |P(x)|pdx) < | ot dy
IRd IRd
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(b) Remarquons tout d’abord que f * @, est définie presque partout sur R? par l'exercice 4. On
applique ensuite I'inégalité de la question 2.(a) a P(x,v) == (f(x —v) — f(x))@,(y) qui est bien
intégrable en y pour A-p.t. x € R? (toujours par l'exercice 4). En outre,ona F = f x @, — f, et
on obtient

1/p
||f*§0n—f||pSJ-d(jdl(f(x—y)—f(X))q?n(y)l”dx) ay

1/p
j(j| >|de) Py = [ e f = ()
]Rd

ou 7, est l'opérateur de translation. Soit ¢ > 0. On a

[ reon-spar= g fly+1fleuidy+ sup mf=fl, [ gy
R4 IRY\B(0,¢) heB(0,¢) B(0,¢)
<201, Pu)dy+ sup ffonf ~fll, —0,
RI\B(0,¢) heB(0,¢)

en utilisant que (¢,),cN est une approximation de Dirac et la continuité en 0 de 'opérateur
de translation.

3. On construit d’abord ¢: RY — R de classe C* a support compact telle que f]Rd @dA =1.0n pose

2
0: xeR>e V¥ 1,

qui est de classe C®, car toutes les dérivées a droite en 0 sont nulles. On pose alors : x € R —~
0(1 —x)0(1 + x) qui est non nulle, positive, de classe C* et de support [-1,1] compact. On pose
alors @: x e RY 1> p(x? +-+-+ xﬁ) qui est positive C* a support compact B(0, 1) et d’intégrale sur
R? finie et strictement positive. Enfin, on pose

o
 fpe @) dx’

qui vérifie les propriétés souhaitées.
Ensuite, pour 1 € N*, on pose @, (x) := ng(nx) pour tout x € R?. Alors ¢,, est positive de classe
C®, a support compact B(0,1/n) et d’intégrale led ¢@,(x)dx = 1. Enfin, pour € >0, 0n a

f @,dA =0,
RRY\B(0,¢)

dés que n > 7!, Ainsi, (¢,,),eN €St une approximation de Dirac telle que les ¢, soient de classe
C™ et a support compact.

Remarque. 11 est intéressant d’avoir une approximation de Dirac de classe C* a support compact
pour avoir le plus de régularité possible apres convolution par ¢,,. 1l est aussi parfois pratique
de considérer une approximation de Dirac spécifiquement construite par “scaling” d’une seule
fonction comme fait ici (@, (x) := ne(nx)).

e | b [ o e ———

FExercice 6. (Approximation C& dans LP) Montrer que pour tout p € [1,c0[, 'ensemble C(R?) des
fonctions de classe C® & support compact sur R est dense dans LP(IR).

Corrigé. Soit f € LP(RY) et € > 0. Par convergence dominée, on a 1j_xkpf — f dans LP quand k — oo.
Soit k € N tel que ||f = 1_g k) fll, < &/2. On pose K := [k, k]%.

Soit (¢,,),en 'approximation de Dirac construite dans la question 3. de 1’exercice 5. Comme 1y f €
Ll etles @, sont de classe C® & support compact, on sait par I'exercice 4 du TD 6 que (1 f)* @, est

loc
défini partout et est de classe C*.
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Montrons que (1g f) * ¢,, est a support compact. On pose K, := supp@,, qui est compact. On a

(Lg f)* @u(x) = JW Ix(x=9)f(x=p)pu(y)dy = fwf(x ~9)Pu(¥) L)k, (v)dy
On remarque alors que
(x-K)NK, 20 < 3dkeK,Ak' €K, :x—k=k' © xe K+K,

et donc supp((1g f)*@,) C K+ K,, qui est compact. Donc (1g f)* @, € C‘C’O(IRd).

Enfin, comme 1y f € LP(IRY), par la question 2. de I’exercice 5, on obtient que (1g f)* ¢, — lg f dans
LP. Donc il existe n € N tel que ||[(1gf)* @, — L1k fl| < /2, et ainsi ||(1x f)* @, — f|| < € : on a approché
f dans LP par une fonction de C®(IRY).

Remarque. Cela ne constitue pas une nouvelle preuve du fait que C.(R?) est dense dans LP(IR?) pour
p €[1,00], car, si l'on remonte les exercices jusqu’au TD 6, on voit que 'on a utilisé ce résultat pour
montrer la continuité de l'opérateur de translation.

—> 0=
Exercice 7. (Approximation C de fonctions plateau) Soit K un compact de R? et U un ouvert de R?
avec K C U. Montrer qu’il existe f une fonction de classe C* telle que 1x < f < 1y.
Corrigé. Puisque K est un compact, d(K,U€) = ¢ > 0. Soit ¢ une fonction positive de classe C* &
support inclus dans [-c/3,c/3]? et d’intégrale 1 (voir la question 3 de ’exercice 5 pour la construction
d’une telle fonction), alors on peut prendre
f = Tkeer3,er3) * -
En effet, I’écriture
F0= | Teomempt-mpndi= [ g gsempte-niglnds
R4 [~¢/3,c/3]4

montre aisément que f(x) =1 six € K et f(x) =0 si x € U°. En outre, il est clair que f est a valeurs
dans [0,1] et, par la question 2 de I’exercice 3 du TD 6, on voit également que f est de classe C* (car
f e LY (RY) et ¢ € C°(RY)).

3 — Compléments (hors TD)
—SN—TN——

Rappels du TD 6. Si f € L'(R), on définit sa transformée de Fourier f par

(&) = Lf(x)e‘fé"dx, feR

et c’est une fonction continue bornée.

_ 0 C==—eeeno———

Exercice 8. (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f € L'(IR). Montrer que

f(E) —— 0.
f&) [E]—00

Indication. On pourra utiliser la densité des fonctions en escaliers & support compact dans L' (RR).

Corrigé. Soit & > 0. Soit g une fonction en escalier & support compact telle que ||f —g||; < e. Quitte &
modifier les bornes des intervalles (ce qui ne change pas ||f —g]|;), on peut supposer que g est de la

forme
n

g§= Zciﬂ[ai,bi[’

k=1
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avecn>1,c;€Reta; <b;. Pour £ €R,on a

n b

fe=) o[ =) g

k=1 a; k=1

e~ifa; _ o—i&b;

i |&]—c0

Ainsi, on a

limsup|f(&)] < limsup (|g(£)] + | = g(&)]) < 0+|If gl <&

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient le résultat souhaité.

_— o C——ee—e—/ ——

FExercice 9. (Transformation de Fourier et convolution)
1. Soient f,g € L'(IR). Montrer que f/:g =f.¢
2. En déduire que L' (RR) n’a pas d’élément neutre pour la convolution.

3. Soit (¢,),en une approximation de Dirac. Montrer que @, converge simplement vers 1 quand
n— oo.

Corrl;gé‘
1. Par définition on a

—

Feale)= J;Rdxe—“‘é fmf(x y)gv)dy = fmclxe‘i<"—3’>5<e-fch jmf(x gy,

Puisque [ [|f(x-)lIg(y)ldxdy <|Ifll; lIgll; < o, le théoréme de Fubini s’applique et le change-
ment de variable x — y = z donne le résultat escompté.

2. SieeL! est un élément neutre pour la convolution alors pour tous f € L' et £ € R

A — A

F(E)E(E) = f=e(&) = f(E).

Or, par le TD 3, il existe une fonction f € L'(IR) telle que f(&) > 0 pour tout & € R (en prenant
la gaussienne). On en déduit donc que é(&) = 1 pour tout & € R. Cela contredit le lemme de
Riemann-Lebesgue (exercice 8).

3. Soit £ € R.On a

|Pu(&) -1 = ’L{%(ﬂ(fﬁx —-1)dx

< J Pulx)|e™% ~ 1] dx
R

SJ <pn(x)|cfledx+J Pn(x)2dx,
B(0,¢)

B(0,¢)¢

pour tout € > 0. On en déduit que

limsup [@,(£) 1| < [&]e,

n—-oo

ce qui conclut avec ¢ — 0.

_ 0 C==—ee—

Exercice 10. (Injectivité et inversion de Fourier)

1. Pour o > 0, on définit
1 e—xz/ZaZ

XxERPH
8o oV2m

En utilisant que g;(&) = e¢*/2 (vu au TD 6), calculer 25
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2. Soit f € L'(R). Montrer que, pour tous o > 0 et x € R,

1 _ N
(8 f)0) = g | & (@)ae

3. (Injectivité de Fourier) Montrer que la transformation de Fourier est injective sur L!(IR).

4. (Formule d’inversion de Fourier) Soit f € L'(R) telle que f € L'(R). Montrer que, pour presque

tout x € R,
1 ixE £
x)==—1_ ¢ d
fl)= 5 | e feras
Remarque. L'égalité est vraie partout si et seulement si f est continue.
Corrl;gé‘

1. Pouro>0eté{€R,ona

_ e—xz/Zcr2 ) efyz/2 ) . \/ﬂ
(&)= le et dx = fIR e dy =gj(0&) = e 2 = Tgl/a(é),

oV21 27

avec le changement de variable y = x/o.

2. Pour 0 >0 et x € R, on a, en utilisant la question 1.,

(ga*f)(x)=J:R e V2 f(x—y)dy = f N S/ f(x-y)dy

:J 1 (J‘ Ue:/(:_éQ/z -iyE q
(e

_ - Pl e\a—02E%/2 —ixE _ —0282/2 ix&
nfmf( £ e dg = o J]Rf(é)e e az,

en utilisant le théoréme de Fubini-Lebesgue, car on a bien IIR jm|e‘02‘52/2e—i3’5f(x —-y)|dydé =
If1ly fe™ €72 dE < co.

3. Soit f,h € L'(R) telles que f = h. Alors, par la question 2., pour tout ¢ >0, 0ona g, *f = g, *h. Or,
il est aisé de vérifier que (g,),-0 est une approximation de Dirac (quand o — 0). Comme f € L!,
onag,*f — f dans L! quand o — 0, par I'exercice 5 du TD 7. De méme, g, * f = g, *h — h dans
L' et donc f = hdans L'.

4. Par la question 2. de nouveau, on a, pour tout x € R,

—0252/2 —ix& dé

. _ L[ —ore2 ixe g L oIt
8o N =3 [ e e fe)as — [ e feas,

par convergence dominée (la convergence A-p.p. est claire et on domine par |f| € L!). Ainsi,

g, * f converge vers f dans L' et vers x ﬁfmeixéf(é)dé simplement donc les deux limites
coincident presque partout (cf petite question 3. du TD 4).

On peut écrire cela sous la forme plus synthétique : pour presque tout x € R, f(x) = %f(—x

_— o e—e—/

‘Exercice 11. (Espace de Schwartz) On définit I'espace de Schwartz S(IR) comme I’ensemble des fonctions
f: R — R de classe C*™ telles que, pour tous 1,k € N,

X" (x) —— 0.

|x| =00
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1. Soit f € L'(R) de classe C! telle que f’ € L' (RR). Exprimer ]"\’ en fonction de f.
2. Montrer que la transformation de Fourier est un automorphisme de S(IR).
Corrigé.
1. Soit f € L'(R) telle que f’ € L'(R). Comme f’ € L', on a, par convergence dominée (domination

par [f’]),

—

(&) = lim ne_iéxf'(x)dx: lim [e_iéxf(x)]:q+Jn ige ¢ f(x)dx

= lim e f () =" f (=) 4 iE ().

Montrons a présent que f(n) — 0 quand n — oo. On a, pour tout x € R

f(x)- £(0) :L /(v)dy —HL ) dy,

X—00

donc f admet une limite en +oo0. Mais si cette limite est non nulle, cela contredit I'intégrabilité
de f donc cette limite est 0. Ainsi, f(n) — 0 et de méme f(-n) — 0. En revenant au premier
calcul, on obtient ]/‘\’(E) = iéf(é).

2. Soit f € S(R). Montrons que f € S(R).
Montrons par récurrence que f est de classe C®. On considére I’hypothése de récurrence

Hy f est k fois dérivable et f(k) — (_i)k;(?,

ou 97‘? est la transformée de Fourier de x — x* f(x). Lhypothése H, est clairement vraie. Sup-
posons Hj vraie. Comme f € S(RR), x — x - x*f(x) est intégrable et donc par la question 2. de

I’exercice 22, xk f est dérivable donc f est k +1 fois dérivable et
FEN = (i = (i) T,

donc Hj, est vraie.

Montrons a présent que pour tout k € N, f(¥) décroit plus que polynomialement en I'infini. Par
ce qui précéde, il suffit de le montrer pour g; out g: x — xXf(x). Il est clair que g € S(R) car
toutes ses dérivées sont une somme de produits entre un polynome et une dérivée de f. En
particulier toutes ses dérivées sont dans L!, donc en itérant la question précédente, on a, pour
tousn>0et & €NR,

g"(E) = (i8)"G(&).

Comme la transformée de Fourier d’une fonction L! est bornée, on en déduit que pour tout
n>0,
& |&]" gk (&) est bornée.

Mais, en 'appliquant a n + 1, cela nous donne

|£]" 8k(&) —— 0.

Ainsi, g; et donc f®) décroissent plus que polynomialement en I'infini. Cela montre que f €
S(IR). La transformation de Fourier définit bien une application = : S(R) — S(R).

Il est clair que = est linéaire. En outre, pour f € S(R) C L'(R), on a f € S(R) c L'(R), donc, par
la formule d’inversion de Fourier, on a f(x) = ((7)?f)(~x) pour tout x € R. Ainsi, (7)* = id et
donc - est inversible : c’est un automorphisme de S(R).

e D | o e ————

Exercice 12. (Transformation de Fourier L?)
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1. Soit f,g € L'(R). Montrer que

J]ngdA:LfgdA.

2. Soit f € L1(R) telle que f € L'(IR). Montrer que

1 4
£l = 5 0fl

3. Montrer que l'on peut étendre la transformation de Fourier sur L'(R) N L?(IR) en un automor-
phisme F: L?(R) — L%(R) tel que, pour tout f € L*(R),

1
171l = 5 W 1l

Corrigé.
1. On a, en appliquant le théoréme de Fubini-Lebesgue a (x,&) — f(£)g(x)e™"¢* qui est intégrable
pour A® A,

ffgdA ff U _"Sxdx)dé Lg(x)(Lf(é)e-i5ng)dx:Lfgda.

2. On applique la question précédente a g = f Ainsi, on obtient

||f||2:f ffaa= | ffar

Or, pour x €R,on a

F = fm Fle)eiexde = fmf”((z)eiéx dé = Inf (),

presque partout, d’aprés la formule d’inversion de Fourier. On a donc ||f], = 271J1Rffd/\ =

27| f1l,-

3. On remarque tout d’abord que S(IR) est dense dans L*(IR) car C2°(RR) I'est (cf exercice 6 du TD 7)
et est inclus dans S(RR). Soit f € L?(IR) et soit (f,)nenN € S( )N telle que f, — f dans L*(R). Alors,

pour n,m € N, on a f,, — f,, € S(R) c L'(IR) et donc fn fin € S(R) C LY(R) (par la question 2. de
I’exercice 11) et ainsi, par la question précédente, on a

fou = Fnllz = s = Full2 = 2721y = foall, -

Donc la suite (E)neIN est de Cauchy dans L?(IR) donc converge dans L? (par complétude) vers
une limite h € L(R).

Vérifions que cette fonction h ne dépend pas de la suite choisie pour approcher f. Soit (g,,),eN €
S(R)N telle que g, — f dans L(R). On a, en appliquant la question précédente a g, — f,,

185 = hlly <1 = Falla + 1 = ll2 = l1ga — Fullo +11f, =l = 27llg = fulla + 17 = bl ——> 0.
Donc (g,),en converge aussi dans L? vers h € L?(RR). On peut donc poser F f := h et cela définit

une application F: L?(R) — L?(R).
La linéarité de F est immédiate et on constate aussi que

17 £l = Tim [yl = Lim 27l flls = 27lIf.

Montrons que F est un automorphisme. Soit (f;,),en € S(R)N telle que f, — f dans L?(RR), on a,
par définition f, — F f dans L?(R). Or f, € S(R), donc

f—> FFf,
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toujours par définition de F. En itérant ce procédé, on obtient (7 )*f, — F*f, mais on a vu
dans I’exercice 11 que (7)* = id sur S(R) (conséquence de la formule d’inversion de Fourier).
Par unicité de la limite dans L?, on obtient F*f = f presque partout. Ainsi, 7% = id et F est
inversible.

Enfin, si f € L'(R) N L2(R), vérifions que Ff = f. On a vu dans 'exercice 6 du TD 7 que, si
(¢)nen une approximation de Dirac de classe C*™ a support compact, il existe (K),cn une suite
croissante de compacts telle que R = {J,,cn Ky, fy = (f1g,)*@, — f dans L?et f, € C*(R) C S(R).
Alors par défnition, on a }’; — F f dans L?. D’autre part, on a

Jal®) = Pk, (£)9a(),
par 'exercice 9. On a, par convergence dominée (domination par |f| € L!),

A

Flx (&)= JIR Ig (x)f(x)e ¥ dx —> JIR f(x)e ¥ dx = f(&).

n—o0

En outre, on sait par l'exercice 9, que ¢, (£) — 1 donc on obtient que ]’(; converge simplement
vers f. Ainsi F = f presque partout (cf petite question 3. du TD 4).

_—— o C—ee— — — 44—

Exercice 13. (Approximations encore) Soit f € L'(IR).

1. A l'aide du théoréme de Lusin et du lemme de Borel-Cantelli, montrer qu’il existe une suite
(fu)nen de fonctions continues & support compact sur R? telles que f,, — f A-p.p. quand 1 — co.

2. A laide des résultats précédents du TD, montrer qu’il existe une suite (f,),en de fonctions de
classe C* a support compact sur R? telles que f, — f A-p.p. quand n — oo et |f, ||, < |Ifll., pour

tout n € IN.
Corrigé.
1. Soit n € N. Comme f est intégrable, il existe K,, un compact de R? tel que
fldA< 2
K§ A

D’autre part, K, est de mesure finie et f g est une fonction mesurable sur R“ nulle en dehors
de K,,. Donc, d’aprés le théoréme de Lusin, il existe f,: R? — R continue a support compact telle
que

Mify = Fl ) < 5

Soit e >0.0On a

Allfu = f1> &) < Al fu = fLk |+ 1 1k, = f1> €) < A{fu = f1g, D) + AU Tk, = f1> €)).

Or par I'inégalité de Markov, on a

<

[ lfldd
€ —ean’

A({If 1k, = f1> ) = A{lf 11k > €}) <

On a donc montré que

A= 1> el < 5+

qui est une suite sommable en n. Donc, par le lemme de Borel-Cantelli,

Alimsup{|f, — f|>€}]|=0,

n—-oo
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c’est-a-dire,

A({lig;sogp Ifu=f1> e}) =

Enfin, on en déduit que

A({hmsumfn ~f1> o}) = A[U {hmsup fou— f1> %}] < ZA({nmsup fo— f1> %}) =

n—00 kelN n—-00 kelN n—-00

c’est-a-dire f, = f A-p.p.

2. On a montré que C2(R?) est dense dans L!(IR?) a I'exercice 6. Il existe donc une suite (f,),eN €
CP(RYN telle que f, — f dans L. Elle admet donc une sous-suite convergeant A-p.p. vers f
d’apres la petite question 2 du TD 4.

Pour avoir la borne ||f, ||, < |Ifll.,, on utilise que, toujours par ’exercice 6, on peut prendre f,, de
la forme f, = (f 1k, * ¢,) avec K,, compact et ¢, positive d’intégrale 1. Alors, pour tout x € RY,
on a

o)l < f Iflle (@) dp = 1]l
IRd
Cest-a-dire [If,]l. < Ifll.

_ o= eeeno—

Exercice 14. Soient f et g deux fonctions intégrables sur R telles que, pour toute fonction h € C®(R),
les fonctions fh et gh sont intégrables sur R et vérifient

f F(h(x)dx = j ¢(0h(x)dx.
R R

Montrer que f = g presque partout.

Corrl;gé‘ Pour tout choix de 4,b € R, a < b, la fonction indicatrice 1y, est dans LY (R, B(R), A). Donc
(par l'exercice 6), il existe une suite (h,),>; de fonctions C¢° a valeurs dans [0, 1] telle que h,, — 1},
A-p.p. lorsque n — co. Avec notre hypotheése et la convergence dominée, cela implique que

Jfﬂ]a’b[ dA = J‘gﬂ]a’b[ dA.

Donc on conclut par I'exercice 3 du TD 3.
—> 0=

Exercice 15. () Soit u une mesure positive sur (R, B(IR)) et g: R — R, une fonction mesurable. On
suppose que, pour toute fonction f: R — IR, continue bornée,

f f(x)u(dx) = Lf(x)g(x)dx

Est-ce que l'on a forcément u(A JA x)dx pour tout A € B(RR) ?

Carrl;gé‘ Montrons que c’est vrai si la mesure p est finie sur tous les compacts (ce qui revient a dire que
g est localement intégrable). Soit a < b deux réels. Pour n € IN*, soit f,, la fonction affine par morceaux
sur R interpolant (a —n71,0), (a,1), (b, 1) et (b +n~1,0). Comme f, est continue bornée, on a

| sueoman = [ fimgtx

En outre, f,, converge simplement vers 1 uand n — oo et est dominée par 1,1 417 qui est inté-
n g P [a,b] 9 P [a-1,b+1] 9

grable pour y et pour g- A, donc en passant a limite dans 1’égalité précédente grace au théoréme de

convergence dominée, on obtient

p([a,b]) = g- A([a, b]).
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Ainsi, p et g- A coincident sur C la famille des intervalles fermés bornés de R qui engendre B(IR) et
est stable par intersection finie. En outre, on a R = | J,,c[—7, 1], ou [-n,n] € C et u([-n,n]) < co. Donc,
par le théoréme d’unicité pour les mesures o-finies,ona y=g-A.

En revanche, si on ne fait aucune hypothese sur p, le résultat tombe en défaut, comme le montre
le contre-exemple suivant (dG a Omar Mohsen). On commence par construire une fonction positive
mesurable g d’intégrale infinie (pour la mesure de Lebesgue) sur tout intervalle ouvert. Soit (r,,),,>1
une énumeération des rationnels, et considérons la fonction mesurable

1 1
h(x) = Z T Lo<x—r,<1-

n>1

Posons ¢ = h?. On vérifie que h est intégrable, ce qui implique h < co p.p. et donc g < co p.p. En
revanche, on vérifie que pour tous a < b :

J g(x)dx = oo.
Ja,b[

Soit alors p la mesure de comptage sur IR, de sorte que pour tous a<b:
wo=pllabh= [ glridx (1)
Ja.b[

Maintenant, si f: R — R, est une fonction continue bornée, écrivons f comme limite croissante de
fonctions en escalier :

n2"
F=0m L el
k=—n2n 12727

Le théoréme de convergence monotone et (1) fournissent

Jf (x)pu(dx) = J f(x)g(x)dx.

Cependant, on a

donc il n’est pas vrai que p(A) = IA g(x)dx pour tout borélien A € B(R).

—_—— o C—eee——————

Exercice 16. () Trouver un espace topologique X et une mesure y sur (X,B(X)) de masse totale 1
qui ne soit pas tendue.

Corrigé. Soit X un ensemble non dénombrable, qu’on munit de la topologie co-dénombrable 7, (les
ouverts sont @ et les sous-ensembles B C X pour lesquels B¢ est dénombrable). La tribu borélienne
de X est alors constituée par les éléments B tels que B ou B° soit dénombrable (en effet, on vérifie
aisément que ces éléments forment une tribu).
Remarquons tout de suite que si B C X est infini, alors B n’est pas compact. En effet, soit (a,,),>1 une
suite d’éléments de B, posons A := {ay,a,,...} et B, := A°U{ay,...,a,}. Alors U, 5B, est un recouvre-
ment ouvert de B duquel on ne peut pas extraire un recouvrement fini.
Soit yu la mesure définie sur (X, tx) par :
B) = 0 siBestdénombrable
HB) = 1 si B est dénombrable.

Vérifions que y est une mesure. A cet effet, considérons une suite (B,,),>; de sous-ensembles disjoints
de X et posons B := | J,51 B,. Si tous les B, sont dénombrables, u(B,) = 0 pour tout n > 0 et u(B) =
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0, donc on a bien y(B) = )} ,-; p(B,). Si un des B, est de complémentaire dénombrable, tous les
autres sont dénombrables car ils sont disjoints (s’en convaincre). Dans ce cas, on a bien aussi y(B) =

anl I"(Bn)-
Il est clair en revanche que y n’est pas tendue car d’apres ce qu’on a vu précédemment les compacts

ont mesure nulle.
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