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1 - Petites questions
e N

1. Donner un exemple de fonction f € L' (R, B(RR), ) telle que f ¢ LP(RR, B(R), 1) pour tout p > 1, et
un exemple de fonction f € LP(R, B(RR), 1) avec p > 1 telle que f ¢ L(R, B(R), A).
Que se passe-t-il si I'on remplace (R, 5(IR)) par ([0,1],5([0,1]))?

2. (Un corollaire important de la démonstration de la complétude de LP) Soient p > 1 et (f,,),>0 une

suite de LP(E, A, ) qui converge dans LP vers f. Montrer qu’il existe une extractrice ¢ et une
fonction h € LP(E, A, p) telle que fy(u) — f p-p-p. et |fpm| < h pour tout n > 1, p-p.p.

3. Soit (f,),>0 une suite de LP(E, A, u) qui converge dans L vers f et qui converge également y-p.p.
vers g. Montrer que f = g y-p.p.

4. Soit (f,),>0 une suite de LP(E, A, u) N LI(E, A, u) avec p,q € [1,+oo[. On suppose que f,, — 0 dans
LP et que (f,),>0 est une suite de Cauchy dans L. Montrer que f, — 0 dans L.

2 — Quelques calculs

f?(ercice 1.
1. Soit (f,),>0 une suite de fonctions de (E, A, ) — (R, B(RR)) intégrables. Montrer que

ZLlfnld/u <oo= Z(Lfndy) - L[Zf”]d”'

n>0 n>0 n>0

1 oo -
1
j nx dx et J de.
0 1_X 0 ex—l

3 — Espaces L?
W

2. Calculer les intégrales

Exercice 2. (Lemme de Scheffé) Soient p € [1, 00 et (f,),>0 une suite de LP(E, A, u) qui converge u-p.p.
vers une fonction f de LP(E, A, ). Montrer I’équivalence suivante :

1im [If, ~ fll, = 0 & Lim [I£l, =IIfIl,-

Indication. Considérer g, = 2P(|f,IP +|fIP) = |f, — fIF, un peu comme dans la preuve du théoréme de
convergence dominée.
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Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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‘Exercice 3. Soient r,s € [1,00 et g: R — R une fonction continue. On suppose qu'’il existe ¢ > 0 tel
que:
VyER, [g()l < clyl™. (1)
Soit (X, A, u) un espace mesuré et @ 'application de L'(X, A, ) — L¥(X, A, ) définie par O(f)=go f.
1. Vérifier que, pour f € L'(X, A, ), on a bien @(f) € L*(X, A, p).
2.(a) (Lemme des sous-sous-suites) Soit (E,d) un espace métrique, (x,),cn € EN et x € E. Montrer

que (x,,),eN converge vers x si et seulement de toute sous-suite (x¢(,)),>1 On peut extraire une
sous-sous-suite (Xg(y(n)))n>1 cONvergeant vers x.

(b) Montrer que @ est continue.
Indication. On pourra utiliser la question 2. des petites questions.
3. On prend ici (X, A, p) = (R4, B(R?), 1). Montrer que si g ne vérifie pas (1), alors il existe f €
L"(X, A, p) telle que @(f) ¢ L*(X, A, p).

4 — Compléments (hors TD)
T R N —

f;cercice 4.
1. Soient p € [1,00[ et f € LP(R,,B(IR,), A). Pour x > 0, on pose F(x) = f(ff(t)dt. Montrer que F est
bien définie et que si g est I’exposant conjugué de p, alors

SUp e, IF(x + h)— F(x)|

m
h—0 k|

2. En déduire que si g est une fonction intégrable sur IR, de classe C! telle que ¢’ € LP(IR,) pour un
p €[1,00], alors g(x) — 0 quand x — oo.
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FExercice 5. Soit f une fonction mesurable sur (E, &, x) non nulle. Pour 0 < p < co, on pose

op)= [ IfPdn et T lpeR: pip)<oo)
1. Montrer que I est un intervalle. Est-il fermé ? ouvert ?
2. Montrer que In @ est convexe sur I et que @ est continue sur I.
- e
‘Exercice 6. Soit f une fonction mesurable sur (E, &, ) telle que pour tout p > 0, ||f||p < oo.

1. Montrer que ||f||p — ||fll quand p — co.

2. (3) Dans le cas ou lf]l., = o0, peut-on avoir la convergence précédente aussi lentement que 'on
veut ? Plus précisément, pour h: R — R} telle que lim,_, = 0o, existe-t-il une fonction
t? Plus pré t, pour h: R} — R} telle que lim,,_, h(p te-t-il fonct

telle que ||f]|,, = oo, mais ||f||, < h(p) pour tout p suffisamment grand ?
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Exercice 7. (%) Soient (E, A, p) un espace mesuré o-fini et p € [1,00[. Soit g: E — IR une fonction
mesurable telle que, pour toute fonction f € L?, on ait fg € LP. Montrer que g € L*™.

o T
Fin
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