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g TD 14 - Entrainement probabiliste g

—

1 — Echauffement

Exercice 1. (Examen 2008-2009) Soit (X,)u>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement ditribuées définies sur (Q, A4, IP). On suppose que X; € L?(IP), E[X;] = 0 et IE[Xlz] =02 < oo.
On fixe un réel a > 0 et, pour n > 1, on pose

n
Xi
i
i=1

gl

n A

1. On suppose que « > 1/2. Montrer que (S,(qa))nzl converge dans L2.
Indication. On pourra utiliser le critere de Cauchy.
2. On suppose maintenant que a = 1/2.

(a) Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe 1 > 0 tel que, pour tout & € [-#,17], on ait

< eéz.

2¢2
x (erexp( 7)1

S1(11/2)
lnn n>1

converge en loi vers une limite dont on précisera la loi.

(b) En déduire que la suite

Corrigé.

1. On utilise le critere de Cauchy : soit 1 <m <n,ona

n 2 n 2 n
X; B X; ) 1
) = ‘ZE[(Ta) ]—‘f 2’

i=m i=m i=m

E

en utilisant I'indépendance et le fait que les X; sont centrées. Pour a > 1/2, la série ) ;i %%

converge donc
" 2
Xi
55|
¢ N—->co

i=m

sup [E

n>m>N

ce qui montre que (sza))nzl converge dans L? (car L? est complet).
2. Pour cette question, on utilise une méthode similaire a la démonstration du TCL.
(a) On sait que X; admet un moment d’ordre 2, donc ¢y, est 2 fois dérivable en 0 et qu(I(O) =

iE[X1] =0 et ¢y (0) = ~E[X?] = —02. Avec un développement de Taylor-Young en 0, on ob-

tient
2¢2

2¢2
f61=1- 5 o) o[- 1 le?),

2

quand & — 0. Cela correspond au résultat demandé.

Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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(b) Soit & € R fixé dans la suite, on a

n

exp

byl E) = E

. Xy & e &
lelﬂx/H ]_quxl(\/klnn)'

k=1

On écrit

ng2g2 _” ( & ) (0252)
¢s£,‘/2’/m(5)eXp(;zklnn]‘]k:[qul Vitnn )< P\ 2KInn

n 2¢2
:]_[(1+zk ), avec zp,:=Qx ( J )exp( o7 )—1
- n " "\VkInn 2klnn

Montrons que [T¢_, (1 + z,) — 1. Pour cela, soit € > 0 et > 0 donné par la question précé-

dente. Pour n suffisamment grand tel que |£/VInn| <1, on a |£/VkInn| < 1 pour tout k > 1
et donc |zk,n' < e&?/(klnn). En développant le produit, en appliquant I'inégalité triangulaire
puis en refactorisant le produit on a

< ﬁ(l + |Zk,n|)_1 = exp(iln(l + |Zk,n|)]_ 1.
k=1

k=1

n

]_[(1 +Zk,n) -1

k=1

Comme In(1 + x) < x pour x > 0, on en déduit

- &2 1
56XP[Z|2k,n|]—1SGXP[EZE]—L
k=1

n

I_[(l +Zk,n)_1

k=1

On a donc

limsup <ett’ 1,

n—-oo

n
[ Ja+zem-1
k=1

qui est aussi petit que 'on veut pour ¢ petit. Donc [;_;(1 +z,,) = 1 et ainsi
n 0.252
iy "
2klnn | n—eo
k=1
0262

Mais, d’autre part, on a exp(zzz1 m) - exp(62£2/2), donc finalement

4)51(11/2)/\/11'171’1(5 ) eXp

—02&%/2
(],’)51(11/2)/ ﬁlnn(é) —)n—>oo e .

L . . 1/2 .
Par le théoreme de Lévy faible, cela montre que S,(l 2 \inn converge en loi vers N (0,02).
Remarque. Dans la solution ci-dessus, on se passe du logarithme complexe, qui n’a pas encore
été vu en cours. Son utilisation rendrait le calcul plus naturel, méme si elle oblige a vérifier
que l'on est bien sur son domaine de définition.

2 — Se focaliser sur ses espérances

Exercice 2. (Examen 2015-2016) Soit (Q, A, IP) un espace de probabilité. Soit (A,,),>; une suite d’évé-
nements indépendants. Pour n > 1, on pose a, :=P(A,) et

b, = Zak et S, := iﬂAk'
k=1

On suppose que b,, — oo quand n — co.
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1. Montrer que S,,/b,, — 1 dans L? quand n — co.

2. Pour tout k > 1, on pose 1y = inf{n € IN : b,, > k?}. Montrer que k? < b, < k% +1 et que (ng)ken
est strictement croissante.

3. Montrer que S, /b, — 1 presque sirement quand k — co.
4. En déduire que S,/b, — 1 presque sirement quand n — oo.
Corrl;gé‘
1. Ona
E

S 2
(__ )
ll’l

donc cela montre la convergence souhaitée.

SH - ﬂAk ]- < ]12 ]. & 1
= Var b—n)—;Var T, Sb_%];IE[ Ak]—b—%;ak—b—nmo,

2. On note tout d’abord que 7y est bien défini car b, — co. Par définition, b,, > k? et b1 < k?. Or
a, <1,donconab, < k? + 1. En particulier, by, <(k+ 1)? donc ny < npy;.

3. Soit € > 0. On a, par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev
"k

o[l
b,

My

-1

1 S 11 1
>e|l< —Var[ )< —-—<

e? by, 2p

qui est une suite sommable en k. Par Borel-Cantelli, on en déduit que presque stirement, a partir
d’un certain rang,

"k

g

<¢&
b?lk

et donc, presque slirement,
Sn Sn
1-¢<liminf — <limsup— <1 +e¢.
— Uny k—o00 iy

On conclut en prenant une suite (&,,)men 4 0.

4. Soit n > 1.1l existe un unique k > 1 tel que ny < n < ng,1. Comme (S,);>1, (by)u>1 €t (1g)x>1 sont
croissantes, on a

%)
B
=
%)
S

n
3
=
X

et, comme k% < bnk <kZ+1,

Sur I’événement de convergence de (S,, /b, )i>1 vers 1, on a donc §,/b, — 1 quand n — oo (car
alors k — o0). On a donc montré que S,,/b,, — 1 presque strement quand n — co.

3 — Un peu de marche
—STN—

‘Exercice 3. (Nombre de retours en 0) Soit (Sy)ren une marche aléatoire simple symétrique sur Z et
n € IN*. On note N le nombre de retours en 0 de la marche avant l'instant 2n inclus : N := #{k € [1,n] :
Sor = 0}.
1. Soit r € N. Montrer que P(N =r)=P(N >1,S,, =0).
Rappel. Pour n >0, P(S; #0,...,S,, #0) =P (S, =0).

2. Notons T; est I'instant du i¢ retour en 0, pour i > 1. Soit r € [0, n]. Montrer que

P(N=r)= iIP(T,- =2n).
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3. Soit r € [[0, n]]. Montrer que

Rappel. Pour n >1i,0n a

Corrigé.
1. On note T, I'instant du r¢ retour en 0, qui est bien défini dés que N > r et qui est pair et inférieur
a 2n. Donc on a

n n
= le(n =2k,N=r)= Z]P(Tr =2k, Sops1 #0,..., Sy, # 0)
g k k
- ZIP(Tr = 2k,$% »0,..., 509 = 0),
k=1

. &2k ; . 2% ~(2K)
ot §7 = Sypsi = Sok = Xy Xogsj. On a (T, = 2k} € 0(X;,j < 2k) et {§1Y 2 0,...,5127,
O'(X]', 2k +1 <j <2n), donc ces événements sont indépendants, donc

(2k) (2k)
ZIP (s £0,..., 529 = o) ZIP (szn_zk = 0),

par le lemme fondamental appliqué a la marche S(2K) En utilisant de nouveau I'indépendance,
on obtient alors

PEUNS

n n
_ le( = 2k,820 ) = ): Y P(T, = 2k,55,=0)
k=1 k=1
n
= Z]P(Tr =2k,N>1,5,,=0)=P(N >r,5,,=0),
ou l'on peut rajouter N > r car T, = 2k = N >r, puis ou l'on utilise que N > r = T, < 2n pour se

débarasser de la somme.

2. On remarque que N < n et donc, en utilisant la question précédente, on a

n n
=) P(N=i,S,=0)=) P(T;=
i=r i=r

3. Avec la loi du r¢ retour en 0, la question précédente donne
< i m—-i\ v« 1 2n—i)\(2n—i
PN=r)=) — = 1- : ,
( ") ;22"‘1(211—1')(11—1') ;22”—1( 2n—1 )(n—z)
_i 1 (2n-i i 1 2(n—i)(2n—i
_‘r22”*" n—i ir22”*i 2n—i \n—-i
1= =

m—i\ & 1 (2n-i-1\_ 1 [(2n-r
_222111 n—i _22211—1'—1 n—i—11 22n-r n ’

i=r

car les deux sommes se télescopent.

4 — Donner son maximum
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Exercice 4. (Examen 2007-2008) Soit (U,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes définies
sur (Q, A, P) et de loi uniforme sur [0, 1]. Pour n > 1, on pose

1 1
M, = max(—,..., —)
! VO, VO,
1. Calculer la fonction de répartition de M,,.
2. Soit p > 0. Déterminer les valeurs de p telles que M,, a un moment d’ordre p fini.

3. Montrer que M,,/y/n converge en loi quand 1 — oo vers une variable aléatoire dont on précisera
la fonction de répartition et la densite.

Corrigé.
1. Pour x<1,ona Fy (x)=0.Pour x>1,0na
1 n 1\" 1\1
Fy (x)=P|—==<x :IP(U >—) :(1__)
M, (%) ( 0, ) 1273 2

2. Comme M,, >0,0on a

E[M]] = fwP(Mﬁ >y)dy :J P(M, >p"/?)dy.
0 0
Orona,poury>1,

1\ n
py_1_ Upy—1-1-—] ~ -
y y
donc E[M}] < oo si et seulement si p<2.

3. On passe par les fonctions de répartition. Pour x <0, on a Fy; ,,(x) = 0. Pour x > 0, on a, a partir
d’un certain rang tel que x\/n > 1,

Fyp yyn(%) = Fy, (xVn) = (1 __)n — e /X,

On pose F(x) := e‘l/"zﬂx>0 pour x € R. Alors F est continue croissante et tend vers 0 en —co et en
1 en +oo donc c’est la fonction de répartition d’une variable aléatoire Z, et donc M,,/y/n converge
en loi vers Z.

En outre, on a Fz(x) = J_xoo pz(z)dz, avec
z>0/
donc Z admet p pour densité.
5 — Exploser ses records
e e AN

Exercice 5. (Convergence en loi mais pas en proba) Soit (X,,),,>1 une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes et de méme loi définies sur (Q, A, IP) telle que [E[X;] = 0 et 0 < [E[X?] < co. On pose
Sy =X1+---+X, pour tout n > 1.

1. Soit ¢: IN — IN une extractrice. En utilisant la loi du 0-1 de Kolmogorov, montrer que

S S
liminf 2 — o et lim sup el +0co0, presque surement.

n=e N p(n) n—oo /¢(n)

2. En déduire que la suite (S,/y/n),>; ne converge pas en probabilité.
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Corrigé.

1. Par symétrie, il suffit de montrer la limite supérieure. On considere A > 0. On a, pour N € N,

S Xy+---+X Xn+--+X 1
{lirnsupﬂ ZA}:{limsupN—(p(n) ZA}: ﬂlimsup{N—(P(n) ZA——}
p=l

n—co  +/@(n) n—00 Q(n) =00 p(n) p
XN+"'+X<p(n) }
= — > AVe Fy,
pﬂlkﬂluk{ Ve(n)

et, comme cela est vrai pour tout N € N, cet événement appartient a la tribu asymptotique de la
suite (X,,),>1. Par la loi du 0-1 de Kolmogorov, on a donc

P

S
limsup LI A] €1{0,1}.
n—00 qo(n)

En outre, on a

IP[limsup () >A]21P limsup o) >AV]l=1lim | P U p(n) > A
n—o0 w/@(ﬂ) n—co go(n) k—o00 =k (P(n)
S
> limsupIP ) >A]
k—oo ¢(k)

Or, d’aprés le TCL, la suite (S,/y/n),>; converge en loi vers une variable aléatoire N de loi
N(0,02). La variable N ayant une fonction de répartition continue partout et jamais égale a
1, on a donc

S
lim IP(—” >A):IP(N >A)>0,
v_

n—oo0 n

ce qui implique que

S
IP[lim sup pin) > A] > 0.

oo /(1)

Comme cette probabilité est dans {0, 1}, on a donc

Sp() ]

P|limsup ——= > A|=1.
[ n— o0 \/(p(fl)

En considérant une suite (Aj)x>1 T +00, on en déduit le résultat.

2. Silasuite (S,/v/n),>1 converge en probabilité vers une variable aléatoire X, alors on peut extraire
une sous-suite (Sy (/v @(1))>1 telle que Sp(,)/+/@(n) — X p.s. Or par la question précédente
(Sp(n)/v®(n)),>1 diverge presque sirement, donc (S,/V/n),>1 ne converge pas en probabilité.

6 — Augmenter sa précision

Exercice 6. (Controle des fluctuations d’une marche aléatoire) Soit (X,,),>; une suite de variables aléa-
toires réelles centrées indépendantes et de méme loi définies sur (Q, A, P) telle qu’il existe 6 > 0 tel
que E[e®Xi]] < co. On pose S, =Xy +---+ X,, pour tout n > 1.

1. En étendant la définition de la fonction caractéristique de X; au voisinage de 0 dans C, montrer
que l'on a

IE[eS,,/\/E:I e(72/2

n—-oo

ou o2 := E[X}].
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2. Soit a > 1. Montrer que

: S R
limsup 15, <a, presque sirement.

n—o00 nlnn

3. En déduire que

[Sul .
—— 0, presque sirement.

\/Ell’li’l n—o00

Remarque. Le bonne renormalisation a été trouvée en 1924 par Khinchine, pour les sommes de va-
riables de Bernoulli, puis a été étendue en 1941 par Hartman et Wintner, au cas général ou les X;

suivent une loi centrée et de variance finie o2. Ils ont montré le résultat suivant
.. Sy Sn .
liminf ——==-0 et limsup————— =0, presque sirement,

=00 \2nlnlnn n—oo V2nlnlnn

appelé la loi du logarithme itéré.
Corrt;qé‘
1. On pourrait vouloir appliquer la convergence en loi du TCL mais la fonction x — e* n’est pas
bornée donc on ne peut pas.
On va plutdt recalquer la démonstration mais en remplagant la fonction caractéristique par la
fonction ¢ définie par
Vte[-5,8], @(t):=E[e™],

qui est bien a valeurs finies car E[e!*1] < E[e®X1]]. Cela revient a ¢(t) = ¢x,(it) (Uhypothese
E[e?X1]] < co permet en fait de prolonger ¢x, sur {z € C:Im(z) €] - 6,[} en une fonction analy-
tique).
Par récurrence, on montre que @ est C* sur | -0, [ et que

Viel-5,8[ VkeN, @®(t):=E[Xfe™],

en utilisant que 1E[|X{<etX1|] < oo pour tous t €] - 9,0[ et Yk € IN : en effet il existe une constante
C > 0 (dépendant de k et t) telle que Vx € R, |xFe!™| < Ce®W,
En particulier, on a le développement suivant quand t — 0,

e(t)=1+ #wto(tz).

Ainsi, on obtient

Sy Xy/vn]" Ly o> (1 /2

lE[e” ]:IE[e1 ”] =p|l—] = 1+—+o(—) — e’ /e,
\n

2. On a, quand n — oo, par I'inégalité de Markov,

[ 5/(]

né né

IP(SnZa\/Elnn) ( S/ > )

donc, comme a > 1,

ZIP(Sn > a\/mnn) < o0

n>2

Par Borel-Cantelli, on en déduit que

limsup

Sn
n—co \nlnn

<a, presque sirement.
Par symétrie, on a aussi
liminf

n—00 \/_lnn

et les deux combinés donnent le résultat.

—a, presque sirement
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3. Sil’on prend a le plus petit possible on ne peut obtenir que

. S .
limsup 15, <1, presque sirement

n—00 nlnn

ce qui n'est pas satisfaisant.

Ce qu’il faut remarquer ici c’est que la limite ne dépend pas de o et ¢a c’est louche! On consi-
dere donc A > 0 et (AS,,),en est une marche aléatoire de loi de saut la loi de AX; qui est centrée
et vérifie E[e?4 1AXil] < o0 avec A~ > 0. On peut donc lui appliquer le résultat précédent qui

donne
: |AS,| .
limsup ——— <1, presque sirement
n—co Ynlnn
ou encore
: Sl 1 N
limsup < —, presque surement

n—oo0 \/Ell’ll’l N A)

qui donne le résultat souhaité avec A — oo.

7 — Passage au vestiaire
N N

Z;(ercice 7. (Théoréme de Portmanteau) Soit X, X, Xy,... des variables aléatoires a valeurs dans un
espace métrique (E,d) muni de sa tribu borélienne, définies sur (Q),.4,IP). On veut montrer que les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la suite (X,,),en converge en loi vers X ;
(ii) pour tout f: E — R lipschitzienne bornée, on a E[f(X,)] = E[f(X)] quand n — oo;
(iii) pour tout fermé F C E, on a limsup,_, P (X, € F) <P (X € F);
(iv) pour tout ouvert G C E, on a liminf, , [P(X, € G) >P(X € F);
(v) pour tout borélien A CE tel que P(X € JA)=0,0ona P(X, € A) > P(X € A) quand n — 0.

Ce résultat est appelé théoréme de Portmanteau, mais il n’y a pas de mathématicien portant le nom de
Portmanteau : il s’agit d’un canular possiblement initié par Billingsley qui, dans I'un de ses livres,
attribue le théoréme a Jean-Pierre Portmanteau, en faisant référence a un article de 1915 des Annales
de I'Université Felletin ayant pour titre « Espoir pour I'ensemble vide ? ».

1. Montrer les implications faciles : (i) = (ii), (iii) & (iv) puis (iii) + (iv) = (v).

2. Montrer que (ii) = (iii).

3. En considérant tout d’abord f € C,(E) positive et en utilisant que [E[f(X,,)] = JOOO P(f(X,)>v)dy,

montrer que (v) = (i).

Camgé.
1. (i) = (ii) : la convergence en loi implique la convergence E[f(X,)] = [E[f(X)] si f est continue
bornée donc en particulier si f est lipschitzienne bornée.
(iii) © (iv) : il suffit de passer au complémentaire.
(iii) + (iv) = (v) : on rappelle que JA = A\ A et donc, si IP(X € dA) =0, on a

P(XeA)=P(XeA)=P(X cA).
On a ainsi, par (iv),

liminfP (X, € A) > liminfP(X, € A) > P(X € A) = P(X € A)

n—00 n—00

et, par (iii),
limsupP(X, € A) < limsupP(X, € A) <P(X € A) =P(X € A),

n—-,oo n—00

ce qui montre que IP (X, € A) > P(X € A).

8/11



2. Supposons (ii). Soit F un fermé. On pose, pour k > 1,
fk:x€e E— 0V (1-kd(x,F)),

qui est bornée par 1 et k-lipschitzienne. Donc, par (ii), on a E[f;(X,)] — E[f(X)] pour tout
k>1.Soitk>1,ona f > 1f, donc

limsupP (X, € F) <limsupE[fi(X,)] = E[f(X)]

n—00 n—-00

Or fi | 1r quand k — oo, donc, par convergence dominée, E[f;(X)] — IP(X € F). donc en prenant
k — oo dans I'inégalité ci-dessus, on obtient

limsupP (X, € F) <P(X €F).

n—-oo

3. Soit f € Cy(E), on peut supposer f positive (quitte a considérer f* puis f~). On a donc, pour
nelN,

0 M
E[f(X,)] = L P(f(X,) > p)dy = fo P(X, € (f > 7))y,

en posant M := ||f]|.,- On a aussi la méme relation avec X au lieu de X,,.

Montrons que IP(X € d{f > y}) = 0 pour presque tout y € R. Comme f est continue, {f > p} est
ouvert et {f > y} est un fermé contenant {f > y} donc J{f > v} C {f = y}. En outre, on a, par
Fubini-Tonelli,

J (Xelf=yhdy= JJ Lyeif=y) dPx(x)dy = fflf ydy dPx(x)
—J;R ({f (x)}) dPx(x) = 0,

ou A est la mesure de Lebesgue sur R. Ainsi y — IP(X € {f = p}) est une fonction positive d’inté-
grale nulle, donc elle est nulle presque partout.
Pour presque tout y € R, on a IP(X € d{f > y}) = 0 donc, par (v),on a

P(X, € (f >p) —— P(X(f > ).

En outre, on peut dominer par 1 qui est intégrable sur [0,M] et on obtient par convergence
dominée

M M
EF(X,)= [ POl >ahdy—— | T P(Xelf > pdy = Bl

8 — Assurer la survie du club

‘Exercice 8. (Processus de Galton-Watson) Soit # = (pi)ieny une mesure de probabilité sur IN telle que
po+ p1 < 1. Le processus de Galton-Watson (Z,,),so est défini récursivement par Z, :=1 et, pour n >0 :

Zfl
Zu= Y X
j=1

ou les variables aléatoires (X](-”))]-,nzo sont i.i.d. de loi p. Ainsi, (Z,),>o modélise I’évolution d’une po-
pulation dont a chaque instant n les individus meurent en donnant naissance a des nombres d’enfants
i.i.d. de loi p. On introduit la fonction génératrice 1p associée a y :

= Z,uns”, se[0,1].

n>0
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On note finalement m := ), p,n la moyenne du nombre d’enfants et q := P(AneIN:Z, =0) la
probabilité que la population s’éteigne au bout d’un certain temps.
La question, que se sont posée Bienaymé en 1845 puis Galton et Watson en 1874, est la suivante :
quelle est la condition nécessaire et suffisante pour que la population ne s’éteigne jamais ? L'objectif
ici est de démontrer leur résultat: g <1 & m > 1.
Bien qu’ayant démontré ce résultat plus tot, Bienaymé n’a pas laissé son nom a ce fameux processus.
Ultime injustice, la démonstration de Galton et Watson était fausse.
1. Montrer que 1 est strictement croissante, que 1’ est strictement croissante et que (1) = 1.
2. Pour s € [0,1], on note 1,,(s) := E[s%"]. Montrer que 1,,,; = 1, 0 1.
3. Montrer que IP(T < o0) est le plus petit point fixe de ¢. Conclure.
Corrigé.
1. Pas de difficulté en dérivant sous le signe somme.
2. On démontre aisément par récurrence sur n que pour tout entier n > 1, Z,, est mesurable par
rapport a la tribu O'(X](-k) :7>0,0<k<n-1). Ainsi Z, est indépendant de O'(X](-n) 17 >0).
On obtient alors

N
I

<=
=
T
—
—
)
~
1
—
“n
M
l
\XA
=
[E—1

k)
E|sH 5 1,

k5o
Pz, = k)IE[stzl Xj ] car Z, et (XYI),...,X](j)) sont indépendants

1k
P(Z, = k)IE[sXI ] car X", x\" sont iid

D’ou le résultat.

3. La probabilité d’extinction g est la réunion croissante des événements {Z,, = 0}. En remarquant
que 1,(0) = P(Z, = 0), il s’ensuit que g est la limite de 1("(0) lorsque 1 — .
Lorsque m < 1, on introduit la fonction k(s) = 1(s) —s qui vérifie, pour 0 <s <1 h'(s) =’(s)-1 <
Y’(1)-1 < 0. Ainsi h est strictement décroissante sur [0, 1] avec i(1) = 0. On en déduit que (t) > ¢
pour tout t € [0,1). Lorsque m > 1, on démontre de maniere similaire que que (s) = s admet
une unique solution sur [0, 1). Il est alors classique de montrer que la suite 1(")(0) converge vers
le plus petit point fixe de ¢ sur [0,1] lorsque n — co.

Arbre de Galton-Watson
critique conditionné a avoir
BETE by g3 une grande taille donnée
£ (par Igor Kortchemski)
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9 — Apprendre le nom de ses camarades
ST

Exercice 9. (Trombinoscope) Saurez-vous reconnaitre parmi les portraits ci-dessous Emile Borel, Paul
Dirac, Andrei Kolmogorov, Henri-Léon Lebesgue, Paul Lévy, et Siméon Denis Poisson ?

1

Indication. Les portraits sont triés par date de naissance croissante.
Corrigé. De gauche a droite
> Siméon Denis Poisson (1781-1840)
Emile Borel (1871-1956)
Henri-Léon Lebesgue (1875-1941)
Paul Lévy (1886-1971)
Paul Dirac (1902-1984)
Andrei Kolmogorov (1903-1987)
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