
Intégration et probabilités ENS Paris, 2018-2019

TD 13 – Fonctions caractéristiques

1 – Variables aléatoires à valeur dans Rd

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rd définie sur (Ω,A,P). On définit la fonction
caractéristique de X par

φX : ξ ∈Rd 7→ E

[
ei〈ξ,X〉

]
,

où 〈·, ·〉 désigne le produit scalaire canonique sur Rd . On dit aussi que ξ ∈ Rd 7→ φX(−ξ) est la trans-
formée de Fourier de la mesure PX sur Rd .

1. (Le cas gaussien) Soit σ > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction

g
(d)
σ : x ∈Rd 7→ e−‖x‖

2/2σ2

(2πσ2)d/2
,

c’est-à-dire la transformée de Fourier de la mesure de densité g(d)
σ par rapport à la mesure de Le-

besgue sur Rd (cette loi de probabilité est une gaussienne d-dimensionnelle notéeN (0,σ2Idd)).

2. (Injectivité) En reprenant la démonstration dans le cas d = 1, montrer que φX caractérise la loi
de X.

3. (Théorème de Lévy faible) Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires à valeurs dans Rd définies
sur (Ω,A,P). Montrer que (Xn)n∈N converge en loi vers X si et seulement si (φXn)n∈N converge
simplement vers φX .

Corrigé.
1. On calcule

ĝ
(d)
σ (ξ) =

∫
R
d

e−i〈ξ,x〉
e−‖x‖

2/2σ2

(2πσ2)d/2
dx =

k∏
i=1

∫
R

e−iξkxk
e−x

2
k /2σ

2

(2πσ2)d/2
dxk

=
k∏
i=1

ĝ
(1)
σ (ξk) =

k∏
i=1

e−σ
2ξ2
k /2 = e−σ

2‖ξ‖2/2 = (2πσ−2)d/2g(d)
1/σ (ξ),

en utilisant le calcul de la transformée de Fourier d’une gaussienne unidimensionnelle, effectué
dans le cours.

2. On va suivre la démonstration du cours en utilisant les gaussiennes de dimension d introduites à
la question 1. Soit Y une gaussienne d-dimensionnelleN (0, Idd) indépendante deX. On rappelle

que Y a pour densité g(d)
1 par rapport à la mesure de Lebesgue sur R

d . Soit σ > 0 et f : Rd → R

continue à support compact. On calcule, en utilisant l’indépendance entre X et Y ,

E [f (X + σY )] =
∫
R
d

∫
R
d
f (x+ σy)g(d)

1 (y)dydPX(x)

=
∫
R
d

∫
R
d
f (z)g(d)

1

(z − x
σ

) dz
σd

dPX(x)

=
∫
R
d

∫
R
d
f (z)g(d)

σ (z − x)dzdPX(x),

Pour toute question, n’hésitez pas à m’envoyer un mail à michel.pain@ens.fr, ou bien à venir me voir au bureau V2.
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avec le changement de variables z = x + σy et en notant que g(d)
1 (x/σ )/σd = g

(d)
σ (x). Or par la

question 1., on a

(2πσ2)d/2g(d)
σ (z) = ĝ(d)

1/σ (z) =
∫
R
d

e−i〈z,v〉g(d)
1/σ (v)dv,

donc on obtient

E [f (X + σY )] =
∫
x∈Rd

∫
z∈Rd

f (z)
1

(2πσ2)d/2

∫
v∈Rd

e−i〈z−x,v〉g(d)
1/σ (v)dvdzdPX(x)

=
∫
z∈Rd

∫
v∈Rd

f (z)
1

(2πσ2)d/2
e−i〈z,v〉g(d)

1/σ (v)
∫
x∈Rd

ei〈x,v〉dPX(x)dvdz

=
∫
z∈Rd

∫
v∈Rd

f (z)
1

(2πσ2)d/2
e−i〈z,v〉g(d)

1/σ (v)φX(v)dvdz,

qui ne dépend de X qu’à travers φX . D’autre part, on a

E [f (X + σY )] −−−−→
σ→0

E [f (X)] ,

par convergence dominée car f (X + σY ) → f (X) p.s. (car f est continue) et est dominée par
‖f ‖∞ intégrable. Donc E [f (X)] ne dépend de X qu’à travers φX . Cela montre que la loi de X est
caractérisée par φX .
Remarque. Pour être tout à fait rigoureux, il faudrait généraliser à la dimension d le fait que les
E [f (X)] pour f continue à support compact caractérisent la loi de X à valeurs dans R

d (mais
cela se fait sans difficultés).

3. On continue à calquer la démonstration du cours en utilisant les gaussiennes de dimension d.

2 – Indépendance et fonction caractéristique

Exercice 2. Soit X1, . . . ,Xn des variables aléatoires réelles sur (Ω,A,P).

1. Montrer que X1, . . . ,Xn sont indépendantes si et seulement si

∀ξ ∈Rn, φ(X1,...,Xn)(ξ) =
n∏
k=1

φXk (ξk).

2. Supposons que, pour tout ξ ∈ R, φX1+X2
(ξ) = φX1

(ξ)φX2
(ξ). Montrer que X1 et X2 ne sont pas

forcément indépendantes.

Corrigé.
1. Calculons la transformée de Fourier de la mesure PX1

⊗ · · · ⊗ PXd . Pour ξ ∈ Rd , on a, par Fubini-
Lebesgue

φPX1⊗···⊗PXd
(ξ) =

∫
R
d

ei(ξ1x1+···+ξdxd ) d(PX1
⊗ · · · ⊗ PXd )(x1, . . . ,xd)

=
n∏
k=1

∫
R

eiξkxk dPXk (xk) =
n∏
k=1

φXk (ξk).

Ainsi, on a les équivalences suivantes

X1, . . . ,Xn sont indépendantes ⇔ P(X1,...,Xn) = PX1
⊗ · · · ⊗ PXd

⇔ φ(X1,...,Xn) = φPX1⊗···⊗PXd

⇔∀ξ ∈Rd ,φ(X1,...,Xn)(ξ) =
n∏
k=1

φXk (ξk),

en utilisant l’injectivité de Fourier pour la 2e équivalence (c’est-à-dire le fait que la fonction
caractéristique d’un v.a. à valeurs dans Rd caractérise sa loi).
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2. On remarque que l’hypothèse “pour tout ξ ∈ R, φX1+X2
(ξ) = φX1

(ξ)φX2
(ξ)” est équivalente à

“X1 +X2 a même loi que X̃1 + X̃2 avec X̃1 et X̃2 indépendantes chacunne ayant respectivement
même loi que X1 et X2”, par injectivité de Fourier.
On prend X1 et X2 deux dés à trois faces correllés : on définit la loi du couple (X1,X2) par

P (X1 = i,X2 = j) =


1/9 si (i, j) ∈ {(1,1), (2,2), (3,3)},
2p/9 si (i, j) ∈ {(1,2), (2,3), (3,1)},
2(1− p)/9 si (i, j) ∈ {(1,3), (2,1), (3,2)},

pour p ∈ [0,1] un paramètre. Alors on vérifie aisément que X1 et X2 suivent chacun une loi
uniforme sur {1,2,3} et que

P (X1 +X2 = k) =


1/9 si k ∈ {2,6},
2/9 si k ∈ {3,5},
1/3 si k = 4,

c’est-à-dire que X1 + X2 a la même loi que la somme de deux variables uniformes sur {1,2,3}
indépendantes. Ainsi (X1,X2) vérifie bien l’hypothèse mais X1 et X2 ne sont pas indépendantes
dès que p , 1/2.
Remarque. La démarche pour arriver à la loi de (X1,X2) est la suivante. On se fixe un objectif
pour la loi de X1 et X2 (ici des uniformes). Alors la loi de X1 +X2 doit être celle obtenue si X1 et
X2 étaient indépendantes. On construit alors la loi de (X1,X2) de sorte qu’elle vérifie toutes les
équations qu’imposent les lois de X1, X2 et X1 +X2. Dans notre cas, il n’y a qu’un seul paramètre
de liberté qui est p et on le choisit de sorte que X1 et X2 ne soient pas indépendants.

Exercice 3. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles bornées sur (Ω,A,P). Montrer que X et Y
sont indépendantes si et seulement si

∀k, l ∈N, E

[
XkY l

]
= E

[
Xk

]
E

[
Y l

]
.

Indication. On pourra utiliser le critère de l’exercice 2.

Corrigé. L’implication est facile, car si X et Y sont indépendantes, alors Xk et Y l le sont également. Ré-
ciproquement, supposons que ∀k, l ∈N,E[XkY l] = E[Xk]E[Y l]. La fonction caractéristique de (X,Y )
est donnée en (u,v) ∈R2 par :

φ(X,Y )(u,v) = E

[
eiuXeiuY

]
= E


 ∞∑
k=0

(iuX)k

k!


 ∞∑
l=0

(ivY )l

l!


 = E

∑
k,l≥0

ik+l u
kvl

k!l!
XkY l


Pour échanger la série et l’espérance, on veut utiliser Fubini-Lebesgue : soit C un majorant de |X | et
|Y |, on a

E

∑
k,l≥0

∣∣∣∣∣∣ik+l u
kvl

k!l!
XkY l

∣∣∣∣∣∣
 ≤ E

∑
k,l≥0

|u|k |v|lCk+l

k!l!

 = e|u|Ce|v|C <∞.

On peut donc appliquer Fubini-Lebesgue, qui nous donne

φ(X,Y )(u,v) =
∑
k,l≥0

ik+l u
kvl

k!l!
E

[
XkY l

]
.

D’après l’hypothèse, on a donc

φ(X,Y )(u,v) =
∑
k,l≥0

ik+l u
kvl

k!l!
E

[
Xk

]
E

[
Y l

]
=

 ∞∑
k=0

(iu)kE[Xk]
k!


 ∞∑
l=0

(iv)lE[Y l]
l!

 .
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En appliquant Fubini-Lebesgue de la même manière pour chaque série, il en découle

φ(X,Y )(u,v) = E

 ∞∑
k=0

(iu)kXk

k!

E
 ∞∑
l=0

(iv)lY l

l!

 = φX(u)φY (v),

d’où le résultat, en utilisant la question 1. de l’exercice 2.
Remarque. Une autre méthode qui permet de se passer des fonctions caractéristiques est la sui-
vante. À partir de E[XkY l] = E[Xk]E[Y l] pour tous k, l ∈ N, on obtient facilement E[P (X)Q(Y )] =
E[P (X)]E[Q(Y )] pour tous polynômes P et Q. Ensuite, on utilise le théorème de Stone-Weierstrass
pour montrer que E[f (X)g(Y )] = E[f (X)]E[g(Y )] pour toute f ,g ∈ Cb(R) (en utilisant que X et Y sont
bornées donc à valeurs dans un compact, donc il suffit d’approcher f et g sur un compact). Cette
dernière propriété est une caractérisation de l’indépendance.

3 – Convergence en loi

Exercice 4. (Limite de gaussiennes) Soit (Yn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles suivant res-
pectivement une loi gaussienne N (mn,σ2

n ) avec mn ∈ R et σn ∈ R+. Montrer que cette suite converge
en loi vers une variable réelle Y si et seulement si les deux suites (mn)n∈N et (σn)n∈N convergent vers
respectivement m ∈R et σ ∈R+, et identifier la loi limite.

Corrigé. On rappelle que la fonction caractéristique d’une gaussienne N (m,σ2) de moyenne m et de
variance σ2 est Φm,σ2(t) = exp(imt − σ2t2/2). Par convention, lorsque σ = 0, la gaussienne N (m,σ2)
est la masse de Dirac δm.
La réciproque découle immédiatement du théorème de Lévy et la loi limite est alors la loi gaussienne
N (m,σ2).
Pour l’implication, supposons que Yn converge en loi vers Y . Le théorème de Lévy garantit que
exp(imnt − σ2

n t
2/2) converge pour tout réel t lorsque n → ∞, et donc que exp(−σ2

n t
2/2) converge

(en prenant le module). Par positivité de σn, on obtient donc

σn −−−−−→n→∞
σ ∈R+ ∪ {∞}.

Par l’absurde, si σ =∞, alors on a, pour tout t > 0,∣∣∣φY (t)
∣∣∣ = lim

n→∞
e−σ

2
n t

2/2 = 0,

ce qui contredit que φY (0) = 1 et que φY est continue en 0. Ainsi, on a bien σ ∈R+.
Montrons à présent la convergence de (mn)n∈N. Comme e−σ

2
n t

2/2 converge vers une limite non nulle
pour tout t ∈R, eimnt converge pour tout t ∈R lorsque n→∞. Montrons que cela entraîne la conver-
gence de la suite (mn)n∈N.
Méthode 1. Si on sait a priori que la suite (mn)n∈N est bornée, c’est facile : si m et m′ sont deux valeurs
d’adhérence on a exp(imt) = exp(im′t) pour tout t ∈R, ce qui entraîne m =m′. Montrons donc que la
suite (mn)n∈N est bornée. On note DY l’ensemble des points de discontinuité de FY . Soit A > 0 tel que
A,−A <DY . Alors on a

P(Y ∈]−∞,−A]∪]A,∞]) = FY (−A) + 1−FY (A) = lim
n→∞

FYn(−A) + 1−FYn(A)

= lim
n→∞

P(Yn ∈]−∞,−A]∪]A,∞]).

Soit ε > 0. Choisissons A suffisamment grand tel que P(|Y | ≥ A) < ε et A,−A <DY . Alors, à partir d’un
certain rang, P(|Yn| > A) < ε d’après l’équation ci-dessus. D’autre part, si |mn| > A, alors

P(|Yn| > A) ≥ P(|Yn| ≥ |mn|) ≥
{

P(Yn ≥mn) si mn ≥ 0
P(Yn ≤mn) si mn < 0

=
1
2
,
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par symétrie de la gaussienne autour de sa moyenne. Avec ε = 1/2, comme, à partir d’un certain rang,
P(|Yn| > A) < ε, on ne peut pas avoir |mn| > A. Donc |mn| ≤ A à partir d’un certain rang.
Méthode 2. On note ψ(ξ) = limn→∞ eimnξ pour tout ξ ∈R. Alors ψ est continue de module 1. Simn , 0,
on a, pour a > 0, ∫ a

0
eimnξ dξ =

eimna − 1
imn

.

D’autre part, par convergence dominée, on a∫ a

0
eimnξ dξ −−−−−→

n→∞

∫ a

0
ψ(ξ)dξ.

On choisit alors a > 0 tel que
∫ a

0 ψ(ξ)dξ , 0 (ce qui est possible car |ψ| = 1 et ψ continue en 0). Alors

pour n suffisamment grand on a
∫ a

0 eimnξ , 0 et donc

mn =
eimna − 1

i
∫ a

0 eimnξ dξ
,

en remarquant que c’est aussi vrai si mn = 0. Finalement, on obtient

mn −−−−−→n→∞

ψ(a)− 1

i
∫ a

0 ψ(ξ)dξ

donc on a bien montré la convergence de la suite (mn)n∈N.

Exercice 5. (Lemme de Slutsky) Soient (Xn)n≥1, (Yn)n≥1 deux suites de variables aléatoires réelles, et
X,Y deux variables aléatoires réelles définies sur (Ω,A,P), telles que Xn→ X en loi et Yn→ Y en loi.

1. On suppose que les variables Xn et Yn sont indépendantes pour tout n ≥ 1 et que les variables X
et Y sont indépendantes. Montrer que (Xn,Yn)→ (X,Y ) en loi.

2. Est-il toujours vrai que (Xn,Yn)→ (X,Y ) en loi ?

3. (Lemme de Slutsky) On suppose que Y est constante p.s. Montrer que (Xn,Yn)→ (X,Y ) en loi.

Corrigé.
1. D’après le théorème de Lévy, il suffit de montrer que φ(Xn,Yn)(t, t′)→ φ(X,Y )(t, t′) pour tout (t, t′) ∈

R
2. Et l’on a par indépendance,

φ(Xn,Yn)(t, t
′) = φXn(t)φYn(t

′)→ φX(t)φY (t′) = φ(X,Y )(t, t
′).

2. Il n’est pas vrai en général que (Xn,Yn)→ (X,Y ) en loi. En effet, considérons les variables aléa-
toires Xn = Z = Yn pour tout n ≥ 1, avec Z gaussienne centrée. La variable Z étant symétrique,
on a Xn → −Z en loi. Si (Xn,Yn)→ (−Z,Z) en loi, alors Xn + Yn → −Z +Z en loi (car la fonction
(x,y) 7→ x+ y est continue), c’est-à-dire 2Z = 0 en loi, ce qui est absurde.

3. Il suffit de montrer que E[F(Xn,Yn)]→ E[F(X,Y )] pour une fonction F continue à support com-
pact. Soit a ∈ R tel que Y = a p.s. On a alors Yn → a en probabilité (résultat important à savoir
prouver). Et

|E[F(Xn,Yn)]−E[F(X,a)]| ≤ |E[F(Xn,Yn)]−E[F(Xn, a)]|+ |E[F(Xn, a)]−E[F(X,a)]|.

La fonction x ∈ R 7→ F(x,a) est continue et bornée donc |E[F(Xn, a))−E[F(X,a))| → 0. De plus, la
fonction F est uniformément continue. Pour ε > 0, on peut trouver δ tel que |F(x,y)−F(x′ , y′)| ≤ ε
pour |x − x′ |+ |y − y′ | ≤ δ. Alors, on a

|E[F(Xn,Yn)]−E[F(Xn, a)]| ≤ E[|F(Xn,Yn)−F(Xn, a)|]
≤ E[|F(Xn,Yn)−F(Xn, a)|1{|Yn−a|≥δ}] +E[|F(Xn,Yn)−F(Xn, a)|1{|Yn−a|<δ}]
≤ 2‖F‖∞P(|Yn − a| ≥ δ) + ε.
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Ainsi, on a
limsup
n→∞

|E[F(Xn,Yn)]−E[F(Xn, a)]| ≤ ε

et ceci étant vrai pour tout ε, on en déduit que |E[F(Xn,Yn)]−E[F(Xn, a)]| → 0, puis le résultat.

4 – Compléments (hors TD)

Exercice 6. En utilisant le théorème central limite, déterminer la limite suivante :

lim
n→∞

e−n
n∑
k=0

nk

k!
.

Corrigé. On a

e−n
n∑
k=0

nk

k!
= P(P1 + . . .+ Pn ≤ n),

où P1, . . . , Pn sont des variables aléatoires de Poisson de paramètre 1 indépendantes (car alors P1+. . .+Pn
suit une loi de Poisson de paramètre n). On écrit ensuite

P(P1 + . . .+ Pn ≤ n) = P

(
P1 + . . .+ Pn −n√

n
≤ 0

)
.

L’espérance et la variance d’une variable aléatoire de loi de Poisson de paramètre λ étant égales à λ,
on a, d’après le TCL,

P1 + . . .+ Pn −n√
n

loi−−−−−→
n→∞

N,

où N est une variable gaussienne centrée réduite. Or la fonction de répartition de N est continue en
0 donc

lim
n→∞

e−n
n∑
k=0

nk

k!
= P(N ≤ 0) =

1
2
.

Exercice 7. (Équation aléatoire) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de même loi,
de variance finie σ2. On suppose que (X + Y )/

√
2 a la même loi que X et Y . Que dire de cette loi

commune ?

Corrigé. Tout d’abord, comme (X+Y )/
√

2 et X ont même loi, on a (E [X]+E [Y ])/
√

2 =
√

2E [X] = E [X].
D’où E [X] = 0.
Ensuite, si (Xi)i≥1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi que X, on dé-
montre aisément par récurrence sur n que

Zn B
1
√

2n

2n∑
i=1

Xi

a la même loi que X. Or d’après le théorème central limite, Zn converge en loi vers N (0,σ2) (en
effet, le numérateur de Zn est une somme de 2n variables aléatoires réelles centrées indépendantes
de même loi et de variance σ2). On conclut donc que X a la même loi queN (0,σ2).
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Exercice 8. (Formule d’inversion de Fourier) Pour f ∈ L1(R), on définit sa transformée de Fourier f̂ par

f̂ (ξ)B
∫
R

f (x)e−iξxdx, ξ ∈R.

Pour σ > 0, on note gσ la fonction gaussienne centrée de variance σ2 :

gσ (x)B
1

σ
√

2π
e−x

2/2σ2
x ∈R.

1. Soit f ∈ L1(R). Montrer que, pour tous σ > 0 et x ∈R,

(gσ ∗ f )(x) =
1

2π

∫
R

e−σ
2ξ2/2eixξ f̂ (ξ)dξ.

2. Soit f ∈ L1(R) telle que f̂ ∈ L1(R). Montrer que, pour presque tout x ∈R,

f (x) =
1

2π

∫
R

eixξ f̂ (ξ)dξ.

Remarque. L’égalité est vraie partout si et seulement si f est continue.

Corrigé.
1. Rappelons que, pour σ > 0 et ξ ∈R, on a

ĝσ (ξ) = e−σ
2ξ2/2 =

√
2π
σ

g1/σ (ξ),

avec le changement de variable y = x/σ . Pour σ > 0 et x ∈R, on a, en utilisant la question 1.,

(gσ ∗ f )(x) =
∫
R

e−y
2/2σ2

f (x − y)dy =
∫
R

1

σ
√

2π
ĝ1/σ (y)f (x − y)dy

=
∫
R

1

σ
√

2π

∫
R

σe−σ
2ξ2/2

√
2π

e−iyξ dξ

f (x − y)dy

=
1

2π

∫
R

(∫
R

f (x − y)e−i(x−y)(−ξ) dy
)

e−σ
2ξ2/2e−ixξ dξ

=
1

2π

∫
R

f̂ (−ξ)e−σ
2ξ2/2e−ixξ dξ =

1
2π

∫
R

f̂ (ξ)e−σ
2ξ2/2eixξ dξ,

en utilisant le théorème de Fubini-Lebesgue, car on a bien
∫
R

∫
R
|e−σ2ξ2/2e−iyξf (x − y)|dydξ =

‖f ‖1
∫
R

e−σ
2ξ2/2 dξ <∞.

Remarque. C’est l’analogue du calcul de E[h(X + σY )] avec X une variable aléatoire réelle et Y
une gaussienne centrée réduite, où ici X serait la variable aléatoire de loi f (x)dx (dans le cas f
positive d’intégrale 1, auquel on peut se ramener facilement). On peut alors utiliser directement
le résultat du cours : les intégrales de h contre deux mesures coïncident pour tout h ∈ Cc(R) donc
les deux mesures sont égales.

2. Par la question 1., on a, pour tout x ∈R,

(gσ ∗ f )(x) =
1

2π

∫
R

e−σ
2ξ2/2eixξ f̂ (ξ)dξ −−−−→

σ→0

1
2π

∫
R

eixξ f̂ (ξ)dξ,

par convergence dominée (la convergence λ-p.p. est claire et on domine par |f̂ | ∈ L1). D’autre
part, gσ ∗ f converge vers f dans L1 quand σ → 0. Pour le montrer, voici deux méthodes :
Méthode 1. On vérifie que (gσ )σ>0 est une approximation de Dirac (quand σ → 0). Comme f ∈ L1,
on a gσ ∗ f → f dans L1, par l’exercice 5 question 2.(b) du TD 7.
Méthode 2. On le montre à la main pour f ∈ Cc(R), puis on étend à L1 par densité.
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Ainsi gσ ∗ f converge vers f dans L1 et vers x 7→ 1
2π

∫
R

eixξ f̂ (ξ)dξ simplement donc les deux
limites coïncident presque partout (cf petite question 3. du TD 4).
Remarque. On peut écrire cela sous la forme plus synthétique : pour presque tout x ∈R,

f (x) =
1

2π
ˆ̂f (−x).

Exercice 9. (Une autre loi stable) La loi de Cauchy de paramètre θ > 0 est la mesure sur R ayant pour
densité par rapport à la mesure de Lebesgue

x ∈R 7→ θ

π(θ2 + x2)
.

1. Montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de Cauchy de paramètre θ > 0
est

ξ ∈R 7→ e−θ|ξ |.

Indication. On pourra utiliser la formule d’inversion de Fourier (voir l’exercice 8).
2. Soit X1, . . . ,Xn des variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de paramètres θ1, . . . ,θn.

Déterminer la loi de X1 + · · ·+Xn.
3. Soit (Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de paramètre 1.

Déterminer la loi de (X1 + · · ·+Xn)/n et en déduire une convergence. Commenter.

Corrigé.
1. On pose f : x ∈R 7→ e−θ|x| et on commence par calculer f̂ . Pour ξ ∈R, on a

f̂ (ξ) =
∫
R

e−θ|x|e−iξxdx = lim
n→∞

∫ n

−n
e−θ|x|e−iξxdx,

par convergence dominée. Puis on a∫ n

−n
e−θ|x|e−iξxdx =

∫ n

0
e−θxe−iξxdx+

∫ 0

−n
eθxe−iξxdx =

1− e−θne−iξn

θ + iξ
+

1− e−θneiξn

θ − iξ
−−−−−→
n→∞

2θ
θ2 + ξ2 ,

et donc
f̂ (ξ) =

2θ
θ2 + ξ2 .

Ainsi f̂ est L1 et on peut utiliser l’inversion de Fourier : pour tout ξ ∈R,

f (ξ) =
1

2π

∫
R

eixξ
2θ

θ2 + x2 dx =
∫
R

eixξ
θ

π(θ2 + x2)
dx

et donc f est bien la fonction caractéristique de la loi de Cauchy de paramètre θ.
2. Pour déterminer la loi d’une somme de v.a. indépendantes, il est très pratique de passer par les

fonctions caractéristiques. On calcule donc, pour ξ ∈R,

φX1+···+Xn(ξ) =
n∏
k=1

φXk (ξ) =
n∏
k=1

e−θk |ξ | = e−(θ1+···+θn)|ξ |.

On en déduit que X1 + · · ·+Xn suit une loi de Cauchy de paramètre θ1 + · · ·+θn.
Remarque 1. En particulier, toute loi de Cauchy est infiniment divisible : si X suit une loi de
Cauchy de paramètre θ et si k ≥ 1, alors il existeX1, . . . ,Xk des variables aléatoires indépendantes
de même loi telles que X ait même loi que X1 + · · ·+Xk (il suffit de prendre les Xi avec une loi de
Cauchy de paramètre θ/k).
Remarque 2. Les lois de Cauchy sont aussi des lois stables (ce qui est plus fort que infiniment
divisible) : si X1 et X2 sont deux copies indépendantes de X et a,b ∈ R, alors il existe c,d ∈ R
tels que aX1 +bX2 a même loi que cX +d. Les lois gaussiennes sont aussi stables. Les lois stables
jouent un rôle majeur en probabilité pour généraliser le théorème central limite à des variables
aléatoires de variance infinie (voir la question suivante pour un exemple).
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3. On pose Sn B X1 + · · ·+Xn, qui suit une loi de Cauchy de paramètre n par la question précédente.
Pour ξ ∈R, on a

φSn/n(ξ) = φSn(ξ/n) = e−n|ξ/n| = e−|ξ |.

Donc Sn/n suit une loi de Cauchy de paramètre 1 et converge donc évidemment en loi vers une
loi de Cauchy de paramètre 1.
Ici on est dans le cas de variables aléatoires i.i.d. n’admettant pas de moment d’ordre 1, donc
Sn/n diverge presque sûrement par l’exercice 8 du TD 12, et il y a pourtant convergence en loi.
En outre, le théorème central limite ne s’applique pas car il n’y a pas de moment d’ordre 1 (et
donc pas de moment d’ordre 2) : ici on a besoin d’une renormalisation par n au lieu de

√
n dans

le TCL.

Exercice 10. Soit λ > 1 fixé et soit (Xt)t≥0 une famille de variables aléatoires telle que, pour tout t ≥ 0,
Xt suit une loi géométrique de paramètre 1− e−t, c’est-à-dire que

∀k ≥ 1, P (Xt = k) = e−t(1− e−t)k−1.

Soit (Un)n≥1 une suite de variables aléatoires telle que λUn−ln(n) converge en probabilité vers − ln(E)
lorsque n→∞, où E est une variable aléatoire exponentielle de paramètre 1. On suppose de plus que
les deux familles (Xt)t≥0 et (Un)n≥1 sont indépendantes.
Montrer que XUn/n

1/λ converge en loi quand n→∞ vers une variable aléatoire exponentielle, dont
le paramètre est aléatoire et vaut E1/λ.

Corrigé. On va utiliser les fonctions caractéristiques. Pour cela, calculons d’abord la fonction caracté-
ristique de Xt :

E

[
eiuXt

]
=

1
1− et(1− e−iu)

, u ∈R.

Par indépendence de (Xt)t≥0 et Un, on a donc

E

[
eiuXUn /n

1/λ]
= E

[
1

1− eUn(1− e−iu/n1/λ)

]
.

En faisant un développant limité, on voit que, presque sûrement,

1

1− eUn(1− e−iu/n1/λ)
−−−−−→
n→∞

E1/λ

E1/λ − iu
.

Or
∀s ≥ 0, ∀t ∈R,

∣∣∣∣∣ 1
1− es(1− e−it)

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

D’après le théorème de convergence dominé, on en déduit que

E

[
eiuXUn /n

1/λ]
−−−−−→
n→∞

E

[
E1/λ

E1/λ − iu

]
.

Le résultat en découle car, on a x/(x− iu) = E

[
eiuExp(x)

]
, où Exp(x) est une variable aléatoire exponen-

tielle de paramètre x.

Exercice 11. (Théorème de Lévy fort) Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles. On suppose
qu’il existe une fonction φ : R→C, continue en 0, telle que

∀t ∈R, φXn(t) −−−−−→n→∞
φ(t).
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1. Montrer que, pour tout a > 0, on a

P

(
|Xn| >

2
a

)
≤ 1
a

∫ a

−a

(
1−Re(φXn(u))

)
du =

1
a

∫ a

−a

(
1−φXn(u)

)
du.

2. Montrer que, pour tout ε > 0, il existe u > 0 et n0 ∈N tels que, pour tout n ≥ n0, on ait

1
u

∫ u

−u

∣∣∣1−φXn(t)∣∣∣dt < ε.
3. En déduire que la suite (Xn)n∈N est tendue (c’est-à-dire que la suite des lois (PXn)n∈N est tendue).

4. Montrer que la suite (Xn)n∈N converge en loi.
Rappel. À l’exercice 9 du TD 12, il a été montré que si une suite de variables aléatoires est tendue,
alors elle admet une sous-suite convergeant en loi.

Corrigé.
1. D’après le théorème de Fubini–Tonelli,

1
a

∫ a

−a
(1−φXn(t))dt =

1
a

∫ a

−a

(∫
R

(1− eitx)PXn(dx)
)

dt =
1
a

∫
R

(∫ a

−a
(1− eitx)dt

)
PXn(dx)

= 2
∫
R

(
1− sin(ax)

ax

)
PXn(dx) ≥

∫
|x|>2/u

(
1− 1
|ax|

)
PXn(dx)

car pour tout réel t on a 1− sin(t)/t ≥ 0 et 1− sin(t)/t ≥ 1− 1/ |t|. Comme

2
∫
|x|>2/a

(
1− 1
|ax|

)
PXn(dx) ≤ 2

∫
|x|>2/a

(
1− 1

2

)
PXn(dx) = P (|Xn| > 2/a) ,

ceci conclut.

2. Comme |φ(t)| = limn→∞ |φXn(t)| ≤ 1 pour tout t ∈ R, φ(0) = limn→∞ |φXn(0)| = 1 et que φ est
continue en 0, si ε > 0 est fixé, il existe u > 0 tel que |1−φ(t)| < ε/2 pour |t| < u. Ainsi

1
u

∫ u

−u
|1−φ(t)|dt < ε.

Or |1−φXn(t)| ≤ 2 et |1−φXn(t)| → |1−φ(t)| quand n→∞. Par convergence dominée, il s’ensuit
que

1
u

∫ u

−u
|1−φXn(t)|dt −−−−−→n→∞

1
u

∫ u

−u
|1−φ(t)|dt < ε.

Le résultat désiré en découle.

3. D’après la première question, pour n ≥ n0, P
(
|Xn| > 2

u

)
> 2ε. Comme les variables aléatoires Xi

sont réelles, il existe des réels positifs a1, a2, . . . , an0−1 tels que

P (|Xi | > ai) < 2ε, 0 ≤ i ≤ n0 − 1.

En posant a = max(2/u,a1, a2, . . . , an0−1), on a bien

P (|Xn| > a) < 2ε

pour tout entier n ≥ 1, c’est-à-dire

P (Xn ∈ [−a,a]) ≥ 1− 2ε.

4. Comme la suite (Xn)n∈N est tendue, elle admet une sous-suite (Xϕ(n))n∈N qui converge en loi vers
une variable aléatoire X. On a alors

∀t ∈R, φXϕ(n)
(t) −−−−−→

n→∞
φX(t).

et donc φX = φ. Il suffit alors d’appliquer le théorème de Lévy faible.
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Exercice 12. (Magie gaussienne) ( ) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et
telles que les variables aléatoires X+Y et X−Y soient indépendantes. Montrer que les deux variables
X et Y sont deux variables aléatoires gaussiennes.

Corrigé. Grandes étapes de la solution : en utilisant une équation fonctionnelle vérifiée par les fonc-
tions caractéristiques, trouver le module de la fonction caractéristique de X +Y , puis son argument.

α = 10 α = 5

α = 2

α = 3
2

α = 1

α = 1
2

Marches aléatoires symétriques sur Z
avec une v.a. de saut X telle que P(X ≥ x) ∼ x−α.
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