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1 — Variables aléatoires a valeur dans R?
W

‘Exercice 1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R? définie sur (Q, A, IP). On définit la fonction
caractéristique de X par

¢x: &€ R? — IE[eK‘E’X)],

ou (,-) désigne le produit scalaire canonique sur R?. On dit aussi que € € R? — ¢x(=&) est la trans-
formée de Fourier de la mesure Py sur RY.

1. (Le cas gaussien) Soit o > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction
e lxl*/202

(Znaz)d/z’

g((,d): xeR

c’est-a-dire la transformée de Fourier de la mesure de densité gf(fd) par rapport a la mesure de Le-
besgue sur R? (cette loi de probabilité est une gaussienne d-dimensionnelle notée N (0,0%Id,)).
2. (Injectivité) En reprenant la démonstration dans le cas d = 1, montrer que ¢x caractérise la loi
de X.
3. (Théoréme de Lévy faible) Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires a valeurs dans R? définies

sur (QQ, A, IP). Montrer que (X,,),en converge en loi vers X si et seulement si (¢x ),en converge
simplement vers ¢x.

Comgé‘
1. On calcule
-7 ~|lx|*/20? k -x2/20?
() o\ _ —i(gx) € _ —i&x €
8 (&)= J;Rd € (27{02)d/2 dx = ]_[ € (2n02)d/2 dxy
D L - )
- ]_[ (&) = ]_[e—o 812 2 ¢ IE2 2 (2722 (),
i=1 i=1

en utilisant le calcul de la transformée de Fourier d’une gaussienne unidimensionnelle, effectué
dans le cours.

2. Onvasuivre la démonstration du cours en utilisant les gaussiennes de dimension d introduites a
la question 1. Soit Y une gaussienne d-dimensionnelle A/(0,1d;) indépendante de X. On rappelle
que Y a pour densité gid) par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?. Soit ¢ >0 et f: R? - R

continue a support compact. On calcule, en utilisant I'indépendance entre X et Y,

r

Elfx+ov)= [ [ fa+one®w)dydpex)

JR4 JIRA
ror _
i R
IRt Jre f(z)gl o O'd X(x)
S ("

d
-, df(z)g((,)(z—x)dzdPX(x),
R4 JIR

Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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avec le changement de variables z = x + 0y et en notant que gid)(x/a)/ad = g((,d)(x). Or par la

question 1., 0on a
d d —i d
(2o g0 = gl = | gl wra,

donc on obtient

( r 1
E[f(X+0Y)]= 2 —J il (1) 40 d2d Py ()
[f ] JxeR4 JzelR4 (2n02)d/2 veRd gl/ b
| e e g f e’ dPy (x)dvdz
JzeR4 JyeR? (27‘(0‘2)‘1/2 1/o R
= ( ( f(z); —i{z, v)g 4) dvdz
JzeR4 JveR4 (27-(02)11/2 l/a x\v

qui ne dépend de X qu’a travers ¢x. D’autre part, on a

E[f(X +0¥)] —> B[f(X)],

par convergence dominée car f(X + oY) — f(X) p.s. (car f est continue) et est dominée par
|If]l, intégrable. Donc [E[f(X)] ne dépend de X qu’a travers ¢x. Cela montre que la loi de X est
caractérisée par ¢y.

Remarque. Pour étre tout a fait rigoureux, il faudrait généraliser a la dimension d le fait que les
E[f(X)] pour f continue a support compact caractérisent la loi de X a valeurs dans R? (mais
cela se fait sans difficultés).

3. On continue a calquer la démonstration du cours en utilisant les gaussiennes de dimension d.

2 —Indépendance et fonction caractéristique

Exercice 2. Soit Xy,..., X, des variables aléatoires réelles sur (Q, A, P).
1. Montrer que Xy, ..., X, sont indépendantes si et seulement si

n

VEER", . x)(E) =] |ox. (&)

k=1

2. Supposons que, pour tout & € R, ¢x,,x,(E) = ¢x, (£)Px,(E). Montrer que X; et X, ne sont pas
forcément indépendantes.

Comgé.
1. Calculons la transformée de Fourier de la mesure Py, ®---®Px,. Pour & € R%, on a, par Fubini-
Lebesgue

(PPXl@m@PXd(E) :J‘ .(51X1+~-.+5dxd)d(PX1 Q- ®de)(x1’ X d)

-Hj i€ dPy (xy) = ]_[¢Xk<<sk>

Ainsi, on a les équivalences suivantes
Xi,..., X, sont indépendantes < Px, . x,)= PX1 ®--® P,

S Ox,,..%,) = Ppy o-0P,

SVEeR: ¢y, H¢Xk &),

en utilisant l'injectivité de Fourier pour la 2¢ équivalence (c’est-a-dire le fait que la fonction
caractéristique d’un v.a. a valeurs dans R? caractérise sa loi).
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2. On remarque que I'hypothese “pour tout & € R, ¢px,,x,(E) = ¢x, (£)Px,(E)” est équivalente a
“X; + X, a méme loi que X; + X, avec X; et X, indépendantes chacunne ayant respectivement
méme loi que X; et X,”, par injectivité de Fourier.

On prend X; et X, deux dés a trois faces correllés : on définit la loi du couple (X1, X;) par

1/9 si(i,j)e{(1,1),(2,2),(3,3)},
IP(Xl :i,Xzzj): ZP/9 si (i,j)e{(1,2),(2,3),(3,1)},
2(1-p)/9 si(i,j)€{(1,3),(2,1),(3,2)}

pour p € [0,1] un parameétre. Alors on vérifie aisément que X; et X, suivent chacun une loi
uniforme sur {1, 2,3} et que

1/9 sike(2,6),
H)(X1+X2:k): 2/9 Sik€{3,5},
1/3 sik=4,

c’est-a-dire que X; + X, a la méme loi que la somme de deux variables uniformes sur {1, 2, 3}
indépendantes. Ainsi (X, X,) vérifie bien I’hypothése mais X; et X, ne sont pas indépendantes
des que p = 1/2.

Remarque. La démarche pour arriver a la loi de (X;,X,) est la suivante. On se fixe un objectif
pour la loi de X; et X, (ici des uniformes). Alors la loi de X; + X, doit étre celle obtenue si X; et
X, étaient indépendantes. On construit alors la loi de (X;,X;) de sorte qu’elle vérifie toutes les
équations qu’imposent les lois de X;, X; et X; +X,. Dans notre cas, il n’y a qu’'un seul parametre
de liberté qui est p et on le choisit de sorte que X; et X, ne soient pas indépendants.

e | G [ o e ———

Z;(ercice 3. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles bornées sur (Q, A, IP). Montrer que X et Y
sont indépendantes si et seulement si

VkleN, IE[XkY’] = 1E[X’<]1E[Yl].
Indication. On pourra utiliser le critére de 'exercice 2.

Corrigé. U'implication est facile, car si X et Y sont indépendantes, alors X* et Y! le sont également. Ré-
ciproquement, supposons que Yk, € N, E[X*Y!] = E[X*]E[Y']. La fonction caractéristique de (X,Y)
est donnée en (u,v) € R? par :

g

1=0

i (iukﬁlo"

k=0

bix.v)(w,v) = E[e™ ¥ | = E

k,1>0

Pour échanger la série et I’espérance, on veut utiliser Fubini-Lebesgue : soit C un majorant de |X] et
|Y],on a

k|l ck+l1
kel U V k~rl |u| |V| C _ JulC  v|C
E| ) [i* X Y| <B| ) | =Ml <o
k,1>0 k,1=0
On peut donc appliquer Fubini-Lebesgue, qui nous donne
_ ket 10! kvl
dx,v)(1,v) —k;)1 o —E[x*Y'].
D’apres I’hypothese, on a donc
k 0 k k at
_ k+1 U v k 1 lu IEX ] v IE[Y
(P(XrY)(”'v) - Zl k' IE[X ]IE[Y] [ Z
k,1>0 k=0 1=0
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En appliquant Fubini-Lebesgue de la méme maniere pour chaque série, il en découle

o0 . k k (] . l l
¢x,v)(u,v) =E Z% E Z(zvl)‘Y = px(u)py(v),
k=0 ’ 1=0 '

d’ou le résultat, en utilisant la question 1. de 'exercice 2.

Remarque. Une autre méthode qui permet de se passer des fonctions caractéristiques est la sui-
vante. A partir de E[X*Y'] = E[XX]E[Y'] pour tous k,I € N, on obtient facilement E[P(X)Q(Y)] =
E[P(X)]EE[Q(Y)] pour tous polyndmes P et Q. Ensuite, on utilise le théoréme de Stone-Weierstrass
pour montrer que [E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)] pour toute f,g € Cy(R) (en utilisant que X et Y sont
bornées donc a valeurs dans un compact, donc il suffit d’approcher f et g sur un compact). Cette
derniére propriété est une caractérisation de I'indépendance.

3 — Convergence en loi
e e N

Exercice 4. (Limite de gaussiennes) Soit (Y,),en une suite de variables aléatoires réelles suivant res-
pectivement une loi gaussienne N (m,, o) avec m, € R et o, € R,. Montrer que cette suite converge
en loi vers une variable réelle Y si et seulement si les deux suites (#1,,),cN et (0,,),eNn convergent vers
respectivement m € R et 0 € Ry, et identifier la loi limite.

Corrigé. On rappelle que la fonction caractéristique d’une gaussienne N (m,52) de moyenne m et de
variance o? est D, 52(t) = exp(imt — 02t?/2). Par convention, lorsque o = 0, la gaussienne A/ (m,0?)
est la masse de Dirac 9,,,.

La réciproque découle immédiatement du théoreme de Lévy et la loi limite est alors la loi gaussienne
N(m,o?).

Pour lI'implication, supposons que Y, converge en loi vers Y. Le théoreme de Lévy garantit que
exp(im,t — o2t?/2) converge pour tout réel t lorsque n — oo, et donc que exp(—o0/-t>/2) converge
(en prenant le module). Par positivité de o,,, on obtient donc

0, — 0 € R, U{oo}.
n—00

Par l’absurde, si 0 = o0, alors on a, pour tout t > 0,

|¢Y(t)| = lim e_f’nztz/Z —0,

n—-oo

ce qui contredit que ¢y (0) =1 et que ¢y est continue en 0. Ainsi, on a bien 0 € R,.

Montrons a présent la convergence de (m,,),cn. Comme e ont/2 converge vers une limite non nulle
pour tout t € R, /" converge pour tout ¢ € R lorsque # — co. Montrons que cela entraine la conver-
gence de la suite (m,,),cnN-

Meéthode 1. Si on sait a priori que la suite (m,,),cn est bornée, c’est facile : si m et m” sont deux valeurs
d’adhérence on a exp(imt) = exp(im’t) pour tout t € R, ce qui entraine m = m’. Montrons donc que la
suite (m1,,),en est bornée. On note Dy 'ensemble des points de discontinuité de Fy. Soit A > 0 tel que

A,—A ¢ Dy. Alors on a

IP(Y E] — 00, —A]U]A,OO]) = Fy(—A) +1 —Fy(A) = lim FYn(—A) +1 —FY”(A)

n—-oo

= lim P(Y, €] - 00, —~A]U]A, 0]).

n—oo

Soit € > 0. Choisissons A suffisamment grand tel que IP(|Y|> A) < e et A,—A & Dy. Alors, a partir d'un
certain rang, IP(|Y,| > A) < € d’apres I’équation ci-dessus. D’autre part, si |m,| > A, alors

P(Y, >2m,) sim, >0 1
> > > )
IP(|Yn|>A)_IP(|Yn|_|mn|)—{ P(Y,<m,) sim,<0 ~ 2’
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par symétrie de la gaussienne autour de sa moyenne. Avec ¢ = 1/2, comme, a partir d’un certain rang,
P(]Y,| > A) < &, on ne peut pas avoir |m,| > A. Donc |m,| < A a partir d’un certain rang.
Meéthode 2. On note (&) = lim,,_,, e'™¢ pour tout & € R. Alors ¢ est continue de module 1. Si m,, = 0,

on a, pour a > 0,
a im,a
J el d& = S 1.
0 1my,

D’autre part, par convergence dominée, on a

J et 4 —>J P(&)dE.
0 0

n—-oo

On choisit alors a > 0 tel que jou P(&)dE& = 0 (ce qui est possible car || = 1 et i continue en 0). Alors
pour # suffisamment grand on a foa e'™¢ =0 et donc

eim,,a -1

my = —F——,
: im, &

1]0 elmns d&

en remarquant que c’est aussi vrai si m,, = 0. Finalement, on obtient

P(a)—1
L"EINSY ijoul,b(é)dé

donc on a bien montré la convergence de la suite (m,,),cN-

_— =

Exercice 5. (Lemme de Slutsky) Soient (X,),>1, (Y;)n>1 deux suites de variables aléatoires réelles, et
X,Y deux variables aléatoires réelles définies sur (€2, .4, P), telles que X,, > X enloiet Y,, » Y en loi.

1. On suppose que les variables X,, et Y, sont indépendantes pour tout n > 1 et que les variables X
et Y sont indépendantes. Montrer que (X,,,Y,) = (X, Y) en loi.

2. Est-il toujours vrai que (X,,,Y,) = (X,Y) en loi?
3. (Lemme de Slutsky) On suppose que Y est constante p.s. Montrer que (X,,,Y,) = (X,Y) en loi.

Corrl;gé‘
1. D’apres le théoreme de Lévy, il suffit de montrer que ¢x, v,)(t,t') = ¢(x v)(t,t’) pour tout (¢,t') €
R%. Et 'on a par indépendance,

dx, v (1) = dx, (HPy, (1) = dx(H)Py(t)) = P(x,v)(t, 1)

2. Il n’est pas vrai en général que (X,,,Y,) = (X,Y) en loi. En effet, considérons les variables aléa-
toires X,, = Z =Y, pour tout n > 1, avec Z gaussienne centrée. La variable Z étant symétrique,
ona X, » —Zenloi. Si (X,,Y,,) > (-Z,Z) en loi, alors X,, + Y, > —Z + Z en loi (car la fonction
(x,v) = x + v est continue), c’est-a-dire 2Z = 0 en loi, ce qui est absurde.

3. Il suffit de montrer que [E[F(X,,Y,)] — E[F(X,Y)] pour une fonction F continue a support com-
pact. Soit a € R tel que Y =a p.s. On a alors Y,, — a en probabilité (résultat important a savoir
prouver). Et

[E[F (X, Yy)] - E[F(X, a)]| < [B[F (X, Y,)] - E[F(X,, a)]| + [E[F(X,, a)] - E[F(X, a)]l.

La fonction x € R — F(x, a) est continue et bornée donc |[E[F(X,,,a)) — [E[F(X,a))| — 0. De plus, la
fonction F est uniformément continue. Pour ¢ > 0, on peut trouver o tel que |F(x,y)-F(x’,y")| < ¢
pour |x —x’|+|y —y’| < 6. Alors, on a
|IE[F(X1’U Yn)] - IE[F(Xn’a)” < IE“F(XH’ Yn) - F(Xn’a)”
< IEHF(X”, Y,) - F(X,, a)l]l{|Yn—a|26}] + IE“F(XW Y,) - F(X,, a)l]l{|Yn—a|<6}]
< 2||Fll P(Y,, —al > 6) +¢.
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Ainsi, on a
limsup [E[F(X,,Y,)] - E[F(X,,a)]|<e

n—oo

et ceci étant vrai pour tout ¢, on en déduit que |E[F(X,, Y,))] - E[F(X,,a)]| — 0, puis le résultat.

4 — Compléments (hors TD)

‘Fxercice 6. En utilisant le théoréme central limite, déterminer la limite suivante :
lim e™" En i
n—o0 k!’
k=0

Corrigé. On a
e_”Z— =P(P, +...+ P, <n),

ou Py,..., P, sont des variables aléatoires de Poisson de parametre 1 indépendantes (car alors P, +...+P,
suit une loi de Poisson de parametre n). On écrit ensuite

P+...+P,—n
AT T o).
\Vn
L'espérance et la variance d’une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre A étant égales a A,
on a, d’apres le TCL,

H’(P1+...+Pn§n):IP(

P+...+4P,—n loi

\/ﬁ n—00

ou N est une variable gaussienne centrée réduite. Or la fonction de répartition de N est continue en
0 donc

N,

n. ok
.\ " _1
r}gr&e kEOE—H’(NSO)—z.

o<

FExercice 7. (Equation aléatoire) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi,
de variance finie 6. On suppose que (X + Y)/V2 a la méme loi que X et Y. Que dire de cette loi
commune ?

Corrigé. Tout d’abord, comme (X +Y)/V2 et X ont méme loi, on a (E[X]+E[Y])/V2 = V2E[X] = E[X].
D’ou E[X] = 0.

Ensuite, si (X;);>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X, on dé-
montre aisément par récurrence sur n que

1
Z, = in
V2r 5

a la méme loi que X. Or d’aprés le théoréme central limite, Z, converge en loi vers N (0,02) (en
effet, le numérateur de Z, est une somme de 2" variables aléatoires réelles centrées indépendantes
de méme loi et de variance 62). On conclut donc que X a la méme loi que N (0,02).

L SB[ o S ——
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‘Exercice 8. (Formule d’inversion de Fourier) Pour f € L'(RR), on définit sa transformée de Fourier f par

f(tf) = Lf(x)ei‘sx dx, &elR.
2.

Pour o > 0, on note g, la fonction gaussienne centrée de variance o

1
go(x) = —— /27 xeR

oV2n

1. Soit f € L'(R). Montrer que, pour tous ¢ > 0 et x € R,

(8o )= 5 | T feae.

2. Soit f € L(RR) telle que f € L'(IR). Montrer que, pour presque tout x € R,

1 ix& f
x)==—1_ ¢ dé.
fl)= 5 | e ferae
Remarque. L'égalité est vraie partout si et seulement si f est continue.

Corrigé.
1. Rappelons que, pour 0 >0et £ €IR,0on a

V2r

(&) =e T2 = Tgl/a(g)r

avec le changement de variable y = x/0. Pour 0 > 0 et x € R, on a, en utilisant la question 1.,
(8o )= [ 7P frpdy = | - vy
R R OV21
1 ge0’E2 ivE
= e Yed&|f(x-vp)d
J}RU 27 (J]‘R V2n f=9dy
— i (j f(x_y)e—i(x—y)(—é)dy)e—achz/Ze—ixé dé
R\JR

1 A 2¢2 . 1 A 2¢2/
_ _ —0°&/2 —ix& _ —-0°E7/2 LixE
- 21 JI\Rf( 5)6 y dé B 21 J]\Rf(é)e ¢ dg,

en utilisant le théoréme de Fubini-Lebesgue, car on a bien IIR jm|e“7252/2e—i3’5f(x —-y)|dydé =

If1ly fe™ €72 dE < co.

Remarque. C’est ’analogue du calcul de E[h(X + 0Y)] avec X une variable aléatoire réelle et Y
une gaussienne centrée réduite, ou ici X serait la variable aléatoire de loi f(x)dx (dans le cas f
positive d’intégrale 1, auquel on peut se ramener facilement). On peut alors utiliser directement
le résultat du cours : les intégrales de h contre deux mesures coincident pour tout h € C.(IR) donc
les deux mesures sont égales.

2. Par la question 1., on a, pour tout x € R,

(g0 * f)(x) = if e 2 f(5)dE —— | e f(e)de,
R

27 0—0 27 JRr

par convergence dominée (la convergence A-p.p. est claire et on domine par |f| € L!). D’autre
part, g, * f converge vers f dans L! quand o — 0. Pour le montrer, voici deux méthodes :

Meéthode 1. On vérifie que (g, ),>0 est une approximation de Dirac (quand o — 0). Comme f € L1,
onag,+f — f dans L!, par I'exercice 5 question 2.(b) du TD 7.
Meéthode 2. On le montre a la main pour f € C.(RR), puis on étend & L' par densité.
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Ainsi g, * f converge vers f dans L! et vers x %IJR e’ f(&)d& simplement donc les deux
limites coincident presque partout (cf petite question 3. du TD 4).
Remarque. On peut écrire cela sous la forme plus synthétique : pour presque tout x € R,

)= 2= f(-x).

"o

- 0 C=—<e

FExercice 9. (Une autre loi stable) La loi de Cauchy de paramétre 6 > 0 est la mesure sur R ayant pour
densité par rapport a la mesure de Lebesgue

0
xeERH> ————.
(0% + x2)
1. Montrer que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de Cauchy de parametre 6 > 0
est
EeR—> e 0Ll

ndication. On pourra utiliser la formule d’inversion de Fourier (voir 1’exercice 8).
Indicat @) til la f led’ de F I’ 8

2. Soit Xy,...,X,, des variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de parametres 04,...,0,,.
Déterminer la loi de X; +---+ X,,.

3. Soit (Xg)r>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de parametre 1.
Déterminer la loi de (X; +---+ X,,)/n et en déduire une convergence. Commenter.

Corrigé.
1. Onpose f: xe R+ e~ et on commence par calculer f Pour £ €R,on a
n
f(&)= J e OMle=€¥ dx = lim e OMemitx gy,
R

n—-oo

par convergence dominée. Puis on a

n n 0 R o —On &
J eel"'ei‘sxdxzf eexeiéxdx+J eP%e X qx = 1-e n‘e - +1 ¢ ’.161 - 229 5
“n 0 —n 0+i& 0-ié n—oo B2+ &
et donc 20
f(&)= 2 re2

Ainsi f est L! et on peut utiliser I'inversion de Fourier : pour tout & € R,

= — —d - d
f&) 27 J}Re 021 x2 " ]Re 71(02 + x2) *

et donc f est bien la fonction caractéristique de la loi de Cauchy de parametre 6.

2. Pour déterminer la loi d’'une somme de v.a. indépendantes, il est trés pratique de passer par les

fonctions caractéristiques. On calcule donc, pour £ € R,
n n
$x,ix, () = [ [ b, (€)= [ [ %Il = @m0l
k=1 k=1

On en déduit que X; +:-- + X,, suit une loi de Cauchy de parametre 6; +---+6,,.
Remarque 1. En particulier, toute loi de Cauchy est infiniment divisible : si X suit une loi de
Cauchy de parameétre 0 et si k > 1, alors il existe X,..., X des variables aléatoires indépendantes
de méme loi telles que X ait méme loi que X; +---+ Xy (il suffit de prendre les X; avec une loi de
Cauchy de parameétre 0/k).
Remarque 2. Les lois de Cauchy sont aussi des lois stables (ce qui est plus fort que infiniment
divisible) : si X; et X, sont deux copies indépendantes de X et a,b € R, alors il existe ¢c,d € R
tels que aX; + bX, a méme loi que cX +d. Les lois gaussiennes sont aussi stables. Les lois stables
jouent un role majeur en probabilité pour généraliser le théoréme central limite a des variables
aléatoires de variance infinie (voir la question suivante pour un exemple).
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3. On pose S,, := X; +---+X,,, qui suit une loi de Cauchy de parameétre n par la question précédente.
Pour £ €eR,on a

bs,m(&) = Ps, (E/n) = e/ = 7],

Donc S,/n suit une loi de Cauchy de parametre 1 et converge donc évidemment en loi vers une
loi de Cauchy de parametre 1.

Ici on est dans le cas de variables aléatoires i.i.d. n"admettant pas de moment d’ordre 1, donc
S,/n diverge presque stiirement par l’exercice 8 du TD 12, et il y a pourtant convergence en loi.
En outre, le théoreme central limite ne s’applique pas car il n'y a pas de moment d’ordre 1 (et

donc pas de moment d’ordre 2) : ici on a besoin d’une renormalisation par 7 au lieu de v/n dans
le TCL.

- 0 C=—<ee

‘Exercice 10. Soit A > 1 fixé et soit (Xt)t>0 une famille de variables aléatoires telle que, pour tout t > 0,
X; suit une loi géométrique de paramétre 1 —e™’, c’est-a-dire que

Vk>1, P(X =k =et(1—e .

Soit (U,,),,>1 une suite de variables aléatoires telle que AU, —In(n) converge en probabilité vers —In(€)
lorsque n — oo, ou £ est une variable aléatoire exponentielle de parametre 1. On suppose de plus que
les deux familles (X;);>o et (U,),>1 sont indépendantes.

Montrer que Xy / nl/* converge en loi quand 1 — co vers une variable aléatoire exponentielle, dont
le paramétre est aléatoire et vaut £/,

Corrigé. On va utiliser les fonctions caractéristiques. Pour cela, calculons d’abord la fonction caracté-
ristique de X; :
; 1
Elewd]-— L eR
1—ef(l—e'¥)

Par indépendence de (X;);>o et U,, on a donc

Xy A 1
IE[elu U,/ 1 ]_IE[l_eUn(l—e—i“/”l/A)].

En faisant un développant limité, on voit que, presque stirement,

1 51//\
1 —eUn(l _e—iu/nlu) n—ooo EVA_iy’

Or .
Vs>0, VtelR, ‘—._
1-eS(1—e™)
D’apres le théoréme de convergence dominé, on en déduit que
1/A
iuXU”/nl/A g
IE[e ] Nn—oo IE (C/'l//\_iu :

Le résultat en découle car, on a x/(x—iu) =E [ei”EXp(")], ou Exp(x) est une variable aléatoire exponen-
tielle de parametre x.

_ 0 C==—eeeno———

Exercice 11. (Théoréme de Lévy fort) Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires réelles. On suppose
qu’il existe une fonction ¢: IR — C, continue en 0, telle que

VEER, ¢y () — ¢(b).

n—oo
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1. Montrer que, pour touta >0,on a

11>(|xn| > %) < %j (1-Re(¢x, (u))du = %j(l — §x, (1)) du.

—a

2. Montrer que, pour tout ¢ > 0, il existe u > 0 et ng € IN tels que, pour tout n > ng, on ait

%.[u [1-x, (1)]dt <e.

3. En déduire que la suite (X,,),c est tendue (c’est-a-dire que la suite des lois (Px, ),en est tendue).

4. Montrer que la suite (X,,),,en converge en loi.

Rappel. A I'exercice 9 du TD 12, il a été montré que si une suite de variables aléatoires est tendue,
alors elle admet une sous-suite convergeant en loi.

Corrigé.
1. D’apres le théoréeme de Fubini-Tonelli,

s aagman=3 ([ a-empy@oa= [ ([ a-emarfeyan

_ 2La(1 _ %)Pxn(dx) > Jl-x|>2/u (1 - ﬁ)l’xn(dx)

car pour tout réel t on a 1 —sin(t)/t > 0 et 1 —sin(t)/t > 1 —1/|t|]. Comme

1 1
2 1- — |Px (dx) <2 1= 1\py (dn) = P(X, | > 2/a),
'f|x|>2/“( |ax|) %0 jxl>2/a( 2) x,(dx) = P([Xy| > 2/a)

ceci conclut.

2. Comme |¢p(t)| = lim,_,|¢px (t)] < 1 pour tout t € R, ¢(0) = lim,,_,,|¢x, (0)] = 1 et que ¢ est
continue en 0, si € > 0 est fixé, il existe u > 0 tel que |1 — ¢(t)| < &/2 pour |t < u. Ainsi

1 u
EJ:ull—qb(t)ldt<s.

Or [1-¢x (1) <2et|l-¢dx (t)] — |1 - ¢(t)| quand n — co. Par convergence dominée, il s’ensuit
que

1 (" 1 ("
— 1 - (t)|dt—>—f |1 —¢(t)|dt <e.

Le résultat désiré en découle.

3. D’apres la premiere question, pour n > ng, IP(|X,1| > %) > 2¢. Comme les variables aléatoires X;
sont réelles, il existe des réels positifs a;,a,,...,a,,_; tels que

P (|1X;| > a;) < 2¢, 0<i<mny-1.
En posant a = max(2/u,ay,4a,,...,a,,-1), on a bien
P(|X,]|>a) < 2¢
pour tout entier n > 1, c’est-a-dire
P(X, €[-aa])>1-2¢.

4. Comme la suite (X,),c est tendue, elle admet une sous-suite (X)) nen qui converge en loi vers
une variable aléatoire X. On a alors

ViER, ¢x,, (1) — x(t).

n—-oo

et donc ¢ = ¢. Il suffit alors d’appliquer le théoreme de Lévy faible.
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Exercice 12. (Magie gaussienne) (3%) Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et
telles que les variables aléatoires X +Y et X —Y soient indépendantes. Montrer que les deux variables
X et Y sont deux variables aléatoires gaussiennes.

Corrigé. Grandes étapes de la solution : en utilisant une équation fonctionnelle vérifiée par les fonc-
tions caractéristiques, trouver le module de la fonction caractéristique de X + Y, puis son argument.

Marches aléatoires symétriques sur Z
avec une v.a. de saut X telle que P(X > x) ~ x

-
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