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g TD 11 — Lemmes de Borel-Cantelli, loi du 0-1 et séries 2

1 - Lemmes de Borel-Cantelli et convergence presque sture

Exercice 1. Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires réelles définies sur (Q, A, IP) positives, indé-
pendantes et de méme loi.

1. Montrer que pour tout & > 0 on a I’équivalence suivante :

E[X,] < o0 & ZIP(XO > an) < oo

n>0
2. En déduire que, presque stirement, on a

. X, [0 siE[Xo]<oo,
limsup —= ‘{ oo siE[Xy] = co.

n—o00
Corrl;gé‘

1. Soit X une v.a. positive et a > 0, on a ’encadrement de X, suivant :

Zan]lansX0<a(n+l) <Xp< Za(n + 1)]1an§X0<a(n+1)-

n>0 n>0

La somme de droite peut se réécrire

§ a Tl+1 an<Xo<a(n+l) = & E E ]lan<Xo<a n+l) = & E § ILan<X0<oz n+l) = @& § ILocz<X0'

n>0 n>0 i= i>0 n=i i>0

ou on a le droit d’échanger les sommes car tout est positif. On procede de méme pour celle de

gauche :
E anﬂan<X0<a n+l) = @& § § ]lan<X0<a n+l) = & E ]la1<Xo

n>0 n>1 i= i>1

En prenant I'espérance dans I’encadrement (on echange espérance et somme par fubini-Tonelli),
on obtient

a le(xo > ai) <E[X,] < a ZIP(XO > ai),

i>1 i>0

dont il est facile de déduire que

E[X,] < 00 & ZIP(XO > an) < oo

n>0

Pour toute question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.
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2. Supposons E[X{] < co. Soit a > 0. D’apres la question précédente, on a

ZIP(% > a): ZIP(XO > an) < oo

n>0 n>0

Par Borel-Cantelli, on a

H)(limsup{ﬁ > a}) =0,
n—00 n

ce qui signifie que p.s. a partir d’un certain rang X,,/n < a. On en déduit que

X
Ya >0, p.s. limsup 7" <a.

n—-00
Quitte a remplacer a par 1/k pour k € IN*, on peut inverser le “Ya > 0” et le “p.s.” et on obtient
limsup,,_, . X,/n=0p.s.
Supposons a présent que [E[X] = co. Soit @ > 0. Cette fois-ci on a

ZIP(% Za):oo

n>0

Par Borel-Cantelli (en utilisant ici que les événements {X,, > an} sont indépendants), on a

H)(limsup{ﬁ > a}) =1,
n—oo n

ce qui signifie que p.s. pour une infinité de non a X,,/n > a. On en déduit que p.s. limsup,,_,  X,,/n >
a. Puis comme précédemment que limsup,_,  X,/n = co p.s.

L SB[ o S ——

Exercice 2. Soit (X,)u>1 une suite de variables aléatoires définies sur (), A,IP) indépendantes et de
loi de Bernoulli de parametre 1/2. Pour n > 1, on définit

Ly=max{k>1|di<n-k: Xy ==X =1},

la longueur de la plus grande série de 1 successifs obtenue avant I'instant n. On veut montrer L,,/Inn
converge presque stirement.

1. Montrer que, presque sirement,

lims L, < 1
msup —— —
nﬂmp Inn = In2’

Indication. On pourra commencer par montrer le résultat pour une sous-suite bien choisie.
2. Montrer que, presque stirement,
1

hmlnfL— > —
n—o00 11’1 n ln 2

Indication. On pourra se contenter de considérer les A; = {X(;i_1)k,+1 = X(i—1)k,+2 = - = Xj, = 1},
pour k,, bien choisi.

Corrl;gé‘
1. Soit ¢ >0.Pourj>1,0na

n-j J .
1 n—-j+1 n
Plyzj)= [U{XZH :Xiﬂ:l}]ﬁi H)({Xi+1:"':Xi+j:1}):E 52—2]], <

i=0 i=0
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Soit j, = [(1 + &)In(n)/In(2)]. Alors P(L,, > j,) < 2/nf. Posons n = ny, = |k¥¢] de sorte que
Yk P(Ly, 2 ju,) < oo. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, p.s., pour tout k suffisamment grand
ona

, In(ry)
Ly, <jn, <(1+¢) )
Pour n € [ny_y, ng[ avec k suffisamment grand, on a
In(ng) In(rng_1) In(n)
LnsLnk<(1+e)1n(2) <(1+2¢) <(1+2e)1n(2,
donc on a presque stirement
. L, 1+2¢
limsup <

oo Inn = In2 °
On conclut en faisant tendre ¢ — 0.
. Posons k,, := [(1 —€)In(n)/In(2)]| et N,, := | n/k,]. Pour 1 <i < N,, on définit

A = A{X(ic1k,+1 = X(i-1)k, 42 = 0 = Xig, = 1}

Alors Ui"l A; c{L, > k,}. Puisque les événements A;,1 <i < N,, sont indépendants, ceci entraine
que

P(L, <k,) < H’[ﬁASJ = ﬁP(Af) =P(AY = (1 - %)N = eXP({%Jln(l - 2%))

i=1 i=1

qui est sommable en n, car

{nJln(l 1) nin(2) 1 _ nln(2) 1 In@2 nf

ks

[ L —

(1-—¢)In(n) 2k = (1—¢)In(n) 2nl=¢ ~ 2(1—¢)In(n)’

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, p.s., pour tout n suffisamment grand,

In(n)
In(2)

L,>k,>(1-¢)

donc on a presque stirement

L L 1-¢

liminf -+ > ——.
n—oco Inn In2

On conclut en faisant tendre ¢ — 0.

2 — Séries aléatoires
’W

FExercice 3. (Théoréme des trois séries de Kolmogorov) Soit (X,),cn une suite de variables aléatoires
réelles définies sur (Q, A, IP) indépendantes.

1. (Prolégomeénes)

(a) Supposons que, pour tout n € N, [E[X,] = 0 et que ), Var(X,) < co. Montrer que ) -, X,
converge p.s.

(b) Montrer que, s’il existe ¢ > 0 tel que } o P (|X,|> c) < o, alors

ZX” converge p.s. ZXHIL|X”|SC converge p.s.

n>0 n>0

(c) Montrer que, si )_,5( X, converge p.s., alors, pour tout ¢ >0, } P (|X,|>c) < co.

(d) Montrer que, si }_,5q Var(X,,) < co, alors }_,~( X, —E[X,] converge p.s.
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(e) Montrer que, si |X,|<cp.s.et}  .oX, converge p.s., alors ), Var(X,) < co.
Indication. On pourra considérer Z,, := X,, - Y,, ou (Y,),cn est une copie indépendante de la
suite (X,)eN-

2. (Les trois séries) Montrer que ), X, converge p.s. si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que les
trois conditions suivantes soient vérifiées :

(i) LisoP(IXul>c) < oo,
(ii) ZnZO Var(anlxnISc) <o,
(iii) ) ,50E[X,1x, <] converge.

Montrer que 'on peut remplacer “il existe ¢ > 0” par “pour tout ¢ > 0”.

Com’gé.
1.(a) Ilsuffit de montrer la convergence en probabilité d’apres le cours. Montrons que (Zﬁ’:o Xu)N>0
est de Cauchy en probabilité : soitp>g>N >0,

p
p q Var(Zh=gX,)  Yh,Var(X,) - L Var(X,)

P >el=1P >el<

353 %,

2 2 2 N
n=0 n=0 € & & —00

P
> %,
n=q

ou l'on a utilisé I'inégalité de Chebychev (en rappelant que E[X,,] = 0) puis I'indépendance
des X,,.

(b) Par Borel-Cantelli, on a
IP(limsup{|Xn| > c}) =0,

n—-oo

c’est-a-dire, p.s. a partir d’un certain rang |X,,| < c. Ainsi p.s. les séries } 5o X, et } 50 X, x, |<c
ont les mémes termes a partir d’un certain rang, donc si l’'une converge p.s. alors ’autre aussi.

(c) Montrons la contraposée : supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que ) -, IP(|X,|>c) = co. Alors,
comme les {|X,| > ¢} sont des événements indépendants, par Borel-Cantelli, on obtient

IP(limsup{|Xn| > c}) =1,

n—o0
c’est-a-dire, p.s., pour une infinité de #n, |X,| > c. Donc p.s. X,, ne tend pas vers 0 et la série
Y >0X, est divergente.

(@) Notons X, = X, — E[X,]. Alors E[X,] = 0 et Var(X,) = Var(X,,) est sommable. Donc la série
Y >0 X, converge p.s.

(e) Les séries } 50X, et } ,-oY, convergent p.s. donc la série } ,.,Z, converge p.s. Or on a
|Z,| < 2c p.s. et E[Z,] = 0, donc par le cours on a ), Var(Z,) < co. Enfin, on remarque que,
par indépendance, Var(Z,) = Var(X,,) + Var(-Y,) = 2 Var(X,,) et cela conclut la question.

2. Sens direct. Supposons que )_,-q X, converge. Montrons que, pour tout ¢ > 0, (i), (ii) et (iii) sont
vérifiés. Soit ¢ > 0.
> Par 1.(b), on sait que (i) est vérifié.

> Ainsi, par 1.(a), on sait que } 50X, 1|x,<c converge p.s. Alors par 1.(d) avec X, 1| < a la
place de X,,, on obtient (ii).

> En appliquant 1.(c) avec X,,1|x <. a la place de X, on obtient que

ZXH:I]'|X,,|SC -E [Xnﬂ|X,,|SC] converge p.s.

n>0

Mais } 50 X, 1|x,|<c converge p.s., donc cela montre (iii).
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Sens réciproque. Supposons qu’il existe ¢ > 0, tel que (i), (ii) et (iii) soient vérifiés. Montrons
que ), X, converge p.s. Par (i) avec la question 1.(a), il suffit de montrer que } . X, 1ix, <
converge p.s. Alors, par (iii), il suffit de montrer que

ZXnILIXHISC -E [Xn]llX,l|§c] converge p.s.
n>0

Mais c’est une série aléatoire de terme général centré et de variance sommable par (ii), donc par
le cours elle converge.

3 -Loidu0-1
T e N T —

Exercice 4. (Percolation) Soit d > 1 et p € [0,1]. On note E 'ensemble des arétes de Z%, défini par
E:={{xv}:x,peZet|x—p| =1}

Soit (X,).cg une famille de variables aléatoires indépendantes, de loi de Bernoulli de parametre p et
définies sur (Q, A,P). On considére le sous-ensemble aléatoire d’arétes

E':={eeE:X,=1}

ainsi que le graphe G := (Z%,E’). Montrer que la probabilité que G admette au moins une composante
connexe infinie est soit 0, soit 1.

Corrigé. Vérifions tout d’abord que I’événement
A = {G admet au moins une composante connexe infinie}

est mesurable. Pour x € Z9, notons C(x) la composante connexe de x dans G. Soit n € IN. Notons
Vu(x) == {y € 74 lv — x| < n}, E (x) == {{y,z} € E: yp,ze€ Vy(x)} et enfin G,(x) := (V,(x),E,(x)) le
sous-graphe de (Z9,E) obtenu en ne gardant que les sommets a distance plus petite que n de x.
L'événement {#C(x) > n} est mesurable car il s’écrit comme

ﬂ{Xf=1},

(W,F) sous-graphe de G, (x)  feF
tel que la composante connexe de x
soit de cardinal supérieur a n

ou l'union et 'intersection sont finies. Alors on a

A= U ﬂ{#C(x) > 1}

xeZ4 neN

donc A est bien mesurable.

Soit {ex, k € N} = E une énumération de E. Retirer (ou ajouter) une aréte a un graphe qui a au moins
une composante infinie donne un graphe qui a au moins une composante infinie. Ainsi, par récur-
rence, retirer (ou ajouter) un nombre fini d’aréte ne change pas non plus cette propriété. Donc, pour
tout ke N, on a

A = {le sous-graphe (Z%,E’\ {ey,...,ex)) admet au moins une composante connexe infinie}.

En notant de maniére analogue a ce qui précéde GX(x) le sous-graphe de (Z%,E \ {ey,...,ex}) obtenu
en ne gardant que les sommets a distance plus petite que n de x, on a

~UN U e

xez?neN (W, F)sous-graphe de Gk(x)  f€F
tel que la composante connexe de x
soit de cardinal supérieur a n

€ G(Xe”,n > k),

car les événement {X; = 1} apparaissant ci-dessus le sont toujours avec f € {eo,..., ex}. Ainsi A appar-
tient a la tribu queue de la suite (X, ),en, donc par la loi du 0-1 a probabilité 0 ou 1.
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4 — Compléments (hors TD)
— TN

Exercice 5. Soit (X,,)u>1 une suite de variables aléatoires réelles définies sur (Q, A, IP) indépendantes
et identiquement distribuées. On note F la fonction de répartition de X; et on suppose que X; n'est
pas p.s. constante. On pose a :=inf{x e R: F(x) > 0} et f :=sup{x e R: F(x) < 1}.
1. Montrer que a < 8, que a # +oo et que f # —co.
2. Montrer que, presque sirement,
liminfX, =a et limsupX, =p.

n—co 00

Corrigé.
1. Ona a < f car F est croissante. Supposons que « = f3. Alors par continuité a droite F(a)=1 et F

est la fonction de répartition de la mesure 0, ce qui contredit I’hypothese de 1’énoncé. Si = +oo
cela signifie que F =1 ce qui n’est pas possible car F(x) — 0 quand x — —co. De méme a # +oo.

2. Montrons tout d’abord que, pour a € R tel que 0 < F(a) <1,on a p.s.

liminf X, <a <limsupX,,.

n—00 n—00

On a limsup{X,, >a} C {limsup,,_, X, > a} et IP(X,, >a) =1-F(a) €]0,1[. Donc }_,-, P(X,, >a) =
+00 et d’apres le lemme de Borel-Cantelli (les événements {X,, > a} étant indépendants), on a

P (limsup{X, >a}) =1.

Ainsi p.s., limsup,,_, X, > a. De méme, limsup{X, < a} C {liminf,_, X, < a}, et on montre
comme précedemment que p.s. liminf, , X, <a.

Soit (Bx)k>1 une suite croissante qui tend vers f telle que a < By < p. D’apres le petit résultat
montré juste avant, on a pour tout k > 1, p.s., limsup,,_,  X,, > . Ainsi, p.s., limsup,_, X, >
B. Supposons < +co. Soit k > 1. On a {limsup,,_, X, > p + 1/k} C limsup{X,, > g + 1/k}. Or
F(p+1/k)=1,doncIP(X,,>B+1/k)=0

P (limsup{X, > g+ 1/k}) = 0.

Ainsi pour tout k > 1, p.s., limsup,_, X, <+ 1/k puis, p.s., limsup,_, X, < B.

Pour l'autre limite, ca marche pareil. Soit (a;)x>1 une suite décroissante qui tend vers «a telle que
a < Py < . D’apres le petit résultat montré juste avant, on a pour tout k > 1, p.s., limsup,,_, X, <
ay. Ainsi, p.s., limsup,,_, X, < a.Supposons @ > —co. Soit k > 1. On a {liminf, ,, X, <a-1/k} C
limsup{X, < a—1/k}. Comme F(a —1/k) = 0 pour tout k > 1, on conclut comme précedemment
que, p.s., liminf, , X, > a.

_ 0 C==— e

Exercice 6. Soit (Z,)n>1 une suite de variables aléatoires définies sur (Q, A, IP), respectivement de loi
exponentielle de parametre n.

1. Montrer que Z, converge presque sirement vers 0 lorsque n — oo.
2. Montrer que presque stirement, a partir d’un certain rang, Z, < Z;.

3. On suppose ici que les variables aléatoires (Z,),,~1 sont indépendantes. Calculer la somme

le(znzzl).

n>1

4. Commenter.
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Corrigé.
1. Soite>0.0OnaP(Z,>¢)=e"". Donc

ZIP(Zn > ¢€) < o0,

n>0

D’apres le lemme Borel-Cantelli, pour tout € > 0, presque stirement, a partir d’un certain rang
on a Z, < e. Donc presque sirement, pour entier k > 1, a partir d’un certain rang 0 < Z, < 1/k.
On en déduit que Z,, converge presque stirement vers 0.

2. Soit A ={weQ:Z,(w)— 0et Z; >0}. Soit w € A. Alors a partir d’un certain rang Z,(w) < Z1 (w).
Comme IP(A) =1, ceci conclut.

3. OnalP(Z,>Z;)=1/(n+1) pour n > 2. Ainsi
le(zn > Z1) = 0.

n>1

Ici le lemme Borel-Cantelli (version série divergente) ne s’applique pas car les événements {Z,, >
Z1} ne sont pas indépendants.

_ 0 C==—ee—

‘Exercice 7. (Séries d termes positifs) Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires positives définies
sur (O, A,IP) indépendantes. A 1’aide du théoréme des trois séries, montrer que

Z,X” converge p.s. < ZIE[XH A 1] < oo.

n>0 n>0

Corrigé. On va utiliser le théoréme des trois séries.
Sens direct. Supposons que ) -, X, converge p.s. Alors, pour tout ¢ > 0, (i), (ii) et (iii) sont vérifiés.
On prend c =1, on a alors

ZIE[Xn Al]= ZIE[XHHXHQ]HP(X” >1)< oo

n>0 n>0

Sens réciroque. Supposons que ) ,-qE[X, A1] < co. Alors par I'égalité précédente, (i) et (iii) sont
vérifiés pour ¢ = 1. En outre, on a

) Var(X,ly )< ) E[Xplx «]<) E[X,Ix<]<w,

n>0 n>0 n>0
donc (ii) et aussi vérifié et )., X, converge p.s.

_ 0 C=—<e

Exercice 8. (Série entiére aléatoire) Soit (X,),en une suite de variables aléatoires réelles définies sur
(Q, A,IP) indépendantes.

1. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiere } , . X,2" est presque sirement
constant.

2. On suppose maintenant que les variables aléatoires (X,,),>o ont méme loi. Montrer la dichotomie

suivante
R=0p.s.siE[In(|Xy])"] = o,
R>1 p.s.siE[In(|Xo])"] < 0.

Com’gé.
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1. Le rayon de convergence R est donné par la formule

B 1

"~ limsup, o 1,

1/n"

Mais la variable aléatoire limsup,,_, |X,,|'" est mesurable par rapport a la tribu queue des
(X;)n>1, elle est donc constante presque stirement d’apres le petit lemme suivant (voir I'exercice
5 du TD 9) combiné avec la loi du 0-1 de Kolmogorov.

Petit lemme. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q), A, P) et soit C une sous-tribu de A
telle que si C € C, alors P(C) = 0 ou IP(C) = 1. Si X est C-mesurable, alors X est constante presque
sirement.

Démonstration. On note F la fonction de répartition de X. Pour tout x € R, {X < x} € C et donc
F(x) = P(X<x)=0o0u l. Comme lim,_,, F(x) =1 et lim,_,_ F(x) =0, on a xj := inf{x € R :
F(x) =1} € R. Comme F est croissante et continue a droite, on a F = 1}, [, qui est la fonction de
répartition de 0,,. Donc X a pour loi 6, , car la fonction de répartition caractérise la loi. Ainsi,
P(X = xy) =1 et donc X = xq p.s.

2. On écrit . ~
= e ) )exp(_lnufnn )

SiE[In(|X1])*] < oo, alors, d’aprés I'exercice 1, limsup,,_,  In(|X,|)*/n = 0 et donc In(|X,,|)*/n — 0.
Onaalors R>1 car exp(—%) <1

Si [E[In(|X;])*] = oo, alors, d’apres I'exercice 1, limsup,_, . In(|X,|)*/n = co. Ceci implique que
limsup,_, . In(|X,|)/n = co et donc R = 0 presque stirement.

_ s o C=—eeno—

Fxercice 9. Montrer qu’il n’existe pas de mesure de probabilité sur IN* telle que, pour tout n > 1, la
q p p que, p
probabilité de ’ensemble des multiples de # soit égale a 1/n.

Corrigé. Supposons qu'il existe une telle probabilité IP. Soit py, ..., px des nombres premiers, on a

k
1
P(piN -0 piN) = P((py --pp)N) = - = [ [P,
i=1

donc p1IN,..., pxIN sont des événements indépendants. En outre,

Z P(pIN) = Z 11—)200,

p premier p premier

ou l'on utilise que la série des inverses des nombres premiers diverge (voir sur Wikipédia pour une
preuve). Dong, par le lemme de Borel-Cantelli, presque tout entier n € IN (pour IP) appartient a une
infinité de pN, c’est-a-dire est multiple d’une infinité de nombres premiers distincts. Mais, il n’y a
que 0 qui vérifie cette propriété. Donc IP(IN*) = 0 ce qui est absurde.

_— o C——ee—e— /4

Exercice 10. (Théoréme de Jessen-Wintner) Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (2, A, IP). On
dit que X a une loi de type pur si l'on est dans I'un de ces trois cas

(i) il existe un ensemble dénombrable D C R tel que P(X € D) =1,

(ii) il existe un ensemble de mesure de Lebesgue nulle B € B(IR) tel que IP(X € B) =1 et, pour tout
xeR,P(X=x)=0,

(iii) La loi de X est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
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Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires réelles définies sur (Q),.A,P) indépendantes, telles que
X =) 50X, converge p.s. On suppose que, pour tout n € IN, X, a une loi discrete, c’est-a-dire qu’il
existe un ensemble F,, dénombrable tel que P(X, € F,,) = 1.

1. On note G le sous-groupe additif de R engendré par J,,»(F,. Soit B € B(IR), on note G + B =
{g+b:g€G,beB}. Enfin, posons

A:={XeG+B}n {ZX” converge}

n>0
Montrer que IP(A) € {0,1}.
2. En déduire que X a une loi de type pur.
3. Construire un exemple de série aléatoire pour chaque cas de loi de type pur.
Corrigé.
1. Montrons que A est mesurable. Pour cela, il faut vérifier que G + B est borélien. Comme B est
borélien, {g} + B est borélien (car f: x — x — g est mesurable). Et on a ensuite

G+B= U{g}+B

qui est mesurable car G est dénombrable (en effet G = {nyfy + -+ mpfp : k > 1,ny,...,n €

Z, fi,-- fr € Uiso Fi})-

En fait, A n’est pas forcément dans la tribu queue des X,,. Il faut plutot considérer

A= (XeG+B)n {ZX” converge},

n>0

ot X, = X nlx er, + fulx er,, avec f, € F, fixé, et X := Y 50 X Ainsi, on a d’une part X,, = X,,

p.s. et donc X = X p.s. et IP(A) IP(A). Et d’autre part on est sir que X,, € F,, (et pas seulement
presque sur). Montrons que A est dans la tribu queue des X,,. Soit k> 0,0na X = X; +---+ Xi +
Zn>kX avec X +---+ X; € G donc

XeG+B & ZYHEG+B.

n>k

Cela donne

A= {ZYH eG+ B} N {an converge} € o()?n,n > k),
n>k n>k
et donc A est dans la tribu queue des )zn. En outre, il faut noter que les (X,) sont toujours
indépendantes. Par loi du 0-1, IP(A) =P(A) € {0, 1}.
2. Procédons par élimination.

> S’il existe un ensemble dénombrable D C R tel que IP(X € D) = 1, alors on est dans le cas (i).
Supposons dorénavant que ce n’est pas le cas.

> Soit x € R. Si IP(X = x) > 0, alors en prenant B = {x}, on obtient P(A) > IP(X = x) > 0 donc
IP(A) =1 et ainsi IP(X € G + {x}) = 1, et cela contredit I’hypothése qu’on vient de faire car
G + {x} est dénombrable. Donc IP(X = x) = 0 pour tout x € R. Supposons qu’il existe un
ensemble de mesure de Lebesgue nulle B € B(RR) tel que IP(X € B) =1, alors on est dans le
cas (ii). Supposons dorénavant que ce n’est pas le cas.

> Montrons que l'on est alors dans le cas (iii). Soit B € B(IR) tel que A(B) = 0. Si IP(X € B) > 0,
alors, avec A construit a partir de B, on a IP(A) > 0 donc IP(A) =1 et ainsi P(X € G+ B) =
1. Mais, comme G + B = UgeG{g} + B avec G dénombrable, on a A(G + B) = 0. Donc cela
contredit I’hypothese faite précédemment. Donc IP(X € B) = 0 pour tout B € B(R) tel que
A(B) = 0. Cela signifie exactement que la loi de X est absolument continue devant la mesure
de Lebesgue : on est dans le cas (iii).
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3. Créons un exemple pour chaque cas.
> Cas (i). Il suffit de prendre X, = 0 p.s. pour tout n € IN.

> Cas (iii). On commence par le cas (iii) qui peut sembler plus naturel. Soit (Z,,),>1 une suite
de Bernoulli de parameétre 1/2 indépendantes. On pose X, = 27"Z, pour n > 1 et Xy = 0.
Alors il est clair que la série ), X,, est absolument convergente p.s. Ensuite on vérifie que
X suit la mesure uniforme sur [0,1] (on a fait la procédure inverse de la constuction d’une
suite de Bernoulli i.i.d. a partir de la mesure de Lebesgue sur [0, 1]). Donc on est bien dans
le cas (iii).

> Cas (ii). On va modifier légérement ce qui a été fait pour le cas (iii). Soit (Z,),>; une suite
de Bernoulli de parametre 1/2 indépendantes. On pose X,, = 37"2Z, pour n > 1 et X, = 0.
Alors la série ), X, est toujours absolument convergente p.s. et on a

X:szn”.

n>0

Alors X est a valeurs dans le Cantor triadique qui est de mesure de Lebesgue nulle. En
outre, on peut vérifier que chaque intervalle [k37",(k + 1)37"[ a une mesure inférieure a 2"
pour la loi de X et donc on en déduit que pour tout x € [0,1[, P(X =x) = 0.

Existe-t-il un chemin
traversant vertical
ou horizontal ?

Percolation
critique sur Z2.
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