g Intégration et probabilités

Devoir a la maison 3

E ad rendre avant le 8 novembre

< S

Exercice 1. (Questions de cours)
1. Enoncez le lemme de Fatou.
2. Enoncez le théoréme de convergence dominée.

3. Enoncez le théoréme de Radon—Nikodym.

Corrigé. Voir votre cours.
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FExercice 2. (Réarrangement symétrique) Soit d un entier non nul. On note A, la mesure de Lebesgue
sur RY. Pour r > 0, on note B(r) la boule ouverte de R centrée en 0 et de rayon r.

1. Exprimer A;(B(r)) en fonction de A;(B(1)).

2. Soit A € B(IR?). Montrer qu’il existe un unique r(A) € [0, +o0] tel que A4(B(r(A))) = A4(A).

On définit alors A* = B(r(A)).

3. Soit f une fonction borélienne de RY dans [0, +o0]. On définit les ensembles de niveaux de f par

L(f,t)={xe R : f(x) >t} pour chaque t > 0. Montrer que

+oo
VxeR?, f(x)= L Ly s, (x)dt.

4. On définit le réarrangement symétrique de f, noté f~, par

+00
YxeRY, fi(x):= fo Lz, (x)dt.

Montrer que f* est bien définie et que c’est une fonction borélienne.

5. Quand a-t-on f = f*?

6. Montrer que
f(x)dx = f(x)dx.
R R

7. Montrer que ||f||p = ||f*||p pour tout p > 1.

8. Soient A et B deux boréliens de R?. Montrer que A;(ANB) < A ;(A*NBY).

9. Quand a-t-on égalité dans I'inégalité précédente ?

10. Soient f, g deux fonctions boréliennes de R? dans [0, +co]. Montrer que

f(x)gx)dx < | f*(x)g"(x)dx.
R4 R?

11. Discuter le cas d’égalité de I'inégalité précédente.

Corrigé.

Le DM est a rendre pendant le cours, ou a déposer dans mon casier a I’entrée de ’espace Cartan. Pour toute question,
n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.



. Ona A,(B(r)) = r*A4(B(1)) en utilisant le résultat du cours pour les changements de variable par
les fonctions linéaires.

. Par la question précédente, on a Ay(B(r)) = r? 14(B(1)) avec A;(B(1)) > 0 donc la fonction r €
[0,00] > A4(B(r)) est strictement croissante et bijective de [0,c0] — [0,00]. Donc il existe un
unique r(A) € [0,+00] tel que A;(B(r(A))) = A4(A).
On peut aussi dire que r(A) = [A4(A)/A4(B(1))]*/.

. Soit x € R, on a, par définition de L(f,t), I(,(x) = Li<f(x) qui est clairement mesurable en ¢,
et donc

+0o +00
f Lp(x)dt = J Licp(xydt = f(x).
0 0

. Méthode 1. Soit x € R, f*(x) est bien défini car t - Lr(f,0 (%) = Ljxj<r(z(f 1)) €St décroissante (car les
ensembles L(f, ) sont décroissants en t) donc mesurable (car I'image réciproque d’un intervalle
est un intervalle) et positive. En outre, en utilisant de nouveau la décroissance, on a

() = L Loty A = inflt > 0: x| = r(L(F, 1)

et donc on a les équivalences suivantes pour x € R? et t > 0,
>t o K<rl(f,) o xeBOrLf, ),

ce qui donne {f* >t} = B(0,7(L(f,t))) € B(R) pour tout t > 0. Donc f* est mesurable car les ]t, 0]
engendrent B([0, c]). Notons pour la suite que 'on a montré au passage que

VE>0, L(ft) =L(f, 1) (1)
Meéthode 2. Montrons que la fonction
@: (x,t) e R x [0, 00] > L0 (%) = Lxj<r(r(f 1)

est mesurable. Alors, par le théoreme de Fubini-Tonelli, on obtiendra que f* est bien définie et
mesurable de RY — [0, c0]. La fonction h: t € [0, 00] - r(L(f, t)) est décroissante donc mesurable.
Alors ¢ est la composée entre les deux fonctions mesurables (x,t) € RY x [0, 00] > (|x], h(t)) € R, x
[0, 00] (mesurable car I'image réciproque d’un produit de boréliens est un produit de boréliens)
et 1y(4,p)eR, x[0,00]:a<b) (Mesurable car indicatrice d’un ouvert). Ainsi ¢ est bien mesurable.

. Commencons par étudier la fonction f* en toute généralité. Rappelons que

fix)= L Ljwjer(r(f,) dt,

donc il existe une fonction ¢: R, — [0, 0] définie par

Ya>0, l,b(a) = J{; ﬂa<r(L(f,t))dtl (2)

telle que Vx € R, f*(x) = 1(|x|). En outre, on remarque que 1 est décroissante. Enfin, montrons
que @ est continue a droite : soit a > 0 et (a,),cN décroissante telle que a,, — a, alors, pour tout
t€ Ry, Lo <r(r(f,t) = La<r(L(f,1)) €N cTOissant (et est positive) donc par le théoreme de convergence
monotone, on obtient (a,) — P(a).

Considérons a présent ¢: R, — [0, 0] décroissante continue a droite. On définit alors
(p_1 1 te[0,00] > sup{fa>0:q@(a)>t},
ou l'on adopte la convention sup @ = 0. Alors montrons que, pour tout a >0 et t € [0,00], on a

pa)>t o a<e (1) (3)



Supposons ¢(a) > t, alors par continuité a droite, il existe € > 0 tel que @(a+¢) >t et alors on a
@ '(t) > a+ e > a. Supposons maintenant a < @~1(t), alors il existe b €]a, ! (t)[ tel que @(b) >t
et donc par décroissance de ¢, on a ¢(a) > t.

Nous pouvons maintenant répondre a la question : montrons que

f=f" o 3d¢: R, —[0,00] décroissante continue a droite, Vx € RY, f(x) = o(|x]).

Le sens direct découle de 'observation faite sur f* au début de la question. Montrons la réci-
proque : supposons qu’il existe une fonction ¢: R, — [0, c0] décroissante continue a droite telle
que Vx € R?, f(x) = (|x]). Alors, on a L(f,t) = {x e R : g(Jx|) > t} = {x e R? : |x| < ¢~ (1)}, par (3).
Donc L(f,t) = B(@~!(t)) et ainsi r(L(f,t)) = ¢~ !(t). Cela nous donne

fi(x) = JO Ligj<q1(ndt = L Lo (x>t dt = @(Ix]) = £ (x)

et ainsi f = f".

. On a, par la question 3. et Fubini-Tonelli,
f(x)dx = j f Ip(f,n(x)dxdt = f Ag(L(f,t))dt
RR? 0 JRr? 0
- | aanrde= [ [ wpptodrde= | e
0 0 JR4 RR?

ou l'on a utilisé que A4(L(f,t)) = A4(L(f,t)") puis de nouveau Fubini-Tonelli.

. On procéde tout d’abord comme a la question 3. : pour x € R%, on a

+00 +00 +00
f(x)p = J; ]lt<f(x)1’ dt = J(; ]1t1/p<f(x)dt = J(; I[L(f,tl/p)(x)dt.

Puis, comme a la question 6., par Fubini-Tonelli, on obtient

f(x)Pdx = jm A(L(f,tP))dxdt. (4)
R4 0

On s’est ramené a quelque chose qui ne dépend que de la mesure des ensembles de niveau de f.
Mais, en appliquant (4) a f*, on a aussi

fH(x)f dx = fm A(L(f*, tP))dxdt.
R4 0

Or par (1), on a L(f*,t/P) = L(f,t/P)* et donc A(L(f*,t'/P)) = A(L(f,tV/P)*) = A(L(f,t'/P)) (par
définition de L(f,t'/P)*). On obtient donc le résultat attendu.

Remarque. On peut en fait remplacer x — xP par n'importe quelle fonction croissante ¢: R, —
IR, et on aura

f (P(f*(x>)dx:f @(f(x))dx.
R4 RY

. Sans perte de généralité, on peut supposer que A(A) < A(B). Alors r(A(A)) < r(A(B)) donc A* C B
et ainsi, A(A* N B*) = A(A*) = M(A) = AM(AN B).
. Par ce qui précede, on a A(A* N B*) = A(AN B) si et seulement si A(A) A A(B) = A(AN B).
1" cas. Supposons A(A N B) < co. Alors, on a
MA*NB)=AANB) o (MA)=AANB) ou A(B)=AANB))
e (MANB)=0 ou AA°NB)=0)



10.

11.

ou l'on utilise que A(A N B) < c0. Dong, on a A(A* N B*) = A(A N B) si et seulement si A ou B est
inclus dans l'autre a un ensemble de mesure nulle pres.

2¢ cas Supposons A(A N B) = co. Alors 1’égalité est toujours vraie et on ne peut plus rien dire sur
A et B. Par exemple, si A = J,onix € R : x| € [21,2n+ 1[} et B=J,,eni{x € RY : |x| € [31,3n + 1}
alorson a A(ANB) = co = A(A*NB*), mais aucun n’est inclus dans I’autre a un ensemble de mesure
nulle pres.

Par définition de f* et ¢, puis par Fubini-Tonelli, on a

[ reagmar= [ ([ sugartar)| [~ g was)as

= j J‘ ]1Lft HLgs)( )dXdet
J R4

= J‘ L(f,t)"NL(g,s)")dsdt
0o Jo

Puis, par la question 8., on en déduit

x)d , ,5))dsdt = d
x<j f (Lf 0Ll Ndsde= | floglx)d

en procédant de la méme maniere (avec la question 3.).

Par le calcul précédent, on a égalité si et seulement si

Loojooo L(f,t)"NL(g,s) dsdt—f J L(f,t)NL(g,s))dsdt. (5)

Comme a la question 9., on va devoir distinguer deux cas.

1¢r cas. Supposons que led f(x)g(x)dx < co. Plagons nous tout d’abord dans le cas d’égalité (donc
(5) est vraie). Alors, on a aussi

on Jm AL(f,t)NL(g,s))dsdt < oo
0o Jo

A(L(f, £ N L(g,5)) = A(L(f, £) N L(g,s))) dsdt = 0.

et dong, par (5),

OOOO

0 0
Or A(L(f,t)"NL(g,s)*)— AL(f,t)NL(g,s)) >0 par la question 8., donc on obtient
pour presque tout (t,5) € (R,)?, A(L(f,t)* NL(g,s)*) = AL(f,t) N L(g,s)).
D’apres la question 9., on en déduit que
(L(f, )\ L(g,5)) =
pour presque tout (¢,s) € (R,)?, {ou (6)

SI\L(f,1)) =
Montrons que I'on peut se passer du “pour presque tout (¢,s) € (R,)?”. Soit (t,s) € (R,)?>. On a
Lfn=1f>t=Jure) et Lgs=|Jugs)
t'>t §'>s

Lensemble des (t,s) qui vérifient I’'un des deux cas de (6) est de mesure pleine donc est dense
dans (R,)? (un ensemble de A-mesure nulle est d’intérieur vide!), donc il existe une suite
(tnrSn)neN € ((IR+)2)IN telle que t, Lt Sn lset

VnelN, ML(f,t,)\L(g s,) =0

ou

VnelN, AL(gsq)\L(f tn) =



Supposons sans perte de généralité que Vn € IN, A(L(f,t,) \ L(g,5,,)) = 0. On a alors

L(f,)\ L(g,5) = L(f,)) N L(g,) —“J ft] Uﬁugwj:LWMﬂmnﬁﬁugmj]
nelN nelN nelN kelN

c [ J@f 1) nLig s,

nelN

qui est de mesure nulle, comme union dénombrable d’ensembles de mesure nulle. On a donc
montré que

(L(f, )\ L(g,9)) =
V(t,s) e (Ry)% {ou (7)
AL(g,s)\ L(f,1)) =
Réciproquement, si (7) est vérifiée, on a pour tout (t,s) € (R,)?, A(L(f,t)* N L(g,s)*) = A(L(f,t)

L(g,s)), donc (5) est vérifiée et donc

fx)glx)dx= [ fi(x)g"(x)dx
R4 R4

Un exemple assez général de fonctions vérifiant (7) et donc 1’égalité peut étre obtenu de la ma-
niere suivante. Soit f; et gy des fonctions telles que f; = fy et g; = go (caractérisées a la question
5.) alors elles vérifient (7) et méme la version plus forte suivante

L(fo,t) € L(g0,5)
V(t,s)e(R,)% {ou (8)

L(go,s) € L(fo, 1)
car leurs ensembles de niveaux sont des boules ouvertes centrées en 0. Ensuite, pour toute fonc-
tion W: RY — RR?, on peut définir f = fyo W et ¢ = gy o W. Alors, L(f,t) = W~ (L(fy, t)) donc f
et g vérifient aussi (8) et donc (7). On peut ensuite les modifier arbitrairement sur un ensemble

de mesure nulle et elles vérifiront toujours (7) (mais plus (8)). Ca ne me semble pas clair que ce
sont les seules solutions. ..

2¢ cas. Supposons que fle f(x)g(x)dx = co. Alors I’égalité est toujours vraie. On ne peut rien dire
de plus sur les fonctions f et g : il y a plein de couples (f, g) qui vérifient cette hypothese (il suffit
par exemple que f et g soit minorée par une constante strictement positive), pour lesquelles les
ensembles de niveaux respectifs ne sont pas inclus dans I’'un ou dans l’autre a un ensemble de
mesure pres.

S B | o S ——
‘Exercice 3. Calculez 'intégrale ci-dessous a I'aide d’une série :
~ fl Jl Jl dxdydz
x=0Jy=0Jz=0 1 —Xy2 '
Corrigé. On utilise le développement en série entiére, pour x,y,z € [0, 1],

1- xyz_nyz

n>0

Par le théoreme de Fubini pour les fonctions positives, on peut sortir la somme et calculer les inté-
grales dans l'ordre que 'on veut et on obtient

1 . 1 ) 1 ) ) ) .
IZU d)(Ly dy)(f d)zﬁw)

n>0

Si vous avez une forme explicite pour I, c’est louche!
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FExercice 4. (Equation de Cauchy) On note A la mesure de Lebesgue sur R. Le probléme se décompose
en quatre parties qui peuvent étre traitées indépendamment. Soit f une fonction de IR dans R qui
vérifie I’équation fonctionnelle de Cauchy :

Ve, yeR, f(x+y)=f(x)+f() (*)

1. (Préliminaires) Soit g une fonction borélienne intégrable sur R. Posons

VxeR, G(x):= J g(t)dt.
[0,x]

(a) Montrer que la fonction G est continue sur R.
(b) Supposons que g est continue sur IR. Montrer que G est dérivable.

(c) Donner un exemple de fonction g qui n’est continue nulle part et telle que G soit dérivable
partout.

2. (Généralités sur f)
(a) Montrer que
VneN,VxeR, f(nx)=nf(x).

(b) Montrer que
VreQ,VxelR, f(rx)=rf(x).
(c) Comment pourrait-on décrire f du point de vue de l’algebre linéaire ?
(d) Montrer que si f est monotone, alors f est linéaire.
(e) Montrer que si f est continue, alors f est linéaire.
(f) Montrer que si f est continue en 0, alors f est linéaire.

3. (Cas borélien) Dans toute cette partie, nous supposons que f est une fonction borélienne de R
dans R solution de (*) et nous mettons en ceuvre une idée de Mark Kac. Posons

VxeR, g(x):=ef)

(a) Montrer que la fonction g est Lebesgue intégrable sur tout intervalle compact. Posons alors
Vx,y eR, F(x,y)zj g(u)du.
[xx+]

(b) Fixons p € R. Que peut-on dire de I'application partielle x € R — F(x,p)?

(c) Montrer qu’il existe une fonction ¢ telle que
VxyeR,  Flxy)=d(y)g(x).

(d) Montrer qu’il existe y, € R tel que ¢(yy) = 0.
(e) Montrer que I'application x € R — F(x,y) est dérivable.
(f) En déduire une équation différentielle vérifiée par g et conclure.
4. (Solutions non linéaires)
(a) Que peut-on dire d’une solution de (*) qui ne soit pas linéaire ?
)

(b) Construire une solution de (*) qui ne soit pas linéaire.

Carrl;gé‘



1. La définition de G n’est pas tres claire dans I’énoncé pour x < 0. Pour que la question 1.(b) soit
correcte, on suppose que la définition est

X

VxeR, G(x):= J g(t)dt,
0

ce qui veut dire que, pour x <0, on a

G(x) = —J-[ 0]g(t)dt.

Cependant, on notera [0, x] = [x, 0] dans ce cas (ce qui contredit la définition de G dans I’énoncé).

(a) Soit x € R et (x,),en telle que x,, » x. On a

1G(x) — Gl < fmﬂte[mn] g(1)ldr.

Or Lig[y,x,]1g(t)] — O pour presque tout t € R (en fait pour t # x) et on peut dominer par |g|
intégrable. Donc, par convergence dominée, |G(x) — G(x,,)| = 0 et G est donc continue.

(b) SoitxeReth=0.0Ona

G(x+h)-G(x)

x+h 1
g < [ fls-gtlde = [ gt un-glolds

Mais, pour tout u € [0,1], on a |g(x + uh) — g(x)] = 0 quand h — 0 (car g continue) et également
|g(x +1h) — g(x)| < 2suppy o\ 8] intégrable sur [0, 1] car fini (car g continue). Par convergence

dominée, on obtient
G(x+h)-G(x

et donc G est dérivable en x de dérivée g.
(c) On peut prendre g = 1.

2.(a) Avecx =y =0, on obtient f(0) = 2f(0) donc f(0) = 0. Cela traite le cas n = 0. On procede alors
par récurrence : pour n € IN, si f(nx) = nf(x), alors f((n+1)x) = f(nx)+ f(x) =nf(x)+ f(x) =
(n+1)f(x).

(b) Notons tout d’abord que f(x)+ f(—x) = f(0) =0, donc f(—x) = —f(x), ce qui permet d’étendre
la question précédente a tout n € Z.
SoitreQetxeR. Onar=p/qgavecpeZetgeIN".Ona f(q(x/q)) = qf(x/q) par la question
précédente, donc f(x/q) = f(x)/q. Puis f(rx) = f(p(x/q)) = pf (x/q) = pf (x)/q = rf (x).
(c) Lafonction f est Q-linéaire du Q-espace vectoriel R dans lui-méme. En effet, pour tous A, p €
Qetx,yeR,ona
fx+puy) = f(Ax) + f(uy) = Af (x) + pf (),

en utilisant (+) puis 2.(b).

(d) Traitons le cas f croissante. Soit x € R. Par densité de @, il existe (7,,)uen (Sy)nen € QN des
suites de rationnels convergeant vers x par valeurs inférieures et supérieures respectivement.
Alors, pour tout n € N, on a r,f(1) = f(r,) < f(x) < f(s,) = s,f(1). Avec n — oo, on obtient
f(x) =xf(1) ce qui conclut. Pour f décroissante, on applique ce qui précede a —f.

(e) Soit x € R. Soit (r,),en € QN convergeant vers x. Pour tout n € IN, on a r,f(1) = f(r,). En
prenant n — oo, on obtient xf (1) = f(x) par continuité de f.

(f) Soit x € R*. Soit (7,),,en € QN convergeant vers x. Pour tout n € IN, on a f(x)—r,f(1) = f(x—r,).
En prenant n — oo, on obtient f(x)—xf(1) = f(0) par continuité de f en 0. Cela conclut car
f(0)=0.

3.(a) La fonction g est mesurable comme composée de fonctions mesurables et intégrable sur tout
intervalle compact car bornée.



(b)

(c)

On sait que 'application partielle x € R — F(x, ) est continue par la question 1.(a), en 1’écri-
vant comme différence de deux intégrales.

En utilisant le changement de variables v = u —x, on a

) = du = dv = dv,
F(x,) f{x’xw]mu) y J[o,y]g(””) v g(")f[o,y]g(”) ’

en notant que g(v + x) = g(v)g(x). On peut donc conclure avec ¢(y) = F(0,v).

Supposons que F = 0. Alors, pour tout a < b, on a g intégrable sur [a,b] et I[a,b] gdA = 0. Mais
on a vu a l’exercice 2 du TD 3 que cela implique que ¢ = 0 A-p.p. (en appliquant a la partie
réelle puis a la partie imaginaire de g) alors que |g| =1 : c’est absurde. Donc il existe x(, v € IR
tel que F(xg,vo) = 0. Comme F(xg,0) = g(x9)$(vo), on en déduit que ¢(y) = 0.

Soit y, tel que ¢(yy) = 0. Alors on a, pour tout x € R, g(x) = F(x,19)/¢(vo) et ainsi g est
continue par la question 3.(b). Mais alors par la question 1.(b), on obtient que x € R F(x,v)
est dérivable, pour tout y € R.

Comme, pour tout x € R, g(x) = F(x,v9)/¢(vg), on en déduit que g est dérivable. En dérivant
par rapport a x, on obtient

8(x+30)—g(x) _ g(x)g(yo) -1

$(vo) (o)

De cette équation différentielle et du fait que g(0) = 1, on déduit que, pour tout x € R,

g'(x)=

— oxp[§W0) 1 )
st e G
Comme |g| =1, on a (g(yg) — 1)/¢P(vg) = i0 avec O € R. Soit x € R, on a exp(if(x)) = exp(iOx)

donc il existe k € Z (dépendant de x) tel que f(x) = Ox + 2km. Supposons k = 0, alors on a
exp(i0x/2k) = exp(if (x/2k)) = exp(if (x)/2k) = exp(i(Ox + 2km)/2k) = —exp(iOx/2k),

ce qui est absurde. Donc f(x) = Ox et f est linéaire.

Il faut qu’elle soit non mesurable. Et discontinue partout.

Pour expliciter un peu plus pourquoi cette fonction ne doit pas étre commode, on pouvait
aussi montrer que son graphe doit étre dense dans R? (ce qui est équivalent au fait que I'image
de tout intervalle non vide par f est dense dans RR). En effet, supposons qu'’il existe a € R tels
que f(a)# af (1) et montrons tout d’abord que pour tout € > 0, f([—¢, €]) est dense dans R. Soit
(ru)nen € QN tel que r,, — a, on a alors f(a—r,) — f(a)—af(1) # 0. Soit maintenant y € R a
approcher. Soit (s,,),en € QN tel que s, — y/[f(a)—af (1)], onaalors f(s,(a—r,)) = s, f(a—r,) —
y. Mais s, (a —r,) — 0 donc appartient a [—¢, & a partir d’un certain rang, ce qui montre que
f([~¢,€]) est dense dans R. Maintenant, montrons que le graphe de f est dense dans IR? :
considérons (x,y) € R? a approcher a € > 0 pres. Par ce qui préceéde, il existe h € [—¢, ] tel que
|f(h) + f(x)—y| <e. Alors (x+h, f(x+h)) approche (x,y) a € prés pour la norme infinie.

Soit (x;);e; une base de R en tant que Q-espace vectoriel (pour cela, on a besoin de 1’axiome
du choix : on ne peut pas construire f explicitement). Soit (a;);c; une famille de réels quel-
conques. Alors, on définit f comme l'application Q-linéaire qui a x; associe 4;. Ainsi, pour
x € R, il existe une unique écriture x = Y}, A; x; avecn € N, iy,...,i, €[ et A;,...,A; € Q"
eton a

f(x):= i/\ikaik.
k=1

Alors, par construction, f vérifie (x). Cependant, f est R-linéaire si et seulement s’il existe
a € R tel que pour tout i € I, a; = ax;. Dans tous les autres cas, f nest pas linéaire (on peut
prendre par exemple a;, = 1 et, pour tout i € I\ {ip}, a; = 0).

Yy Y



