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‘Exercice 1. Etudier la convergence de la suite (u,),>o définie par

_ [ sin(t")
tn '__[0 tn(1+t)dt

1 . n 0o _: n
B sin(t") sin(t") .
un_JO tn<1+t)dt+£ 4=t

et on étudie séparément les deux intégrales I, et J,,.
Pour la premiére, on remarque que, pour t €]0,1[, on a la convergence

Corrigé. On écrit

sin(t") 1
t"(1+1t) nooo 1+t

Liejo1pr

en étant dominée en valeur absolue par 1/(1 + t), qui est une fonction intégrable sur ]0,1[ indépen-
dante de n. Ainsi, d’apres le théoréme de convergence dominée,
1

L, —— ——dt =In(2).
e ) a1

Pour la seconde, pour #n > 1, on remarque que, pour t €]1,00[, on a la convergence
sin(t")
t"(1+t) n—oo

en étant dominée en valeur absolue par ﬁ, qui est une fonction intégrable sur |1, oo[ indépendante

de n. Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée, J,, — 0.
On en conclut que u,, — In(2).
Remarque. Le fait que (u,),cn découle des hypothéses de domination.

_ 0 C= e

FExercice 2. (Fonction de répartition et intégrale de Stieljes)

1. Soit y une mesure finie sur (IR, B(IR)), on définit sa fonction de répartition, pour tout x € R, par

F”(X) = V(] - oo,x]).
Montrer que F, est croissante, bornée, continue a droite et que F,(—co) = 0 (c’est-a-dire F,(x) — 0
quand x — —o0).
2. Réciproquement, soit F: R — R croissante, bornée, continue a droite et telle que F,(—oc0) = 0.

(a) On pose pour tout A CRR,
y*(A) = 1nf{Z(F(bl) —F(a;)):VieN,a; <b;et AC U]ai, bz]}
ieIN ielN

Montrer que y* est une mesure extérieure sur IR.

Le DM est a rendre pendant le cours du lundi, ou a déposer dans mon casier a ’entrée de 'espace Cartan. Pour toute
question, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.



(b) Montrer que B(IR) € M(u).
(c) En déduire qu’il existe y une mesure finie sur (R, B(R)) telle que F = F,.
(d) Montrer qu’une telle mesure y est unique.

Remarque. Pour F: R — IR une fonction croissante, bornée, continue a droite et telle que Fy(—oo) =0,

on note parfois If(x)dP = Jf,u(dx), ou p est la mesure telle que F = F,,. C'est l'intégrale de Stieljes
par rapport a F. En particulier, elle vérifie, pour tous a < b,

j dF = F(b)-F(a) et J dF = F(b) - F(a-),
ab] [ab]

ou F(a—) :=1lim,_,,_ F(x) est bien définie car F croissante.
Corrigé.
1. F, est croissante par croissance de la mesure et bornée car 0 < F < p(RR) < co. Pour x € R et
(Vu)nen une suite décroissante convergeant vers x, on a

F(x) = //l(] —00,x]) = //l[ ﬂ ] _Oo’yn]] = r}g{}ol’l(] _Ooryn]) = r}i_)n(}op(yn)f
nelN

car l'intersection est décroissante et y est finie. Ainsi F est continue a droite. De nouveau par
continuité décroissante (car y finie), on a, pour (y,,),en une suite décroissante tendant vers —oo,

lim F = lim — 00, = — 00, = =0,
lim F(y,) = lim p(]-co,p,]) ﬂ(nfenl] yn]] p(0)
donc F(—o0) = 0.
2.(a) On procede de la méme maniere que pour la construction de la mesure de Lebesgue.
> Comme F est croissante, y est a valeurs positives.
> En prenant a; = b; pour tout i € N, on a p*(0) = 0.
> Si A C BCR, alors tout recouvrement de B est un recouvrement de A donc p*(A) < y*(B).

> Soit (A,)uen € P(R)N et ¢ > 0. Pour n € IN, il existe un recouvrement A, C U;enlal, b¥]
tel que

(A 2 ) (F(bY) = F(a}) —e27".
ielN

Alorson a | J,en Ay € Upen Uien]a}, b'] qui reste un recouvrement dénombrable et donc

;f( g An] <) ) (FO))-F@)< ) (u(A)+e2") =2+ ) (A,

nelN nelNielN nelN nelN

ce qui montre que y* est o-sous-additive avec ¢ — 0.

(b) La démarche ressemble aussi a la construction de la mesure de Lebesgue, mais ici c’est méme
un peu plus simple. On sait que M(u*) est une tribu par le cours. Il suffit donc de mon-
trer que, pour tout x € R, | — o0, x] € M(pu*). Soit A C R, montrons que y*(A) = u*(AN] -
00, x]) + p*(AN]x, co[). Tout d’abord, par o-sous-additivité de p*, on a y*(A) < u*(AN] — oo, x]) +
#(AN]x, o). Montrons 'autre inégalité.

Si AcCU;enlairbi] avec a; < b; pour tout i € N, alors on a

Am]—oo,x]CU]ai/\x,bi/\x] et AnJx,oo[C U]a,-Vx,b,-Vx]
ieN ielN



et ainsi

W (AN] —o0,x]) + p*(AN]x, 00 ZF (b; Ax)—F(a; Ax)+ ZF(bi V x)—F(a; V x)
ielN ieN
- ZP(bZ
ielN

en séparant les trois cas x < a;, a; < x < b; et b; < x. En prenant la borne inférieure sur tous
les recouvrements de A, on obtient y*(A) > p*(AN] — o0, x]) + u*(AN]x, o[), ce qui conclut la
démonstration.

On note p la restriction de y* a B(RR) qui est une mesure (par le cours, la restriction de y* a
M(p”) est une mesure).

Soit a,b € R tels que a < b. Il est immédiat que y(]a, b]) < F(b) — F(a). Soit ¢ > 0, on va montrer
que y(la,b]) > F(b) — F(a+ €) — 2¢. Considérons un recouvrement de |a,b] C J;cn]ai, bi] avec
a; < b; pour tout i € IN. Par continuité a droite de F, pour chaque i € N, il existe b; > b; tel que
F(b]) < F(b;)+€27". Alors on a le recouvrement du compact [a + ¢, b] par la famille d’ouverts
Uienlai, b}[, dont on peut extraire le sous-recouvrement fini U olai, b)[. On peut réordonner
les N + 1 premiers intervalles de sorte que i € [0, N] > a; soit Crmssante Quitte a réordonner
de nouveau les intervalles et réduire N, on peut supposer qu’il n’existe pas 0 <i < j <N tels
que |a ],b][c]al,b [ et aussi que Ufio]ai,b;[ est un intervalle (dans le cas contraire, au moins
I'un des ]a;, b][ est disjoint de [a + ¢, b], donc on peut le supprimer). Alors on a b; > a;,; pour
tout 0 <i <N —1 et donc, par croissance de F,

N N-1
Y E(b)~F(a;)> ) F(ai) - F(a;)+ F(by) - F(ay) = F(b—N’) = F(ag) > F(b) - F(a+¢),
i=0 i=0

car ap < a+ ¢ et by, > b. Ainsi, on obtient (car pour tout i € N, F(b;) — F(a;) > 0)

N
F(b)-F(a+e)< ) F(b)-F(a;)< ) F(b)~F(a;) <2+ ) F(by)-
i=0

ielN ielN
En prenant la borne inférieure sur tous les recouvrements de ]a, b], on a donc F(b)—F(a+¢) <
2¢e + u(]a, b)), ce qui donne F(b) — F(a) < p(la,b]) en faisant tendre ¢ — 0 et en utilisant de
nouveau la continuité a droite de F. On a donc montré que y(|a, b]) = F(b) — F(a).
Comme F est bornée, on a

p(R) = lim T y([-n,n])= lim T F(n)—F(-n) < 2||F||, < oo,

n—oo n—o0

donc p est finie. Enfin, pour x € R, on a

pu(]—o0,x]) = lim T p(]—n,x]) = lim T F(x)— F(-n) = F(x),

n—-o00 n—-o0
car F(—o0) = 0. Donc F = F,.
Soient p et v des mesures finies telles que F = F, = F,. L'ensemble C := {] —co,x] : x € R} est
stable par intersection finie et engendre la tribu B(RR). Pour tout x € R, p(] — c0,x]) = F(x) =
v(] — o0, x]). Enfin, F étant croissante bornée, elle admet une limite finie F(oco) := lim,_,, F(x),

donc on a
#(R)= lim T p(]—oco,n])= lim T F(n) = F(oc0)

n—oo n—oo

et de méme v(R) = F(c0). Donc y(R) = v(R) < oo et par le théoreme d’unicité des mesures
finies, on obtient y = v sur B(RR).

L B [ o S ——



Exercice 3. Soit f: (R,B(R)) — (R, B(R)) une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue et a > 0.
Montrer que, pour presque tout x € R, n™% f(nx) — 0 quand n — oo.
Indication. On pourra utiliser le lemme de Borel-Cantelli montré dans le TD 1.

Corrigé. Pour 17> 0 et n > 1, on pose

A= xR f () > ) = -y € Re - lf ()] > ).

Alors, on a tout d’abord
AMAy ) = —A (v eR:If(p)I>nn}),

car pour tous r > 0 et A € B(R), on a A(rA) = rA(A) (voir la remarque 2 ci-dessous). Ensuite, par
I'inégalité de Markov (vue au TD 2), on a

AA) S s [ 1lad= o | irlan

Ainsi, la série de terme général A(A, ;) est sommable. D’apres le lemme de Borel-Cantelli,

/\(hm supAq’n) =0.
n—-o0

On a donc montré que, pour tout 7 > 0, pour A-presque tout x € R, limsup,,_,  n % f(nx) < 5. Ainsi,
pour A-presque tout x € IR, pour tout p € IN*, limsup,_,  n"%f(nx) < 1/p ce qui signifie que pour
A-presque tout x € R, lim,,_, ., n™* f(nx) = 0.

Remarque 1. Il n’est bien str pas possible d’échanger l'ordre de “pour tout n > 0” et de “pour A-
presque tout x € R” en général et il faut se ramener a un “pour tout” dénombrable.

Remarque 2. Montrons que, pour tous r > 0 et A € B(RR), on a A(rA) = rA(A). Une premiére méthode
est de repasser par la définition de la mesure de Lebesgue par recouvrement par des intervalles. Une
deuxieme méthode est de noter p(A) := A(rA) et v(A) := rA(A) : cela définit bien deux mesures, il
est clair qu’elles coincident sur les intervalles et on peut ensuite appliquer le théoréme d’unicité des
mesures o-finie pour obtenir que y=v.

_ o C= 00—

‘Exercice 4. (Critére de Lebesgue pour la Riemann-intégrabilité) Soit f: [0,1] — R bornée. L'objectif de
cet exercice est de montrer que f est Riemann-intégrable si et seulement si elle est continue presque
partout (c’est-a-dire ’ensemble de ses points de discontinuité est de mesure de Lebesgue nulle) et de
se servir de ce critére pour construire des exemples de fonctions non-Riemann-intégrables et montrer
qu’une fonction Riemann-intégrable est Lebesgue-intégrable.

Rappel. On définit les intégrales de Darboux supérieure et inférieure par

1 n
[ ain Y ki) sup ;o ff sup Z “xp) it f,

V=1 [xi_1,%i] subdiv. (

ou les bornes inférieure et supérieure ont lieu sur tous les entiers n > 1 et toutes les subdivisions
0=xp<x; <---<x,=1de[0,1]. La fonction f est Riemann-intégrable si et seulement si les deux
intégrales de Darboux sont égales.

1. Pour x € [0,1], on définit l'oscillation de f en x par

0] =1 - inf
seftx) hlnot[[x—h,jfhl])m[o,l]f [thxﬂr;l]“[o’”f]

et, pour ¢ > 0, on pose
X, = {x €[0,1]: Oscy(x) > e},

I’ensemble des points ou f a une oscillation plus grande que ¢.



(a) Montrer que Oscy(x) est bien définie.

(b) Montrer que ’ensemble des points de discontinuité de f est mesurable (méme si f n’est pas
supposée mesurable).

2. Supposons que f est Riemann-intégrable.

J_Olf—J;le/\X €

(b) En déduire que f est continue presque partout.

(a) Montrer que pour tout € >0, on a

3. Supposons que f est continue presque partout.

(a) Soit € > 0. Montrer que pour tout 77 > 0, il existe un nombre fini d’intervalles ouverts disjoints

Ii,..., 1, tels que
n n
X, C Uli et Z/\(L) <
i=1 i=1

(b) En déduire que f est Riemann-intégrable.
4.(a) Trouver une fonction bornée Lebesgue-intégrable mais pas Riemann-intégrable.
(b) Montrer que si f est Riemann-intégrable, alors f: ([0, 1], 3([0,1])) — (R, B(R)) est mesurable,
ou 5([0,1]) est la tribu de Lebesgue sur [0, 1]. En déduire que f est Lebesgue-intégrable.
(c) (3%) Trouver une fonction F: [0,1] — R dérivable sur [0,1] de sorte que sa dérivée F’ soit
bornée mais pas Riemann-intégrable.
Indication. On pourra se servir des ensembles de Cantor introduits au TD 3.

Remarque. Cela montre que le théoreme fondamental de I’analyse montré au TD 3 pour l'in-
tégrale de Lebesgue est strictement meilleur que son analogue pour 'intégrale de Riemann.

Corrigé.
1.(a) La fonction de h qui définit Oscy(x) est bien définie car f est bornée. Elle est croissante donc
admet une limite a droite en 0. Ainsi Oscy(x) est bien définie.
Remarque. Oscy(x) est la différence de la limsup et de la liminf de f en x, ou on généralise les
définitions de limsup et liminf au cas de limites continues.

(b) Montrons que X, est fermé. Soit (x,),en € X2 convergeant vers x € [0,1]. Alors, pour tout
h>0, il existe n € IN tel que x,, €]x —h,x + h[ et donc

[x—h,;-::lhl])ﬂ[o,l]f [x—h’xlf;lllc Ol]f Z Oscplx) 2
Ainsi Oscy(x) > ¢ et x € X,.. Donc X, est fermé.
En particulier, X, est mesurable et donc I’ensemble D des points de discontinuité de f aussi
car D = Unzl Xl/n'
2.(a) Soit 0 =xp <x; <---<x,=1let0=yy<y; <<y, =1 des subdivisions de [0,1]. On
considere (z;)o<i<p la subdivision obtenue en prenant l'union de (x;)o<i<x €t (¥i)o<i<m- On a
alors

n p
Z( =X supf Z y]1 inf f>Z] zZj_ (supf inf f]

jzl [X] lx Yi- ly]] j:l [] 1Z/] [] 1Z]]

On note X; = X, \ {zp,...,2,} et ] = {j € [L,n] : [zj-1,2;] N X; = 0}. Alors, pour j € ], on a
Sup[zj,l,z]-]f —infl,  .1f > sup]Zjil’Zj[Oscf > ¢ et donc

)4
Z(zj—zj_l)( sup f - 1nf f)>ez/1 ) > eMX
i [

. . Z
2j-1,%j] [2j-1, j€J



ou pour la derniere inégalité on utilise I'inclusion X{ C Jje; ;. On remarque ensuite que
A(X]) = A(X,). Ainsi, en passant a la borne inférieure sur toutes les subdivisions de [0,1], on

obtient le résultat souhaité.

Si f est Riemann-intégrable, alors elle est aussi Darboux-intégrable, c’est-a-dire que

1 1
Jor=Lr
0 20
Par la question précédente, on obtient que pour tout ¢ > 0, A(X;) =0. Or D = |, X1/, donc
on obtient A(D) = 0.

Comme A (D) = 0 et X, C D, on a A*(X,) = 0. Il existe donc une suite ([;);>; d’intervalles

ouverts tels que
X, C Uli et ZA(L-) <.

i>1 i>1

Comme X, est fermé (cf question 1.(b)) et borné, il est compact et donc on peut extraire du
recouvrement par les ouverts I; un sous-recouvrement fini : il existe n > 1 tel que

n

X, C Uli et iwi) < Z/\(IZ-) <.
i=1

i=1 i>1

Enfin, quitte a fusionner les intervalles qui se chevauchent, on peut supposer qu’ils sont dis-
joints.

Soit € > 0 et 1 > 0. Soit Iy,...,I, les intervalles ouverts disjoints fournis par la question pré-
cédente. On considére J;,...,J,, les intervalles fermés correspondant aux n + 1 composantes
connexes de (|Ji_; ;)¢ dont on exclut les singletons. Ainsi Iy,...,I,,];,...,], sont des inter-
valles disjoints recouvrant [0, 1] a 'exception d’un nombre fini de points.

Soiti€[[1,m] et x€]J;. Onax & X, donc Oscy(x) < ¢ et il existe h, > 0 tel que

su - inf <eé.
]x—hx,x+hI:[ﬂ[0,l]f ]x—hx,x+hx[ﬂ[0,1]f

En outre, on a J; C Uy, |x — hy,x + [ et J; est compact, donc on peut extraire un sous-
recouvrement fini, qui nous fournit (en réduisant les intervalles pour qu’ils ne se chevauchent
plus) une subdivision de J; en intervalles J; 1,...,J; ,, fermés (i.e. que leurs extrémités forment
une subdivision de J;) tels que, pour tout k € [[1,#;]],

sup f —inf f <e.

ik Jik

Ainsi les intervalles fermés (I;);<j<, et (Ji k) 1<i<m,1<k<n, forment une subdivision de [0,1] et
on a donc

<2lfllo ) ML) +e AMJik)
i=1

i=1 k
<2||fllon +€A[0,1]) = 2|fllo 1 + &

On peut alors faire tendre ¢ puis 7 vers 0, ce qui montre que les intégrales de Darboux supé-
rieure et inférieure coincident et donc que f est Riemann-intégrable.

On considere la fonction f := Lgn(o,1] qui est bornée et d’ensemble de points de discontinuité
D =[0,1] par densité de Q et de R\ Q. Comme A(D) > 0, f n’est pas Riemann-intégrable.
Cependant elle est Lebesgue-intégrable car mesurable et bornée sur un intervalle borné.



(b)

Soit U un ouvert de R, montrons que f~!(U) € B([0,1]). Rappelons que D est 'ensemble des
points de discontinuité de f et qu’il est dans B([0,1]). On a

fHU)=(f{(U)nD)U(f 1 (U)N D).

Comme f est Riemann-intégrable, elle est continue A-p.p. : D est de mesure de Lebesgue
nulle et donc f~1(U) N D est un ensemble négligeable pour la mesure de Lebesgue. Ainsi
f~YU)nDeB([0,1]).

D’autre part, la restriction de f a D¢ est continue donc f~'(U)N D¢ = f”;(U) est un ouvert
de D¢, pour la topologie induite. Or la topologie induite sur D¢ est formée par ’ensemble des
V N D¢ pour V ouvert de [0, 1]. Donc il existe V ouvert de [0,1] tel que f~{(U)ND® = VND° €
B([0,1]) car V,D¢ € B([0,1]).

Cela montre que f~1(U) € B([0,1]). Comme les ouverts de IR engendrent B(IR) on a montré
que f est mesurable de ([0,1], ([0, 1])) dans (R, B(RR)).

L'exemple présenté ici est 'exemple historique introduit par Vito Volterra en 1881. L'idée
est de travailler sur un Cantor K de mesure strictement positive et de définir f sur chaque
intervalle retiré lors de la construction, par une méme fonction g, changée d’échelle, dérivable
et de dérivée 0 aux bords. Ainsi, en posant f = 0 sur le Cantor, on obtient une fonction
dérivable sur [0,1]. Ici, la fonction g sera choisie de sorte qu’elle ne converge pas aux bords
de l'intervalle sur laquelle on la met. Cependant, on peut faire plus simple que Volterra et ce
ne sont pas les oscillations de g aux bords le coeur du probleme : le plus important est que la
dérivée prenne la valeur 1 (par exemple) sur chaque intervalle retiré du Cantor. Alors en tout
point x du Cantor, on a f’(x) = 0 mais il y a des intervalles retirés aussi proche qu’on veut de
x avec f’ qui prend la valeur 1 dessus : ainsi f’ sera discontinue sur K.

On rappelle la définition de K : on considére une suite (d,,),en €]0, 1[N et on part de K :=
[0,1], alors, a partir de K,, qui est une réunion de 2"*1 intervalles fermés, on construit K, 1
en retirant de chaque intervalle de K, un intervalle ouvert centré de longueur d,, fois celle de
I'intervalle. Enfin, on pose K := (1,59 K,. On note I, 1,...,I, o« les intervalles ouverts retirés a
I’étape n de la construction du Cantor K, de sorte que

.
K:[O,1]\(UUIHJ<].

n>1k=1

On rappelle que K est un fermé d’intérieur vide dont tout point est point d’accumulation et
on choisit une suite (d,),en €]0, 1[N sommable, de sorte que A(K) > 0 (voir I'exercice 6 du TD
3).

On introduit la fonction h définie sur R’ par

h(x) = x* sin(%).

On a, pour tout x > 0,

h(x) = 2xsin(§)+cos(§).

On remarque que la dérivée de h est bornée par 3 sur [0,1].
Soit I, x =]a, b[ un intervalle retiré lors de la construction de K. On note

ci= sup{xe]a,a+b[:h'(x—a):0},

et on a ¢ > a car h’ s’annule une infinité de fois a droite de 0. Puis on pose, pour x €]a, b,

h(x—a) sia<x<c,
fux(x):=3 h(c—a) sic<x<b+a-g
h(b—x) sib+a-c<x<b.



La fonction f, ; est dérivable sur ]a, b[ par définition de c (la dérivée a droite et a gauche en c
et en b+a—c est nulle) et sa dérivée est bornée par 3. Enfin, on définit la fonction de Volterra
f,pour x €[0,1], par

fuk(x) s’il existe n,k € IN tels que x € I, ¢,

f(x)::{o sixek,

et nous allons maintenant montrer que cette fonction répond a la question.

Montrons que f est dérivable sur K. Soit x € K, on a f(x) = 0. Soit y € [0,1]. Siy € K, on a
f(x)=f(v)=0.Sinon, y €I, =]a,b[ avecx <a<y<boua<y<b<x. Alorsona

() = F @] = fur®)] < max((y -a)?, (v - b)*) < (y - x)*.

En regroupant les deux cas, on a montré que, pour tout y € [0,1],

If (@) - f ()l
Tg(y—x)ﬁo

donc f est dérivable en x de dérivée f’(x) = 0. En outre, f est dérivable sur tous les intervalles
ouverts I, ;. car elle y coincide avec f, ; qui est dérivable. Donc f est dérivable sur [0,1] et sa
dérivée f’ est bornée par 3.

Montrons que f’ n’est continue en aucun point de K. Soit x € K, on a f’(x) = 0. Soit ¢ > 0,
montrons qu’il existe t € [x—¢,x+¢€]N[0,1] tel que f’(t) = 1. Comme x est point d’accumulation
de K, il existe y € K tel que |x — y| < . Mais K est d’intérieur non vide, donc [x,y] N K¢ = 0,
c’est-a-dire qu’il existe n,k € IN tels que I, C [x,v]. Notons I, =]a,b[ et ¢ défini comme
précédemment. Soit n > 1 suffisamment grand pour que 1/(2nm) < c—a, alors on a

(o g ) = sl )= (35
f(a+2nn Juk a+2n7z 2nT
eta+ ﬁ €(ab)Cx,y]Cx—&x+e]N[0,1]. Ainsi f’ est discontinue en x.

L'ensemble des points de discontinuité de f’ contient donc K (ils sont méme égaux) et K a
une mesure de Lebesgue strictement positive. Donc f’ n’est pas Riemann intégrable.

Y568

x = (b—x)?

f n,k




