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Devoir a la maison 1

E a rendre avant le 4 octobre i

‘Exercice 1. Fournir une démonstration ou un contre-exemple pour les questions suivantes.

1. Soit (x,),>; une suite de réels et soit f: R — R une fonction continue. A-t-on alors 1’égalité
suivante :

f (limsup xn) =limsup f(x,) ?

n—-oo n—-o0

2. Soit X,Y deux ensembles et f : X — Y une application. Pour A C P(Y), on note f~!(A) =
{f"1(A): A € A). A-t-on, pour tout A C P(Y), la relation suivante :

a(fHA) = fH(o(A)?
3. Soit (X x Y, F) un espace-produit mesuré et 7: X x Y — X la projection canonique. L'ensemble

Fx = {m(F): F € F} est-il une tribu?

4. Soit (E, A) un espace mesurable. Soit C une famille de parties de E, et soit B € ¢(C). Existe-t-il
forcément une famille dénombrable D C C telle que Be o(D)?
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Exercice 2. (“Cardinal” d’une tribu) Soit (E, A) un espace mesurable. On définit, pour tout x € E,
I'atome de la tribu A engendré par x par

X = ﬂ A.
AeAtel que xeA
1. Montrer que les atomes de A forment une partition de E.

2. Montrer que si A est au plus dénombrable alors A contient ses atomes et que chaque élément
de A s’écrit comme une réunion au plus dénombrable d’atomes.

3. En déduire qu’il n’existe pas de tribu infinie dénombrable.
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FExercice 3. Soit (Q,A) un espace mesurable tel que {w} € A pour tout w € Q. Soit y une mesure
positive sur A. On dit que y est portée par S € A si u(S°) =0, que w € Q) est un atome ponctuel pour u
si p({w}) > 0, que p est diffuse si elle n’a pas d’atomes ponctuels, et que p est purement atomique si elle
est portée par I’ensemble de ses atomes ponctuels.

1. Que peut-on dire d’'une mesure qui est diffuse et purement atomique ?
2. Montrer que l’ensemble des atomes ponctuels d’'une mesure finie y est dénombrable.
3. Soit y une mesure finie sur .A. Montrer qu’il existe un unique couple de mesures (i , y;) sur A,

avec pyy diffuse et y, purement atomique, tel que y = py + ;.
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Le DM est a rendre pendant le TD, ou a déposer dans mon casier a ’entrée de 1’espace Cartan. Pour toute question,
n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.



Exercice 4. (Produit de tribus boréliennes)

1. Soit (X,dx) et (Y,dy) des espaces métriques séparables (c’est-a-dire admettant une suite dense).
L'objectif de cette question est de montrer que B(X xY) = B(X)® B(Y), ou X x Y est muni de la
topologie produit. On rappelle que la topologie produit sur X x Y est engendrée par la distance
dxxy définie par

V(X;V)x (x,’ 31’) € X x Y, dXxY((xl y); (x,’ 3/')) = rnax(dX(x,x'), dY(yl y,))

(a) Montrer que, pour tout A€ B(X), AxY e B(XxY).
(b) En déduire que B(X)®B(Y) C B(X xY).

(c) Montrer que, pour tout ouvert non vide U de X x Y, il existe deux suites (z,),en € (X x V)N
et (7,)nen € (R})™ telles que

U= U B(z,, 1),

nelN
ou B(z,r) est la boule de centre z et de rayon r pour dy,y.
(d) En déduire que B(XxY)cC B(X)®B(Y).

2. () Soit X un espace métrique. Dans cette question, on montre que 'on n’a pas forcément
B(X?) = B(X)®B(X).

(a) Soit C € B(X)® B(X). Montrer qu’il existe une suite de boréliens (A,),en € B(X)N telle que
Ceo({A,, xA, :mmnelN}).

(b) Soit (A,),en € B(X)N une suite de boréliens. Pour u € {0,1}N, on note

A siu,=1
u .__ n n u .__ u
D, ._{( O siu, =0 et B ._ODH.
nelN

Montrer que G := {{J,)er B X B" : I C ({0, 11N)2} est une tribu.

u,v)

(c) En déduire qu’il existe deux familles de boréliens (C;)cr, (C,)icr € B(X)R telles que
c=| Jaixc;

(d) En utilisant la question précédente, trouver un espace métrique X tel que B(X?) = B(X)®B(X).
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